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Vorbemerkungen. 


Mit  sehr  wenigen  Ausnahmen  haben  die  deutschen  Mathematiker 
Grassmann  fast  während  seines  ganzen  Lebens  die  Anerkennung  ver- 
sagt, die  er  verdiente;  eigentlich  erst  in  dem  letzten  Jahrzehnt  seines 
Lebens    ii^rirden   einige  Stimmen  laut,  die  darauf  hinwiesen,  dass  der 
Stettiner    Gymnasiallehrer  doch   etwas    geleistet   habe,  ja  dass   er   in 
manchen  Beziehungen  seinen  Zeitgenossen  vorausgeeilt  sei.  Nach  Grass - 
manns  Tode  ist  es  nicht  viel  anders  geworden.    Es  giebt  zwar  jetzt 
eine   ganze   Beihe  von  Mathematikern,  die  nahezu  ausschliesslich  mit 
Grassmannschen  Methoden  arbeiten;  aber  der  grossen  Mehrheit  aller 
Mathematiker  ist  er  bis  auf  den  heutigen  Tag  ganz  fremd  geblieben: 
man  begnügt  sich  im  günstigsten  Falle,  seinen  Namen  mit  einer  ge- 
wissen Hochachtung  zu  nennen,  aber   an   seinen  Werken   geht  man 
achselzuckend  vorüber. 

Allerdings  ist  es  wahr,  dass  Grassmann  nicht  gerade  leicht 
lesbar  ist;  seine  Neigung  zur  Abstraktion,  seine  philosophische  Dar- 
stellungsweise wirken  auf  uns  alle,  die  wir  so  ganz  anders  gewöhnt 
sind,  zunächst  abschreckend  ein.  Wahr  ist  es  auch,  dass  viele  unter 
den  Ergebnissen  Grassmanns,  die,  als  er  sie  veröffentlichte,  neu 
waren,  mittlerweile,  unabhängig  von  ihm,  auf  andern  Wegen  wieder- 
gefunden worden  sind,  und  dass  wir  jetzt  auf  einem  höheren  Stand- 
punkte stehen,  von  dem  aus  wir  den  Zusammenhang  der  Dinge  ganz 
anders  übersehen  können,  als  es  Grassmann  möglich  war.  Aber 
andrerseits  findet  man  doch  bei  Grassmann  noch  gar  Manches,  was 
auch  heute  noch  neu  ist  und  auf  die  Entwickelung  der  Wissen- 
schaft Einfluss  zu  üben  vermag.  Ausserdem  ist  es  aber  eine  einfache 
Pflicht  der  Gerechtigkeit,  auch  die  andern  Leistungen  Grassmanns 
anzuerkennen  imd  überhaupt  Grassmann  die  ihm  gebührende  Stellung 
unter  den  Matheriiatikern  des  neunzehnten  Jahrhunderts  nicht  länger 
Torzuenthalten. 

Dieser  Pflicht  uns  zu  entziehen,  haben  wir  heute  gar  keinen  Vor- 
wand   mehr.     Grassmanns    Zeitgenossen    nämlich    wurde    das    Ver- 
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stiindniss  seiner  Werke  nicht  blos  durch  deren  eigenthümliche  Dar- 
stellungsweise erschwert,  sondern  auch,  und  zwar  in  viel  höherem  Grade, 
durch  die  Fülle  neuer,  fremdartiger  BegrifiFe,  mit  denen  Grassmann 
sie  förmlich  überschüttete.  Heutzutage  dagegen  sind  wir  in  einer  viel 
günstigeren  Lage.  Durch  die  Weiterentwickelung  der  Mathematik  ist 
uns  ein  grosser  Theil  dieser  BegrifiFe,  die  damals  den  Zeitgenossen 
Grassmanns  so  fremdartig  erschienen,  ganz  geläufig,  da  sie  eben 
seitdem  von  andern  Mathematikern  auf  andern  Wegen  entwickelt  worden 
sind,  und  deshalb  ist  es  für  uns  viel  leichter,  Grassmann  zu  ver- 
stehen, und  es  bleibt  eigentlich  nur  die  Schw^ierigkeit  übrig,  die  in 
seiner  eigenthümlichen,  halbphilosophischen  Darstellungs weise  liegt. 
Aber  auch  diese  Schwierigkeit  ist  bei  einiger  Anspannung  des  Denkens 
zu  überwinden  und  davor  darf  sich  niemand  scheuen;  erfordert  doch 
überhaupt  jede  ernste  wissenschaftliche  Leistung  eine  solche  Anspan- 
nung des  Denkens,  wenn  sie  verstanden  und  gewürdigt  werden  soll. 

Es  sind  eigentlich  nur  ilussere  Gründe,  die  es  einigermassen  ent- 
schuldigen können,  dass  Grassmann  heutzutage  noch  so  vemach- 
llissigt  wird.  Seine  Werke  sind  zum  Theil  nicht  sehr  leicht  zugänglich. 
Eins  seiner  Hauptwerke,  die  Ausdehnungslehre  von  1862,  ist  vergriffen 
und  gar  nicht  mehr  zu  bezahlen.  Seine  Abhandlungen  sind  in  Zeit- 
schriften zerstreut.  Der  Bequemlichkeit  der  Mathematiker  auch  diesen 
letzten  Vorwand  zu  entziehen,  das  ist  der  Zweck  der  Gesammtausgabe, 
von  der  jetzt  der  erste  Theil  des  ersten  Bandes  vorliegt. 

Den  ersten  Anstoss  zur  Veranstaltung  dieser  Ausgabe  hat  Felix 
Klein  gegeben.  Ueberzeugt,  dass  ein  solches  Unternehmen  zcitgemäss 
sei,  hatte  er  sich  mit  der  Grassmannschen  Familie  in  Verbindung 
gesetzt,  um  deren  Einverständniss  zu  erlangeR.  Anfang  Oktober  1892 
fragte  er  dann  bei  mir  an,  ob  ich  etwa  geneigt  wäre,  die  Herausgabe 
zu  übernehmen.  Ich  bin  nie  ein  einseitiger  Partei^nger  Grassmanns 
gewesen  und  werde  das  auch  nie  werden,  aber  gerade  deshalb  durfte 
ich  wenigstens  den  Anspruch  erheben,  unbefangen  zu  sein.  Ausserdem 
hatte  ich  schon  seit  längerer  Zeit  Interesse  für  Grassmann  gehabt 
und  hatte  Avenigstens  die  beiden  Ausdehnungslehren  zum  Theil  ge- 
lesen, ich  war  also  nicht  ganz  imvorbereitet.  Endlich  aber,  ich  gestehe 
es  oflfen,  reizte  mich  auch  der  Gedanke,  etwas  dazu  beitragen  zu  können, 
dass  der  so  verkannte  Mann  zu  seinem  Rechte  käme.  Ich  antwortete 
daher,  dass  ich  nicht  abgeneigt  sei,  die  Herausgabe  zu  übernehmen, 
vorausgesetzt,  dass  sich  die  geeigneten  Mitarbeiter  fänden. 

Im  weiteren  Verlaufe  des  Oktobers  1892  hielt  sich  Klein  einige 
Tage  in  Leipzig  auf  und  wohnte  am   17.  Oktober  einer  Sitzung  der 
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mathematisch -physischen  Klasse  der  Egl.  Sächsischen  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  bei.  Klein  benutzte  diese  Gelegenheit,  um  der  Klasse 
darzulegen,  wie  wünschenswerth  eine  Gesammtau'sgabe  der  mathema- 
tischen und  physikalischen  Werke  Grassmanns  sei.  Eine  solche  Aus- 
gabe dürfe  nicht  blos  die  gedruckten  Werke  Grassmanns  enthalten, 
sondern  müsse  auch  aus  dessen  Nachlass  Alles  bringen,  was  der  Ver- 
öffentlichung werth  sei.  Vielleicht  könne  die  Klasse  dieses  Unter- 
nehmen in  irgend  einer  Weise  stützen,  sei  es  auch  nur, .  indem  sie 
durch  eine  zu  wählende  Kommission  eine  Art  Aufsicht  über  die  Heraus- 
gabe führe,  was  dann  auf  dem  Titel  der  Ausgabe  zum  Ausdruck  zu 
bringen  sei.  Zugleich  erwähnte  er,  dass  er  glaube,  in  mir  eine  geeignete 
Persönlichkeit  zur  üebernahme  der  Herausgabe  empfehlen  zu  können. 
Endlich  erklärte  er:  für  den  Fall,  dass  die  Klasse  auf  diesen  Vorschlag 
eingehe,  erachte  er  seine  eigne  Thätigkeit  für  das  Zustandekommen  der 
Äosgabe  im  Wesentlichen  als  beendet. 

Diese  von  Klein  gegebene  Anregung  fand  bei  den  anwesenden 
Mitgliedern  der  Klasse  beifällige  Aufnahme,  insbesondere  äusserten 
sich  die  Mathematiker  zustimmend  und  C.  Ludwig,  der  damalige 
Sekretär  der  Klasse,  sprach  sich  sogleich  sehr  wohlwollend  über  den 
Gedanken  aus. 

Ich  suchte  mir  nunmehr  ein  genaueres  Bild  von  dem   Umfange 
des  ganzen  Unternehmens  zu  machen  und  warb  Mitarbeiter.    In  sehr 
dankenswerther  Weise  erklärte  sich  Lüroth  bereit,  die  Grassmann- 
schen  Arbeiten  über  Mechanik  herauszugeben,  und  ebenso   versprach 
mir  Study  seine  Mitwirkung  bei  der  Herausgabe  der  Ausdehnungs- 
lehre von  1844  sowie  der  geometrischen  Analyse  und  anderer  Abhand- 
lungen-   Ausserdem  waren  aber  noch  die  Verlagsrechte   klarzustellen, 
was  durch  Vermittelung  der  Grassmannschen  Familie  geschah.    Die 
Verleger  der  Zeitschriften,  in  denen  die  einzelnen  Abhandlungen  Grass- 
manns erschienen  waren,  ertheilten  ohne  Weiteres   ihre  Zustimmung 
zu  dem  Wiederabdruck  dieser  Abhandlungen.    Die   Ausdehnungslehre 
von  1862  war  bei  Enslin  überhaupt  nur  im  Kommissionsverlage  ge- 
wesen und  überdies  vollständig  vergriffen,  hier  gab  es  also  auch  keine 
Schwierigkeit.    Aehnlich  verhielt  es  sich  mit  den  beiden  Lehrbüchern 
Grassmanns,  mit  der  Arithmetik  und  der  Trigonometrie.  Die  Fürstlich 
Jablonowskische  Gesellschaft  zu  Leipzig  ertheilte   mit  der  grössten 
Bereitwilligkeit  die  Erlaubniss  zum  Wiederabdruck  der  „geometrischen 
Analyse".    So  blieb  nur  die  Ausdehnungslehre  von  1844  übrig,  an  der 
die  Verlagsbuchhandlung  von  0.  Wigand  in  Leipzig  das  Verlagsrecht 
besass  und  deren  zweite  Auflage  noch  nicht  vergrifl'en  war.     Aber  die 
Verlagsbuchhandlung  von  0.  Wigand  war  bereit,  gegen  eine  massige 
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Abfindungssumme  auch  die  Aufnahme  dieses  Werkes  in  die  Gesammt- 
ausgabe  zu  gestatten. 

Ueber  alles  dies  erstattete  ich  der  mathematisch-physischen  Klasse 
der  Kgl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  der  Decembersitzung  vom 
Jahre  1892  Bericht.  Es  wurde  daraufhin  eine  Kommission  gewählt, 
die  aus  dem  Sekretär  C.  Ludwig  als  Vorsitzenden  und  aus  den  Herren 
Scheibner,  Lie,  A.  Mayer  und  Bruns  bestand  und  die  darüber  be- 
rathen  sollte,  in  welcher  Form  die  Klasse  das  Unternehmen  fördern  könne. 

Auf  Veranlassung  der  Kommission  wurden  zunächst  mit  der  Ver- 
lagsbuchhandlung von  B.  G.  Teubner  Verhandlungen  angeknüpft,  die 
zu  einem  günstigen  Ergebnisse  führten.  Die  genannte  Verlagsbuch- 
handlung erklärte  sich  bereit,  den  Verlag  zu  übeijiehmen.  Ausserdem 
beschloss  die  Kommission,  der  Klasse  vorzuschlagen,  sie  möge  erstens 
die  Kosten  für  den  Erwerb  der  Verlagsrechte  an  der  Ausdehnungslehre 
von  1844  auf  sich  nehmen  und  sie  möge  zweitens  dem  Herausgeber 
und  seinen  Mitarbeitern  für  die  Theile  der  Ausgabe,  die  Ungedrucktes 
aus  dem  Nachlasse  Grassmanns  oder  Anmerkungen  enthalten  würden, 
einen  Zuschuss  zum  Honorare  gewähren,  jedoch  nur  soweit,  als  diese 
Theile  zusammen  den  Umfang  von  zwanzig  Bogen  nicht  überstiegen. 
Diese  Vorschläge  der  Kommission,  zu  denen  die  Anregung  in  erster 
Linie  von  Ludwig  ausging,  wurden  dann  in  der  Klassensitzung  vom 
8.  Januar  1894  genehmigt  und  es  wurde  zugleich  beschlossen,  dass 
der  Titel  der  Ausgabe  die  gegenwärtige  Fassung  erhalten  solle. 

Es  ist  daher  zu  einem  sehr  wesentlichen  Theile  der  mathematisch- 
physischen Klasse  der  hiesigen  Gesellschaffc  der  Wissenschaften  zu 
danken,  dass  die  gegenwärtige  Ausgabe  überhaupt  zu  Stande  kommt, 
und  es  sei  mir  gestattet,  hierdurch  auch  öffentlich  der  Klasse  meinen 
Dank  auszusprechen  für  die  Freigebigkeit,  mit  der  sie  das  Unternehmen 
unterstützt.  Andrerseits  aber  hat  auch  die  Verlagsbuchhandlung  von 
B.  G.  Teubner  begründeten  Anspruch  auf  den  Dank  aller  Mathe- 
matiker. Endlich  darf  auch  nicht  unerwähnt  bleiben,  was  die  Grass - 
mannsche  Familie  selbst  zu  dem  Zustandekommen  der  Ausgabe  bei- 
getragen hat:  sie  hat  nämlich  auf  jeden  Antheil  an  dem  Honorar 
verzichtet. 

Ich  werde  jetzt  noch  über  den  vorliegenden  Theil  des  ersten  Bandes 
kurz  berichten  und  daim  angebeli,  in  welcher  Weise  das  Unternehmen 
fortgesetzt  werden  soll. 

Ursprünglich  wollte  ich  die  beiden  Ausdehnungslehren  und  die 
geometrische  Analyse  in  einem  Bande  veröffentlichen.  Um  jedoch  diesen 
Band  nicht  zu  umfangreich  werden  zu  lassen,  habe  ich  ihn  getheilt 
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and  die  Ausdelinungslehre  von  1862  wird  daher  den  zweiten  Theil 
büdeQ.  Man  könnte  ja  auch  diese  beiden  Theile  als  ersten  und  zweiten 
Band  bezeiclinen,  ich  thue  das  aber  nicht,  weil  die  darin  enthaltenen 
Werke  zusammengenommen  ein  abgeschlossenes  Ganzes  bilden. 

Die  Ansdelinungslehre  von  1844  und  die  geometrische  Analyse 
sind  vor  dem  Druck  zuerst  von  Study  und  dann  von  mir  einer  sorg- 
filtigen  Durchsieht  unterzogen  worden.  Ich  personlich  richtete  bei 
dieser  Durchsicht  mein  Augenmerk  hauptsächlich  darauf,  wie  es  bei 
dem  Wiederabdruck  mit  der  typographischen  Anordnung  des  Ganzen 
gehalten  werden  solle. 

Grassmann  hat  die  nicht  sehr  angenehme  Eigenthümlibhkeit, 
dass  er  im  Texte  seiner  Arbeiten  mit  Absätzen  äusserst  sparsam  ist. 
Der  Druck  geht  zuweilen  seitenlang  fort,  ohne  dass  ein  Absatz  ge- 
macht wird,  das  Auge  hat  keine  Ruhepunkte  und  die  Gliederung  der 
Gedankenentwickelung  ist  vollständig  verhüllt.  Schon  dieser  äussere 
Umstand  ist  beim  Lesen  der  Originalausgaben  sehr  unbequem,  auch 
abgesehen  von  den  Schwierigkeiten,  die  der  Inhalt  an  sich  bietet.  Ich 
habe  daher  rücksichtslos  überall  da  Absätze  angebracht,  wo  es  mir 
Döthig  schien,  und  das  war  fast  auf  jeder  Seite  mehrere  Male.  Auch 
Aenderungen  der  Interpunktion  habe  ich  mir  erlaubt,  sobald  die  Ueber- 
sichtlichkeit  dadurch  eihöht  wurde. 

Von  dem   so   nützlichen  Verfahren,   einzelne  Wörter  und   ganze 
Satze   durch   besonderen   Druck    hervorzuheben,    macht   Grassmann 
ebenfalls  ziemlich  selten  Gebrauch.    In  der  Ausdehnungslehre  von  1844 
waren  nicht  einmal  die  Formeln  in  cursiven  Lettern  gesetzt,  nur  ab 
and  zu  waren  einzehie  Wörter  gesperrt  gedruckt  und  die  wichtigeren 
Sätze  waren    durch  Einrücken  der  Zeilen  ausgezeichnet.    In  der  geo- 
metrischen Analyse  wiederum  waren  die  Sätze  und  einzelne  Stichwörter 
cnrsiv  gedruckt,  dagegen  nirgends  gesperrter  Druck  angewendet.    Ich 
habe  nun  in  der  Ausdehnungslehre  Alles,  was  gesperrt  gedruckt  war, 
wieder  so  drucken  lassen,  die  Sätze  dagegen  und  einzelne  Stichwörter, 
die  auszuzeichnen  mir  nöthig  schien,  sind  jetzt  cursiv  gedruckt.  Dem- 
entsprechend ist  in  der  geometrischen  Analyse  Alles,  was  schon  vorher 
cnrsiv   gedruckt  war,  wieder   cursiv   gedruckt,  während    dagegen    bei 
solchen    Wörtern,  die  ich  auszeichnen  lassen  wollte,  gesperrter   Satz 
benutzt  worden  ist. 

Die  Ausdehnungslehre  insbesondere  war  zwar  schon  in  Paragraphen 
eingetheilt^  aber  auch  diese  Eintheilung  bot  dem  Auge  keine  rechten 
ßohepunkte,  da  sich  die  Anfänge  der  Paragraphen  zu  wenig  abhoben. 
Zum  Gluck  hatte  Grassmann  selbst  am  Schlüsse  ein  sehr  ausführ- 
liches  Inhalts verzeichniss  beigegeben,  das  fast  für  jeden  Paragraphen 
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eine  Ueberschrift  enthielt;  ich  brauchte  also  blos  diese  Ueberschriften 
in  den  Text  zu  nehmen  und  ich  denke  ^  dass  auch  dadurch  das  Aus- 
sehen des  Ganzen  sehr  gewonnen  ^t.  Die  Kopfüberschriften  auf  der 
rechten  Seite  mussten  natürlich  zum  Theil  geändert  werden  ^  aber  ich 
habe  mich  bestrebt  sie  noch  eingehender  zu  machen^  als  sie  im  Ori- 
ginal waren.  Auf  den  Köpfen  der  linken  Seiten  habe  ich  jedesmal  ein 
A,  hinzufügen  lassen^  damit  man  gleich  weiss ^  dass  man  die  Aus- 
dehnungslehre von  1844  vor  sich  hat,  und  ausserdem  die  Kapitel- 
nummeni;  die  im  Original  fehlten.  Die  Figuren,  die  sich  im  Original 
auf  einer  besonderen  Tafel  befanden,  sind  jetzt  in  den  Text  aufgenommen. 

Die  Originalausgabe  der  geometrischen  Analyse  war  überhaupt 
gar  nicht  in  Paragraphen  eingetheilt  und  ebensowenig  hatte  sie  Kopf- 
Überschriften,  die  über  den  Inhalt  der  einzelnen  Seiten  Aufschluss  gaben. 
Beides  ist  jetzt  hinzugefügt,  die  Kopfüberschriften  in  der  Hauptsache 
von  Study,  die  Paragrapheneintheilung  von  mir.  Die  Figuren  stehen 
wie  bei  der  Originalausgabe  im  Text;  einige,  die  imverhältnissmässig 
gross  waren,  sind  hier  auf  die  Hälfte  oder  auf  zwei  Drittel  verkleinert. 

Unbedingt  erforderlich  scheint  es  mir,  dass  man  bei  einer  solchen 
Ausgabe,  wie  der  gegenwärtigen,  die  Seitenzahlen  der  Origiualausgaben 
mit  angiebt,  wenn  das  auch  bisher  bei  den  Mathematikern  noch  nicht 
üblich  ist  —  mir  ist  augenblicklich  nur  ein  «Fall  erinnerlich,  wo  es 
geschehen  ist,  nämlich  in  den  gesammelten  wissenschaftlichen  Abhand- 
lungen von  Helmholt z.  Deshalb  sind  bei  der  Ausdehnungslehre  von 
1844  überall  am  Rande  die  Seitenzahlen  der  Ausgabe  von  1878  an- 
gegeben und  da,  wo  diese  Seitenanftlnge  von  der  Originalausgabe  von 
1844  merklich  abweichen,  auch  die  Seitenzahlen  der  Originalausgabe, 
diese  in  cursivem  Druck.  In  entsprechender  Weise  ist  bei  der  geometri- 
schen Analyse  verfahren  worden.  So  kann  es  nicht  vorkommen,  dass 
man  bei  irgend  einem  Citate,  das  nach  Seitenzahlen  gemacht  ist,  von 
der  gegenwärtigen  Ausgabe  im  Stiche  gelassen  wird. 

Die  vorliegende  Ausgabe  der  Ausdehnungslehre  von  1844  ent- 
hält Alles,  was  in  der  Ausgabe  von  1878  steht;  fiir  die  Behandlung 
des  Textes  ist  aber  immer  die  Originalausgabe  von  1844  zu  Grunde 
gelegt  worden;  überall,  wo  die  Ausgabe  von  1878  davon  abweicht, 
ohne  dass  ein  triftiger  Anlass  vorliegt,  ist  der  Text  der  Originalaus- 
gabe wieder  hergestellt  worden.  Bei  der  geometrischen  Analyse  lag 
ja  überhaupt  nur  eine  Ausgabe  vor.  Zusätze,  die  ich  im  Texte  gemacht 
habe,  sind  durch  Einschliessen  in  eckige  Klammem  gekennzeichnet.  Die 
ursprünglichen  Lesarten  der  Stellen,  an  denen  Aenderungen  im  Texte 
nothwendig  schienen,  findet  man  auf  S.  400 — 403  zusammengestellt. 
Bei  solchen  Aenderungen  galt  es  immer,  entweder  ein  Versehen  Grass- 
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mann«  zu  bericlitigen  oder^  soweit  das  möglich  war^  Unklarheiten  zu 
beseitigen. 

Während   des   Drucks  habe  ich»  sowohl  die  Ausdehnungslehre  als 
die  geometrisclie  Analyse  auf  das  Sorgfältigste  geprüft  und  darf  wohl 
sagen,  dass  kein  Wort  unerwogen  geblieben   ist.     Study  war  durch 
önen  längeren  Aufenthalt  im  Auslande  verhindert,  die  Korrektur  der 
Ausdehnungslehre  mit  zu  lesen,  dagegen  hat  er  mich  bei  der  Korrektur 
der  geometrischen  Analyse  unterstützt.    Bei  der  Ausdehnungslehre  hat 
ttine  Frau    die    erste   Korrektur   für   ihn   mit   gelesen,   ebenso   mein 
Freund  Dr.  P.  Domsch,  jetzt  Lehrer  an  den   technischen  Staatslehr- 
anstalten in  Chemnitz  i.  S.    Endlich  hat  mich  F.  Meyer  in  Klausthal 
bei  dem  ganzen  jetzt  vorliegenden  Theile  dadurch  unterstützt,  dass  er 
die  zweite  Korrektur  mit  gelesen  hat.    Allen  den  Genannten  bin  ich 
hierfür  zu  besonderem  Danke  verpflichtet;   ich  wünsche  jedoch  nicht, 
dus  man  für  die  Korrektheit  des  Ganzen  einen  Anderen  verantwortlich 
mache  als  mich. 

Einzelne  geschichtliche  Anmerkungen  waren  unbedingt  erforder- 
lich, zum  Beispiel  über  die  Vorgeschichte  der  geometrischen  Analyse. 
Ich  habe  aber  auch  Anmerkungen  kritischen  Inhalts  beigefügt  und 
ausserdem  solche,  in  denen  einzelne  schwerer  verständliche  Stellen  er- 
fiuiert  werden.  Mir  scheint  es  wenigstens  naturgemäss,  dass  der  Heraus- 
geber da,  wo  er  selbst  Schwierigkeiten  gefunden  hat,  andern  die  Mühe 
mögüchst  zu  ersparen  sucht.  Ein  Theil  der  Anmerkungen  rührt  von 
Study  her;  diese  sind  mit  seinem  Namen  bezeichnet. 

Das  Sachregister  wird  hoffentlich  Manchem  willkommen  sein.  Ich 
habe  es  für  die  Ausdehnungslehre  von  1844  und  für  die  geometrische 
Analyse  zusammen  bearbeitet  und  werde  für  die  Ausdehnungslehre  von 
1862  ein  eignes  machen.  Diese  beiden  Sachregister  zu  vereinigen  ging 
nicht  wohl  an,  da  die  beiden  Ausdehnungslehren  in  den  einzelnen  Kunst- 
ausdrücken zu  sehr  von  einander  abweichen. 

Der  zweite  Theil  des   ersten  Bandes  wird  womöglich  zu  Anfang 
des  nächsten  Jahres    erscheinen   und    soll  die  Ausdehnungslehre  von 
1862   enthalten.     Er  wird  von    einem  Sohne  Grassmanns  —  Her- 
mann   Grassmann   in   Halle  a.  S.   —    und    von   mir   herausgegeben 
werden.     Der  zweite  Band   soll  die   gedruckten  Abhandlungen  Grass- 
manns   bringen   und  Einzelnes  aus  dem  Nachlasse,  was  sich  gut  an 
die  übrigen   Abbandlungen   anschliesst.    Die  Abhandlungen   über   Me- 
chanik, auch    die    aus  dem  Nachlasse,   hat    Lüroth    bereits   für   den 
Druck  bearbeitet  und  diese  Bearbeitung  ist  schon  seit  über  Jahresfrist 
in  meinen  Händen.    Die  Arbeiten  über  Geometrie  hat  mein  Leipziger 
Kollege  S che f fers  übernommen;  in  die  übrigen  werden  sich   Study 


Xn  Vorbemerkungen. 

und  ich  theilen.  Der  dritte  Band  wird  die  Prüfungsarbeit  Grassmanns 
über  Ebbe  und  Fluth  enthalten,  die  aus  dem  Jahre  1840  stammt  und 
deren  Veröflfentlichung  schon  vÄi  verschiedenen  Seiten  gewünscht 
worden  ist,  namentlich  von  J.  W.  Gibbs.  Dazu  kommt  dann  der  Rest 
des  Nachlasses,  soweit  er  zur  Veröffentlichung  geeignet  ist.  Die  Arbeit 
über  Ebbe  und  Fluth  wird  ein  anderer  Sohn  Grassmanns  heraus- 
geben, Justus  Grassmann  in  Brandenburg  a.  H.  In  dem  dritten 
Bande  denke  ich  überdies  eine  Lebensbeschreibung  Grassmanns  zu 
liefern  und  eine  kurze  zusammenhängende  Darstellung  und  Würdigung 
seiner  wissenschaftlichen  Leistungen.  Wann  diese  beiden  Theile  er- 
scheinen werden,  darüber  kann  ich  zur  Zeit  noch  nichts  Bestimmtes 
sagen,    üebereilt  werden  soll  die  Sache  jedenfalls  nicht. 

Noch  muss  ich  erwähnen,  dass  auch  V.  Schlegel  und  R.  Mehmke, 
die  ja  besonders  tief  in  Grassmanns  Methoden  eingedrungen  sind, 
mir  ihre  Unterstützung  zugesagt  haben;  insbesondere  wird  es  mir 
durch  ihre  Hülfe  möglich  sein,  dem  dritten  Band  ein  Verzeichniss  aller 
Arbeiten,  in  denen  an  Grassmann  angeknüpft  worden  ist,  beizugeben. 
Auch  bei  dem  jetzt  erscheinenden  Theile  haben  mich  beide  Herren 
schon  imterstützt,  indem  sie  mir  über  verschiedene  Fragen  Auskunft  er- 
theilt  haben.  Ebenso  hat  mir  der  schon  oben  erwähnte  Sohn  Grass- 
manns —  H.  Grassmann  —  jederzeit  mit  Rath  und  That  beigestanden. 

Zum  Schlüsse  möchte  ich  noch  der  Verlagsbuchhandlung  von 
B.  G.  Teubner  meinen  besonderen  Dank  aussprechen  für  die  Bereit- 
willigkeit, mit  der  sie  allen  meinen  Wünschen  entgegengekommen  ist. 
Die  Ausstattung  des  Ganzen  ist  dieselbe  wie  bei  Riemanns  ge- 
sammelten Werken.  Auch  hat  die  Verlagsbuchhandlung  diesen  ersten 
Theil  mit  einem  Bilde  Grassmanns  geschmückt,  das  nach  dem  Ur- 
theile  der  Grassmannschen  Familie  ganz  vortrefiFlich  ist. 

Fünfzig  Jahre  sind  gerade  vergangen,  seit  Grassmann  seine  erste 
Ausdehnungslehre  in  die  Welt  schickte.  Möge  sie  jetzt,  wo  sie  zum 
dritten  Male,  in  neuem  und  schönerem  Gewände  erscheint,  mehr  Theil- 
nahme  finden  als  damals  und  möge  überhaupt  die  hiermit  begonnene 
Ausgabe  dazu  wirken,  dass  die  Leistungen  Grassmanns  endlich  nach 
Verdienst  gewürdigt  werden. 

Leipzig,  im  Juli  1894. 

Friedrich  Engel. 
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Vorrede  zur  ersten  Anflage. 


Wenn  ich  das  Werk,  dessen  ersten  Theil  ich  hiermit  dem  Pubhkum  m 
übergebe,  als  Bearbeitung  einer  neuen  mathematischen  Disciplin  be- 
zeichne, so  kann  die  Rechtfertigung  einer  solchen  Behauptung  nur 
durch  das  Werk  selbst  gegeben  werden.  Indem  ich  mich  daher  jeder 
anderweitigen  Rechtfertigung  entschlage,  gehe  ich  sogleich  dazu  über, 
den  Weg  zu  bezeichnen,  auf  welchem  ich  Schritt  für  Schritt  zu  den 
hier  niedergelegten  Resultaten  gelangt  bin,  um  damit  zugleich  den 
umfang  dieser  neuen  Disciplin,  so  weit  es  hier  thunlich  ist,  zur  An- 
schiAung  zu  bringen. 

Den  ersten  Anstoss  gab  mir  die  Betrachtimg  des  Negativen  in 
der  Geometrie;  ich  gewohnte  mich,  die  Strecken  AB  und  BA  als 
entgegengesetzte  Grössen  aufzufassen;  woraus  denn  hervorging,  dass, 
wenn  A,  B,  C  Punkte  einer  geraden  Linie  sind,  dann  auch  allemal 
AB  -{-  BC ^^  AC  sei,  sowohl  wenn  AB  und  BC  gleichbezeichnet 
sind,  als  auch  wenn  ettgegengesetzt  bezeichnet,  das  heisst  wenn  G 
zwischen  A  imd  B  liegt.  In  dem  letzteren  Falle  waren  nun  AB  imd 
BC  nicht  als  blosse  Längen  aufgefasst,  sondern  an  ihnen  zugleich  ihre 
Richtung  festgehalten,  vermöge  deren  sie  eben  einander  entgegengesetzt 
waren.  So  drängte  sich  der  Unterschied  auf  zwischen  der  Summe  der 
Langen  imd  zwischen  der  Summe  solcher  Strecken,  in  denen  zugleich 
die  Richtomg  mit  festgehalten  war.  Hieraus  ergab  sich  die  Forderung, 
den  letzten  BegriflF  der  Summe  nicht  bloss  für  den  Fall,  dass  die  vi 
Strecken  gleich-  oder  entgegengesetzt- gerichtet  |  waren,  sondern  auch  rv 
für  jeden  andern  Fall  festzustellen.  Dies  konnte  aufs  Einfachste  ge- 
schehen, indem  das  Gesetz,  dass  AB  -^  BC  =  AC  sei,  auch  dann  noch 
festgehalten  wurde,  wenn  A,  By  C  nicht  in  einer  geraden  Linie  lagen. 

Hiermit  war  denn  der  erste  Schritt  zu  einer  Analyse  gethan, 
welche  in  der  Folge  zu  dem  neuen  Zweige  der  Mathematik  führte,  der 
hier  vorliegt.  Aber  keinesweges  ahnte  ich,  auf  welch'  ein  fruchtbares 
und  reiches  Gebiet  ich  hier  gelangt  war;  vielmehr  schien  mir  jenes 


♦  • 
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•  •  • 


•  • 


Ecgeliniss   wenig   beachtenswerth,   bis    sieb   dasselbe    mit   einer    ver- 
wk^ten  Idee  kombinirte. 
...^    *  Indem  ich  nämlich  den  BegriflF  des  Produktes  in  der  Geometrie 
.  .J« vierfolgte,  wie  er  von  meinem  Vater*)  aufgefasst  wurde,  so  ergab  sich 
.  ./  '/mir,  dass  nicht  nur  das  Rechteck,  sondern  auch  das  Parallelogramm 
*•  •  *    überhaupt  als  Produkt  zweier  an  einander  stossender  Seiten  desselben 
zu  betrachten  sei,  wenn  man  nämlich  wiederum  nicht  das  Produkt  der 
Längen,  sondern  der  beiden  Strecken  mit  Festhaltung  ihrer  Richtungen 
auffasste.    Indem  ich  nun  diesen  Begriff  des  Produktes  mit  dem  vorher 
aufgestellten  der  Summe  in  Kombination  brachte,  so  ergab  sich  die 
auffallendste  Harmonie;   wenn   ich   nämlich,  statt  die   in   dem  vorher 
angegebenen  Sinne  genommene  Summe  zweier  Strecken  mit  einer  dritten 
in  derselben  Ebene  liegenden  Strecke  in  dem  eben  aufgestellten  Sinne 
zu  multipliciren,  die  Stücke  einzeln  mit  derselben  Strecke  multiplicirte, 
und   die   Produkte    mit    gehöriger   Beobachtung   ihrer   positiven,  oder 
negativen  Geltimg  addirte,  so  zeigte  sich,  dass  in  beiden  Fällen  jedes- 
mal dasselbe  Resultat  hervorging  und  hervorgehen  musste. 

Diese  Harmonie  Hess  mich  nun  allerdings  ahnen,  dass  sich  hier- 
mit ein  ganz  neues  Gebiet  der  Analyse  aufschliejssen  würde,  was  zu 
VII  vrichtigen  Resultaten  führen  könnte.  Doch  blieb  diese  Idee,  da  |  mich 
mein  Beruf  in  andere  Kreise  der  Beschäftigung  hineinzog,  wieder  eine 
ganze  Zeit  lang  ruhen;  auch  machte  mich  das  merkwürdige  Resultat 
anfangs  betroffen,  dass  für  diese  neue  Art  des  Produktes  zwar  die 
V  übrigen  Gesetze  der  gewöhnlichen  |  Multiplikation  und  namentlich  ihre 
Beziehung  zur  Addition  bestehen  blieb,  dass  man  aber  die  Faktoren 
nur  vertauschen  konnte,  wenn  man  zugleich  3ie  Vorzeichen  umkehrte 
(-f  in  —  verwandelte  und  umgekehrt). 

Eine  Arbeit  über  die  Theorie  der  Ebbe  und  Fluth,  welche  ich 
späterhin  vornahm,  führte  mich  zu  der  Mecanique  analytique  des 
La  Grange  imd  dadurch  wieder  auf  jene  Ideen  der  Analyse  zurück. 
Alle  Entvdckelungen  in  jenem  Werke  gestalteten  sich  nun  durch  die 
Principien  dieser  neuen  Analyse  auf  eine  so  einfache  Weise  um,  dass 
oft  die  Rechnung  mehr  als  zehnmal  kürzer  ausfiel,  als  sie  in  jenem 
Werke  geführt  war. 

Dies  ermuthigte  mich,  auch  auf  die  schwierige  Theorie  der  Ebbe 
und  Fluth  die  neue  Analyse  anzuwenden;  es  waren  dazu  mannigfache 
neue  Begriffe  zu  entwickeln,  und  in  die  Analyse  zu  kleiden;  nament- 
lich führte  mich  der  Begriff  der  Schwenkung  zur  geometrischen  Ex- 


*)   Yergleicho:   J.  G.  Grassmanns   Raumlehre   Theil  II,  p.  194    und   dessen 
Trigonometrie  p.  10.    [Berlin  bei  G.  Reimer,  1824  und  1835.] 
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ponenidalgrosse,  zu  der  Analyse  der  Winkel  und  der  trigonometrischen 
Funktionen  und  so  weiter*).  Und  ich  hatte  die  Freude  zu  sehen,  wie 
dmcb  die  so  gestaltete  und  erweiterte  Analyse  nicht  nur  die  oft  sehr 
yerwickelten  und  unsymmetrischen  Formeln,  welche  dieser  Theorie  zu 
Grande  liegen**),  sich  in  höchst  einfache  und  symmetrische  Formeln 
umsetzten,  sondern  auch  die  Art  ihrer  Entwickelomg  stets  dem  Begriffe 
zur  Seite  ging. 

In  der  That  koimte  nicht  nur  jede  Formel, -welche  im  Gange  der 
Entwickelung  sich  ergab,  aufs  leichteste  in  Worte  gekleidet  werden, 
und  drückte  dann  jedesmal  ein  besonderes  Gesetz  aus;  sondern  auch 
jeder  Fortschritt  von  einer  Formel  zur  andern  erschien  unmittelbar 
nnr  als  der  symbolische  Ausdruck  einer  parallel  gehenden  |  begrifflichen  VIII 
Beweisführung.  Bei  der  sonst  üblichen  Methode  zeigte  sich  durch  die 
Einf&hrung  willkührlicher  Koordinaten,  die  mit  der  Sache  nichts  zu 
sekffen  haben,  die  Idee  ganz  verdunkelt,  und  die  Rechnung  bestand 
in  einer  mechanischen,  dem  Geiste  nichts  darbietenden  und  darum  Geist 
tödtenden  Formelentwickelung.  Hingegen  hier,  wo  die  Idee,  durch 
nichts  fremdartiges  getrübt,  überall  durch  |  die  Formeln  in  voller  Klar-  VI 
heit  hindurchstrahlte,  war  auch  bei  jeder  Formelentwickelung  der  Geist 
in  der  Fortentwickelung  der  Idee  begriffen. 

Durch  diesen  Erfolg  nun  hielt  ich  mich  zu  der  Hofi&iung  berech- 
tigt, in  dieser  neuen  Analyse  die  einzig  naturgemässe  Methode  gefanden 
ra  haben,  nach  welcher  jede  Anwendung  der  Mathematik  auf  die  Natur 
fortschreiten   müsse,  und   nach  welcher   gleichfalls   die   Geometrie   zu 
behandeln  sei,  wenn  sie  zu  allgemeinen  und  fruchtreichen  Ergebnissen 
fähren  solle***).    Es  reifte  daher  in  mir  der  Entschluss,  aus  der  Dar- 
stellung, Erweiterung   und  Anwendung   dieser  Analyse   eine  Aufgabe 
meines  Lebens  zu  machen.     Indem  ich  nun  meine   freie  Zeit  diesem 
Gegenstande  ungetheilt  zuwandte,  so  füllten  sich  allmälig  die  Lücken 
ans,  welche  die  frühere  gelegentliche  Bearbeitimg  gelassen  hatte.  Nament- 
lich ergab  sich  auf  die  Weise  omd  mit  den  Modifikationen,  wie  ich  in 
dem  Werke  selbst  dargestellt  habe,  dass  als  Summe  mehrerer  Punkte 
ihr  Schwerpunkt,  als  Produkt  zweier  Punkte  ihre  Verbindungsstrecke, 
als  das  dreier  der  zwischen  ihnen  liegende  Flächenraum  und  als  das 
Produkt  von  vier  Pimkten  der  zwischen   ihnen  liegende  Körperraum 
(die  Pyramide)  aufgefasst  werden  konnte. 


**y 


*)  Die  nähere  Nachweisung  s.  unten. 
0  ^E^  ^*  Place,  Mdcanique  Celeste,  livre  IV. 
**')  In  der   That  zeigte   sich  bald,  wie   durch  diese  Analyse   die  Differenz 
zwischen  der  analytischen  und  synthetischen  Behandlung  der  Geometrie  gänzlich 
Terschwand. 
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Die  Auffassung  des  Schwerpunktes  als  Summe  veranlasste  micli, 
den  barycentrischen  Kalkül  von  Möbius  zu  vergleichen,  ein  Werk,  das 
IX  ich  bis  dahin  nur  dem  Titel  nach  kannte;  |  und  zu  meiner  nicht  ge- 
ringen Freude  fand  ich  hier  denselben  Begriff  der  Summation  der 
Punkte  vor,  zu  dem  mich  der  Gang  der  Entwickelung  geführt  hatte, 
imd  war  somit  zu  dem  ersten,  aber  wie  die  Folge  lehrte,  auch  zu  dem 
einzigen  Berührungspunkte  gelangt,  welchen  die  neue  Analyse  mit  dem 
schon  anderweitig  Bekannten  darbot.  Da  indessen  der  Begriff  eines 
Produktes  von  Punkten  in  jenem  Werke  gar  nicht  vorkommt,  mit 
diesem  Begriffe  aber,  indem  er  mit  dem  der  Summe  in  Kombination 
tritt,  erst  die  Entfaltung  der  neuen  Analyse  beginnt,  so  konnte  ich 
auch  von  dorther  keine  weitere  Förderung  meiner  Aufgabe  erwarten. 

Vn  Indem  ich  daher  nun  daran  ging,  |  die  so  gefundenen   Resultate 

zusammenhängend  und  von  Anfang  an  zu  bearbeiten,  so  dass  ich  mich 
auch  auf  keinen  in  irgend  einem  Zweige  der  Mathematik  bewiesenen 
Satz  zu  berufen  gedachte,  so  ergab  sich,  dass  die  von  mir  aufgefundene 
Analyse  nicht,  wie  mir  Anfangs  schien,  l^loss  auf  dem  Gebiete  der 
Geometrie  sich  bewegte;  sondern  ich  gewahrte  bald,  dass  ich  hier  auf 
das  Gebiet  einer  neuen  Wissenschaft  gelangt  sei,  von  der  die  Geometrie 
selbst  nur  eine  specielle  Anwendung  sei. 

Schon  lange  war  es  mir  nämlich  einleuchtend  geworden,  dass  die 
Geometrie  keinesweges  in  dem  Sinne  wie  die  Arithmetik  oder  die 
Kombinationslehre  als  ein  Zweig  der  Mathematik  anzusehen  sei,  viel- 
mehr die  Geometrie  schon  auf  ein  in  der  Natur  gegebenes  (nämlich 
den  Baum)  sich  beziehe,  und  dass  es  daher  einen  Zweig  der  Mathe- 
matik geben  müsse,  der  in  rein  abstrakter  Weise  ähnliche  Gesetze  aus 
sich  erzeuge,  wie  sie  in  der  Geometrie  an  den  Raum  gebunden  er- 
scheinen. Durch  die  neue  Analyse  war  die  Möglichkeit,  einen  solchen 
rein  abstrakten  Zweig  der  Mathematik  auszubilden,  gegeben;  ja  diese 
Analyse,  sobald  sie,  ohne  irgend  einen  schon  anderweitig  erwiesenen 
Satz  vorauszusetzen,  entwickelt  wurde,  und  sich  rein  in  der  Abstraktion 
bewegte,  war  diese  Wissenschaft  selbst. 

Der  wesentliche  Vortheil,  welcher  durch  diese  Auffassung  erreicht 
wurde,  war  der  Form  nach  der,  dass  nun  alle  Grundsätze,  welche 
X  Raumesanschauungen  |  ausdrückten,  gänzlich  wegfielen,  und  somit  der 
Anfang  ein  eben  so  unmittelbarer  wurde,  wie  der  der  Arithmetik,  dem 
Inhalte  nach  aber  der,  dass  die  Beschränkung  auf  drei  Dimensionen 
wegfiel.  Erst  hierdurch  traten  die  Gesetze  in  ihrer  Unmittelbarkeit 
und  Allgemeinheit  ans  Licht  und  stellten  sich  in  ihrem  wesentlichen 
Zusammenhange  dar,  und  manche  Gesetzmässigkeit,  die  bei  drei  Dimen- 
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sionen  entweder  noch  gar  nicht^  oder  nur  verdeckt  vorhanden  war,  ent- 
faltete sich  nun  bei  dieser  Verallgemeinerung  in  ihrer  ganzen  Klarheit, 
üebrigens  ergab  sich  im  Verlauf,  dass  mit  den  gehörigen  Bestim- 
mungen, wie  sie  im  Werke  selbst  zu  finden  sind,  .der  Durchschnitts- 
punkt zweier  Linien,  die  Durchschnittslinie  zweier  Ebenen  imd  der 
Dnrchschnittspunkt  dreier  Ebenen  als  Produkte  jener  |  Linien  oder  dieser  VIII 
Ebenen  aufgefasst  werden  konnten*),  woraus  sich  dann  zugleich  eine 
höchst  einfache  und  allgemeine  Kurventheorie  ergab**). 

Darauf  ging  ich  nun  zur  Erweiterung  und  Begründung  dessen 
über,  was  ich  för  den  zweiten  Theil  dieses  Werkes  bestimmt  habe, 
wohin  ich  nämlich  alles  dasjenige  verwiesen  habe,  was  irgendwie  den 
Begriff  der  Schwenkung  oder  des  Winkels  voraussetzt.*  Da  dieser 
zweite  Theil,  welcher  das  Werk  schliessen  wird,  erst  später  im  Druck 
erscheinen  soll,  so  scheint  es  mir  fiir  die  Uebersicht  des  Ganzen  nöthig, 
die  hierher  gehörigen  Ergebnisse  etwas  genauer  zu  bezeichnen.  Zu 
diesem  Ende  habe  ich  zuerst  die  Resultate  anzugeben,  welche  sich 
schon  vor  der  zusammenhängenden  Bearbeitimg  ergeben  hatten. 

Ich  habe  eben  gezeigt,  wie  als  Produkt  zweier  Strecken  das 
Parallelogramm  aufgefasst  werden  kann,  wenn  nämlich,  wie  hier  überall 
geschieht,  die  Richtung  der  Strecken  mit  festgehalten  wird;  wie  aber 
dies  Produkt  dadurch  ausgezeichnet  ist,  dass  die  Faktoren  nur  mit 
Zeichenwechsel  vertauscht  werden  köimen,  während  zugleich  das  zweier 
gleichgerichteter  Strecken  offenbar  |  null  ist.  Diesem  Begriffe  stellte  XI 
sich  ein  anderer  zur  Seite,  der  sich  gleichfalls  auf  Strecken  mit  fest- 
gehaltener Richtung  bezieht. 

Nämlich  wenn  ich  die  eine  Strecke  senkrecht  auf  die  andere  proji- 
cirte,  so  stellte  sich  das  arithmetische  Produkt  dieser  Projektion  in  die 
Strecke,  worauf  projicirt  war,  gleichfalls  als  Produkt  jener  Strecken 
dar,  sofern  auch  hierfür  die  multiplikative  Beziehung  zur  Addition 
galt.  Aber  das  Produkt  war  von  ganz  anderer  Art,  wie  jenes  erstere, 
insofern  die  Faktoren  desselben  ohne  Zeichenwechsel  vertauschbar 
waren,  und  das  Produkt  zweier  gegen  einander  senkrechter  Strecken 
als  null  erschien.  Ich  nannte  jenes  erstere  Produkt  das  äussere,  dies 
letztere  das  innere  Produkt,  sofern  jenes  nur  bei  auseinander  tretenden 
Richtungen,  dieses  nur  bei  Annäherung  derselben,  das  heisst  bei  theil- 
weisem  Ineinandersein  einen  geltenden  Werth  hatte.  Dieser  Begriff 
des  inneren  Produktes,  welcher  sich  mir  schon  bei  der  Durcharbeitung 


*)   Vgl.  Kap.  3  des  zweiten  Abschnitts. 
*•)  Vgl.  dasselbe  Kapitel. 
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IK  der  Mecanique  |  analytique  als  nothwendig  herausgestellt  hatte,  fährte 
zugleich  zu  dem  Begriffe  der  absoluten  Länge*). 

Eben  so  hatte  sich  mir  schon  bei  der  Bearbeitung  der  Theorie  der 
Ebbe  und  Fluth  die  geometrische  Exponentialgrosse  ergeben;  nämlich 
wenn  a  eine  Strecke  (mit  festgehaltener  Richtung)  und  a  einen  Winkel 
(mit  festgehaltener  Schwenkungsebene)  darstellt ,  so  ergab  sich  aus 
rein  inneren  Gründen,  deren  Angabe  mich  jedoch  zu  weit  führen  würde, 
dass  a,(f,  wo  e  als  die  Grundzahl  des  natürlichen  Logarithmensystems 
arrfgefasst  werden  kann,  die  Strecke  bedeutet,  welche  aus  a  durch  eine 
Schwenkung  hervorgeht,  die  den  Winkel  a  erzeugt;  das  heisst  es  be- 
deutet a,€f  die  Strecke  a  geschwenkt  um  den  Winkel  a.  Wenn  femer 
Cosa,  wo  a  einen  Winkel  ausdrückt  im  geometrischen  Sinne,  dieselbe 
Zahl  vorstellt  wie  cosä  wo  a  den  zu  dem  Winkel  gehörigen,  durch 
den  Halbmesser  gemessenen  Bogen  bedeuten  soll:  so  folgt  aus  jenem 
XJ/ Begriffe  der  Exponentialgrosse  sogleich,  dass 


—  flf 


Cos«  =  «■+':- 

sei**).  Ebenso  wenn  Sin«  die  Grösse  vorstellt,  welche  die  Strecke, 
mit  der  sie  multiplicirt  ist,  nach  der  Schwenkimgsseite  des  Winkels  a 
um  90^  in  ihrer  Richtung  ändert,  und  zugleich  ihre  absolute  Länge 
auf  gleiche  Weise  ändert  wie  sinS,  so  ist 

c"  —  e~" 
Sin  a  = ;; , 


und  es  ergiebt  sich  daraus  die  Gleichung 

Cosa  -}"  Sina  =  c", 

alles  Gleichungen,  welche  die  auffallendste  Analogie  mit  den  bekannten 
imaginären  Ausdrücken  verrathen. 
X  Soweit  hatten  sich  diese  Begriffe  schon  früher  ergeben.  |  Als  ich 

nun   auch   diese   Begriffe   zu  verallgemeinern  trachtete,  so   erweiterte 
sich  zuerst  der  Begriff  des  inneren  Produktes  auf  entsprechenQe  Weise, 


./ 

Fig. 

1. 

'\ 

\ 

r       B                Jxi 

•)  Auch  dieser  Begriff,  da  er  die  Schwen- 
kung voraussetzt,  gehört  dem  zweiten  Theile  an. 
••)  In  der  That  wenn  AB  (Figur  1)  die  ur- 
sprüngliche Strecke  ist,  und  dieselbe  um  den 
Winkel  a  in  die  Lage  A  C,  um  den  Winkel  —  a 
aber  in  die  Lage  AD  geschwenkt  wird,  und  man 
das  Parallelogramm  ACDE  vollendet,  so  ist 
AE  die  Summe  der  Strecken  AC  -j-  ADy  und 
die  Hälfte  AF  dieser  Summe  der  Cosinus  des 
J)  Winkels  a. 
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wie  ich  dies  f&r  das  äussere  Produkt  in  Bezug  auf  das  Durchschneiden 
der  Linien  and  Ebenen  oben  angedeutet  habe;  sodann  kam  ich  zu-: 
nächst  auf  den  Begriff  des  Quotienten  verschieden  gerichteter  Strecken, 

und  verstand   unter  ^,  wo  a  und  h  verschieden  gerichtete  Strecken 

von  gleicher  Länge  vorstellen,  die  Grösse,  welche  jede  in  derselben 
Ebene  hegende  Strecke  um  den  Winkel  ba  (von  b  nach  a  gerechnet) 

ändert,  so  dass  in  der  That,*wie  es  sein  muss,  J  6  =  a  ist;  und  hieraus 

ergab  sich  dann  der  Begriff  fQr  den  Fall,  dass  a  und  b  von  ungleicher 
Länge  sind,  unmittelbar.  Jener  einfache  Begriff  wurde  nun  aber  die 
Quelle  fQr  eine  Reihe  der  interessantesten  Beziehungen. 

Zuerst  ergab  sich  |  hieraus  sogleich  eine  neue  Art  der  Multi-  XIII 
plikation,  welche  dieser  Division  entsprach,  und  sich  von  allen  früheren 
dadurch  unterschied,  dass  das  Produkt  dieser  neuen  Art  nur  null  werden 
konnte,  wenn  einer  der  Faktoren  null  wurde,  während  die  Faktoren 
Tertanschbar  blieben,  kurz  eine  Multiplikation,  welche  in  allen  ihren 
Gesetzen  der  gewöhnlichen  arithmetischen  analog  blieb;  und  der  Be- 
griff derselben  ging  leicht  hervor,  wenn  ich  eine  Strecke  fortschreitend 
mit  Terschiedenen  solchen  Quotienten  multiplicirte,  und  dann  den  einen 
Quotienten  auffasste,  welcher  statt  dieser  fortschreitenden  Faktoren 
gesetzt  werden  konnte.  Da  nun  nach  der  Definition,  wenn  ab  den 
Winkel  beider  Strecken,  welche  von  gleicher  Länge  sind,  bedeutet, 

a 
ist,  so  hat  man  auch 

log  —  =  ab. 

Femer,  wenn  der  Winkel  ab  der  m-te  Theil  von  ac  ist,  so  hat  man 

6\"»        c 


©• 


a' 


weil  nämlich,  wenn  eine  Strecke  m-mal  fortschreitend  die  Schwenkung  XI 
-  erleidet,  sie  dann   im  Ganzen  die  Schwenkung  —  vollendet.     Also 
auch,  wenn  der  Winkel  ah  halb  so  gross  ist  als  ac,  so  ist 

(M'^i'-also    -^-  =  T/f. 
\a/  a  a         V    a 

Ist  namentlich  —  der  Schwenkung  um  einen  Rechten,  also  —   der  um 

zwei  Rechte  gleich,  so  ist,  da  c  =  —  a;  also  —  =  —  1  ist,    =  V—  1, 
das  heisst  der  Ausdruclc  }/—  1  mit  einer  Strecke  multipHcirt  ändert  ihre 
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Richtung  um  90^  nach  irgend  einer^  dann  aber  allemal  nach  derselben 
Seite  hin. 

Diese   schone  Bedeutung   der  imaginären  Grosse  verYoUstandigte 
sich  noch  dadurch^  dass  sich  ergab,  dass 

ff  und  c^«)>^^      . 

denselben  Werth  bezeichnen,  wenn  a  den  Winkel,   (a)  aber  den  dazu 
XIV  gehörigen   Bogen   dividirt    durch   den   HaU>messer   bedeutet ;    in  |  der 
That  fand  sich  dann 


cosa;  = 
wie  gehörig,  und  ebenso 


c-K-i  +  g-*V-i 


v-i  _^-*y=^ 


V—  1  sin  a;  =  ^  , 

Formeln,  welche  also  eine  rein  geometrische  Bedeutung  haben,  indem 

g«V— 1  die  Schwenkung  um  einen  Winkel  bedeutet,  dessen  Bogen  durch 
den  Halbmesser  gemessen  x  giebt. 

Hiemach  nun  gewannen  alle  imaginären  Ausdrücke  eine  rein 
geometrische  Bedeutomg,  und  liessen  sich  durch  geometrische  Kon- 
struktionen darstellen.    Zugleich  war  der  Winkel  als  Logarithmus  des 

Quotienten  —  bestimmt^  daher  auch  die  unendliche  Menge  seiner  Werthe 

bei  derselben  Schenkellage.  Ebenso  nun  zeigte  sich  auch  umgekehrt,  wie 
XII  man  vermittelst  |  der  so  gefundenen  Bedeutung  des  Imaginären  auch 
.  die  Gesetze  der  Analyse  innerhalb  der  Ebene  ableiten  kann^  hingegen 
ist  es  nicht  mehr  möglich,  yermittelst  des  Imaginären  auch  die  Ge- 
setze für  den  Raum  abzuleiten.  Auch  stellen  sich  überhaupt  der  Be- 
trachtung der  Winkel  im  Räume  Schwierigkeiten  entgegen,  zu  deren 
allseitiger  Lösung  mir  noch  nicht  hinreichende  Müsse  geworden  ist. 

Dies  etwa  sind  die  Gegenstände,  welche  ich  mir  für  den  zweiten 
und  letzten  Theil  vorbehalten  habe,  wenigstens  so  weit  sie  bis  jetzt 
von  mir  bearbeitet  sind,  mit  ihm  wird  das  Werk  geschlossen  sein. 
Die  Zeit,  wann  dieser  zweite  Theil  erscheinen  wird,  kann  ich  noch 
nicht  bestimmen,  indem  es  mir  bei  den  mannigfachen  Arbeiten,  in 
welche  mich  mein  jetzige^  Amt  verwickelt,  unmöglich  wird,  diejenige 
Ruhe  zu  finden,  welche  für  die  Bearbeitung  desselben  nothwendig  isi 
Doch  bildet  auch  dieser  erste  Theil  ein  für  sich  bestehendes,  in  sich 
abgeschlossenes  Ganze,  und  ich  hielt  es  für  zweckmässiger,  diesen 
ersten  Theü  mit  den  zugehör^en  Anwendungen  zusammen  erscheinen 
zu  lassen,  als  beide  Theile  zusammen  imd  von  den  Anwendungen  ge- 
sondert. 
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In  der  That  ist  es  bei  der  Darstellung  einer  neuen  Wissenschaft,  XV 
damit  ihre  Stellung  und  ihre  Bedeutung  recht  erkannt  werde ,  unum- 
ginglich  noihwendigy  sogleich  ihre  Anwendung  und  ihre  Beziehung  zu 
Terwandten   Gegenstanden   zu   zeigen.     Hierzu  soll  auch   zugleich  die 
Einleitung  dienen.     Diese  ist  der  Natur  der  Sache  nach  mehr  philo- 
sophischer Natur  ^  und^  wenn  ich  dieselbe  aus   dem   Zusammenhange 
des  ganzen  Werkes  heraussonderte,  so  geschah  dies,  um  die  Mathe- 
matiker nicht  sogleich  durch  die  philosophische  Form  zurückzuschrecken. 
Es  herrscht  nämlich  noch  immer  unter  den  Mathematikern  und 
zmn  Theil  nicht  mit  Unrecht  eine  gewisse  Scheu  vor  philosophischen 
Erörterungen  mathematischer  und  physikalischer  Gegenstände;  und  in 
der  That  leiden  die  meisten  Untersuchungen  dieser  Art,  wie  sie  nament- 
lich von  Hegel  und  seiner  Schule  gefuhrt  sind,  an  einer  Unklarheit 
raid  Willkühr,  welche  alle  Frucht  solcher  Untersuchungen  vernichtet. 
Dessen  ungeachtet  glaubte  ich  es  der  Sache  schuldig  zu  sein,  der  neuen 
Wissenschaft  |  ihre  Stelle  im  Gebiete  des  Wissens  anweisen  zu  müssen,  XIII 
mid  stellte  daher,  um  beiden  Forderungen  zu  genügen,  eine  Einleitung 
Toran,   welche    ohne    dem    Yerständniss    des    Ganzen    wesentlicli    zu 
schaden,  überschlagen  werden  kann.     Auch  bemerke  ich,  dass  unter 
den  Anwendungen   gleichfalls   die,  welche   sich  auf  Gegenstände   der 
Natur  (Physik,  Erystallonomie)  beziehen,  überschlagen  werden  können, 
ohne  dass  dadurch  der  Gang  der  ganzen  Entwickelung  gestört  wird. 

Durch  diese  Anwendungen  auf  die  Physik  glaubte  ich  besonders 
die  Wichtigkeit,  ja  die  Unentbehrlichkeit  der  neuen  Wissenschaft  und 
der  in  ihr  gebotenen  Analyse  dargethan  zu  haben.     Dass  dieselbe   in 
ihrer  konkreten   Gestalt,   das   heisst   in   ihrer   Uebertragung   auf  die 
Geometrie,   einen   vortrefflichen   Unterrichtsgegenstand   liefern    würde, 
welcher  einer  durchaus  elementaren  Behandlung  fähig  ist,  hoffe   ich 
gelegentlich   einmal    nachweisen  zu   können,  indem  zu    einer   solchen 
Nachweisung  in  dem  Werke  selbst,  seiner  Bestimmimg  gemäss,  kein 
Platz  gefunden  werden  koimte.     Namentlich  ist  es   bei  einer  |  elemen-  XVI 
taren  Behandlung  der  Statik,  wenn  in  derselben  anschauliche  und  all- 
gemeine (auch  durch  Konstruktion  darsteUbare)  Resultate  hervorgehen 
sollen,  unumgänglich   noth wendig,   den  Begriff  der   Summe   und   des 
Produktes  von  Strecken  aufzunehmen,  und  die  Hauptgesetze  dafür  zu 
entwickeln,  und  ich  bin  gewiss,  dass,  wer  das  Aufiiehmen  dieser  Be- 
griffe einmal  versucht  hat,  es  nie  wieder  aufgeben  wird. 

Wenn  ich  so  der  neuen  Wissenschaft,  deren  Bearbeitung  hier 
wenigstens  theilweise  vorliegt,  ganz  ihr  Recht  zuerkannt  habe,  imd 
ihr  die  Ansprüche,  die  sie  im  Gebiete  des  Wissens  machen  kann,  auf 
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keine  Weise  verkürzen  will,  so  glaube  ich  dadurch  mir  nicht  den  Vor- 
warf  der  Anmaßung  zuzuziehen;  denn  die  Wahrheit  Terkngt  ihr 
Ilecht;  sie  ist  nicht  das  Werk  dessen,  der  sie  zum  Bewusstsein  oder 
zur  Anerkennung  bringt;  sie  hat  ihr  Wesen  und  Dasein  in  sich  selbst; 
und  ihr  aus  falscher  Bescheidenheit  ihr  Recht  verkürzen  ist  ein  Ver- 
rath  an  der  Wahrheit  Aber  desto  mehr  Nachsicht  muss  ich  in  An- 
spruch nehmen  für  alles  das,  was  mein  Werk  an  der  Wissenschaft 
XIV  ist  Denn  ich  bin  mir,  ungeachtet  aller  auf  die  |  Form  verwandten 
Mühe,  dennoch  der  grossen  UnvoUkommenheit  derselben  bewusst 

Zwar  habe  ich  das  Ganze  mehrere  Male  durchgearbeitet  in  ver- 
schiedenen Formen,  bald  in  Euklidischer  Form  von  Erklärungen  imd 
Lehrsätzen  in  möglichster  Strenge,  bald  in  Form  einer  zusammen- 
hängenden Entwickelung  mit  möglichster  Uebersichtlichkeit,  bald  beides 
mit  einander  verflechtend,  indem  ich  die  Uebersicht-gebende  Darstellung 
vorangehen,  und  dann  die  Entwickelung  nach  Euklidischer  Form  folgen 
liess.  Zwar  bin  ich  mir  dessen  wohl  bewusst,  dass  bei  abermaliger 
Umarbeitung  manches  in  besserer,  das  heisst  theils  strengerer,  theils 
übersichtlicherer  Form  hervortreten  würde.  Aber  von  der  üeberzeugung 
durchdnmgen,  dass  ich  doch  keine  volle  Befriedigung  hoffen  könne, 
und  der  Einfachheit,  der  Wahrheit  gegenüber,  die  Darstellung  doch 
immer  nur  dürftig  bleiben  müsse,  entschloss  ich  mich,  »mit  der  Form 
hervorzutreten,  welche  mir  zur  Zeit  als  die  beste  erschien. 
XVII  Einen  besonderen  Grund  der  |  Nachsicht  hoffe  ich  auch  darin  zu 
finden,  dass  mir  die  Zeit  für  die  Bearbeitung  vermöge  meiner  amt- 
lichen Thätigkeit  nur  äusserst  kärglich  und  stückweise  zugemessen 
war,  auch  mir  mein  Amt  keine  Gelegenheit  darbot,  durch  Mittheilimgen 
aus  dem  Gebiete  dieser  Wissenschaft,  oder  auch  nur  verwandter  Gegen- 
stände, die  lebendige  Frische,  zu  gewinnen,  welche  wie  ein  belebender 
Hauch  das  Ganze  durchwehen  muss,  wenn  es  als  ein  lebendiges  Glied 
an  dem  Organismus  des  Wissens  erscheinen  soll.  Doch  wenn  auch 
eine  Berufsthätigkeit,  in  welcher  solche  Mittheilungen  aus  dem  Gebiete 
der  Wissenschaft  meine  eigentliche  Aufgabe  sein  würden,  als  das  Ziel 
meiner  Wünsche  und  Bestrebungen  mir  vor  Augen  steht,  so  glaubte 
ich  doch  die  Bearbeitung  dieser  Wissenschaft  nicht  bis  zur  Erreichung 
dieses  Zieles  aufschieben  zu  dürfen,  zumal  da  ich  hoffen  konnte,  durch 
die  Bearbeitung  dieses  Theiles  selbst  mir  den  Weg  zu  jenem  Ziele 
bahnen  zu  können. 

Stettin,  den  28.  Juni  1844. 


Vorrede  zur  zweiten  Auflage. 


Das  Werk,  dessen  zweite  Auflage  ich  hiermit  der  OeflFentlichkeit  XV 
übergebe,  hat  in  den  ersten  dreiundzwanzig  Jahren  nach  seinem  ersten 
Erscheinen  nur  eine  geringe  und  meist  nur   gelegentliche  Beachtung 
gefunden. 

Diesen  Mangel  an  Erfolg  konnte  ich  nicht  der  behandelten  Wissen- 
schaft als  solcher  zur  Last  legen;  denn  ich  kannte  deren  fundamentale 
Wichtigkeit,  ja  deren  Noth wendigkeit  vollkommen;  sondern  ich  konnte 
die  Ursache  davon  nur  in  der  streng  wissenschaftlichen,  auf  die  ur- 
sprünglichen Begriffe  zurückgehenden  Behandlungsweise  finden.  Eine 
solche  Behandlungsweise  erforderte  aber  ein  nicht  bloss  gelegentliches 
Auffassen  dieser  oder  jener  Resultate,  sondern  ein  sich  versenken  in 
die  zu  Grunde  liegenden  Ideen  und  eine  zusammenhängende  Auffassimg 
des  ganzen  auf  dies  Fimdament  aufgeführten  Baues,  dessen  einzelne 
Theile  erst  durch  das  Ueberschauen  des  Ganzen  ihr  volles  Verständniss 
erhalten  konnten.  Bei  dem  gewaltigen  Fortschritt  der  Mathematik  in 
der  neueren  Zeit,  bei  dem  Hervortreten  immer  neuer  Gebiete  mathe- 
matischer Forschung,  deren  Durchdringung  die  angestrengteste  Arbeit 
erforderte,  bei  dem  Ringen  nach  neuen,  dem  Forschungsgeiste  sich 
darbietenden  und  ihn  anlockenden  Resultaten,  fanden  die  Mathematiker 
nicht  die  Ruhe  imd  Müsse,  sich  in  ein  so  in  sich  zusammenhängendes 
Gebäude  hineinzuversetzen. 

Meine  HoflEuung,  einen  akademischen  Lehrstuhl  zu  gewinnen,  und 
dadurch  jüngere  Kräfte  in  die  Wissenschaft  einzuführen  imd  sie  zum 
weiteren  Ausbau  derselben  anzuregen,  schlug  fehl.  Zwar  konnte  es 
nicht  ausbleiben,  dass  |  späterhin  verschiedene  Mathematiker  auf  andern  XVI 
Wegen  zu  vereinzelten  Resultaten  gelangten,  die  schon  in  meiner  Aus- 
dehnungslehre von  1844  behandelt  waren;  aber  fast  nie  geschah  dabei 
meines  Werkes  Erwähnung;  vielmehr  zeigte  sich,  dass  dasselbe  ihnen 
fast  allen  ganz  unbekannt  geblieben  war,  da  sonst  die  Resultate  durch 
den  inneren  Zusammenhang,  den  sie  dort  fanden,  sich  viel  einfacher 
und  fruchtreicher  hätten  gestalten  müssen. 

Orassmaxiu,  Werke.    L  2 
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Bei  einer  solchen  Lage  der  Sache  wird  es  Niemand  einem  Ver- 
leger verargen,  wenn  er  in  jener  Zeit  einen  Theil  der  Exemplare  meines 
Werkes  makuliren  liess,  noch  mir,  wenn  ich  den  verheissenen  zweiten 
Theil  meines  Werkes  nicht  auf  derselben  Grundlage  weiter  baute,  son- 
dern im  Jahre  1862  die  ganze  Ausdehnungslehre  auf  einer  neuen  Grund- 
lage, die,  wie  ich  hoffte,  den  Mathematikern  mehr  zusagen  würde,  auf- 
baute und  bis  zu  Ende  durchführte*).  Aber  auch  dies  neue  Werk 
fand  zuerst  eben  so  wenig  Beachtung  als  das  erste.  Erst  seit  dem 
Jahre  1867  gestaltete  sich  die  Sache  ganz  anders. 

Es  war  zuerst  Hermann  Hankel,  welcher  in  seiner  „Theorie  der 
complexen  Zahlensysteme,  Leipzig  1867"  die  fundamentale  Bedeu- 
tung meiner  Ausdehnungslehre  betonte  (S.  16,  S.  112,  S.  119 — 140, 
S.  140).  Noch  entschiedener  geschah  dies  durch  Clebsch,  welcher  kurz 
vor  seinem  Tode  in  seiner  Abhandlung  „zum  Gedächtniss  an  Julius 
Plücker,  Göttingen  1872"  auf  S.  8  und  28  in  Anmerkungen,  die  er 
unter  den  Text  setzte,  die  Bedeutsamkeit  meiner  Ausdehnungslehre  von 
1844  in  sehr  rühmender  Weise  hervorhebt,  und  namentlich  an  der 
zweiten  Stelle  sagt:  „Li  gewissem  Sinne  sind  die  Goordinaten  der  ge- 
raden Linie,  wie  überhaupt  ein  grosser  Theil  der  Grund  Vorstellungen 
der  neueren  Algebra,  bereits  in  Grassmanns  „Ausdehnungslehre"  (1844) 
enthalten;  die  genauere  Darlegung  dieser  Verhältnisse  würde  indessen 
hier  zu  weit  führen".  Bei  dem  liebevollen  und  stets  so  fruchtreichen 
Eingehen  auf  die  Arbeiten  Anderer,  welches  diesen  hervorragendsten 
XVÜ  der  neueren  Mathematiker  |  auszeichnete,  würde  Clebsch  gewiss  späterhin 
Raum  gefunden  haben,  um  diese  Verhältnisse  darzulegen,  und  nach 
seiner  Weise  auch  die  Ausdehnungslehre  mit  neuen,  weitgreifenden 
Ideen  zu  befruchten,  wenn  er  nicht  mitten  in  seinem  kräftigsten  Wirken 
der  Wissenschaft  so  plötzlich  entrissen  wäre. 

Aber  schon  drei  Jahre  vorher  (1869)  hatte  Victor  Schlegel  ange- 
fangen, den  von  Clebsch  angedeuteten  Gedanken  auszuführen,  ti  seinem 
„System  der  Baumlehre  nach  den  Prinzipien  der  Grassmann'schen  Aus- 
dehnungslehre und  als  Einleitamg  in  dieselbe  dargestellt  von  Victor 
Schlegel,  Leipzig  bei  Teubner",  dessen  erster  Theil  1872  und  dessen 
zweiter  Theil  1875  erschien,  hat*  der  Verfasser  mit  grosser  Klarheit 
und  zum  grossen  Theile  in  selbständiger,  der  Sache  durchaus  ange- 
messener Methode  die  Bedeutung  der  Ausdehnungslehre  auch  für  die 
neueste  Geometrie  und  Algebra  dargelegt.  Es  ist  besonders  hervor- 
zuheben, dass  dies  Werk  Schlegers  das  erste  ist,  welches  die  wesent- 


*)  Die  Aasdehnungslehre  Yollständig  und  in  strenger  Form  bearbeitet.  Berlin 
1802  (Enslin). 
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liehen  Ideen  der  Ausdehniuigslelire  in  ihrem  inneren  Zusammenhange 
aufge&sst  und  zur  Darstellung  gebracht  hat. 

[Seit  dieser  Zeit  ist  nicht  nur  die  Bedeutung  der  Ausdehnungslehre 
wiederholt  hervorgehoben  worden,  sondern  man  hat  auch  begonnen,  auf  . 
verschiedenen  Gebieten  erfolgreich  mit  ihren  Methoden  zu  arbeiten.  — 
H.  Noth  in  Freiberg  legte  in  seiner  Abhandlung  „Die  vier  Species 
in  den  Elementen  der  Geometrie"  (Schulprogramm  1874)  den  Grund 
zu  einer  vereinfachenden  Darstellung  der  Geometrie  der  Lage.  — 
R.  Sturm  in  Darmstadt  wandte  in  dem  Aufsatz  ,,  Sülle  forze  in  equi- 
Ubrio"  (AnnaU  di  Matem.*)  VII  p.  217  ff.  1876)  die  Methoden  der  Aus- 
dehnuDgslehre  zur  Losung  von  Problemen  der  Mechanik  an.  —  Endlich 
hat  W.  Preyer  in  Jena  in  seinen  ,,Elementen  der  reinen  Empfindungs- 
lehre" (Jena,  bei  DuflFt.  1877)  eine  auf  den  Prinzipien  der  Ausdehnungs- 
lehre beruhende  Darstellung  dieser  Wissenschaft  gegeben,  und  dadurch  der 
ersteren  auch  ein  vom  Begri£f  des  Raumes  unabhängiges  Gebiet  erobert.] 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  in  der  Ausdehnungslehre,  als 
einer  noch  jungen  Wissenschaft,  mannigfache  Keime  verborgen  liegen, 
welche  einer  weiteren  Entwickelung  fähig  und  bedürftig  sind,  und 
auch  ich  selbst  habe  mich  seit  1872,  |  nach  einer  zehnjährigen  Unter-  XVIll 
brechung  wieder  jenen  Studien  zugewandt  Meine  früher  erschienenen 
Arbeiten  auf  diesem  Gebiete  sind  in  meiner  Ausdehnungslehre  von 
1862  aufgeführt,  und  ich  habe  daher  hier  nur  die  neueren  Arbeiten  zu 
verzeichnen.  Es  sind  dies  erstens  zwei  Aufsätze  in  den  Göttinger  Nach- 
richten von  1872  „Zur  Theorie  der  Curven  dritter  Ordnung"  (S.  505) 
nnd  „Ueber  zusammengehörige  Pole  und  ihre  Darstellung  durch  Pro- 
dukte" (S.  567),  femer  in  den  mathematischen  Annalen  „die  neuere  Al- 
gebra und  die  Ausdehnungslehre"  Band  VII  S.  538,  „die  Mechanik  nach 
den  Principien  der  Ausdehnungslehre"  Band  Xu  S.  222,  „der  Ort 
der  Hamilton'schen  Quatemionen  in  der  Ausdehnungslehre"  Band  XII 
S.  375.  Endlich  habe  ich  eine  für  Borchardts  Journal  bestimmte  Ab- 
handlung unter  der  Feder,  in  welcher  ich  die  schönen  Arbeiten  Reye's 
über  die  Oberflächen  durch  weitere  Ausführung  der  in  meiner  Aus- 
dehnungslehre  von  1862  Nr.  392  dargesteUten  Idee,  nach  welcher 
Funktionen  als  extensive  Grössen  behandelt  werden,  auf  eine  neue  und 
einfache  Weise  zu  begründen  suche**). 

[So  ist  es  denn  gekommen,  dass  im  Laufe  der  letzten  Jahre  das 
Interesse    an    der  Ausdehnungslehre   sich  in   immer  weiteren  Kreisen 

♦)  [2.  Serie.] 
**y  [Abgedruckt  in  Bd,  84,  S.  273-283.] 
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verbreitete.    Und  da  in  demselben  Maasse  die  Nadifrage  nach  der  in- 
zwischen selten  gewordenen  ersten  Ausgabe  des  Werkes   zunahm ,  so 
entschloss  sich  die  Yerlagshandlung  mit  dankenswerther  Bereitwilligkeit 
,  zur  Veranstaltung  einer  zweiten  Auflage.] 

Ich  habe  in  dieser  zweiten  Auflage  den  Text  der  ersten  Auflage 
(natürlich  abgesehen  von  einzelnen  Druckfehlern)  unverändert  gelasseu, 
da  die  Darstellung  in  derselben  die  konsequente  Durchführung  einer 
einzigen  Gnmdidee  ist^  und  auch  die  Behandlirngsweise  eine  solche  ist, 
deren  Berechtigung  ich  durchaus  anerkenne,  und  die  gewiss  den  mehr 
philosophisch  gebildeten  Lesern  mehr  zusagen  wird,  als  die  den  Mathe- 
matikern mehr  anbequemte  Darstellungsweise  der  Ausdehnungslehre 
von  1862.  Dagegen  habe  ich  unter  den  Text,  je  nachdem  es  mir 
zweckmässig  schien ,  neue  Anmerkungen  hinzugefügt ,  die  ich  mit  der 
Jahreszahl  1877  versehen  habe. 
XIX  Zwei  I  umfangreichere  Anmerkungen  habe   ich,  um  die   Ueberein- 

stimmimg  mit  den  Seiteuzahlen  der  ersten  Auflage  möglichst  zu  er- 
halten, als  Anhänge  an  den  Schluss  gestellt.  Dort  findet  sich  auch 
noch  ein  Abdruck  der  Uebersicht  über  das  Wesen  der  Ausdehnungs- 
lehre, welche  ich  in  Grunerts  Archiv  Bd.  VI  gegeben  habe,  da  dieselbe, 
wie  mir  von  verschiedenen  Seiten  mitgetheilt  ist,  das  Verständniss  des 
Werkes  sehr  erleichtern  soll.  Endlich  habe  ich  ein  Verzeichniss  der 
in  dem  Werke  vorkommenden  Kunstausdrücke  hinzugefügt. 

Um  die  Vergleichung  mit  der  Ausdehnungslehre  von  1862  zu  er- 
leichtem, gebe  ich  hier  zuerst  eine  Uebersicht  der  in  beiden  der  Haupt- 
sache nach  übereinstimmenden  Resultate,  bemerke  jedoch,  dass  nicht 
nur  die  Ableitung  derselben  eine  wesentlich  verschiedene  ist,  sondern 
auch  in  der  einen  Resultate  abgeleitet  sind,  die  in  der  andern  entweder 
übergangen  oder  mit  andern  Resultaten  zusammengefasst  sind,  so  dass 
es  also  immoglich  wird,  jedes  mit  jedem  zusammenzustellen.  Ich  be- 
zeichne hier  die  Ausdehnungslehre  von  1844  mit  A^,  die  von  1862 
mit  Aj: 

A,  §  13—  20.  -  Aa  Nr.      1-9,     14-  24, 

A,  §  24  .  -  A,  Nr.  216—223, 

Ai  §  28-  36.  —  A^  Nr.    52—  61,    66-  68, 

A,  §  37—  40.  -  A,  Nr.  254,    262, 

Ai  §  45,      46.  -  A,  Nr.  134,    135, 

Ai  §  47—  55.  —  A^  Nr.    69-  85, 

Aj  §  60—  73.  -  Aj  Nr.    10-  13,  vgl.  377, 

Ai  §  80-  90.  -  A,  Nr.    27—  36, 

Ai  §  93  .  -  Aj  Nr.  136, 

A,  §  94-119.  —  Ajj  Nr.  224—286. 
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Die  Gesetze  der  Elemeiitargrössen  sind  in  A^  mit  denen  der  Aus- 
dehnongsgrossen  zusammengefasst  und  nur  in  der  Anwendung  auf 
die  Geometrie  von  ihnen  gesondert. 

A,  §  126  .  —  Aa  Nr.  25,  26, 

Ai  §  128-142.  —  Aj  Nr.  94—132. 
Die  §§  127  und  143  sind  als  unfruchtbar  aufgegeben. 
Aj  §  144  .  —  Aa  Nr.  287—305, 

A,  §  145—148.  —  Ag  Nr  306-329, 
Ai  §  149-165.  -  Aa  Nr.  401-409. 
Die  Anmerkung  über  offene  Produkte   am   Schlüsse   der  A,    ist  XX 
weiter  ausgeföhrt  A,  Nr.  353—363. 

Die  neuen  Gegenstände,  welche  in  der  Ausdehnungslehre  von  1862 
bearbeitet  werden  sollten,  sind  in  der  Vorrede .  zur  Ausdehnungslehre 
von  1844,  S.  X— XIV*)  nur  theilweise  erwähnt.  Ganz  neu  hinzugekommen 
ist  der  zweite  Abschnitt  (Nr.  348 — 527),  welcher  die  Funktionenlehre, 
nnd  die  ihr  zu  Grunde  liegende  algebraische  Multiplikation,  nebst  der 
Differenzialrechnung,  den  unendlichen  Keihen  und  der  Integralrechnung; 
behandelt  und  besonders  tief  in  die  verwandteij  Gebiete  der  gewöhn- 
lichen Analysis,  namentlich  auch  in  die  neuere  Geometrie  und  Algebra 
eingreift,  und  in  einzelnen  Abschnitten,  wie  zum  Beispiel  in  der  Be- 
handlung des  Quotienten  (Nr.  377  —  391),  in  der  Auffassung  der 
Funktionen  als  extensiver  Grössen  (392 — 400),  sowie  in  der  Integration 

•  

der  DiflFerenzialgleichimgen  (491 — 527)  Keime  zu  Entwickelungen  ent- 
halt, welche  noch  zukünftiger  Bearbeitimg  harren. 

Stettin,  im  Sommer  1877. 

Hermann  Orassmann. 


*\ 


[S.  11  —  14  dieser  xVusgabo.] 


Einleitung. 

XIX 
XXI  -^    Ableitung  des  Begriffs  der  reinen  Mathematik. 

1.  Die  oberste  Theilung  aller  Wissenschaften  ist  die  in  reale  und 
formale,  von  denen  die  ersteren  das  Sein,  als  das  dem  Denken  selbst- 
ständig  gegenübertretende,  im  Denken  abbilden,  und  ihre  Wahrheit 
haben  in  der  Uebereinstimmuug  des  Denkens  mit  jenem  Sein;  die 
letzteren  hingegen  das  durch  das  Denken  selbst  gesetzte  zum  Gegen- 
stande haben,  und  ihre  Wahrheit  haben  in  der  Uebereinstimmxmg  der 
Denkprocesse  unter  sich. 

Denken  ist  nur  in  Bezug  auf  ein  Sein,  was  ihm  gegenübertritt  und 
durch  das  Denken  ahgebildet  wird;  aber  dies  Sein  ist  bei  den  realen 
Wissenschaften  ein  selbststilndiges,  ausserhalb  des  Denkens  ftlr  sich  be- 
stehendes, bei  den  formalen  hingegen  ein  durch  das  Denken  selbst  ge- 
setztes, was  nun-  wieder  einem  zweiten  Denkakte  als  Sein  sich  gegen- 
überstellt. Wenn  nun  die  Wahrheit  überhaupt  in  der  üebereinstimmnng 
des  Denkens  mit  dem  Sein  beruht,  so  beruht  sie  insbesondere  bei  den 
formalen  Wissenschaften  in  der  Uebereinstimmun^  des  zweiten  Denk- 
aktes mit  dem  durch  den  ersten  gesetzten  Sein,  also  in  der  üeberein- 
Stimmung  beider  Denkakte.  Der  Beweis  in  den  formalen  Wissenschaften 
geht  daher  nicht  über  das  Denken  selbst  hinaus  in  eine  andere  Sphäre 
über,  sondern  verharrt  rein  in  der  Kombination  der  verschiedenen  Denk- 
akte. Daher  dürfen  auch  die  formalen  Wissenschaften  nicht  von  Grund- 
sätzen ausgehen,  wie  die  realen;  sondern  ihre  Grundlage  bilden  die  De- 
finitionen*). 

yyyy  2.     Die  formalen  Wissenschaften  betrachten  entweder  die  allge- 

meinen Gesetze   des  Denkens,  oder   sie   betrachten   das  Besondere 


*)  Wemi  man  in  die  formalen  Wissenschaften,  wie  zum  Beispiel  in  die  Arith- 
metik, demioch  Grundsätze  eingeführt  hat,  so  ist  dies  als  ein  Missbrauch  anzu- 
sehen, der  nur  aus  der  entsprechenden  Behandlung  der  Geometrie  zu  erklären 
ist.  Ich  werde  hierauf  später  noch  einmal  ausfuhrlicher  zurückkommen.  Hier 
genüge  es,  das  Fehlen  der  Grundsätze  in  den  formalen  Wissenschaften  als  noth- 
wendig  dargethan  zu  haben. 
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durch  das  Denken  gesetzte,  ersteres  die  Dialektik  (Logik)*),  letzteres 
die  reine  Mathematik. 

Der  Gegensatz  zwischen  Allgemeinem  und  Besonderem  bedingt  also 
die  Theilnng  der  formalen  Wissenschaften  in  Dialektik  und  Mathematik. 
Die  erstere  ist  eine  philosophische  Wissenschaft,  indem  sie  die  Einheit 
in  allem  Denken  aufsucht,  die  Mathematik  hingegen  hat  die  entgegen- 
gesetzte Richtung,  indem  sie  jedes  Gedachte  einzeln  als  ein  Besonderes 
auffasst. 

3.  Die  reine  Mathematik  ist  daher  die  Wissenschaft  des  beson- 
deren Seins  als  eines  durch  das  Denken  gewordenen.  Das  besondere 
Sein,  in  diesem  Sinne  aufgefasst,  nennen  wir  eine  Denkform  oder 
schlechtweg  eine  Form.     Daher  ist  reine  Mathematik  Formenlehre. 

Der  Name  GrÖssenlehre  eignet  nicht  der  gesammten  Mathematik,  in- 
dem derselbe  auf  einen  wesentlichen  Zweig  derselben,  auf  die  Kom- 
binationslehre, keine  Anwendung  findet,  und  auf  die  Arithmetik  auch 
nm*  im  nneigentlichen  Sinne**).  Dagegen  scheint  der  Ausdruck  Form  , 
wieder  zu  weit  zu  sein,  und  der  Name  Denkform  angemessener;  allein  die 
Form  in  ihrer  reinen  Bedeutung,  abstrahirt  von  allem  realen  Inhalte,  ist 
eben  nichts  anderes,  als  die  Denkform,  und  somit  der  Ausdruck  entsprechend. 

Ehe  wir  zur  Theilung  der  Formenlehre  übergehen,  haben  wir 
einen  Zweig  auszusondern,  den  man  bisher  mit  Unrecht  ihr  zugerechnet 
hat,  n&mlich  die  Geometrie.  Schon  aus  dem  oben  aufgestellten  Begriffe 
leuchtet  ein,  dass  die  Geometrie,  eben  so  wie  die  Mechanik,  auf  ein 
reales  |  Sein  zurückgeht;  nämlich  dies  ist  für  die  Geometrie  der  Eaum;  XXin 
und  es  ist  klar,  wie  der  Begiiff  des  Eaumes  keines weges  durch  das 
Denken  erzeugt  werden  kann,  sondern  demselben  |  stets  als  ein  gegebenes  XXI 
gegenttbertritt.  Wer  das  Gegentheil  behaupten  wollte,  müsste  sich  der 
Aufgabe  unterziehen,  die  Noth wendigkeit  der  drei  Dimensionen  des  Raumes 
aus  den  reinen  Denkgesetzen  abzuleiten,  eine  Aufgabe,  deren  Lösung 
sich  sogleich  als  unmöglich  darstellt. 

Wollte  nun  jemand,  obgleich  er  dies  zugeben  müsste,  dennoch  der 
Geometrie  zu  Liebe  den  Namen  der  Mathematik  auch  auf  sie  ausdehnen; 
so  könnten  wir  uns  dies  zwar  gefallen  lassen,  wenn  er  uns  auch  auf 
der  andern  Seite  unsern  Namen  der  Formenlehre  oder  irgend  einen 
gleichgeltenden  will  stehen  lassen;  doch  aber  müssten  wir  ihn  im  Voraus 


*)  Die  Logik  bietet  eine  rein  mathematische  Seite  dar,  die  man  als  formale 
Logik  bezeichnen  kann,  und  die  ihrem  Inhalte  nach  von  meinem  Bruder  Robert 
und  mir  gemeinschaftlich  bearbeitet  und  von  dem  ersteren  in  seinem  zweiten 
Bache  der  Formenlehre,  Stettin  1872,  in  eigenthümlicher  Form  dargestellt 
itt.  (1877.)    [Neue  Auflage  in  2  Bd.:  Logik  u.  Formenlehre,  Stettin  1890  u.  91.] 

*•)  Der  Begpriff  der  Grösse  wird  in  der  Arithmetik  durch  den  der  Anzahl 
▼ertreten;  die  Sprache  unterscheidet  daher  sehr  wohl  Yermehren  und  vermindern, 
was  der  Zahl  angehört,  von  vergrössem  und  yerkleinem,  was  der  Grösse. 
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darauf  hinweisen,  dass  dann  jener  Name,  weil  er  das  differenteste  in 
sich  schliesst,  auch  nothwendig  mit  der  Zeit  als  überflüssig  werde  ver- 
worfen werden. 

Die  Stellung  der  Geometrie  zur  Formenlehre  h&ngt  von  dem  Ver- 
hältniss  ab,  in  welchem  die  Anschauung  des  Baumes  zum  reinen  Denken 
steht.  Wenngleich  wir  nun  sagten,  es  trete  jene  Anschauung  dem  Denken 
als  selbstständig  gegebenes  gegenüber,  so  ist  damit  doch  nicht  behauptet, 
dass  die  Anschauung  des  Raumes  uns  erst  aus  der  Betrachtung  der  raum- 
lichen Dinge  würde;  sondern  sie  ist  eine  Grundanschauung,  die  mit  dem 
GeöfiPhetsein  unseres  Sinnes  für  die  sinnliche  Welt  uns  mitgegeben  ist, 
und  die  uns  eben  so  ursprünglich  anhaftet,  wie  der  Leib  der  Seele.  Auf 
gleiche  Weise  verhält  es  sich  mit  der  Zeit  imd  mit  der  auf  die  Anschauungen 
der  Zeit  und  des  Raumes  gegründeten  Bewegung ^  weshalb  man  auch  die 
reine  Bewegungslehre  (Phorometne)  mit  gleichem  Rechte  wie  die  Geo- 
metrie den  mathematischen  Wissenschaften  beigezählt  hat.  Aus  der  An- 
schauung der  Bewegung  fliesst  vermittelst  des  Gegensatzes  von  Ursache  und 
Wirkung  der  Begriff  der  bewegenden  Kraft,  so  dass  also  Geometrie,  Phoro- 
metrie  und  Mechanik  als  Anwendungen  der  Formenlehre  auf  die  Grund- 
anschauungen der  sinnlichen  Welt  erscheinen. 
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4.     Jedes  durch   das   Denken  gewordene   (vgl.  Nr.  3)    kann   auf 

zwiefache  Weise  geworden  sein,  entweder  durch  einen  einfachen  Akt 

^^     des  Erzeugens,  oder  durch  einen  zwiefachen  Akt  1  des  Setzens  1  und 

XXII  O  7  ^  ^  ... 

Verknüpfens.  Das  auf  die  erste  Weise  gewordene  ist  die  stetige 
Form  oder  die  Grösse  im  engeren  Sinn,  das  auf  die  letztere  Weise 
gewordene  die  diskrete  oder  Verknüpfungs-Form. 

Der  schlechthin  einfache  Begriff  des  Werdens  giebt  die  stetige  Form. 
Das  bei  der  diskreten  Form  vor  der  Verknüpfung  gesetzte  ist  zwar  auch 
durch  das  Denken  gesetzt,  erscheint  aber  fllr  den  Akt  des  Verknüpfens 
als  Gegebenes,  und  die  Art,  wie  aus  dem  Gegebenen  die  diskrete  Form 
wird,  ist  ein  blosses  Zusammendenken.  Der  Begriff  des  stetigen  Werdens 
ist  am  leichtesten  aufzufassen,  wenn  man  ihn  zuerst  nach  der  Analogie 
der  geläufigeren,  diskreten  Entstehungsweise  betrachtet.  Nämlich  da  bei 
der  stetigen  Erzeugung  das  jedesmal  gewordene  festgehalten,  und  das 
neu  entstehende  sogleich  in  dem  Momente  seines  Entstehens  mit  jenem 
zusammengedacht  wird:  so  kann  man  der  Analogie  wegen  auch  für  die 
stetige  Form  dem  Begriffe  nach  einen  zwiefachen  Akt  des  Setzens  und 
Verknüpfens  unterscheiden,  aber  beides  hier  zu  Einem  Akte  vereinigt, 
und  somit  in  eine  unzertrennliche  Einheit  zusammengehend;  nämlich  von 
den  beiden  Gliedern  der  Verknüpfung  (wenn  wir  diesen  Ausdruck  der 
Analogie  wegen  für  einen  Augenblick  festhalten)  ist  das  eine  das  schon 
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gewordene,  das  andere  hingegen  das  in  dem  Momente  des  Yerknüpfens 
selbst  neu  entstehende,  also  nicht  ein  vor  dem  Verknüpfen  schon  fertiges. 
Beide  Akte  also,  nämlich  des  Setzens  und  Verknüpfens,  gehen  ganz  in 
einander  auf,  so  dass  nicht  eher  verknüpft  werden  kann,  als  gesetzt 
ist,  und  nicht  eher  gesetzt  werden  darf,  als  verknüpft  ist;  oder  wieder 
in  der  dem  Stetigen  zukommenden  Ausdmcksweise  gesprochen:  das  was 
neu  entsteht,  entsteht  eben  nur  an  dem  schon  gewordenen,  ist  also  ein 
Moment  des  Werdens  selbst,  was  hier  in  seinem  weiteren  Verlauf  als 
Wachsen  erscheint. 

Der  Gegensatz  des  Diskreten  und  Stetigen  ist  (wie  alle  wahren  Gegen- 
sätze) ein  fliessender,  indem  das  Diskrete  auch  kann  als  stetig  betrachtet 
werden,  und  umgekehrt  das  Stetige  als  diskret.  Das  Diskrete  wird  als 
Stetiges  betrachtet,  wenn  das  Verknüpfte  selbst  wieder  als  Gewordenes 
und  der  Akt  des  Verknüpfens  als  ein  Moment  des  Werdens  aufgefasst 
wird.  Und  das  Stetige  wird  als  diskret  betrachtet,  wenn  einzelne  Mo- 
mente  des  Werdens  als  blosse  I!  Verknüpfungsakte  aufgefasst,  und  das  so  ^^^ 
verknüpfte  für  die  Verknüpfung  als  Gegebenes  betrachtet  wird. 

5.  Jedes  Besondere  (Nr.  3)  wird  ein  solches  durch  den  Begriff 
des  Verschiedenen,  wodurch  es  einem  anderen  Besonderen  neben- 
geordnet, und  durch  den  des  Gleichen,  wodurch  es  mit  anderem  Be- 
sonderen demselben  Allgemeinen  untergeordnet  wird.  Das  aus  dem 
Gleichen  gewordene  können  wir  die  algebraische  Form,  das  aus  dem 
Verschiedenen  gewordene  die  kombinatorische  Form  nennen. 

Der  Gegensatz  des  Gleichen  und  Verschiedenen  ist  gleichfalls  ein 
fliessender.  Das  Gleiche  ist  verschieden,  schon  sofern  das  eine  und  das 
andere  ihm  Gleiche  irgend  wie  gesondert  ist  (und  ohne  diese  Sonderung 
wäre  es  nur  Eins,  also  nicht  Gleiches),  das  Verschiedene  ist  gleich,  schon 
sofern  beides  durch  die  auf  beides  sich  beziehende  Thätigkeit  verknüpft 
ist,  also  beides  ein  Verknüpftes  ist.  Darum  verschwimmen  aber  nun  beide 
Glieder  keineswegs  in  einander,  so  dass  man  einen  Massstab  anzulegen 
hätte,  durch  den  bestimmt  würde,  wie  viel  Gleiches  gesetzt  sei  zwischen 
beiden  Vorstellungen  und  wie  viel  Verschiedenes;  sondern  wenn  auch 
dem  Gleichen  immer  schon  irgend  wie  das  Verschiedene  anhaftet  und 
.  umgekehrt,  so  bildet  docb  nur  jedesmal  das  Eine  das  Moment  der  Be- 
trachtung, während  das  andere  nur  als  die  vorauszusetzende  Grundlage 
des  ersteren  erscheint. 

Unter  der  algebraischen  Form  ist  hier  nicht  bloss  die  Zahl  sondern 
auch  das  der  Zahl  im  Gebiete  des  Stetigen  entsprechende,  und  unter  der 
kombinatorischen  Form  nicht  nur  die  Kombination  sondern  auch  das  ihr 
im  Stetigen  entsprechende  verstanden. 

6.  Aus  der  Durchkreuzung  dieser  beiden  Gegensätze,  von  denen 
der  erste  auf  die  Art  der  Erzeugung,  der  letztere  auf  die  Elemente 
der  Erzeugung   sich   bezieht,  gehen  die  "vier  Gattungen  der   Formen 
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und  die  ihnen  entsprechenden  Zweige  der  Formenlehre  hervor.  Und 
XXIV  zwar  sondert  sich  zuerst  die  diskrete  Form  danach  in  |  Zahl  und  Kom- 
bination (Gebinde).  Zahl  ist  die  algebraisch  diskrete  Form^  da«  heisst 
sie  ist  die  Zusammenfassung  des  als  gleich  gesets^ten-,  die  Kombina- 
tion ist  die  kombinatorisch  diskrete  Form,  das  heisst  sie  ist  die  Zu- 
XXVI  sammenfassung  |  des  als  verschieden  gesetzten.  Die  Wissenschaften  des 
Diskreten  sind  also  Zahlenlehre  und  Kombinationslehre  (Ver- 
bindungslehre). 

Dass  hierdurch  der  Begriff  der  Zahl  vollständig  erschöpft  and  genau 
umgränzt  ist,  und  ebenso  der  der  Kombination,  bedarf  wohl  kaum 
eines  weiteren  Nachweises.  Und  da  die  Gegensätze,  durch  welche  diese 
Definitionen  hervorgegangen  sind,  die  einfachsten,  in  dem  Begriffe  der 
mathematischen  Form  unmittelbar  mit  gegebenen  sind,  so  ist  hierdurch 
die  obige  Ableitung  wohl  hinlänglich  gerechtfertigt^).  Ich  bemerke  nur 
noch,  wie  dieser  Gegensatz  zwischen  beiden  Formen  auf  eine  sehr  reine 
Weise  durch  die  differente  Bezeichnung  ihrer  Elemente  ausgedrückt  ist, 
indem  das  zur  Zahl  verknüpfte  mit  einem  und  demselben  Zeichen  (l) 
bezeichnet  wird,  das  zur  Kombination  verknüpfte  mit  verschiedenen,  im 
Uebrigen  ganz  willkührlichen  Zeichen  (den  Buchstaben).  —  Wie  nun 
hiernach  jede  Menge  von  Dingen  (Besonderheiten)  als  Zahl  so  gut,  wie 
als  Kombination  aufgefasst  werden  kann,  je  nach  der  verschiedenen  Be- 
trachtungsweise, bedarf  wohl  kaum  einer  Erwähnung. 

7.  Eben  so  sondert  sich  die  stetige  Form  oder  die  Grösse  danach 
in  die  algebraisch -stetige  Form  oder  die  intensive  Grosse,  und  in 
die  kombinatorisch- stetige  Form  oder  die  extensive  Grösse.  Die 
intensive  Grösse  ist  also  das  durch  Erzeugung  des  Gleichen  gewordene, 
die  extensive  Grösse  oder  die  Ausdehnung  ist  das  durch  Erzeugung 
des  Verschiedenen  gewordene.  Jene  bildet  als  veränderliche  Grösse 
XX F  die  Grimdlage  der  Funktionenlehre,  der  |  DiflFerenzial-  und  Integral- 
Rechi^ung,  diese  die  Grundlage  der  Ausdehnungslehre. 

Da  von  diesen  beiden  Zweigen  der  erstere  der  Zahlenlehre  als  höherer 

Zweig  untergeordnet  zu  werden  pflegt,   der  letztere   aber   noch  als  ein 

bisher  unbekannter  Zweig  erscheint,  so  ist  es  nothwendig,  diese  ohnehin 

XXVU     durch  den  Begriff  des  stetigen  Fiiessens  |  schwierige  Betrachtung  näher 

zu  erläutern. 

Wie  in  der  Zahl  die  Einigung  hervortritt,  in  der  Kombination  die 
Sondertmg  des  Zusammengedachten,  so  auch  in  der  intensiven  Grösse  die 

*)  Der  Begriff  der  Zahl  und  der  Kombination  ist  schon  vor  siebzehn  Jahren 
in  einer  von  meinem  Vater  yerfassten  Abhandlung,  über  den  Begriff  der  reinen 
Zahlenlehre,  welche  in  dem  Ibogramme  des  Stettiner  Gymnasiums  von  1827  ab- 
gedruckt ist,  auf  ganz  ähnliche  Weise  entwickelt  worden,  ohne  aber  zur  Kenntniss 
eines  grösseren  Publikum  gelangt*  zu  sein. 
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Einigung  der  Elemente,  welche  ihrem  Begriff  nach  zwar  noch  gesondert 
Bind,  aber  nur  in  ihrem  wesentlichen  sich  gleich  sein  die  intensive  Orösse 
bilden,  hingegen  in  der  extensiven  Grösse  dier  Sondeiiing  der  Elemente, 
welche  zwar,  sofern  sie  Eine  Grösse  bilden,  vereinigt  sind,  aber  welche 
eben  nur  in  ihrer  Trennung,  von  einander  die  Grösse  konstituiren.  Es 
ist  also  die  intensive  Grösse  gleichsam  die  flüssig  gewordene  Zahl,  die 
extensive  Grösse  die  flüssig  gewordene  Kombination.  Der  letzteren  ist 
wesentlich  ein  Auseinandertreten  der  Elemente  und  ein  Festhalten  der- 
selben als  aus  einander  seiender;  das  erzeugende  Element  erscheint  bei 
ihr  als  ein  sich  änderndes,  das  heisst  durch  eine  Verschiedenheit  der 
Zustände  hindurchgehendes,  und  die  Gesammtheit  dieser  verschiedenen 
Zustände  bildet  eben  das  Gebiet  der  Ausdehnungsgrösse.  Bei  der  inten- 
siven Grösse  hingegen  liefert  die  Erzeugung  derselben  eine  stetige  Reihe 
sich  selbst  gleicher  Zustände,  deren  Quantität  eben  die  intensive  Grösse 
ist.  Als  Beispiel  für  die  extensive  Grösse  können  wir  am  besten  die  be- 
gränzte  Linie  (Strecke)  wählen,  deren  Elemente  wesentlich  aus  einander 
treten  und  dadurch  eben  die  Linie  als  Ausdehnung  konstituiren;  hingegen 
als  Beispiel  der  intensiven  Grösse  etwa  einen  mit  bestimmter  Kraft  be- 
gabten Punkt,  indem  hier  die  Elemente  nicht  sich  entäussem,  sondern 
nur  in  der  Steigerung  sich  darstellen,  also  eine  bestimmte  Stufe  der 
Steigerung  bilden. 

Auch  hier  zeigt  sich  die  aufgestellte  Differenz  auf  eine  schöne  Weise 
in  der  Bezeichnung;  nämlich  bei  der  intensiven  Grösse,  welche  den  Gegen- 
stand der  Funktionenlehre  ausmacht,  unterscheidet  man  nicht  die  Elemente 
durch  besondere  Zeichen,  sondern  wo  |  besondere  Zeichen  hervortreten,  XXVI 
da  ist  dadurch  die  ganze  veränderliche  Grösse  bezeichnet.  Hingegen  bei 
der  Ausdehnungsgrösse,  oder  deren  konkreter  Darstellung,  der  Linie, 
werden  die  verschiedenen  Elemente  auch  mit  verschiedenen  Zeichen  (den 
Buchstaben)  bezeichnet,  grade  wie  in  der  Kombinationslehre.  Auch  ist 
klar,  wie  jede  reale  Grösse  auf  zwiefache  Weise  kann  angeschaut  werden, 
als  intensive  und  extensive;  nämlich  auch  die  Linie  wird  als  intensive 
Grösse  angeschaut,  wenn  man  von  der  Art,  wie  ihre  |  Elemente  aus  ein-  XXVIII 
ander  sind,  absieht,  und  bloss  die  Quantität  der  Elemente  auffasst,  und 
eben  so  kann  der  mit  einer  Kraft  begabte  Punkt  als  extensive  Grösse 
gedacht  werden,  indem  man  sich  die  Kraft  in  Form  einer  Linie  vorstellt. 

Historisch  hat  sich  unter  den  vier  Zweigen  der  Mathematik  das  Dis- 
krete eher  entwickelt  als  das  Stetige  (da  jenes  dem  zergliedernden 
Verstände  näher  liegt  als  dieses),  das  Algebraische  eher  als  das  Kom- 
binatorische (da  das  Gleiche  leichter  zusammengefasst  wird  als  das  Ver- 
schiedene). Daher  ist  die  Zahlenlehre  die  früheste,  Kombinationslehre 
und  Differenzialrechnung  sind  gleichzeitig  entstanden,  und  von  ihnen  allen 
musste  die  Ausdehnungslehre  in  ihrer  abstrakten  Form  die  späteste  sein, 
während  auf  der  andern  Seite  ihr  konkretes  (obw'ohl  beschränktes)  Ab- 
bild, die  Baumlehre,  schon  der  frühesten  Zeit  angehört. 
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8.     Es  kaim  der  Zerspaltung  der  Formenlehre  in  die  vier  Zweige  ^ 
ein  allgemeiner  Theil  vorangeschickt  werden,  welcher  die  allgemeinen, 
das   heisst   ftlr   alle  Zweige  gleich  anwendbaren  Yerknüpfongsgesetze 
darstellt,  und  welchen  wir  die  allgemeine  Formenlehre  nennen  können. 

Diesen  Theil  dem  Ganzen  yoraasznschicken,  ist  wesentlich,  sofern  da- 
durch nicht  bloss  die  Wiederholung  derselben  Schiassreihen  in  allen  ,yier 
Zweigen  und  selbst  in  den  verschiedenen  Abtheilungen  desselben  Zweiges 
erspart,  und  somit  die  Entwickelung  bedeutend  abgekürzt  wird,  sondern 
auch  das  dem  Wesen  nach  zusammengehörige  zusammen  erscheint,  und 
als  Grundlage  des  Ganzen  auftritt. 


XXVII  C.    Darlegung  des  Begriffs  der  Ausdehnungslebre. 

9,  Das  stetige  Werden,  in  seine  Momente  zerlegt,  erscheint  als 
ein  stetiges  Entstehen  mit  Festhaltung  des  schon  gewordenen.  Bei  der 
Ausdehnungsform  ist  das  jedesmal  neu  entstehende  als  ein  verschie- 
denes gesetzt;  halten  wir  hierbei  nun  das  jedesmal  gewordene  nicht 
fest,  so  gelangen  wir  zu  dem  Begriffe  der  stetigen  Aenderung.  Was 
diese  Aenderung  erfährt,  nennen  wir  das  erzeugende  Element,  und  das 

XXIX  erzeugende  Element  in  irgend  einem  der  Zustände,  den  es  |  bei  seiner 
Aenderung  annimmt,  ein  Element  der  stetigen  Form.  Hiemach  ist 
also  die  Ausdehnungsform  die  Gesammtheit  aller  Elemente,  in  die  das 
erzeugende  Element  bei  stetiger  Aenderung  übergeht. 

Der  Begriff  der  stetigen  Aenderung  des  Elements  kann  nur  bei  der 
Ausdehnungsgrösse  hervortreten;  bei  der  intensiven  Grösse  würde  bei 
Aufgebung  des  jedeämal  gewordenen  nur  der  stetige  Ansatz  zum  Werden 
als  ein  vollkommen  leeres  zurückbleiben. 

In  der  Raumlehre  erscheint  als  das  Element  der  Punkt,  als  seine  stetige 
Aenderung  die  Ortsändei*ung  oder  Bewegung,  als  seine  verschiedenen  Zu- 
stände die  verschiedenen  Lagen  des  Punktes  im  Räume. 

10.  Das  Verschiedene  muss  nach  einem  Gesetze  sich  entwickeln, 
wenn  das  Erzeugniss  ein  bestimmtes  sein  soll.  Dies  Gesetz  muss  bei 
der  einfachen  Form  dasselbe  sein  für  alle  Momente  des  Werdens.  Die 
einfache  Ausdehnungsform  ist  also  die  Form,  welche  durch  eine  nach 
demselben  Gesetze  erfolgende  Aenderung  des  erzeugenden  Elements 
entsteht;  die  Gesammtheit  aller  nach  demselben  Gesetz  erzeugbareu 
Elemente  nennen  wir  ein  System  oder  ein  Gebiet. 

Die  Verschiedenheit  würde,  da  das  von  einem  Gegebenen  verschiedene 
unendlich  mannigfach  sein  kann,  sich  gänzlich  ins  unbestimmte  verlaufen, 
wenn  sie  nicht  einem  festen  Gesetze  unterworfen  wäre.  Dies  Gesetz  ist 
nun  aber  in  der  reinen  Formenlehre  nicht  durch   irgend  welchen  Inhalt 
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• 

bestimmt;  sondern  durch  die  rein  |  abstrakte  Idee  des  Gesetzmässigeu  XXVIII 
ist  der  Begriff  der  Ausdehnung  und  durch  die  desselben  Gesetzes  für 
alle  Momente  der  Aenderung  der  Begriff  der  einfachen  Ausdehnung 
bestimmt.  Hiemach  hat  nun  die  einfache  Ausdehnung  die  Beschaffen- 
heit, dassy  wenn  aus  einem  Elemente  derselben  a  durch  einen  Akt  der 
Aenderung  ein  anderes  Element  h  derselben  Ausdehnung  hervorgeht, 
dann  aus  b  durch  denselben  Akt  der  Aenderung  ein  drittes  Element 
c  derselben  hervorgeht. 

In  der  Baumlehre  ist  die  Gleichheit  der  Bichtung  das  die  einzelnen 
Aenderungen  umfassende  Gesetz,  die  Strecke  in  der  Baumlehre  entspricht 
also  der  einfachen  Ausdehnung,  die  unendliche  gerade  Linie  dem  ganzen 
System. 

11.  Wendet  man  zwei  verscliiedenene  Gesetze  der  Aenderung  an,  XXX 
so  bildet  die  Gesammtheit  der  vermöge  beider  Gesetze  erzeugbaren 
Elemente  ein  System  zweiter  Stufe.  Die  Gesetze  der  Aenderung,  durch 
welche  die  Elemente  dieses  Systems  aus  einander  hervorgehen  können, 
sind  von  jenen  beiden  ersten  abhängig;  nimmt  man  noch  ein  drittes 
unabhängiges  Gesetz  hinzu,  so  gelangt  man  zu  einem  Systeme  dritter 
Stufe  und  so  fort. 

Als  Beispiel  möge  hier  wieder  die  Baumlehre  dienen.  In  derselben 
werden  bei  zwei  verschiedenen  Bichtungen  aus  einem  Elemente  die 
sämmtlichen  Elemente  einer  Ebene  erzeugt,  indem  nämlich  das  erzeugende 
Element  beliebig  viel  nach  beiden  Bichtungen  nach  einander  fortschreitet, 
und  die  Gesammtheit  der  so  erzeugbaren  Punkte  (Elemente)  in  eins  zu- 
sammengefasst  wird.  Die  Ebene  ist  also  das  System  zweiter  Stufe;  in 
ihr  ist  eine  unendliche  Menge  von  Bichtungen  enthalten,  welche  von 
jenen  beiden  ersten  abhängen.  Nimmt  man  eine  dritte  unabhängige  Bich- 
tung hinzu,  so  wird  vermittelst  ihrer  der  ganze  unendliche  Baum  (als 
System  dritter  Stufe)  erzeugt;  und  weiter  als  bis  zu  drei  unabhängigen 
Bichtungen  (Aenderungsgesetzen)  kann  man  hier  nicht  kommen,  während 
sich  in  der  reinen  Ausdehnungslehre  die  Anzahl  derselben  bis  ins  Un- 
endliche steigern  kann. 

12.  Die  Verschiedenheit  der  Gesetze  erfordert  wieder  zu  ihrer 
genaueren  Bestimmung  eine  Erzeugungsweise,  vermöge  deren  das  eine 
System  in  das  andere  übergeht.  Dieser  üebergang  der  verschiedenen  XXIX 
Systeme  in  einander  bildet  daher  eine  zweite  natürliche  Stufe  in  dem 
Gebiete  der  Ausdehnungslehre,  und  mit  ihr  ist  dann  das  Gebiet  der 
elementaren  Darstellung  dieser  Wissenschaft  beschlossen. 

Es  entspricht  dieser  üebergang  der  Systeme  in  einander  der  Schwen- 
kungsbewegung in  der  Baumlehre,  und  mit  dieser  hängt  zusammen  die 
Winkelgrösse,  die  absolute  Länge,  der  senkrechte  Stand  und  so  weiter; 
was  alles  seine  Erledigimg  erst  in  dem  zweiten  Theile  der  Ausdehnungs- 
lehre finden  wird. 
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13.  Das  Eigenthümliche  der  philosophischen  Methode  ist^  dass 
sie  in  Gegensätzen  fortschreitet^  und  so  vom  Allgemeinen  zum  Beson- 
deren gelangt-,  die  mathematische  Methode  hingegen  schreitet  von  den 
einfachsten  Begriffen  zu  den  zusammengesetzteren  fort,  und  gewinnt 
so  durch  Verknüpfung  des  Besonderen  neue  und  allgemeinere  Begriffe. 

Während  also  dort  die  üebersicht  über  das  Ganze  Torwaltet,  und  die 
Entwickelang  eben  in  der  allmäligen  Verzweigung  und  Gliederung  des 
Ganzen  besteht,  so  herrscht  hier  die  Aneinanderkettung  des  Besonderen 
vor,  und  jede  in  sich  geschlossene  Entwickelungsreihe  bildet  zusammen 
-wieder  nur  ein  Glied  für  die  folgende  Verkettung,  und  diese  Differenz 
der  Methode  liegt  in  dem  Begriffe;  denn  in  der  Philosophie  ist  eben  die 
Einheit  der  Idee  das  ursprüngliche,  die  Besonderheit  das  abgeleitete,  in 
der  Mathematik  hingegen  die  Besonderheit  das  ursprüngliche,  hingegen 
die  Idee  das  letzte,  angestrebte;  wodurch  die  entgegengesetzte  Fortschrei- 
tung bedingt  ist. 

14.  Da  sowohl  die  Mathematik  als  die  Philosophie  Wissenschaften 
im  strengsten  Sinne  sind;  so  muss  die  Methode  in  beiden  etwas  ge- 
meinschaftliches haben,  was  sie  eben  zur  wissenschaftlichen  macht. 
Nun  legen  wir  einer  Behandlungsweise  Wissenschaftlichkeit  bei,  wenn 
der  Leser  durch  sie  einestheils   mit  Nothwendigkeit  zur  Anerkennung 

XXX  jeder  einzelnen  Wahrheit  geführt  wird,  andrerseits  in  |  den  Stand  ge- 
setzt wird,  auf  jedem  Punkte  der  Entwickelung  die  Kichtimg  des  wei- 
teren Fortschreitens  zu  übersehen. 

Die  Uuerlässlichkeit  der  ersten  Forderung,  nämlich  der  wissenschaft- 
lichen Strenge,  wird  jeder  zugeben.  Was  das  zweite  betrifft,  so  ist  dies 
noch  inmier  ein  Punkt,  der  von  den  meisten  Mathematikern  noch  nicht 
gehörig  beachtet  wird.  Es  kommen  oft  Beweise  vor,  bei  denen  man 
zuerst,  wenn  nicht  der  Satz  obenan  stände,  gar  nicht  wissen  könnte, 
wohin  sie  führen  sollen,  und  durch  die  mati  dann,  nachdem  man  eine 
ganze  Zeitlang  blind  und  aufs  Gerathewohl  hin  jeden  Schritt  nachge- 
XXXn  macht  hat,  endlich,  ehe  man  es  |  sich  yersieht,  plötzlich  zu  der  zu  er- 
weisenden Wahrheit  gelangt.  Ein  solcher  Beweis  kann  vielleicht  an 
Strenge  nichts  zu  wünschen  übrig  lassen,  aber  wissenschaftlich  ist  er 
nicht;  es  fehlt  ihm  das  zweite  Erfordemiss,  die  Uebersichtlichkeit.  Wer 
daher  einem  solchen  Beweise  nachgeht,  gelangt  nicht  zu  einer  freien  Er- 
kenntniss  der  Wahrheit,  sondern  bleibt,  wenn  er  sich  nicht  nachher  jenen 
Ueberblick  selbst  schafft,  in  gänzlicher  Abhängigkeit  von  der  besonderen 
Weise,  in  der  die  Wahrheit  gefunden  war;  und  dies  Gefühl  der  Unfrei- 
heit, was  in  solchem  Falle  wenigstens  während  des  Becipirens  entsteht, 
ist  für  den,  der  gewohnt  ist,  frei  und  selbstständig  zu  denken,  und  alles 
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was  er  aufnimmt,  selbsttbätig  und  lebendig  sich  anzueignen,  ein  böcbst 
drückendes.  Ist  hingegen  der  Leser  in  jedem  Punkt  der  Entwickelnng 
in  den  Stand  gesetzt,  zu  sehen,  wohin  er  geht,  so  bleibt  er  Herrscher 
über  den  Stoff,  er  ist  an  die  besondere  Form  der  Darstellung  nicht  mehr 
gebunden,  und  die  Aneignung  wird  eine  wahre  Reproduktion. 

15,  Auf  dem  jedesmaligen  Punkte  der  Entwickelimg  ist  die  Art 
der  Weiterentwickelung  wesentlich  durch  eine  leitende  Idee  bestimmt, 
welche  entweder  nichts  anderes  ist,  als  eine  vermuthete  Analogie  mit 
verwandten  und  schon  bekannten  Zweigen  des  Wissens,  oder  welche, 
und  dies  ist  der  beste  Fall,  eine  direkte  Ahnung  der  zunächst  zu 
suchenden  Wahrheit  ist. 

Die  Analogie  ist,  da  sie  in  verwandte  Oebiete  hineinspielt,  nur  ein 
Nothbehelf;  wenn  es  nicht  eben  darauf  ankommt,  die  Beziehung  |  zu  XXXI 
einem  verwandten  Zweige  durchweg  hervorzuheben,  und  so  eine  fort- 
laufende Analogie  mit  diesem  Zweige  zu  ziehen*).  Die  Ahnung  scheint 
dem  Glebiet  der  reinen  Wissenschaft  fremd  zu  sein  und  am  allermeisten 
dem  mathematischen.  Allein  ohne  sie  ist  es  unmöglich,  irgend  eine  neue 
Wahrheit  aufzufinden;  durch  blinde  Kombination  der  gewonnenen  Re- 
sultate gelangt  man  nicht  dazu;  sondern,  was  man  zu  kombiniren  hat 
und  auf  welche  Weise,  muss  durch  die  leitende  Idee  bestimmt  sein,  und 
diese  Idee  wiederum  kann,  |  ehe  sie  sich  durch  die  Wissenschaft  selbst  XXXIII 
verwirklicht  hat,  nur  in  der  Form  der  Ahnung  erscheinen.  Es  ist  daher 
diese  Ahnung  auf  dem  wissenschaftlichen  Gebiet  etwas  unentbehrliches. 
Sie  ist  nämlich,  wenn  sie  von  rechter  Art  ist,  das  in  eins  zusammen- 
schauen der  ganzen  Entwickelungsreihe,  die  zu  der  neuen  Wahrheit  führt, 
aber  mit  noch  nicht  aus  einander  gelegten  Momenten  der  Entwickelnng 
und  daher  auch  im  Anfang  nur  erst  als  dunkles  Vorgefühl;  die  Ausein- 
anderlegung jener  Momente  enthält  zugleich  die  Auffindung  der  Wahr- 
heit und  die  Kritik  jenes  Vorgefühls. 

16,  Daher  ist  die  wisssenschaftliche  Darstellung  ihrem  Wesen 
nach  ein  Ineinandergreifen  zweier  Entwickelungsreihen,  von  denen  die 
eine  mit  Konsequenz  von  einer  Wahrheit  zur  andern  führt,  und  den 
eigentlichen  Inhalt  bildet,  die  andere  aber  das  Verfahren  selbst  be- 
herrscht und  die  Form  bestimmt.  In  der  Mathematik  treten  diese 
beiden  Entwickelungsreihen  am  schärfsten  aus  einander. 

Es  ist  in  der  Mathematik  schon  lange,  und  Euklid  selbst  hat  darin 
das  Vorbild  gegeben,  Sitte  gewesen,  nur  die  eine  Entwickelungsreihe, 
welche  den  eigentlichen  Inhalt  bildet,  hervortreten  zu  lassen,  in  Bezug 
anf  die  andere  aber  es  dem  Leser  zu  überlassen,  sie  zwischen  den  Zeilen 
herauszulesen.     Allein  wie  vollendet  auch  die  Anordnung  und  Darstel- 


*)  Dieser  Fall  tritt  bei  der  hier  zu  behandelnden  Wissenschaft  in  Bezug  auf 
die  Geometrie  ein,  weshalb  ich  den  Weg  der  Analogie  meist  vorgezogen  habe. 
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long  jener  Entwickelungsreihe  sein  mag:  so  ist  es  doch  unmöglich,  da- 
durch demjenigen,  der  die  Wissenschaft  erst  kennen  lernen  soll,  schon 
XXXII  auf  jedem  Punkte  der  Entwickelung  |  die  üebersicht  gegenwärtig  zu  er- 
halten, und  ihn  in  Stand  zu  setzen,  selbstthätig  und  frei  weiter  fortzu- 
schreiten. Dazu  ist  vielmehr  nöthig,  dass  der  Leser  möglichst  in  den- 
jenigen Zustand  versetzt  wird,  in  welchem  der  Entdecker  der  Wahrheit 
im  günstigsten  Falle  sich  befinden  müsste.  In  demjenigen  aber,  der  die 
Wahrheit  auffindet,  findet  ein  stetes  sich  besinnen  über  den  Gang  der 
Entwickelung  statt;  es  bildet  sich  in  ihm  eine  eigenthümliche  Gedanken- 
reihe über  den  Weg,  den  er  einzuschlagen  hat,  und  über  die  Idee,  welche 
dem  Ganzen  zu  Grunde  liegt;  und  diese  Gedankenreihe  bildet  den  eigent- 
lichen Kern  und  Geist  seiner  Thätigkeit,  während  die  konsequente  Aus- 
einanderlegung der  Wahrheiten  nur  die  Verkörperung  jener  Idee  ist. 

Dem  Leser  nun  zumuthen  wollen,  dass  er,  ohne  zu  solchen  Gedanken- 
XXXrV  reihen  angeleitet  zu  sein,  dennoch  auf  |  dem  Wege  der  Entdeckung  selbst- 
ständig fortschreiten  sollte,  heisst  ihn  über  den  Entdecker  der  Wahrheit 
selbst  stellen,  und  somit  das  Yerhältniss  zwischen  ihm  und  dem  Ver- 
fasser umkehren,  wobei  danu  die  ganze  Abfassung  .des  Werkes  als  über- 
flüssig erscheint.  Daher  haben  denn  auch  neuere  Mathematiker  und 
namentlich  die  Franzosen  angefangen,  beide  Entwickelungsreihen  zu  ver- 
weben. Das  Anziehende,  was  dadurch  ihre  Werke  bekommen  haben, 
besteht  eben  darin,  dass  der  Leser  sich  frei  fühlt  und  nicht  einge- 
zwängt ist  in  Formen,  denen  er,  weil  er  sie  nicht  beherrscht,  knechtisch 
folgen  muss.  * 

Dass  nun  in  der  Mathematik  diese  Entwickelungsreihen  am  schärfsten 
aus  einander  treten,  liegt  in  der  Eigenthümlichkeit  ihrer  Methode  (Nr.  13); 
da  sie  nämlich  vom  Besondern  aus  durch  Verkettung  fortschreitet,  so  ist 
die  Einheit  der  Idee  das  letzte.  Daher  trägt  die  zweite  Entwickelungs- 
reihe einen  ganz  entgegengesetzten  Charakter  an  sich  wie  die  erste,  und 
die  Durchdringung  beider  erscheint  schwieriger,  wie  in  irgend  einer  an- 
dern Wissenschaft.  Um  dieser  Schwierigkeit  willen  dai*f  man  aber  doch 
nicht,  wie  es  von  den  deutschen  Mathematikern  häufig  geschieht,  das 
ganze  Verfahren  aufgeben  und  verwerfen. 

In  dem  vorliegenden  Werke  habe  ich  daher  den  angedeuteten  Weg 
eingeschlagen,  und  es  schien  mir  dies  bei  einer  neuen  Wissenschaft  um 
so  nothwendiger,  als  eben  zugleich  die  Idee  derselben  zuerst  ans  Licht 
treten  soll. 


Uebersicht  der  allgemeinen  Formenlehre, 


§  1.     Begriff  der  Gleichheit. 

Unter  der  allgememen  Formenlehre  verstehen  wir  diejenige  Reihe  i 
von  Wahrheiten,  welche  sich  auf  alle  Zweige  der  Mathematik  auf 
gleiche  Weise  beziehen,  imd  daher  nur  die  allgemeinen  Begriffe  der 
Gleichheit  und  Verschiedenheit,  der  Verknüpfimg  imd  Sonderung  vor- 
aussetzen. Es  müsste  daher  die  allgemeine  Formenlehre  allen  speciellen 
Zweigen  der  Mathematik  vorangehen  *);  da  aber  jener  allgemeine  Zweig 
noch  nicht  als  solcher  vorhanden  ist,  imd  wir  ihn  doch  nicht,  ohne 
uns  in  unnütze  Weitläufigkeiten  zu  verwickeln,  übergehen  dürfen,  so 
bleibt  uns  nichts  übrig,  als  denselben  hier  so  weit  zu  entwickeln,  wie 
wir  seiner  für  unsere  Wissenschaft  bedürfen. 

Es  ist  hier  zuerst  der  Begriff  der  Gleichheit  und  Verschiedenheit 
festzustellen. 

Da  das  Gleiche  nothwendig,  auch  schon  damit  nur  die  Zweiheit 
heraustritt,  als  Verschiedenes,  und  das  Verschiedene  auch  als  Gleiches 
erscheinen  muss,  nur  in  verschiedener  Hinsicht**),  so  scheint  es  bei 
oberflächlicher  Betrachtung  nöthig,  verschiedene  Beziehungen  der  Gleich- 
heit und  Verschiedenheit  aufzustellen;  so  würde  zum  Beispiel  bei  Ver- 
gleichimg  zweier  begränzter  Linien  die  Gleichheit  der  Richtung  oder 
der  Länge,  oder  der  Richtung  und  Länge,  oder  der  Richtung  und  Lage 
und  so  weiter  ausgesagt  werden  können,  imd  bei  andern  zu  verglei- 
chenden Dingen  würden  wieder  andere  Beziehungen  der  Gleichheit  her- 
vortreten. Aber  schon  dass  diese  Beziehungen  |  andere  werden  je  nach  2 
der  Beschaffenheit  der  zu  vergleichenden  Dinge,  liefert  den  Beweis 
dafür,  dass  diese  Beziehungen  nicht  dem  Begriff  der  Gleichheit  selbst 
angehören,  sondern  den  Gegenständen,  auf  welche  derselbe  Begriff  der  2 
Gleichheit  angewandt  wird.  In  der  That  von  zwei  gleich  langen  Strecken 
zum  Beispiel  können  wir  nicht  sagen,  dass  sie  an  sich  gleich  sind, 
sondern  nur,  dass   ihre  Länge  gleich  sei,  und  diese  Länge  steht  dann 


*)  S.  Einl.  Nr.  8. 
•*)  Ebendas.  Nr.  6. 
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• 

eben  auch  in  der  vollkommenen  Beziehung  der  Gleichheit.  Somit  haben 
wir  dem  Begriff  der  Gleichheit  seine  Einfachheit  gerettet,  und  können 
denselben  dahin  bestimmen,  dctss  gleich  dasjenige  sei,  von  dem  nMn  stets 
dasselbe  aussagen  iann  oder  allgemeiner,  was  in  jedetn  Urtheile  sich  gegen- 
seitig substituirt  werden  lann*). 

Wie  hierin  zugleich  ausgesagt  liegt,  dass,  wenn  zwei  Formen  einer 
dritten  gleich  sind,  sie  auch  selbst  einander  gleich  sind,  imd  dass  das 
aus  dem  Gleichen  auf  dieselbe  Weise  erzeugte  wieder  gleich  ist,  liegt 
am  Tage. 

§  2.     Begriff  der  Verknüpfung. 

Der  zweite  Gegensatz,  den  wir  hier  in  Betracht  zu  ziehen  haben, 
ist  der  der  Verknüpfung  und  Sonderung.  Wenn  zwei  Grössen  oder 
Formen  (welchen  Namen  wir  als  den  allgemeineren  vorziehen,  s.  Einl.  3) 
unter  sich  verknüpft  sind,  so  heissen  sie  Glieder  der  Verknüpfung, 
die  Form,  welche  durch  die  Verknüpfung  beider  dargestellt  wird,  das 
Ergebniss  der  Verknüpfung.  Sollen  beide  Glieder  imterschieden 
werden,  so  nennen  wir  das  eine  das  Vorderglied,  das  andere  das 
Hinterglied. 

Als  das  allgemeine  Zeichen  der  Verknüpfung  wählen  wir  das 
Zeichen  ^;  sind  nun  a  und  b  die  Glieder  derselben,  und  zwar  a  das 
Vorderglied,  b  das  Hinterglied,  so  bezeichnen  wir  das  Ergebniss  der 
Verknüpfimg  mit  (a  ^  6) ;  indem  die  Klammer  hier  ausdrücken  soll, 
dass  die  Verknüpfung  nicht  mehr  in  der  Trennung  ihrer  Glieder  soll 
angeschaut  werden,  sondern  als  eine  Einheit  des  Begriffs**).  Das  Er- 
3  gebniss  der  Verknüpfung  kann  wieder  mit  andern  Formen  |  verknüpft 
3  werden,  imd  so  gelangt  man  zu  einer  Verknüpfung  mehrerer  Glieder, 
welche  aber  zunächst  immer  nur  als  eine  Verknüpfung  je  zweier  er- 
scheint. Der  Bequemlichkeit  wegen  bedienen  wir  uns  der  üblichen  ab- 
gekürzten Klammerbezeichnung,  indem  wir  nämlich  die  zusammenge- 
hörigen Zeichen  einer  lOammer  weglassen,  wenn  deren  Oeffnungszeichen 
[(]  entweder  am  Anfang  des  ganzen  Ausdrucks  steht,  oder  nach  einem 


*)  Es  soll  dies  keine  philosophische  Begriffsbestimmung  sein,  sondern  nur 
eine  Verständigung  über  das  Wort,  damit  nicht  etwa  verschiedenes  darunter  ver- 
standen werde.  Die  philosophische  Begriffsbestimmung  würde  vielmehr  den  Gegen- 
satz des  Gleichen  und  Verschiedenen  in  seinem  Fliessen  und  in  seiner  starreu 
Abgränzung  zu  ergreifen  haben,  wozu  noch  ein  nicht  unbeträchtlicher  Apparat 
von  Begriffsbestimmungen  erforderlich  sein  würde,  der  hier  nicht  hergehört. 

**)  Auf  welche  Weise  nun  diese  Einheit  bewirkt  wird,  und  was  dabei  jedes- 
mal an  der  Vorstellung  des  einzelnen  Verknüpfben  aufgegeben  wird,  hängt  von 
der  Natur  der  jedesmaligen  Verknüpfung  ab. 
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andfem  Oeffiiungszeichen  folgen  würde,  zum  Beispiel  statt  ((a  ^^h)  r^c) 
schreiben  wir  a  ^b^  c, 

§  3.     Vereinbarkeit  der  Glieder. 

Die  besondere  Art  der  Verknüpfung  wird  nun  dadurch  bestimmt, 
was  bei  derselben  als  Ergebniss  festgehalten,  das  heisst  unter  welchen 
Umständen  imd  in  welcher  Ausdehnung  das  Ergebniss  als  sich  gleich 
bleibend  gesetzt  wird. 

Die  einzigen  Veränderimgen,  welche  man,  ohne  die  einzelnen  ver- 
knüpften Formen  selbst  zu  ändern,  vornehmen  kann,  ist  Aenderung 
der  Klammem  und  Umordnung  der  Glieder.  Nehmen  wir  zuerst  die 
Verknüpfung  so  an,  dass  bei  drei  Gliedern  das  Setzen  der  Klammern 
keinen  realen  Unterschied,  das  heisst  keinen  Unterschied  des  Ergeb- 
nisses begründet,  also  dass  a'^{b^c)  =  a^b^c  ist,  so  folgt  zunächst, 
dass  man  auch  in  jeder  mehrgliedrigen  Verknüpfung  dieser  Art  ohne 
ihr  Ergebniss  zu  ändern,  die  Klanunern  weglassen  kann.  Denn  jede 
Klammer  schliesst  vermöge  der  darüber  festgesetzten  Bestimmung  zu- 
nächst einen  zweigliedrigen  Ausdruck  ein,  imd  dieser  Ausdruck  muss 
wieder  als  Glied  verbunden  sein  mit  einer  andern  Form,  kurz  es  tritt 
eine  Verbindung  von  drei  Formen  hervor,  für  welche  wir  voraussetzten, 
dass  man  die  Klammer  weglassen  könne,  ohne  das  Ergebniss  ihrer 
Verknüpfung  zu  ändern;  also  wird  auch,  da  man  statt  jeder  Form  die 
ihr  gleiche  setzen  darf,  das  Gesammtergebniss  durch  das  Weglassen 
jener  Klammer  nicht  geändert.     Also 

Wenn  eine  Verknüpfung  vmi  der  Art  ist,  dass  bei  drei  Gliedern  die 
Klammem  weggelassen  werden  dürfen,  so  gilt  dies  auch  bei  beliebig  vielen; 

oder,  da  man  in  zwei  Ausdrücken,  welche  sich  nur  durch  das  Setzen 
der   Klammern    unterscheiden,    stets    nach   dem    so   eben  |  erwiesenen  4 
Satze  dife  Klammern  weglassen  darf,  so  sind  beide  Ausdrücke,  da  sie 
demselben  (klammerlosen)  Ausdrucke  gleich  sind,  auch  unter  sich  gleich, 
und  man  hat  den  vorigen  Satz  in  etwas  allgemeinerer  Form: 

Wenn  eiyie  Verknüpfimg  von  der  Art  ist,  dass  für  drei  Glieder  die  Art,  4 
wie  die  Klammem  gesetzt  werden,  keinen  realen  Unterschied  begründet,  so 
gilt  dasselbe  auch  für  beliebig  viele  Glieder. 

§  4.     Vertauschbarkeit  der  Glieder.     Begriff  der  einfachen 

Verknüpfung. 

Wäre  auf  der  andern  Seite  für  eine  Verknüpfung  nur  die  Ver- 
tauschbarkeit  der   beiden   Glieder   festgesetzt,  so  würde   daraus  keine 

andere  Folgerung  gezogen  werden  können.   Kommt  aber  diese  Bestim- 

3* 
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mang  noch  zu  der  im  vorigen  Paragraphen  gemachten  hinzu^  so  folgt, 
dass  auch  bei  mehrgliedrigen  Ausdrücken  die  Ordnung  der  Glieder  für 
das  Gesammtergebniss  gleichgültig  ist,  indem  man  nämlich  leicht  zeigen 
kann,  dass  sich  je  zwei  auf  einander  folgende  Glieder  vertauschen  lassen. 
In  der  That  kann  man  nach  dem  zuletzt  erwiesenen  Satze  (§  3) 
zwei  solche  Glieder,  deren  Vertauschbarkeit  man  nachweisen  will,  in 
Klammem  einschliessen  ohne  Aenderung  des  Gesammtergebnisses,  femer 
diese  Glieder  unter  sich  vertauschen,  ohne  das  Ergebniss  der  aus  ihnen 
gebildeten  Verknüpfung  zu  ändern  (wie  wir  soeben  voraussetzten),  also 
auch  ohne  das  Ergebniss  der  ganzen  Verknüpfung  zu  ändern  (da  man 
statt  jeder  Form  die  ihr  gleiche  setzen  kann),  und  endlich  können  nun 
die  Klammem  wieder  so  gesetzt  werden,  wie  sie  zu  Anfang  waren. 
Somit  ist  die  Vertauschbarkeit  zweier  einander  folgender  Glieder  er- 
wiesen. Da  man  mm  aber  durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  jedes 
Glied  auf  jede  beliebige  Stelle  bringen  kann,  so  ist  die  Ordnung  der 
Glieder  überhaupt  gleichgültig.  Also  dies  Resultat  zusammengefasst 
mit  dem  des  vorigen  Paragraphen: 

Wenn  eine  Verknüpfung  von  der  Art  ist,  dass  man,  ohne  Aenderung 
des  Ergebnisses,  bei  drei  Gliedern  die  Klammem  beliebig  setzen,  bei  zweien 
die  Ordnung  verändern  darf:  so  ist  aucfi  bei  beliebig  vielen  Gliedern  das 
Setzen  der  Klammem  und  die  Ordnung  der  Glieder  gleichgültig  für  das 
Ergebniss. 

Wir  werden  der  Kürze  wegen  eine  solche  Verknüpfung,  für  welche  die 
angegebenen  Bestimmungen  gelten,  eine  einfache  nennen.    Eine  noch 

5  weiter  gehende  Bestinunimg  ist  nun  für  die  Art  der  |  Verknüpfung, 
wenn  man  nicht  auf  die  Natur  der  verknüpften  Formen  zurückgeht, 
nicht  mehr  möglich,  und  wir  schreiten  daher  zur  Auflösung  der  ge- 

>    wonnenen  Verknüpfung,  oder  zum  analytischen  Verfahren. 

§  5.     Die  synthetische  und  die  analytische  Verknüpfung. 

5  Das  analytische  Verfahren  besteht  darin,   dass  man  zu  dem  Er- 

gebniss der  Verknüpfung  imd  dem  einen  Gliede  derselben  das  andere 
sucht.  Es  gehören  daher  zu  einer  Verknüpfung  zwei  analytische  Ver- 
fahnjngsarten,  je  nachdem  nämlich  deren  Vorderglied  oder  Hinterglied 
gesucht  wird;  imd  beide  Verfahrungsarten  liefern  nur  dann  ein  gleiches 
Ergebniss,  wenn  die  beiden  Glieder  der  ursprünglichen  Verknüpfung 
vertauschbar  sind.  Da  auch  dies  analytische  Verfahren  als  Verknüpfung 
kann  aufgefasst  werden,  so  unterscheiden  wir  die  ursprüngliche  oder 
synthetische  Verknüpfung  und  die  auflösende  oder  analytisclie  Ver- 
knüpfung. 
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Im  Folgenden  werden  wir  nun  zunächst  die  synthetische  Ver- 
knüpfung in  dem  Sinne  des  vorigen  Paragraphen  als  eine  einfache 
Toraussetzen  und  als  Zeichen  derselben  das  Zeichen  r^  beibehalten,  für 
die  entsprechende  analytische  Verknüpfung  hingegen,  da  hier  die  beiden 
Arten  derselben  zusammenfallen,  das  umgekehrte  Zeichen  ^  wählen, 
und  zwar  so,  dass  wir  das  Ergebniss  der  synthetischen  Verknüpfung, 
was  bei  der  analytischen  gegeben  ist,  hier  zum  Yordergliede  machen. 

Sonach  bezeichnet  hier  a^h  diejenige  Form,  welche  mit  h  synthetisch 
Terknüpft  a  giebt,  so  dass  also  allemal  a^b  '^b  =  a  ist.  Hierin  liegt 
sogleich  eingeschlossen,  dass  a^b^j c  diejenige  Form  bedeutet,  welche 
mit  c  und  dann  mit  b  synthetisch  verknüpft  a  giebt,  das  heisst  also 
auch  nach  §  4  diejenige  Form,  welche  mit  denselben  Werthen  in  um- 
gekehrter Folge,  oder  auch  mit  b^^c  synthetisch  verknüpft  a  giebt, 

das  heisst 

a^b^c  =  CL^C'^b 

und  da  dieselbe  Schlussfolge  für  beliebig  viele  Gliedelr  gilt,  so  folgt, 
dass  auch  die  Ordnung  der  Glieder,  welche  analytische  Vorzeichen 
haben,  gleichgültig  ist,  und  [dass]  man  diese  Glieder  in  eine  Klammer 
schliessen  darf,  wenn  man  nur  die  in  die  Klammer  rückenden  Vor- 
zeichen umkehrt.     Hieraus  nun  folgt  weiter,  dass 

a^{byjc)  =  ayjbr>c 

sei.    In  der  That  hat  man  aus   der  Definition  der  analytischen  Ver-  6 

knüpfung 

a^  (b  ^  c)  '==  a  ^  (b  ^  c)  ^  c  ^  C] 

dieser  Ausdruck  ist  wieder  vermöge  des  soeben  erwiesenen  Gesetzes      6 

und  dies  letztere  ist  endlich  vermöge  der  Definition  der  analytischen 

Verknüpfung 

=  a  v./  6  '^  c, 

also  auch  der  erste  Ausdruck  dem  letzten  gleich.  Drücken  wir  dies 
Resultat  in  Worten  aus,  und  fassen  wir  es  mit  dem  vorher  gewonnenen 
Resultate  zusammen,  so  erhalten  wir  den  Satz: 

Wenn  die  synthetische  Verknüpfung  eine  einfache  ist,  so  ist  es  für  das 
Ergebniss  gleichgültig,  in  welcher  Ordnung  man  synthetisch  oder  analytisdi 
verknüpft;  auch  darf  man  nach  einem  synthetischen  Zeichen  eine  Klammer 
s^tjsen  oder  weglassen,  wenn  dieselbe  nur  synthetische  Glieder  enthält,  nach 
einem  analytischen  aber  unter  allen  Umständen  die  Klammer  setzen  oder 
weglassen,  sobald  man  nur  in  diesem  Falle  die  Vorzeichen  innerhalb  der 
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Klammer  timJcelirt,  das  heisst  das  analytische  Zeichen  in  ein  synÜietisches 
verwandelt  und  umgekeln-t. 

Dies  ist  das  allgemeinste  llesultat,  zu  dem  wir  bei  den  angenom- 
menen Voraussetzungen  gelangen  können.  Hingegen  geht  aas  den- 
selben nicht  hervor,  dass  man  eine  Elanllner,  welche  ein  analytisches 
Zeichen  einschliesst  und  ein  synthetisches  vor  sich  hat,  weglassen 
könne.  Vielmehr  muss  dazu  erst  eine  neue  Voraussetzung  gemacht  werden. 

§  6.     Eindeutigkeit  der  Analyse;  Addition  und  Subtraktion. 

Die  neue  Voraussetzung,  die  wir  hinzufügen,  ist  die,  dass  da«  Er- 
gebniss  der  analytischen  Verknüpfung  eindeutig  sei,  oder  mit  andern 
Worten,  dass,  wenn  das  eine  Glied  der  synthetischen  Verknüpfung 
unverändert  bleibt,  das  andere  aber  sich  ändert,  dann  auch  jedesmal 
das  Ergebniss  sich  ändere.     Hieraus  ergiebt  sich  zunächst,  dass 

a  ^b  ^  b  =  a 

ist;  denn  a^b  ^b  bedeutet  die  Form,  die  mit  h  synthetisch  verknüpft 
a  r^h  giebt.    Nun  ist  a  eine  solche  Form  und  vermöge  der  Eindeutig- 
7  keit  des  Resultats  die  einzige,  also  die  Geltung  der  |  obigen  Gleichung 
erwiesen.     Hieraus  wiederum  geht  hervor,  dass 

a  ^  (t  w  6')  ==  a  ^  6  w  c 

7  ist.     um   nämlich  den   zweiten  Ausdruck   auf  den  ersten   zu   bringen, 
kann  man  in  ihm  statt  b  setzen  {ijb  ^  c)  ^  c)  und  erhält 

a  n  i  u  c  =  a  '^  ((&  ^  c)  ^  c)  ^  c ; 
dies  ist  nach  §  4 

=  a  ^  (i  u  6*)  ^  c  u  c , 

und  dies  wieder  nach  dem  soeben  erwiesenen  Satze 

also  ist  auch  der  erste  Ausdruck  dem  letzten  gleich;  da  man  nun  diese 
Schlüsse  wiederholen  kann,  wenn  mehrere  Glieder  in  der  Klammer 
vorkommen,  so  hat  mau  den  Satz: 

Wenn  die  synthetische  Verknüpfung  eine  einfaclie,  und  die  entsprechende 
analytische  eine  eindeutige  ist,  so  Jcann  man  nach  einetn  synthetiscJien 
Zeichen  die  Klammer  beliebig  setzen  oder  weglassen.  Wir  nennen  dann 
{wenn  jene  Eindeutigkeit  auf  allgemeine  Weise  stattfindet)  die  synthetische 
Verknüpfung  Addition,  und  die  entsprediende  analytisclie  Subtraktion, 

Was  die  Ordnung  der  Glieder  betrifft,  so  folgt,  dass  af^b^c  =  a^cr^b 
ist;  denn  nf^byjc  =  br^a^c  =  b'^(a^c)  =  a^Cf^b\  so  dass  wir  aLSo 
auch  die  Vertauschbarkeit  zweier  Glieder,  deren  eins  ein  synthetisches, 
das   andere  ein  analytisches  Vorzeichen  hat,  nachgewiesen  haben,  so- 
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bald  die  Eindeutigkeit  des  analytischen  Ergebnisses  vorausgesetzt  ist. 
Und  nur  unter  dieser  Voraussetzung  gelten  die  Sätze  dieses  Paragraphen, 
während  die  des  vorigen  auch  dann  noch  gelten,  wenn  das  Ergebniss 
der  analytischen  Verknüpfung  vieldeutig  ist*)**). 


§  7.     Die  indifferente  und  die  analytische  Form. 

Durch  das  analytische  Verfahren    gelangt   man  zur  indifferenten  g 
imd  zur  analytischen  Form. 

Die  erstere  erhält  man  durch  die  analytische  Verknüpfung  zweier 
gleicher  Formen,  also  a^  a  stellt  die  indifferente  Form  dar,  und  zwar 
ist  dieselbe  unabhängig  von  dem  Werthe  a.  In  der  That  ist  a  '^  a  =  6  ^  6; 
denn  b  ^b  stellt  die  Form  dar,  welche  mit  b  synthetisch  verknüpft  b 
giebt,  eine  solche  Form  ist  a  ^  a,  da  b^(a^a)  =  b'^a^a  =  b  ist. 
In  dem  Umfange  nun,  in  welchem  zugleich  das  Ergebniss  der  analy- 
tischen Verknüpfung  eindeutig  ist,  muss  daher  auch  a^  a  gleich  6  u  6 
gesetzt  werden.  Da  somit  die  indifferente  Form  unter  der  gemachten 
Voraussetzung  immer  nur  Einen  Werth  darstellt,  so  ergiebt  sich  daraus 
die  Noth wendigkeit,  sie  durch  ein  eigenes  Zeichen  zu  fixiren.  Wir 
wählen  dazu  für  den  Augenblick  das  Zeichen  c/^,  und  bezeichnen  die 
Form  (cpua)  mit  (^a),  und  nennen  (y  a)  die  rein  analytische  Form, 
und  zwar,  wenn  die  synthetische  Verknüpfung  die  Addition  war,  die 
negative  Form.  Dass  (a  r^  i/>)  und  (a  u  to)  gleich  a,  dass  ferner  r^  (^  a) 
gleich  w  n,  und  u  (u  a)  gleich  rs  a  ist,   ergiebt  sich  direkt,  indem  man 


*)  Beispiele  einer  solchen  Vieldeutigkeit  liefert  nicht  bloss,  wie  sich  später 
zeigen  wird,  die  Ausdehnungslehre  in  reichlicher  Menge,  sondern  auch  die  Arith- 
metik bietet  sie  dar,  und  es  ist  daher  die  festgesetzte  Unterscheidung  auch  für 
sie  wichtig.  Nämlich  als  einfache  Verknüpfungen  zeigen  sich  Addition  und  Multi- 
plikation; und  während  die  Subtraktion  immer  eindeutig  ist,  so  ist  es  die  Division 
nur,  so  lange  die  Null  nicht  als  Divisor  erscheint;  deshalb  gelten  für  die  Division 
nur  die  Sätze  des  vorigen  Paragraphen  allgemein,  während  die  Sätze  dieses 
Paragraphen  nur  mit  der  Beschränkung  gelten,  dass  die  Null  nicht  als  Divisor 
erscheint.  Aus  der  Nichtbeachtung  dieses  Umstandes  müssen  die  ärgsten  Wider- 
sprüche und  Verwirrungen  hervorgehen,  wie  es  auch  zum  Theil  geschehen  ist. 

**)  Ein  späterhin  angestellter  Versuch,  die  Gesetze  für  die  Verknüpfung 
mehrdeutiger  Grössen  aufzustellen,  hat  mich  zu  der  Ueberzeugung  geführt,  dass 
man  überall  die  mehrdeutigen  Grossen  zuerst  in  eindeutige  verwandeln  muss,  ehe 
man  überhaupt  auf  sie  irgend  ein  Verknüpfungsgesetz  anwenden  kann.  Ich  habe 
dieser  Ueberzeugung  in  meiner  Au^dehnungslehre  von  1862  in  den  Anmerkungen  zu 
Nr.  348  und  zu  Nr.  477  Ausdruck  verliehen,  und  zugleich  an  ersterer  Stelle  ge- 
zeigt, wie  man  die  mehrdeutigen  Grössen  in  eindeutige  verwandeln  kann.  Auch 
meiner  Arithmetik  (Stettin  1800.  Druck  und  Verlag  von  R.  Grassmann)  [seit  1861 
auch  bei  Enslin  in  Berlin]  liegt  bliese  Ueberzeugung  zu  Grunde.    (1877.) 
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nur  die  soebeu  dargestellten  vollständigen  Ausdrücke  diesen  Formen 
zu  substituiren  hat,  um  sogleich  die  Richtigkeit  dieser  Gleichungen 
zu  übersehen*).  Die  analytische  Form  zur  Addition  nannten  wir 
9  ins  Besondere  die  negative  |  Form,  und  die  indifferente  in  Bezug  auf 
die  Addition  und  Subtraktion  nennen  wir  Null. 


§  8.     Addition  und  Subtraktion  gleichartiger  Formen. 

Wir  haben  bisher  den  Begriff  der  Addition  rein  formell  gefasst, 
9  indem  wir  ihn  durch  das  Gelten  gewisser  Yerknüpfungsgesetze  |  be- 
stimmten. Dieser  formelle  Begriff  bleibt  auch  immer  der  einzige  all- 
gemeine. Doch  ist  dies  nicht  die  Art,  wie  wir  in  den  einzelnen  Zweigen 
der  Mathematik  zu  diesem  Begriffe  gelangen.  Vielmehr  ergiebt  sich 
in  ihnen  aus  der  Erzeugung  der  Grössen  selbst  eine  eigenthümliche 
Verknüpfungsweise,  welche  sich  dann  dadurch,  dass  jene  formellen  Ge- 
setze auf  sie  anwendbar  sind,  als  Addition  in  dem  eben  angegebenen 
allgemeinen  Sinne  darstellt. 

Betrachten  wir  nämlich  zwei  Grössen  (Formen),  welche  durch 
Fortsetzung  derselben  Erzeugungsweise  hervorgehen,  und  welche  wir 
,,in  gleichem  Sinne  erzeugt"  nenneu,  so  ist  klar,  wie  man  beide  so 
an  einander  reihen  kann,  dass  beide  Ein  Ganzes  ausmachen,  indem  ihr 
beiderseitiger  Inhalt,  das  heisst  die  Theile,  welche  beide  enthalten,  in 
eins  zusammengedacht  werden,  und  dies  Gtinze  dann  mit  jenen  beiden 
Grössen  gleichfalls  in  gleichem  Sinne  erzeugt  gedacht  wird.  Nun  ist 
leicht  zu  zeigen,  dass  diese  Verknüpfung  eine  Addition  ist,  das  heisst 
dass  sie  eine  einfache,  und  ihre  Analyse  eine  eindeutige  ist.  Zuerst 
kann  ich  beliebig  zusammenfassen  und  beliebig  vertauschen,  weil  die 
Theile,  welche  zusammeugedacht  werden,  dabei  dieselben  bleiben,  und 
ihre  Folge  nichts  andern  kann,  da  sie  alle  gleich  sind  (als  durch  gleiche 

*)  Es  ist  ein  yergebliches  Unternehmen,  wenn  man  zum  Beispiel  bei  der 
Addition  und  Subtraktion  in  der  Arithmetik,  nachdem  man  die  hierher  gehörenden 
Gesetze  für  positive  Zahlen  nachgewiesen  hat,  sie  hinterher  noch  besonders  für 
negative  Zahlen  beweisen  will.  Indem  man  nämlich  die  negative  Zahl  als  solche 
definirt,  die  zu  a  addirt  Null  giebt,  so  meint  man  hier  mit  dem  Addiren  (indem 
der  Begriff  desselben  zunächst  nur  für  positive  Zahlen  aufgestellt  ist)  entweder 
dieselbe  Verknüpfungsweise,  für  welche  die  Grundgesetze,  die  den  allgemeinen 
Begriff  der  Addition  bestimmen,  gelten,  oder  eine  andere.  Im  ersteren  Falle  ist 
der  Nachweis  unnöthig,  da  die  weiteren  Gesetze  dann  far  die  negativen  Zahlen 
schon  mit  bewiesen  sind;  im  letzteren  Falle  ist  er  unmöglich,  wenn  der  Begriff 
der  Addition  solcher  Zahlen  nicht  etwa  noch  anderweitig  bestimmt  werden  sollte. 
Eben  so  verhält  es  sich  mit  den  Brüchen  im  Gegensatze  gegen  die  ganzen 
Zahlen. 
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Erzeugungen  entstanden);  aber  es  ist  auch  ihre  Analyse  eindeutig-, 
denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  müsste  bei  der  synthetischen  Ver- 
knüpfung, während  das  eine  Glied  und  das  Ergebniss  dasselbe  bliebe, 
das  andere  Glied  verschiedene  Werthe  annehmen  können;  von  diesen 
Werthen  müsste  dann  der  eine  grösser  sein  als  der  andere;  also  müssten 
dann  zu  dem  letzteren  noch  Theile  hinzukommen;  aber  dann  würden 
auch  zu  dem  Ergebnisse  dieselben  Theile  hinzukommen,  das  Ergebniss 
also  ein  anderes  werden,  wider  die  Voraussetzung.  Also  da  auch  die 
entsprechende  analytische  Verknüpfung  eindeutig  ist,  |  so  ist  die  syn-  10 
ihetische  Verknüpfung  als  Addition  aufzufassen,  die  entsprechende 
analytische  als  Subtraktion,  imd  es  gelten  demnach  für  diese  Ver- 
knüpfungen alle  in  §§  3— 7  aufgestellten  Gesetze.  Es  ergab  sich  dort, 
dass  die  Gesetze  dieser  Verknüpfungen  auch  dann  imverändert  bestehen 
bleiben,  wenn  die  Glieder  negativ  werden.  Vergleichen  wir  die  nega- 
tiven Grössen  mit  den  positiven,  so  können  wir  sagen,  sie  seien  im 
entgegengesetzten  Sinne  erzeugt;  und  sowohl  die  in  gleichem  als 
die  in  entgegengesetztem  j  Sinne  erzeugten  Grössen  können  wir  unter  10 
dem  Namen  gleichartiger  Grössen  zusammenfassen,  und  also  ist  auf 
diese  Weise  der  reale  Begriff  der  Addition  und  Subtraktion  für  gleich- 
artige Grössen  überhaupt  bestimmt. 


§  9.     Verknüpfungen  verschiedener  Sfdfen,  Multiplikation. 

Wir  haben  bisher  nur  Eine  synthetische  Verknüpfangsart  für  sich 
und  in  ihrem  Verhältnisse  zur  entsprechenden  analytischen  betrachtet. 
Es  kommt  jetzt  darauf  an,  die  Beziehimg  zweier  verschiedener  syn- 
thetischer Verknüpfungsarten  darzulegen.  Zu  dem  Ende  muss  die 
eine  durch  die  andere  ihrem  Begriffe  nach  bestimmt  sein.  Diese  Be- 
griffsbestimmung hängt  von  der  Art  ab,  wie  ein  Ausdruck,  welcher 
beide  Verknüpfongsweisen  enthält,  ohne  Aenderung  des  Gesammt- 
ergebnisses  umgestaltet  werden  kann. 

Die  einfachste  Art,  wie  in  einem  Ausdrucke  beide  Verknüpfungen 
vorkommen  können,  ist  die,  dass  das  Ergebniss  der  einen  Verknüpfung 
der  zweiten  unterworfen  wird;  also  wenn  ^  und  ä  die  Zeichen  der 
beiden  Verknüpfungen  sind,  so  hängt  das  Verhältniss  beider  von  den 
Umgestaltungen  ab,  welche  mit  dem  Ausdruck  (a^h)  ^  c  vorgenommen 
werden  dürfen.  Wenn  sich  die  zweite  Verknüpfung  auf  beide  Glieder 
der  ersten  gleichmässig  beziehen  soll,  so  bietet  sich  als  die  einfachste 
Umgestaltung  die  dar,  dass  man  jedes  Glied  der  ersten  Verknüpfung 
der  zweiten  unterwerfen,  und  dann  diese  einzehien  Ergebnisse  als 
Glieder  der  ersten  Verknüpfungsweise  setzen  könne.   Wenn  diese  Um- 
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gestaltuug  ohne  Aeuderuiig  des  Gesamintergebnisses  vorgenommen 
werden  kann^  das  heisst  also 

(a  /^  ft)  Ä  c  =  (a  Ä  c)  '^  (6  Ä  c) 

ist,  so  nennen  wir  die  zweite  Verknüpfung  die  jener  ersten  entsprechende 
Verknüpfung  nächst  höherer  Stufe. 

Sind  ins  besondere  bei  dieser  zweiten  Verknüpfung  beide  Glieder 
auf  gleiche  Weise  abhängig  von  der  ersten,  so  dass  also  jene  Bestim- 
mung sowohl  für  das  Hinterglied  der  neuen  Verbindung  gilt,  wie  för 

11  deren  Vorderglied,  und  ist  ferner  die  erstere  Verknüpfung  eine  ein- 
fache, und  ihre  entsprechende  analytische  eine  eindeutige,  so  nennen, 
wir  die  letztere  MuUiplilcutiofi,  während  wir  für  die  erstere  schon  oben 
den  Namen  der  Addition  festgesetzt  hatten.  Es  ist  dies  überhaupt  die 
Art,  wie  von  vorne  herein,  das  heisst  wenn  noch  keine  Verknüpfungsart 
gegeben  ist,  eine  solche  nebst  der  sich  daran  anschliessenden  höheren 
bestimmt  werden  kann.    Daher  betrachten  wir  auch  die  Addition  als 

11  die  Verknüpf img  erster  Stufe,  |  die  Multiplikation   also   als   die  Ver- 
knüpfung zweiter  Stufe*). 

Wir  wählen  von  nun  an  statt  der  allgemeinen  Verknüpfungszeichen 
die  bestimmten  für  diese  Verknüpfungsarten  üblichen,  und  zwar  wählen 
wir  für  die  Multiplikation  das  blosse  Aneinanderschreiben. 

§  10.     Allgemeine  Gesetze  der  Multiplikation. 

Die  Beziehung  der  Multiplikation  zur  Addition  haben  wir  dahin 

bestimmt,  dass 

(a  '-\-  b)  c  =  ac  -{-  hc 

c  (a  -{-  b)  =  ca  -{-  cb 

ist;  und  dadurch  war  mis  der  Begriff  der  Multiplikation  festgestellt. 
Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Grundgesetzes  gelangt  man  so- 
gleich zu  dem  allgemeineren  Satze,  dass  man,  wenn  beide  Faktoren 
zerstückt  sind,  jedes  Stück  des  einen  mit  jedem  Stück  des  andern 
multipliciren  und  die  Produkte  addiren  kann.  Hieraus  ergiebt  sich 
für  die  Beziehung  der  Multiplikation  zur  Subtraktion  ein  entsprechen- 
des Gesetz,  nämlich  zunächst,  dass 

(a  —  b)  c  =  ac  —  bc 

*)  Als  dritte  Stufe  würde  sich  nach  demselben  Prinzip  das  Potenziren  dar- 
stellen, was  wir  hier  aber  der  Kürze  wegen  übergehen.  Dass  übrigens  die  Be- 
griffsbestimmung für  diese  Verknüpfungen  hier  nur  eine  formelle  sein,  und  erst 
in  den  einzelnen  Wissenschaften  durch  Bealdefinitionen  verkörpert  werden  kann, 
liegt  in  der  Natur  der  Sache.  # 
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ist.     Nämlich   setzt  man^  um   den  zweiten  Ausdruck  auf  den  ersten 

zurückzuführen,  in  demselben  statt  a  das  ihm  Gleiche  (a  —  b)  -{-  h, 

so  hat  man 

ac  —  &c  =  ((a  —  ft)  +  fc)  c  —  bc; 

der  Ausdruck  rechts  ist  hier  nach  dem  soeben  aufgestellten  Gesetze 

=  (a  —  6)  c  +  6c  —  bc, 

imd  dieser  Ausdruck  nach  §  6 

=  (a  —  6)  c, 

also  der  erste  Ausdruck  dem  letzten  gleich.    Auf  gleiche  Weise  folgt,  12 
wenn  der  zweite  Faktor  eine  Differenz  ist,  das  entsprechende  Gesetz. 
Durch    wiederholte  Anwendung  dieser  Gesetze   gelangt   man   zu  dem 
allgemeineren  Satze: 

Wenn  die  Faktoren  eines  ProduJctes  durch  Addition  und  Subtraktion 
gegliedert  sind,  so  kann  nmn  ohne  Äenderung  des  Gesummter gebnisses 
jedes  Glied  des  einen  mit  jedem  Glieds  des  andern  multipliciren,  und 
die  so  erhaltenen  Produkte  \  durch  vorgesetzte  Additions-  und  Subtraktions-  12 
zeichen  verknüpfen,  je  nachdem  die  Vorzeichen  Hirer  Faktoren  gleich  oder 
ungleich  waren, 

§  11.     Gesetze  der  Division. 

Für  die  Division  gilt  ganz  allgemein,  mag  nun  ihr  Resultat  ein- 
deutig oder  vieldeutig  *)  sein,  das  Gesetz  der  Zerstückung  des  Dividend, 

nämlich 

a  4^  ft  o  —  & 

c  c  ~^  c^ 

wobei  wir  aber  noch  zu  merken  haben,  dass,  da  für  die  Multiplikation 

• 

im  Allgemeinen  nicht  Vertauschbarkeit  der  Faktoren  angenommen 
wurde,  auch  im  Allgemeinen  zwei  Arten  der  Division  unterschieden 
werden  müssen,  je  nachdem  nämlich  das  Vorderglied  oder  das  Hinter- 
glied der  multiplikativen  Verknüpfung  gesucht  wird.  Da  indessen 
beide  Faktoren  eine  gleiche  Beziehung  zur  Addition  und  Subtraktion 
haben,  so  wird  dies  auch  von  beiden  Arten  der  Division  gelteo;  und 
wenn  das  obige  Gesetz  für  eine  Art  erwiesen  ist,  so  wird  es  aus  den- 
selben Gründen  auch  für  die 'andere  erwiesen  sein. 

Wir  wollen  annehmen,  es  sei  das  Vorderglied  gesucht;  also  wenn 
zum  Beispiel 

—  =  X  ist  **),  so  sei  xc  =  a, 

*)  Vergleiche  die  Anmerkungen  zu  S.  39  und  die  Ausdehnungslehre  von  1862 
Nr.  377  bis  391.     (1877.) 

**)  Wo  der  Punkt  im  Divisor  die  Stelle  des  gesuchten  Faktors  bezeichnet. 
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Es  bedeutet  -^—  hiernach  diejenige  Form,  die  als  Vorderglied  mit 

•  c 

c  multiplicirt  a  +  6  giebt.    Ich  kann  zuerst  jede  Form  in  zwei  Stücke 
13  sondern,  deren  eins  willkührlicli  angenommen  werden  kann.  |  Es   sei 

daher  die   gesuchte  mit  ^^—  gleichgesetzte  Form  =  — |-  x.    Diese 

nun  als  Vorderglied  mit  c  multiplicirt,  giebt  nach  dem  vorigeu  Para- 
graphen a  +  xc]  sie  soll  aber  bei  dieser  Multiplikation  a  -{-  b  geben, 
folglich  ist 

a  -j-  a:c  =  a  +  6, 
das  heisst 

xc  =  0,     X  =   - 
also  die  gesuchte  Form,  da  sie  gleich      4"^  gesetzt  war, 'gleich 


.c 


a    ,    h 

. 

.c    '    .c 
Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich  das  Gesetz  für  die  DiflFerenz. 

§  12.     Bealer  Begriff  der  Multiplikation. 

13  Die  in  den  vorigen  Paragraphen  dargestellten  Gesetze  drücken  die 

allgemeine  Beziehung  der  Multiplikation  und  Division  zur  Addition 
und  Subtraktion  aus.  Hingegen  die  Gesetze  der  Multiplikation  an 
sich,  wie  sie  die  Arithmetik  aufstellt,  und  welche  die  Vertauschbarkeit 
und  Vereinbarkeit  der  Faktoren  aussagen,  gehen  nicht  aus  dieser  all- 
gemeinen  Beziehung   hervor,   und  sind  daher   auch  nicht  durch   den 

.  allgemeinen  Begriff  der  Multiplikation  bestimmt.  Vielmehr  werden 
wir  in  unserer  Wissenschaft  Arten  der  Multiplikation  kennen  lernen, 
bei  denen  wenigstens  die  Vertauschbarkeit  der  Faktoren  nicht  statt- 
findet, bei  denen  aber  dennoch  alle  bisher  aufgestellten  Sätze  ihre 
volle  Anwendung  haben. 

Auch  den  allgemeinen  Begriff  dieser  Multiplikation  haben  wir  so- 
mit formell  bestimmt;  diesem  formellen  Begriffe  muss,  wenn  die  Natur 
der  zu  verknüpfenden  Grössen  gegeben  ist,  ein  realer  Begriff  ent- 
sprechen, welcher  die  Erzeugimgsweise  des  Produktes  vermittelst  der 
Faktoren  aussagt.  Die  Beziehimg  zur  realen  Addition  liefert  uns  eine 
allgemeine  Bestimmung  dieser  Erzeugungsweise;  wird  nämlich  einer 
der  Faktoren  als  Summe  seiner  Theile  (nach  §  8)  aufgefasst,  so  muss 
man  nach  dem  allgemeinen  Beziehungsgesetz,  statt  die  Summe  der 
Produkt- bildenden  Erzeugungs weise  zu  unterwerfen,  die  Theile  der- 
selben unterwerfen  können,  und  die  so  gebildeten  Produkte  addiren. 
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das  heisst^  da  diese  Produkte  wieder  als  in  gleichem  Sinne  erzeugt 
sich  darstellen,  sie  als  Theile  zu  einem  Gunzen  verknüpfen  können; 
das  heisst  die  multiplikative  Erzeugungsweise  muss  von  der  Art  sein, 
dass  die  Theile  der  Faktoren  auf  gleiche  Weise  in  sie  eingehen,  so 
nämlich,  dass  wenn  ein  Theil  |  des  einen  mit  einem  Theil  des  andern  14 
multiplikativ  verknüpft  irgend  eine  Grösse  erzeugt,  dann  bei  der  multi- 
plikativen  Verknüpfung  der  Ganzen,  auch  jeder  Theil  des  ersten  mit 
jedem  Theil  des  andern  eine  solche  Grösse  und  zwar  dieselbe  Grösse 
erzeugt,  wenn  diese  Theile  den  zuerst  angenommenen  gleich  sind.  Und 
es  leuchtet  sogleich  ein,  dass  wenn  die  Erzeugungsweise  die  angegebene 
Beschaffenheit  hat,  auch  die  ihr  entsprechende  Verknüpfungsweise  zur 
Addition  des  Gleichartigen  die  multiplikative  Beziehung  hat,  und  für 
sie  somit  alle  Gesetze  dieser  Beziehung  gelten. 

Wir    nennen   daher   eine    solche   Verknüpfungsweise    auch   schon 
dann,  wenn  nur  erst  ihre  multiplikative  Beziehung  zur  Addition  des 
Gleichartigen  |  nachgewiesen,  oder  mit  andern  Worten,  das  gleiche  Ein-  ^4 
gehen    aller  Theile   der   Verknüpfungsglieder   in   die  Verknüpfung   in 
dem  oben  angegebenen  Sinne  festgestellt  ist,  eine  Multiplikation, 

Die  bisher  dargestellten  allgemeinen  Verknüpfungsgesetze  genügen 
im  Wesentlichen  für  die  Darstellmig  unserer  Wissenschaft  und  wir 
gehen  daher  zu  dieser  über. 


15 
15 


Erster  Abschnitt. 

Die  Ausdehnnngsgrösse. 


Erstes  Kapitel. 

Addition  und  Subtralition  der  einfachen  Ansdehnnngen  erster 

Stnfe  oder  der  Streclien. 


A.     Theoretische  Entwickelung. 

§  13,  14.     Das  Ansdelmungsgebilde,   die   Streoke  und   das   System 

erster  Stufe. 

§  13. 

Der  rein  wissenschaftliche  Weg,  die  Ausdehnungslehre  zu  behan- 
deln, würde  der  sein,  dass  wir  nach  der  Art,  wie  es  in  der  Einleitung 
versucht  ist,  von  den  BegriflFen  aus,  welche  dieser  Wissenschaft  zu 
Grunde  liegen,  alles  einzelne  entwickelten.  Allein  um  den  Leser  nicht 
durch  fortgesetzte  Abstraktionen  zu  ermüden,  und  um  ihn  zugleich 
dadurch,  dass  wir  an  Bekanntes  anknüpfen,  in  den  Stand  zu  setzen, 
sich  mit  grösserer  'Freiheit  \md  Selbständigkeit  zu  bewegen,  knüpfe 
ich  überall  bei  der  Ableitung  neuer  BegriflFe  an  die  Geometrie  an, 
deren  Basis  unsere  Wissenschaft  bildet'.  Indem  ich  aber  bei  der  Ab- 
leitung der  Wahrheiten,  welche  den  Inhalt  dieser  Wissenschaft  bilden, 
jedesmal  den  abstrakten  Begriff  zu  Grunde  lege,  ohne  mich  dabei  je 
auf  irgend  eine  in  der  Geometrie  bewiesene  Wahrheit  zu  stützen,  so 
erhalte  ich  dennoch  die  Wissenschaft  ihrem  Inhalte  nach  gänzlich  rein 
und  unabhängig  von  der  Geometrie*). 

*)  In  der  Einleitung  (Nr.  16)  habe  ich  gezeigt,  wie  bei  der  DarsteUung  einer 
jeden  Wissenschaft  und  ins  besondere  der  mathematischen,  zwei  Entwickelungsreihen 
in  einander  greifen,  von  denen  die  eine  den  Stoff  liefert,  das  heisst  die  ganze 
Reihe  der  Wahrheiton,  welche  den  eigentlichen  Inhalt  der  Wisseuschaft  bildet, 
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Um  die  Ausdehnungsgrösse  zu  gewinnen,  ||  knüpfe  ich  daher  an  ^^ 
die  Erzeugung  der  Linie  an.  Hier  ist  es  ein  erzeugender  Punkt,  welcher 
TBischiedene  Lagen  in  stetiger  Folge  annimmt;  \md  die  Gesammtheit 
der  Punkte,  in  welche  der  erzeugende  Punkt  bei  dieser  Veränderung 
übergeht,  bildet  die  Linie.  Die  Punkte  einer  Linie  erscheinen  somit 
wesentlich  als  verschiedene,  und  werden  auch  als  solche  bezeichnet 
(mit  verschiedenen  Buchstaben);  wie  abet  dem  Verschiedenen  immer 
zugleich  das  Gleiche  (obwohl  in  einem  imtergeordneten  Sinne)  anhaftet, 
80  erscheinen  auch  hier  die  verschiedenen  Punkte  als  verschiedene 
Lagen  eines  und  desselben  erzeugenden  Punktes.  Auf  gleiche  Weise 
nun  gelangen  wir  in  imserer  Wissenschaft  zu  der  Ausdehmmg,  wenn 
wir  nur  statt  der  dort  eintretenden  räumlichen  Beziehungen  hier  die 
entsprechenden  begrifflichen  setzen. 

Zuerst  statt  des  Punktes,  das  heisst  des  besonderen  Ortes,  setzen 
wir  hier  das  Element,  worunter  wir  das  Besondere  schlechthin,  auf- 
gefasst  als  verschiedenes  von  anderem  Besonderen  verstehen;  und  zwar 
legen  wir  dem  Elemente  in  der  abstrakten  Wissenschaft  gar  keinen 
andern  Inhalt  bei;  es  kann  daher  hier  gar  nicht  davon  die  Rede  sein, 
was  für  ein  Besonderes  dies  denn  eigentlich  sei  —  denn  es  ist  eben 
das  Besondere  schlechthin,  ohne  allen  realen  Inhalt  — ,  oder  in  welcher 
Beziehung  das  eine  von  dem  andern  verschieden  sei  —  denn  es  ist 
eben  schlechtweg  als  Verschiedenes  bestimmt,  ohne  dass  irgend  ein 
realer  Inhalt,  in  Bezug  auf  welchen  es  verschieden  sei,  gesetzt  wäre. 
Dieser  Begriff  des  Elementes  ist  unserer  Wissenschaft  gemeinschaftlich 
mit  der  Kombinationslehre,  und  daher  auch  die  Bezeichnung  der  Ele- 
mente (durch  verschiedene  Buchstaben)  beiden  gemeinschaftlich*).  Die 
verschiedenen  Elemente  können  nun  zugleich  als  verschiedene  Zustände 
desselben  erzeugenden  Elementes  aufgefasst  werden,  und  diese  ab- 
strakte Verschiedenheit  der  Zustände  ist  es,  welche  der  Ortsverschieden- 
heit entspricht. 

Den  üebergang  des  erzeugenden  Elementes  aus  |  einem  Zustande  ^^ 
in  einen   andern  nennen  wir  eine  Aendcrung  desselben;  und  diese  ab- 
strakte Aenderung  des  erzeugenden  Elementes  entspricht  also  der  Orts- 
änderung oder  Bewegung  des  Punktes  in  der  Geometrie.    Wie  nun  in 


während  die  andere  dem  Leser  die  Herrschaft  über  den  Stoff  geben  soll.  Jene 
erste  Entwickelungsreihe  nun  ist  es,  welche  ich  gänzlich  unabhängig  von  der 
Geometrie  erhalten  habe,  wählend  ich  mir  bei  der  letzten  meinem  Zwecke  gemäss 
die  grösste  Freiheit  gestattet  habe. 

*)  Die  Differenz  liegt  nur  in  der  Art,  wie  in  beiden  Wissenschaften  aus  dem 
Elemente  die  Formen  gewonnen  werden,  in  der  Kombinationslehre  nämlich  durch 
blosses  Verknüpfen,  also  diskret,  hior  aber  durch  stetiges  Erzeugen. 
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der  Geometrie  durch  die  Fortbewegung  eines  Punktes  zunächst  eine 
Linie  entsteht,  und  erst,  indem  mau  das  gewonnene  Gebilde  aufs  neue 
der  Bewegung  unterwirft,  räumliche  Gebilde  höherer  Stufen  entstehen 
können,  so  entsteht  auch  in  unsrer  Wissenschaft  durch  stetige  Aende- 
rung  des  erzeugenden  Elementes  zunächst  das  Ausdehnungsgebilde 
erster  Stufe.  Die  Resultate  der  bisherigen  Entwickelung  zusammen- 
fassend, können  wir  die  Definition  aufstellen: 

Unter  einem  Ansdehnungsgebilde  erster  Stufe  verstehen  wir  die  Gesammt- 
heit  der  Eletnente,  in  die  ein  ereeugefides  Element  bei  stetiger  Aenderung 
übergeht, 

und  insbesondere  nennen  wir  das  erzeugende  Element  in  seinem  ersten 
Zustande  das  Anfangselement, 'in  seinem  letzten  das  Endelement. 

Aus  diesem  Begriöe  ergiebt  sich  sogleich,  dass  zu  jedem  Aus- 
dehnungsgebilde ein  entgegengesetztes  gehört,  welches  dieselben  Ele- 
mente enthält,  aber  in  umgekehrter  Entstehimgsweise,  so  dass  also 
namentlich  das  Anfangselement  des  einen  das  Endelement  des  andern 
wird.  Oder,  bestimmter  ausgedrückt,  wenn  durch  eine  Aenderung  aus 
a  b  wird,  so  ist  die  entgegengesetzte  die,  durch  welche  aus  b  a  wird, 
und  das  einem  Ausdehnungsgebilde  entgegengesetzte  ist  dasjenige, 
welches  durch  die  entgegengesetzten  Aenderungen  in  umgekehrter 
Folge  henrorgeht,  worin  zugleich  liegt,  dass  das  Entgegengesetztsein 
ein  wechselseitiges  ist. 

§  14. 
Das    Ausdehnungsgebilde    wird    nur   dann    als   ein   einfaches    er- 
scheinen, wenn  die  Aendenmgen,  die  das  erzeugende  Element  erleidet^ 
stets  einander  gleich  gesetzt  werden;  so  dass  also,  wenn  durch  eine 
Aenderung   aus   einem   Element  a   ein  anderes  b   henrorgeht,   welche 
beide  jenem  einfachen  Ausdehnungsgebilde  angehören,  dann  durch  eine 
gleiche  Aenderung  aus  b  ein  Element  c  desselben  Ausdehnungsgebildes 
erzeugt  wird,  und  zwar  wird  diese  Gleichheit  auch  dann  noch  statt- 
finden müssen,  wenn  a  imd  b  als  stetig  aneinandergränzende  Elemente 
aufgefasst  werden,  da  diese  Gleichheit  durchweg  bei  der  stetigen  Er- 
18  Zeugung  stattfinden  |  soll.     Wir  können  eine  solche  Aenderung,  durch 
18  die  aus  einem  Element  |  einer  stetigen  Form  ein  nächst  angränzendes 
erzeugt  wird,  eine  Grimdänderung  nennen,  \md  werden  dann  sagen: 
„das  einfache  Ausdehnungsgebilde  sei  ein  solches,  das  durch  stetige 
Fortsetzung  derselben  Grundändenmg  hervorgeht." 

In  demselben  Sinne  nun,  in  welchem  die  Aenderungen  einander 
g^ich  gesetzt  werden,  werden  wir  auch  die  dadurch  erzeugten  Gebilde 
gleich  setzen  können,  und  in  diesem  Sinne,  dass  nämlich  das  durch 
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gleiche  Aenderimgen  auf  dieselbe  Weise  Erzeugte  selbst  gleich  gesetzt 
werde  y  nennen  wir  das  einfache  Ausdehnungsgebilde  erster  Stufe 
eine  Ausdehnungsgrösse  oder  Ausdehnung  erster  Stufe  oder  eine 
Strecke*).  Es  wird  also  das  einfache  Ausdehnungsgebilde  zur  Aus- 
dehnungsgrösse^  wenn  wir  Yon  den  Elementen^  die  das  erstere  enthält^ 
absehen^  und  nur  die  Art  der  Erzeugung  festhalten;  und  während  zwei 
Ansdehnmigsgebilde  nur  dann  einander  gleich  gesetzt  werden  können, 
wenn  sie  dieselben  Elemente  enthalten^  so  zwei  Ausdehnungsgrössen 
schon  dann^  wenn  sie,  auch  ohne  dieselben  Elemente  zu  enthalten^  auf 
gleiche  Weise  (das  heisst  durch  dieselben  Aendenmgen)  erzeugt  sind. 
Die  Gesammtheit  endlich  aller  Elemente,  welche  durch  Fortsetzung 
derselben  und  der  entgegengesetzten  Grundänderung  erzeugbar  sind^ 
nennen  wir  ein  System**)  (oder  ein  Gebiet)  erster  Stufe.  Die  dem- 
selben System  erster  Stufe  angehörigen  Strecken  werden  also  alle 
durch  Fortsetzung  entweder  derselben  Grundänderung  oder  entgegen- 
gesetzter Grundänderungen  erzeugt. 

Ehe  wir  zur  Verknüpfung  der  Strecken  übergehen,  wollen  wir  die 
im  vorigen  Paragraphen  aufgestellten  Begriffe  durch  Anwendung  auf 
die  Geometrie  veranschaidichen.  Die  Gleichheit  der  Aenderungsweise 
wird  hier  durch  Gleichheit  der  Richtung  vertreten;  als  System  erster 
Stufe  stellt  sich  daher  hier  die  unendliche  gerade  Linie  dar,  als  ein- 
fiEiche  Ausdehnung  erster  Stufe  die  begränzte  gerade  Linie.  Was  dort 
gleichartig  genannt  wurde,  erscheint  hier  als  parallel,  und  der  Paral- 
lelismus bietet  gleichfalls  seine  zwei  Seiten  dar,  als  |  Parallelismus  in  19 
demselben  und  in  entgegengesetztem  Sinne***).  Den  Namen  der  19 
Strecke  können  wir  in  entsprechendem  Sinne  für  die  Geometrie  fest- 
halten, und  also  unter  gleichen  Strecken  hier  solche  begränzte  Linien 
verstehe'n,  welche  gleiche  Richtung  und  Länge  haben. 

§  15.     Addition  und  Subtraktion  gleichartiger  Strecken. 

Wenn  die  stetige  Erzeugung  der  Strecke   mitten  in  ihrem  Gange 
miterbrochen   gedacht   wird,   um   dann   hernach  wieder  fortgesetzt   zu     . 


*)  Die  abstrakte  Bedeutung  dieser  ursprünglich  konkreten  Benennung  be- 
darf wohl  keiner  Rechtfertigung,  da  die  Namen  des  Abstrakten  ursprünglich  alle 
konkrete  Bedeutung  haben. 

••)  Ich  ziehe  jetzt  den  Ausdruck  „Gebiet"  dem  Ausdruck  „System",  welcher 
vielfach  in  anderem  Sinne  gebräuchlich  ist,  vor.     (1877.) 

***)  Diese  Unterscheidung  ist  für  die  Greometrie  so  wichtig,  dass  es  nicht 
wenig  zur  Vereinfachung  der  geometrischen  Sätze  und  Beweise  beitragen  würde, 
wenn  man  diesen  Unterschied  durch  einfache  Benennungen  fixirte,  wozu  ich  etwa 
die  Ausdrücke  „gleichläufig*'  und  „gegenläufig"  vorschlagen  möchte. 

Graasinann,  Werke.     I.  4 
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werden^  so  erscheint  die  ganze  Strecke  als  Verknüpfung  zweier  Strecken, 
welche  sich  stetig  aneinanderschliessen,  und  von  denen  die  eine  als 
Fortsetzung  der  andern  erscheint.  Die  beiden  Strecken,  welche  die 
Glieder  dieser  Verknüpfung  bilden,  sind  in  demselben  Sinne  erzeugt 
(§  8),  und  das  Ergebniss  der  Verknüpfung  ist  die  Strecke  Yom  Anfangs- 
elemente  der  ersten  zum  Endelemente  der  letzten,  wenn  beide  stetig 
an  einander  gelegt,  das  heisst  so  dargestellt  sind,  dass  das  Endelement 

der  ersten  zugleich  das  Anfangselement  für  die 
*'**  ^'  zweite  ist.  Bezeichnen  wir  Yorläufig  die  Strecke 

^ € ^  vom  Anfangselement  a  (vgl.  Fig.  2)  zum  End- 
element ß  mit  [ccß]j  und  sind  [a/3]  und  [ßy] 
in  demselben  Sinne  erzeugt,  so  ist  also  \ay]  das  Ergebniss  der  oben 
angezeigten  Verknüpfung,  wenn  [ccß]  und  [ßy]  die  Glieder  sind*)**). 

Wir  haben  schon  oben  (§  8)  nachgewiesen,  dass  diese  Verknüpfung, 
da  sie  die  Vereinigung  der  in  gleichem  Sinne  erzeugten  Grossen  dar- 
20  stellt,  als  Addition,  ihr^  entsprechende  analytische  als  |  Subtraktion 
aufgefasst  werden  müsse,  und  daher  alle  Gesetze  dieser  Verknüpfungs- 
arten für  sie  gelten.  Wir  haben  hier  nur  noch  die  eigenthümliche  Bedeu- 
tung nachzuweisen,  welche  die  negative  Grösse  auf  unserm  Gebiete  gewinnt. 

Nämlich  um  zuerst  die  Bedeutung  der  Subtraktion  uns  anschau- 
licher zu  machen,  so  können  wir  daraus,  dass  [aß\  -^  [ßy]  =  [ay]  ist^ 
-^r;  sobald  [a/S]  und  [ßy\  in  gleichem  Sinne  erzeugt  sind,  |  den  Schluss 
ziehen,  dass  eben  so  allgemein  [ccß]  =  [ay]  —'[ßy]  ist  (vgl.  Fig.  2), 
das  heisst  also,  wenn  wir  uns  der  in  der  Subtraktion  üblichen  Be- 
nennungen bedienen,  „der  Rest  ist,  wenn  man  Minuend  und  Subtrahend 
mit  ihren  Endelementen  aufeinander  legt,  die  Strecke  vom  Änfangs- 
element  des  Minuend  zu  dem  des  Subtrahend." 

Setzt  man  in  der  letzten  Formel  a  und  ß  identisch,  so  erhalt  man 

*)  Diese  Bezeichnung  der  Strecke  ist  nur  eine  vorläufige,  die  wahre  Be- 
zeichnung derselben  durch  ihre  Gränzelemente  kann  erst  verstanden  werden,  wenn 
wir  die  Verknüpfung  der  Elemente  werden  kennen  gelernt  haben  (siehe  den 
zweiten  Abschnitt  §  99). 

*•)  Die  Bezeichnung  [aß]  ist  in  der  Ausdehnungslehre  von  1862  für  das 
Produkt  der  beiden  Elemente  a  und  ß  gewählt,  welches,  wenn  a  und  ß  Punkte 
sind,  den  Linientheil  zwischen  a  und  ß  darstellt,  wovon  sich  die  Strecke  dadurch 
unterscheidet,  dass  in  dieser  nur  Länge  und  Bichtung,  in  jenem  aber  zugleich 
die  Lage  der  unendlichen  geraden  Linie  festgehalten  wird,  welcher  der  Linien- 
theil angehört.  Es  ist  also  hier  um  so  mehr  daran  festzuhalten,  dass  die  Be- 
zeichnung der  Strecke  durch  [aß]  nur  ein  vorläufiger  Nothbehelf  ist;  die  sach- 
gemässe  Bezeichnung  ß  —  a  konnte  nach  dem  Prinzip  der  Darstellung  erst  in 
§  99  gegeben  werden.     (1877.) 


Addition  und  Subtraktion  gleichartiger  Strecken.  51 

das  heisst  gleich  Null.  Femer  ist  vermöge  des  BegriflFs  des  Negativen  *) 

(-  [«ffl)  =  0  -  [ccß]  =  [ßß]  -  [«/?]  =  [/Ja] , 

das  heisst  die  Strecke  [/Sa],  welche  einer  andern  [a/S]  ihrem  BegriflF 
nach  (§  13)  entgegengesetzt  ist,  erscheint  auch  in  ihrer  Beziehung  zur 
Addition  und  Subtraktion  als  die  entgegengesetzte  Grösse  zu  jener.  Da 
nun  endlich  a  +  ( —  6)  =  a  —  6  ist,  so  hat  man,  wenn  ay  und  y/S 
im  entgegengesetzten  Sinne  erzeugt  sind 

[«y]  +  [y/J]  =  [ay]  +  (-  [|Sy])  =  \ay\  -  [/}y]  =  \aß\     . 

das  heisst,  auch  wenn  die  beiden  Strecken  im  entgegengesetzten  Sinne 
erzeugt  sind,  ist  ihre  Summe  die  Strecke  vom  Anfangselement  der 
ersten  zum  Endelement  der  zweiten  an  sie  stetig  angelegten.  Und  wir 
können  also,  dies  Resultat  mit  dem  obigen  zusammenfassend,  sagen: 

Wenn  man  zwei  gleichartige  Sirecken  stetig,  das  heisst  so  verknüpft,  dass 
das  Endelenient  der  ersten  Anfangselement  der  zweiten  wird,  so  ist  die 
SU-ecke  vom  Anfangselement  der  ersten  zum  Endelement  der  letzten  die 
Summe  beider; 

und  indem  sie  so  als  Summe  bezeichnet  ist,  so  soll  darin  ausge- 
drückt liegen,  dass  alle  Gesetze  der  Addition  und  Subtraktion  für  diese 
Verknüpfungsweise  gelten. 

Noch  will  ich  hieran  eine  Folgerung  schliessen,  die  für  die  Weiter- 
entwickelung  fruchtreich  ist,   nämlich  dass,  wenn  die  Gränzelemente 
einer  Strecke  in  demselben  System  sich  beide  um  |  eine  gleiche  Strecke  21 
andern,  dann  die  zwischen  den  neuen  Gränzelementen  liegende  Strecke 

der  ersteren  gleich  ist.   In  der  That,  es  sei 
^'«  '  \aß]  die  ursprüngliche  Strecke  (vgl.  Fig.  3) 

^ € X H      und  [««']  =  [ßß^],  so  ist  zu  zeigen,  dass, 

wenn  alle  genannten  Elemente  demselben 
System  angehören,  [a  ß^\  =  [aß]  sei.     Es  ist  aber 

[a'/3'J  =  [a'a]  +  [a/3J  +  [/J/J'J, 

nach  der  Definition  |  der  Summe,  und  da  ^i 

\a'a]  =  -  [««-]  =  -  [ßß'] 

ist,  so  lieben  sich  [«'«]  und  [/S/3']  bei  der  Addition,  und  es  ist  wirklich 
[«'/n  =  [aß]. 

§  16.     Systeme  höherer  Stufen. 

Nehme  ich  nun,  um  zu  den  Verknüpfungen  verschiedenartiger 
Strecken  zu  gelangen,  zunächst  zwei  verschiedenartige  Grundänderungen 
an,  und  lasse  ein  Element  die  erste  Grundänderung  (oder  deren  ent- 

*)   Vergleiche  hier  überaD  §  7. 

4* 
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gegengesetzte)  beliebig  fortsetzen  und  dann  das  so  geänderte  Element 
in  der  zweiten  Aenderungs weise  gleichfalls  beliebig  fortschreiten^  so 
werde  ich  dadurch  aus  einem  Element  eine  unendliche  Menge  neuer 
Elemente  erzeugen  können ,  und  die  Gesammtheit  der  so  erzeugbaren 
Elemente  nenne  ich  ein  System  zweiter  Stufe.  Nehme  ich  dann 
ferner  eine  dritte  Grundünderung  an,  welche  von  jenem  Anfangselemente 
aus  nicht  wieder  zu  einem  Elemente  dieses  Systems  zweiter  Stufe 
führt,  und  welche  ich  deshalb  als  von  jenen  beiden  ersten  unab- 
hängig bezeichne,  und  lasse  ein  beliebiges  Element  jenes  Systems 
zweiter  Stufe  diese  dritte  Aenderung  (oder  deren  entgegengesetzte) 
beliebig  fortsetzen,  so  wird  die  Gesammtheit  der  so  erzeugbaren  Ele- 
mente ein  System  dritter  Stufe  bilden;  und  da  dieser  Erzeugungsweise 
dem  Begriffe  nach  keine  Schranke  gesetzt  ist,  so  werde  ich  auf  diese 
Weise  zu  Systemen  beliebig  hoher  Stufen  fortschreiten  können. 

Hierbei  ist  es  wichtig  festzuhalten,  dass  alle  auf  diese  Weise  er- 
zeugten Elemente  nicht  als  anderweitig  schon  gegebene*)  aufgeüasst 
werden  dürfen,  sondern  als  ursprünglich  erzeugt,  und  dass  sie  daher 
alle,  sofern  sie  ursprünglich  durch  verschiedene  Aenderungen  erzeugt 
sind,  auch  ihrem  Begriffe  nach  als  verschiedene  erscheinen.  Dagegen 
ist  wiederum  klar,  dass,  nachdem  die  Elemente  einmal  erzeugt  sind, 
sie  von  da  ab  als  gegebene  erscheinen,  und  [dass]  über  ihre  Ver- 
schiedenheit oder  Identität  nicht  anders  entschieden  werden  kann,  als 
wenn  man  auf  die  ursprüngliche  Erzeugung  zurückgeht. 

22  Ehe  ich  nun  zu  unserer  Aufgabe,  nämlich  zur  Verknüpfung  der 

verschiedenen  Aenderungsweisen,  übergehe,  will  ich  der  Anschauung 
durch  geometrische  Betrachtungen  zu  Hülfe  kommen.  Es  ist  nämlich 
klar,  dass  das   System  zweiter   Stufe   der   Ebene  entspricht,   und  die 

22  Ebene  dadurch  erzeugt  gedacht  wird,  dass  alle  |  Punkte  einer  geraden 
Linie  nach  einer  neuen  in  ihr  nicht  enthaltenen  Bichtung  (oder  nach 
der  entgegengesetzten)  sich  fortbewegen,  wobei  dann  eben  die  Gesammt- 
heit der  so  erzeugbaren  Punkte  die  unendliche  Ebene  bildet.  Es  er- 
scheint somit  die  Ebene  als  eine  Gesammtheit  von  Parallelen,  welche 
alle  eine  gegebene  Gerade  durchschneiden;  und  es  ist  ersichtlich,  dass, 
da  diese  Parallelen  sich  nicht  schneiden,  und  auch  die  ursprüngliche 
Crerade  nicht  noch  ein  zweitesmal  treffen,  alle  auf  jene  Weise  erzeugten 
Punkte  von  einander  verschieden  sind  und  somit  die  Analogie  eine 
vollständige  ist.  Ebenso  gelangt  man  zu  dem  ganzen  unendlichen 
Räume,  als  dem  Systeme  dritter  Stufe,  wenn  man  die  Punkte  der  Ebene 


*)  Wie  etwa  in  der  Raumlehre  alle  Punkte  schon  durch  den  vorausgesetzten 
Raum  ursprünglich  gegeben  sind. 
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nach  einer  neuen  ^  nicht  in  der  Ebene  liegenden  Richtung  (oder  der 
entgegengesetzten)  fortbewegt;  und  weiter  kann  die  Geometrie  nicht 
fortschreiten^  während  die  abstrakte  Wissenschaft  keine  Gränze  kennt. 

§  17  —  19.     Addition  und  Subtraktion  ungleiohartiger  Strecken. 

§  17. 

Lasse  ich  nun,  um  zu  unserer  Aufgabe  zurückzukehren,  ein  Ele- 
ment sich  zuerst  um  eine  Strecke  a  andern,  und  dann  das  so  geänderte 
Element  um  die  Strecke  b^  so  ist  das  Gesammtresultat  beider  Aende-  * 
rungen  zugleich  als  Resultat  Einer  Aenderung  aufzufassen,  welche  die 
Verknüpfung  jener  beiden  ersten  ist,  und  welche,  wenn  beide  Strecken 
gleichartig  waren,  als  deren  Summe  erschien  (§  15).  Hier  können 
wir  diese  Verknüpfungsweise  vorläufig  mit  dem  allgeiijeinen  Ver- 
knüpfungszeichen rs  bezeichnen.  Aus  diesem  Begriffe  geht  sogleich,  da 
der  Act  des  Zusammenfassens  den  Zustand  des  Elementes  nicht  ändert, 
das  Gesetz  hervor,  dass 

(a  n  J)  r»  c  =  a  ^  (6  ^  c) 

ist.  Hingegen  um  auch  zur  Vertauschbarkeit  der  Glieder  zu  gelangen, 
ist  noch  eine  Lücke  in  der  Begriffsbestimmung  auszufüllen. 

Betrachten  wir  nämlich  die  Erzeugungsweise  eines  Systems  höherer 
(m-ter)  Stufe,  wie  wir  solche  im  vorigen  Paragraphen  dargestellt  haben, 
so  war  dort  eine  bestimmte  Reihenfolge  der  m  Aenderungsweisen, 
durch  die  jenes  System  erzeugt  wurde,  angenommen,  und  die  Elemente 
des  Systems  wurden  erzeugt,  wenn  das  Anfangselement  die  verschie-  23 
denen  Aendenmgsweisen  in  der  bestimmten  Reihenfolge  fortschreitend 
einging,  so  dass  jedes  Element,  welches  durch  eine  Reihe  von  Aen- 
denmgen  entstanden  war,  nur  entweder  seine  letzte  Aenderung  fort- 
setzte, oder  eine  der  folgenden  Aenderungsweisen,  |  aber  keine  der  33 
früheren  annahm.  Sind  daher  a  und  6  zwei  Strecken,  von  denen  a 
einer  frühereu,  b  einer  späteren  von  den  Aenderungsweisen  angehört, 
so  wird  ein  Element  bei  der  Erzeugung  des  Systems  zwar  an  die 
Aenderung  a  die  Aenderuug  b  anschliessen  können,  aber  nicht  umge- 
kehrt ;  das  heisst  es  wird  dabei  die  Verknüpfung  ar^b  vorkommen, 
aber  nicht  die  br^a.  Aber  obgleich  die  letztere  Verknüpfung  durch 
die  Erzeugung  des  Systems  nicht  ihrem  Begriffe  nach  bestimmt  werden 
kann,  so  muss  sie  doch  an  sich  möglich  sein.  Somit  zeigt  sich  hier 
die  besprochene  Lücke. 

Um  dieselbe  näher  zu  übersehen  sei  [aß]  *)  gleich  a,[ßß^']  =  [acc]  =6, 

^)  Zur  Erläuterung  kann  Fig.  4  dienen  [s.  die  nächste  Seite]. 
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80  ist  die  Aendenmg  [aßi]  gleich  a^&;  es  ist  aber  [a/S"]  auch  gleich 
[cca]  ^  [a'/S'J,  das  heisst  gleich  b  ^  [cc  ^].  Sollten  also  die  Glieder  ver- 
tauschbar,  das  heisst  a  n  2»  =>  5  n  a  sein,  so  müsste  [aß^]  <=  [aß]  sein. 
Hierüber  lässt  sich  nun  aus  dem  Bisherigen  nichts  entscheiden;  denn 
alles,  was  wir  über  das  System  und  dessen  Elemente  aussagen  können, 
muss,  da  das  ganze  System  auf  keine  andere  Weise,   als  nur  durch 

seine  Erzeugung  gegeben  ist,  aus  dieser 

Erzeugungsweise  hervorgehen.    Da  nun 

aber  in  dieser  nichts  yon  einer  solchen 

Aenderung  aßi   vorkommt,  so  sind  wir 

befugt  und  gedrungen,  eine  neue  Begrifis- 

bestimmung   über    solche   Aenderungeu 

zu   geben,  und   die  Analogie    mit   dem 

Früheren  führt  uns  nothwendig  dazu,  in 

dem  Umfange,  in  welchem  wir  zu  einer 

neuen  Begriffsbestimmung  befugt  sind,  aß'  und  aß  gleich  zu  setzen. 

Diese  Gleichsetzung  vollziehen  wir  aber  erst  auf  bestimmte  Weise,  wenn 

wir  den  Umfang  jener  Befugniss  ausgemittelt  haben. 

^  Zu  dem  Ende  betrachten  wir  zwei  gleiche  Strecken: 

[aß]  =  [yd]  =  a , 

deren  Gränzelemente  einer  der  späteren  Aenderungen  6,  aber  alle  der- 
selben   unterworfen    werden    und    dadurch  in  «',  /?,  /,  d'  übergehen, 

so  dass 

[aa]  =  [ßß^]  =  [yy]  =  [dd']  =  h 

24  ist.  Da  nun  [aa]  =  [yy]  =  ( —  h)  ist,  so  hat  man  für  die  Aenderungen 
[aßi]  und  [yd"]  die  Gleichimgen: 

[aß']  =  [aa]  r^  [aß]  r^  [ßß>]  =  ( —  V)  r^  ar^h 

[yd']  =  [yy]  ^  [yS]  ^  [SS']  ==  ( —  6)  ^  a  ^  6 ; 

24  also  sind  beide  Aenderungen  einander  gleich.  Also  wenn  zwei  Ele- 
mentenpaare durch  gleiche  Aenderung  aus  einander  erzeugbar  sind,  und 
man  unterwirft  alle  vier  Elemente  einer  neuen,  aber  alle  derselben 
Aenderung,  so  veerden  auch  die  daraus  hervorgehenden  Elementenpaare 
durch  gleiche  Aenderungen  auseinander  erzeugbar  sein.  Da  nun  dies 
Gesetz  auch  noch  bestehen  bleibt,  wenn  [aß]  eine  Grundänderimg  dar- 
stellt, so  folgt  hieraus  nicht  nur,  dass  eine  Strecke,  wenn  sich  ihre 
Elemente  alle  um  gleich  viel  ändern,  eine  Strecke  bleibt,  sondern  auch 
dass,  wenn  nur  für  die  Grundänderung  gezeigt  ist,  dass  sie  bei  jener 
Fortschreittmg  der  Strecke  gleich  bleibt,  dasselbe  dann  auch  für  die 
ganze  Strecke  gilt. 

Damit  ist  der  Umfang  der  oben  angedeuteten  Befugniss  gegeben. 
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und  wir  setzen  daher  fest,  dass,  wenn  in  einem  Systeme  w-ter  Stufe 
eine  Strecke,  welche  einer  der  früheren  von  den  m  Aenderungsweisen, 
die  das  System  bestimmen,  angehört,  einer  der  späteren  Aenderungs- 
weisen unterworfen  wird,  und  zwar  alle  Elemente  derselben  Aenderungs- 
weise,  dann  die  entsprechenden  Grundänderungen  in  der  ursprünglichen 
and  der  durch  jene  Aenderung  entstandenen  Strecke  einander  gleich 
geuannt  werden  sollen,  hingegen  ungleich,  wenn  die  Elemente  ver- 
schiedenen Aenderungen  unterworfen  sind*).  Daraus  folgt  dann,  ver- 
möge des  vorhergehenden  Satzes,  dass  diese  Gleichheit  (imd  Ungleich- 
heit) unter  denselben  Umständen  auch  für  die  Strecken  selbst  fortbesteht; 
und  wir  gelangen  also  zu  dem  Satze:  Wenn  man  eine  Strecke,  welche 
einer  der  m  ursprünglichen  Aendenmgsweisen  des  Systems  angehört, 
Aenderungen  unterwirft,  welche  gleichfalls  jenen  Aenderungsweisen  an- 
gehören, und  zwar  alle  Elemente  denselben  Aenderungen,  so  ist  die 
durch  jene  Aenderung  entstandene  Strecke  der  ursprünglichen  |  gleich.  26 

Dass  wir  nämlich  hier  auch  den  Unterschied  zT^ischen  früheren 
und  späteren  Aenderungsweisen  fallen  lassen  können,  ergiebt  sich  leicht 
aus  der  Gegenseitigkeit  der  Beziehung;  denn  wenn  vorausgesetzt  wird, 
dass  [a/5]  gleich  oder  ungleich  [cc  ß^]  ist,  je  nachdem  [aa]  gleich  [ßß] 
ist  oder  nicht,  so  sind  |  auch  umgekehrt  die  letzteren  Ausdrücke  gleich  ^3 
oder  ungleich,  je  nachdem  die  ersteren  es  sind,  wie  sogleich  durch  die 
Methode  des  indirekten  Schlusses  sich  ergiebt.  Wenn  also  die  durch 
eine  frühere  Aenderung  erzeugte  Strecke,  einer  späteren  Aenderung 
unterworfen,  sich  gleich  bleibt,  so  bleibt  auch  die  durch  eine  spätere 
erzeugte,  der  früheren  unterworfen,  sich  gleich;  und  daraus  folgt  der 
Satz  in  der  oben  gegebenen  Fasstmg. 

Nun  hatten  wir  schon  oben  gezeigt,  dass  unter  Voraussetzung 
dieses  Satzes  a'^i  =^h  ^  a  sei;  und  wir  haben  somit  für  die  m  Aen- 
derungsweisen, die  das  System  bestimmen,  allgemein  die  Gesetze 

(a  ^  /y)  ^  c  =  a  ^  (6  ^  c) , 

und  ,        , 

a  r^  b  =  0  ^  a\ 

also  ist  diese  Verknüpfung  eine  einfache;  aber  auch  die  entsprechende 
analytische  Verknüpfung  eine  eindeutige;  denn,  wenn  ich  das  eine 
Glied  der  synthetischen  Verknüpfung,  etwa  das  erste,  unverändert  lasse, 
das  andere  aber  verändere,  indem  ich  entweder  die  Aenderungsweise, 
von  der  es   erzeugt  ist,  durch  eine  neue  ersetze,   oder  zwar  die  alte 

•)  Die  Deduktion,  durch  die  wir  zu  dieser  Definition  der  gleichen  Aenderung 
überleiteten,  gehört  derjenigen  Entwickelungsreihe  (Einleit.  Nr.  16)  an,  die  die 
Uebersicht  geben  soll.  Für  die  rein  mathematische  Entwickelungsreihe  erscheint 
dieselbe,  wie  überhaupt  jede  Definition,  als  rein  willkührlieh. 
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Aenderungsweise  beibehalte^  aber  die  Aenderung  ürüher  abbreche  oder 
weiter  fortf&hre  als  vorher^  so  yerändert  sich  das  zuletzt  resultirende 
Element,  welches  zugleich  das  Endelement  f&r  das  Ergebniss  der  Ver- 
knüpfung ist;  also  Ycrundert  sich  dies  Ergebniss;  und  hieraus  folgt 
dann  nach  der  bekannten  Schlussweise  (ygl.  §  6)  die  Eindeutigkeit  der 
analytischen  Verknüpfung.  Daraus  ergiebt  sich  nach  §  6;  dass  die  ange- 
zeigten Verknüpfungen  als  Addition  und  Subtraktion  zu  bezeichnen  sind, 
und  [dass]  alle  Gesetze  der  Addition  und  Subtraktion  f&r  sie  gelten. 
Da  nun  endlich  dieselben  Verknüpfungsgesetze,  welche  für  die  m  ur- 
sprünglichen Aenderungsarten  gelten,  auch  nach  den  Gesetzen  der  Ad- 
dition und  Subtraktion  für  deren  Verknüpfungen  bestehen  bleiben,  so 
können  wir  die  Resultate  der  bisherigen  Entwickelung  in  dem  folgen- 
den höchst  einfachen  Satze  zusammenfassen: 

Wenn  [aß]  und  [ßy]  beliebige  Aendenmgen  darstellen y  so  ist 

'{ay]  =  [aß]  +  [ßrl 

Indem  wir  nämlich  diese  Verknüpfung  als  Addition  bezeichnen,  so 
26  sagen  wir  damit  die  Geltung  aller  |  Additions-  und  Subtraktionsgesetze, 
wie  wir  sie  in  §  3 — 7  dargestellt  haben,  aus*). 

§  18. 

^0  In  der  Entwickelung  des  letzten  Paragraphen  hatten  wir  die  durch 

Verknüpfung  hervorgehenden  Aenderungen  nur  betrachtet  in  Bezuc 
auf  ihr  Anfangs-  und  End- Element,  ohne  die  Strecke  zu  betrachten, 
welche  beide  verbindet;  vielmehr  traten  als  Strecken  nur  diejenigen 
hervor,  welche  den  ursprünglichen  Aenderungsarten  des  Systems  an- 
gehören. Um  nun^  das  Fehlende  zu  ergänzen,  haben  wir  zu  zeigen, 
auf  welche  Weise  durch  zwei  Elemente  in  einem  höheren  Systeme  die 
sämmtlichen  übrigen  Elemente  bestimmt  sind,  welche  mit  diesen  beiden 
in  Einem  Systeme  erster  Stufe  liegen. 

Zu  dem  Ende  haben  wir  nur  auf  den  Begriff  des  Systemes  erster 
Stufe  zurückzugehen,  dass   es   nämlich  durch  Fortsetzung  einer    sich 


Pig.6. 

•)  Ich  kann  es  nicht  dringend  genug  anempfehlen, 
dass  man  die  Entwickelung  überall,  und  namentlich  die  hier 
geführte,  welche  zu  den  schwierigsten  in  unserer  Wissen- 
schaft gehört,  durch  die  entsprechenden  geometrischen  Kon- 
struktionen sich  veranschauliche.  Um  den  Gang  der  Ent- 
wickelung nicht  zu  unterbrechen,  habe  ich  diese  üeber- 
tragung  auf  die  Geometrie  hier  nicht  vornehmen  mögen; 
*  7^         überdies  liegt  sie  überall  auf  der  Hand  (s.  Fig.  6). 
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Fig.  6  a. 


selbst  gleich  bleibenden  Aenderung  erzeugt  sei.  Entsteht  nun  dadurch, 
dass  ein  Element  nach  der  Reihe  und  fortschreitend  den  Aenderungen 
a,  h,  c  ...  unterworfen  wird,  welche  den  ursprünglichen  Aenderungs- 
weisen  angehören,  aus  einem  Elemente  a  zuletzt  ein  anderes  ß*)^  so 
wird  nach  dem  Begriffe  des  Systemes 
erster  Stufe  auch  dasjenige  Element 
demselben  Systeme  erster  Stufe  ange- 
hören müssen,  welches  aus  ß  durch  die- 
selben Aenderungen  a,  b,  c  ...  hervor- 
geht und  so  fort;  ja  auch  rückwärts 
wird  man  von  a  aus  durch  die  entgegen- 
gesetzten Aenderungen  fortschreiten 
können  und  immer  noch  zu  Elementen 
gelangen,  die  demselben  System  erster 
Stufe  angehören,  aber  nach  der  nega- 
tiven Seite  hin  liegen,  wenn  die  erstere  als  die  positive  gefasst 
wird.  Es  entstehen  also  die  Elemente  der  positiven  Seite  aus  dem 
Element  a  dadurch,  dass  dies  wiederholt  imd  fortschreitend  derselben 
Reihe  der  Aenderungen  a,  h,  c  .  . ,  unterworfen  wird:  Da  wir  nun, 
wie  im  vorigen  Paragraphen  bewiesen  wurde,  die  fortschreitenden 
Aendenmgen  beliebig  vertauschen  und  zusammenfassen  können,  so 
können  wir  auch  hier  die  gleichen  Aenderungen  zusammenordnen  und 
zusammenfassen,  und  gelangen  so  |  zu  einer  neuen  Konstruktion  jener  27 
Elementenreihe,  |  die  wir  jetzt  anschaulicher  darlegen  wollen.  •^'^ 

Wenn  man  nämlich  das  Element  a  einzeln  den  m  Aenderungen 
a,  by  c  . .  .  unterwirft,  so  entstehen  m  Elemente,  die  wir  einander  ent- 
sprechend setzen  können;  wenn  man  jedes  von  diesen  wieder  derselben 
Aenderung  unterwirft,  die  es  vorher  erfuhr,  so  erhält  man  m  neue 
einander  entsprechende  Elemente,  und  so  fort.  Betrachten  wir  nun  die 
entsprechenden  Elemente  einer  jeden  solchen  Gruppe  von  m  Elementen 
als  Endelemente  von  m  Strecken,  welche  alle  a  zum  Anfangselemente 
haben,  und  welche  wir  gleichfalls  einander  entsprechend  setzen,  so  er- 
balten wir  dieselben  Elemente,  die  wir  vorher  gewannen,  wenn  wir  a 
um  die  entsprechenden  Strecken  einer  jeden  Gruppe  fortschreitend 
ändern,  imd  es  entspricht  auf  diese  Weise  jeder  solchen  Gruppe  von 
einander  entsprechenden  Elementen  in  dem  neuen  System  erster  Stufe 
ein  Element,  welches  durch  eine  Aenderung  hervorgeht,  die  die  Summe 
ist  aus  den  durch  jene  Strecken  dargestellten  Aendenmgen.    Sind  nun 


*)   Vergleiche  Fig.  5a,  wo   es   für  zwei  Aenderungen  a,  b  bildlich  darge- 
stellt ist. 
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bei  den  angegebenen  Konstruktionen  die  Aenderungen  a^  b,  c  . . . 
Grondänderungen,  welche  also  unmittelbar  Yon  einem  Elemente  zum 
angränzenden  überführen^  so  erhält  man  auch  (wenn  man  dasselbe 
Verfahren  zugleich  nach  der  negativen  Seite  hin  anwendet)  das  ganze 
System  erster  Stufe  vollständig. 

Es  ist  nun  zu  zeigen,  dass  man  auf  diese  Weise  durch  zwei  Ele- 
mente des  höheren  Systems  allemal  ein  System  erster  Stufe  legen 
kann,  aber  auch  jedesmal  nur  eins. 

Es  seien  a  und  ß  die  beiden  Elemente  des  Systems,  so  ist  schon 
bei  der  Erzeugungsweise  des  Systems  gezeigt,  dass  ß  aus  a  immer 
durch  die  m  Aenderungsweisen  des  Systems  und  zwar  bei  gegebener 
Folge  nur  auf  Eine  Art  erzeugbar  ist;  es  seien  a,  by  c  . . .  diese 
Aenderungen,  so  kommt  es  zunächst  darauf  an,  zu  zeigen,  dass  man 
für  diese  Strecken  stets  solche  einander  entsprechende  Grundänderungen 
annehmen  kann,  dass  a,  b,  c  ,  ,  ,  entsprechende  Strecken  werden,  und 
also  nach  der  soeben  angegebenen  Konstruktion  ß  ein  Element  des 
durch  diese  entsprechenden  Grundänderungen  erzeugtqu  Systems  erster 
Stufe  wird.  Betrachte  ich  zuerst  zwei  Strecken  a  und  b,  deren  jede 
durch  Fortsetzung  derselben  Grundänderung  entstanden  ist,  so  können 
zuerst,  da  die  Grundändenmgen  nach  dem  Begriff  des  Stetigen  keine 
an  sich  fixirte  Grösse  haben,  beliebige  Grundänderungen  in  beiden  ab 
28  entsprechende  angenommen  werden.  Lässt  man  nun,  während  die  eine 
Grundänderung  und  die  dadurch  erzeugte  Strecke  a  dieselbe  bleibt, 
die  andere  Grundänderung  wachsen  oder  abnehmen,  so  wird  auch  die 
dadurch  erzeugte  und  der  Strecke  a  entsprechende  Strecke  b  wachsen 
oder  abnehmen,  und  zwar  wenn  die  Grundänderung  stetig  wächst  oder 
abnimmt,  so  wird  auch  die  Strecke  b  stetig  wachsen  oder  abnehmen, 
wie  dies  unmittelbar  im  Begriff  des  Stetigen  liegt.  Somit  wird,  da 
die  Grundänderung  für  b  beliebig  angenommen  werden  kann,  auch  die 
der  Strecke  a  entsprechende  b  jede  gegebene  Grösse  annehmen  können; 
und  dasselbe  gilt  von  jeder  andern  Strecke  c  und  so  weiter,  so  dass 
also  in  der  That  auch  für  die  oben  gegebenen  Strecken  a,  b,  c  . . . 
solche  Grundänderungen  angenommen  werden  können,  dass  jene  Strecken 
als  entsprechende  erscheinen,  und  also  das  Element  ß  als  ein  Element 
des  durch  diese  Grundänderungen  erzeugten  Systemes  erster  Stufe  dar- 
gestellt ist. 

Dass  nun  auch  durch  a  und  ß  nur  Ein  System  erster  Stufe  ge- 
legt werden  kann,  liegt  schon  in  dem  obigen  Beweise.  Ein  anderes 
System  erster  Stufe  könnte  nämlich  nur  entstehen,  wenn  die  der  Grund- 
änderimg  in  a  entsprechenden  Grundänderungen  der  andern  Strecken 
b,  c  . . ,  anders  angenommen  würden,  allein  dann  .würden  auch  die  der 
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Strecke  a  entsprechenden  andern  Strecken,  wie  wir  vorher  zeigten, 
anders  ausfallen,  also  würde  auch  nicht  mehr  Yon  a  aus  das  Element  ß 
erzeugt  werden. 

Nachdem  wir  nun  gezeigt  haben,  wie  in  der  That  durch  je  zwei 
Elemente  ein,  aber  auch  nur  Ein  System  erster  Stufe  gelegt  werden 
kann,  so  ist  nun  der  im  Anfange  dieses  Paragraphen  angedeutete 
Mangel  aufgehoben,  indem  jetzt  für  die  Strecke,  die  als  Summe  zweier 
Strecken  erscheinen  soll,  nicht  mehr  bloss  Anfangs-  und  Endelement 
bestimmt  ist,  sondern  die  ganze  Strecke  in  allen  ihren  Elementen. 
Der  Begriff  der  Summe  ist  daher  nicht  nur  für  die  Aenderungen,  son- 
dern auch  für  die  Strecken  selbst  bestimmt;  sind  nämlich  [aß],  [ßy], 
[ay]  die  nach  dem  soeben  entwickelten  Princip  erzeugten  Strecken, 
so  hat  man  noch  immer  allgemein 

[ay]  =  [aß]  +  [ßy] 
das  heisst 

Wenn  man  zwei  oder  mehrere  Strecken  stetig  aneinander  anschliessf^ 
so  ist  die  Strecke  vom  Anfangselement  der  ersten  zum  Endelement  der 
letzten  die  Summe  derselben. 

Wenden  wir  auf  den  Begriff  der  Abhängigkeit,  wie  wir  ihn  in  29 
§  16  darstellten,  diesen  Begriff  der  Summe  an,  so  ergiebt  sich,  dass 
eine  Aendenmgsweise  Von  andern  abhängig  sei,  wenn  sich  die  der 
ersteren  angehörigen  Strecken  als  Summen  von  Strecken  darstellen 
lassen,  welche  den  letzteren  angehören,  [dass]  hingegen,  wenn  dies  nicht 
möglich  ist,  sie  von  ihnen  unabhängig  sei. 

§  19. 

Wir  haben  bisher  den  Begriff  der  Summe  der  Strecken  abhängig 
gemacht  von  der  besonderen  Erzeugungsweise  des  ganzen  Systems,  in- 
dem, wenn  Anfangs-  und  Endelement  der  Summe  durch  stetiges  An- 
einanderschliessen  der  Strecken  gegeben  war,  nun  die  zwischen  beiden 
hegende  Strecke,  als  Theil  eines  Systems  erster  Stufe,  durch  die  m 
ursprünglichen  Aenderungsweisen  des  ganzen  Systemes  konstruirt  wurde. 
Diese  Abhängigkeit  haben  wir  noch  schliesslich  aufzuheben. 

Wir  haben  schon  oben  (§  18)  gezeigt,  dass,  wenn  mehrere  Strecken 
auf  entsprechende  Weise  erzeugt  sind,  dann  nicht  nur  jedem  Element  und 
jedem  Theil  der  einen  ein  Element  und  ein  Theil  in  jeder  der  andern 
entspricht,  sondern  auch  die  Summe  auf  dieselbe  Weise  entsprechend 
erzeugt  ist,  nämlich  so,  dass  die  Summe  der  entsprechenden  Theile 
jedesmal  diesen  Theilen  entspricht.  Hat  man  nun  zwei  beliebige  Strecken 
des  Systemes,  nämlich  |)j  und  p.^j  \md  es  sind  beide  als  Summen  von 


60      Aj .    Abschn.  I.  Kap.  I.  Addition  und  Subtraktion  der  Strecken.  §  19,  80. 

Strecken  dargestellt;  welche  den  ursprünglichen  Aenderongsarten  des 
ganzen  Systemes  angehören,  nämlich 

so  dass  man  hat 

Pi  +  ft  =  («i  +  ö«)  +  (Pi  +  ^i)'\ 7 

und  sind  ferner  a^,  «g,  /S, ,  ß^,  •••  entsprechende  Theile  der  Strecken 
^i;  ^2>  ^u  ^2  ' '  '7  ^Iso  auch  (a,  +  «,),  (/'i  +  A);  ' ' "  ^  demselben 
Sinne  entsprechende  Theile  von  (a^  +  o,),  (&i  +  ^2);  * "  ">  ^^  '''^^  '^^^^ 
dem  vorigen  Paragraphen  jeder  Theil  der  Summe  {p^  +  p^)  als  Summe 
der  entsprechenden  Theile  gewonnen,  das  heisst  also  ein  solcher  ist 
jedesmal  gleich 

(«1  +  «*)  +  (/J.  +  A)  +  •  •  • 

das  heisst 

=  («1 +  A +  •••)  + («2  + A +  •••), 

wo  das  erste  Glied  einen  Theil  von  p,,  das  zweite  den  entsprechen- 
den von  p^  darstellt.  Also  wird  jedes  Element  der  Summe  (p^  +  p^) 
30  dadurch  erzeugt,  dass  man  das  Anfangselement  derselben  um  jeden  be- 
liebigen Theil  von  p^  und  dann  um  den  entsprechenden  von  p^  ändert. 
Somit  können  wir  das  allgemeine  Resultat  aufstellen:  „Wenn  zwei 
Strecken  gegeben  sind,  und  man  ändert  ein  beliebiges  Element  um 
einen  Theil  der  ersten,  und  dann  (fortschreitend)  um  den  entsprechen- 
den Theü  der  zweiten,  so  bildet  die  Gesammtheit  der  so  erzeugbaren 
Elemente  die  Summe  jener  beiden  Strecken." 

Nachdem  wir  nun  den  Begriff  der  Summe  der  Strecken  in  seiner 
Allgemeinheit  und  Unabhiingigkeit  aufgestellt  haben,  wollen  wir  noch 
einen  Satz,  den  wir  früher  in  specieller  Form  erwiesen  hatten,  jetzt  in 
allgemeinerer  Form  darstellen,  nämlich 

Wenn  alle  Elemente  einer  Strecke  sich  um  gleich  viel  ändemj  $0 
hleibt  die  so  hervorgehende  Strecke  der  ersteren  gleich. 

Dass  dadurch  wieder  eine  Strecke  entsteht,  ist  schon  in  §  18  gezeigt, 
dass  sie  der  ersteren  gleich  sei,  folgt  durch  dieselben  Formeln  wie  in 
§  15  am  Schlüsse.  Nämlich  ist  [a/S]  die  ursprüngliche  Strecke,  und 
[aa]  =  [j3/r],  so  ist 

.        [a'^J  =  Wo]  +  [aß]  +  [ßp:]  =  \aß] , 

da  sich  nämlich  [a'a]  und  [ßß]  als  entgegengesetzte  Grössen  bei  der 
Addition  aufheben. 
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§  20.     Selbständigkeit  der  Systeme  höherer  Stufen. 

Durch  die  im  vorigen  Paragraphen  geführte  Entwickelung  ist  die 
selbständige  Darstellung  der  Systeme  höherer  Stufen  vorbereitet.  Näm- 
lich es  waren  diese  bisher  als  abhängig  von  gewissen  zu  Grunde  ge- 
legten Aenderungsweisen  dargestellt,  durch  welche  sie  eben  erzeugt 
wurden.  Diese  Abhängigkeit  können  wir  in  so  fem  aufheben,  als  wir 
zeigen  können,  dass  dasselbe  System  m-ter  Stufe  durch  je  m  Aende- 
rungsweisen erzeugbar  sei,  welche  demselben  angehören,  und  welche 
von  einander  unabhängig  sind  (in  dem  Sinne  von  §  16),  das  heisst  - 
von  keinem  System  niederer  Stufe  (als  der  m-ten)  umfasst  werden. 

Ich  will  zuerst  zeigen,  dass,  wenn  das  System  durch  irgend  welche 
m  Aenderungsweisen  erzeugbar  ist,  ich  dann  statt  jeder  beliebigen  der- 
selben eine  neue  von  den  (m  —  1)  übrigen  unabhängige,  demselben 
System  m-ter  Stufe  angehörige  Aenderungsweise  (p)  einführen,  und 
durch  diese  in  Verbindung  mit  den  (m  —  1)  übrigen  das  gegebene 
System  erzeugen  kann. 

Da   nach   der   Voraussetzung  p   dem   gegebenen   Systeme    m-ter 
Stufe  angehört,  so  |  wird  es  sich  (§  18)  darstellen  lassen  als  Summe  si 
von   Strecken,   die   den   ursprünglichen   Aenderungsweisen   angehören, 
das  heisst  [es  wird] 

gesetzt  werden  können,  wenn  a,  6,  c  .  . .  den  ursprünglichen  Aende- 
rungsweisen angehören.  Wenn  nun  a  die  Aenderungsweise  darstellt, 
&r  welche  p  eingeführt  werden  soll,  so  muss  p  von  den  übrigen 
hyC ...,  wie  wir  voraussetzten,  unabhängig  sein,  das  heisst  a  darf  nicht 
gleich  Null  sein,  während  hingegen  von  den  übrigen  Stücken  jedes  null 
sein  darf.  Ich  habe  nun  zu  zeigen,  dass  jedes  Element  des  durch 
Pj  bj  c  .  ,  ,  erzeugten  Systems  auch  dem  durch  a,  6,  c  . . .  erzeugten 
angehöre  und  umgekehrt,  sobald  beide  von  demselben  Anfangselemente 
aus  erzeugt  sind.  Das  erste  ist  unmittelbar  klar,  da  p  dem  durch 
a,  6,  c  .  .  .  erzeugten  Systeme  angehört,  das  zweite  bedarf  eines  aus- 
führlicheren Beweises. 

Ein  jedes  Element  des  durch  a,  6,  c  . . .  von  irgend  einem  An- 
fangselement aus  erzeugten  Systemes  kann  durch  eine  Aenderung 

q  =  a,  +  b^  +  c^-\ , 

wo  a^,  &2  7  ^2  *  • '  ^^^  ^j  ^}  ^  '  '  '  beziehlich  gleichartig  sind,  aus  dem 
Anfangselemente  erzeugt  werden.  Um  nun  hierin  statt  a,  die  Grösse 
p  oder  eine  ihr  gleichartige  einführen  zu  können,  nehme  man  für  den 
Augenblick  die   Grössen  p,  a,  h,  c  .  .  ,  als  entsprechende  an,  und  in 
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demselben    Sinne  mögen  p^,  a^,  b^,  c^  ...   einander  entsprechen,  so 
wird,  da 

j9  =  a  +  ft  +  ^  +  *** 

ist,  auch  nach  §  18  dieselbe  Gleichung  für  die  entsprechenden  Strecken 

gelten,  also 

l>i  =  «1  +  6i  +  ^1  H 

sein,  somit  auch 

«1  =JPi  —  ^  —  ^1 • 

Wird  dies  statt  a^  substituirt,  so  hat  mau 

a=lh  +  {h  -  &i)  +  (Csr  —  c,)  H , 

das  heisst  das  fraghche  Element  ist  aus  dem  Anfangselement  durch 
Aenderungen,  die  mit  p^h,  c  , ,  .  gleichartig  sind,  erzeugbar,  das  heisst 
[es]  gehört  dem  durch  p,hyC,,.  aus  demselben  Anfangselement  erzeugten 
Systeme  an.  Es  ist  also  die  Identität  beider  Systeme  bewiesen,  und 
gezeigt,  dass  man  statt  jeder  beliebigen  der  m  das  System  ursprüng- 
82  lieh  erzeugenden  Aenderuugsweisen  jede  beliebige  |  neue  einführen 
kann,  sobald  sie  nur  dem  gegebenen  Systeme  angehört  und  von  den 
übrigen  (beibehaltenen)  unabhängig  ist.  Und  da  man  dies  Verfahren 
fortsetzen  kann,  so  folgt,  dass  man  dasselbe  System  durch  je  m  un- 
abhängige Aenderungsweisen  desselben  erzeugen  kann  oder 

^Tede  Strecke  eines  Systems  m-ter  Stufe  kann  als  Summe  von  m 
Strecken^  welcJie  m  gegebenen  unabhängigen  Aenderungsweisen  des  Systetm 
angehöreny  dargestellt  werden ^  aber  auch  jedesmal  nur  auf  eine  Art. 

Es  ist  somit  das  System  unabhängig  gemacht  von  der  Auswahl  der 
m  unabhängigen  Aenderungsweisen,  wir  haben  es  noch  vom  Anfangs- 
elemente unabhängig  zu  machen. 

Es  sei  das  ursprünglich  angenommene  Anfangselement  a,  man 
mache  statt  dessen  ein  anderes  Element  ß  des  Systems  zum  Anfangs- 
element.    Ist  nun  y  irgend  ein  drittes  Element,  so  hat  man 

Sind  nun  [ßcc]  und  [ay]  durch  die  angenommenen  Aenderungsweisen 
darstellbar,  so  wird  es  auch  [ßy]  als  ihre  Summe  sein,  das  heisst  jedes 
Element,  was  durch  die  angenommenen  Aenderungsweisen  aus  a  er- 
«eugbar  ist,  ist  auch  durch  dieselben  aus  jedem  andern  Elemente  er- 
zeugbar; also: 

Jedes  System  m-ter  Stufe  kann  erzeugt  gedacht  werden  durch  je  m 
unabhängige  Ajmderungsiveisen  desselben  aus  jedetn  beliebigen  Element  des- 
selben^  das  heisst  aus  Einem  solchen  Elemente  können  alle  übrigen  durdi 
jene  Aenderungsweisen  erzeugt  werden. 
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Hierdurch  ist  nun  das  System  höherer  Stufe  als  für  sich  bestehendes 
eigenthümliches  Gebilde  dargelegt. 


B.     Anwendungen. 

§  21  —  23.     Unhaltbarkeit  der  biBherigen  Grundlage  der  Geometrie 

und  Versnoh  einer  neuen  Gmndlegnuig. 

§  21. 

Ich  schreite  nun  zu  den  Anwendungen  und  zwar  zunächst  auf 
die  Geometrie,  will  jedoch  zuvor  versuchen,  einen  rein  wissenschaffc- 
lichen  Anfang  für  die  Geometrie  selbst  und  zwar  unabhängig  von 
unserer  Wissenschaft  wenigstens  andeutungsweise  zu  entwerfen,  um 
so  die  Uebereinstimmung  und  Abweichung  in  dem  Gange  beider  Disci- 
plinen  desto  besser  zu  übersehen.  Ich  behaupte  nämlich,  dass  die 
Geometrie  noch  immer  eines  wissenschafthchen  Anfangs  entbehre,  und 
dass  die  Grundlage  für  das  ganze  Gebäude  der  Geometrie  bisher  an 
einem  Gebrechen  leide,  welches  einen  |  gänzlichen  Umbau  desselben  33 
Dothwendig  mache.  Wenn  ich  eine  solche  Behauptung  aufstelle,  welche 
den  durch  Jahrtausende  geheiligten  Bau  umzustürzen  droht,  so  darf  ich 
das  nicht,  ohne  dieselbe  durch  die  entscheidendsten  Gründe  zu  belegen. 

Das  Gebrechen,  dessen  Vorhandensein  ich  nachweisen  will,  ist  am 
leichtesten  am  Begriffe  der  Ebene  zu  erkennen.  Wie  dieselbe  in  den 
mir  bekannt  gewordenen  Bearbeitungen  der  Geometrie  definirt  wird, 
so  hegt  dabei  die  Voraussetzung  zu  Grunde,  dass  eine  gerade  Linie, 
welche  zwei  Punkte  mit  der  Ebene  gemeinschaftlich  habe,  ganz  in  die- 
selbe falle;  sei  es  nun,  dass  man  dies  stillschweigend  annehme  (so Euklid), 
oder  in  die  Definition  der  Ebene  hineinlege,  oder  endhch  als  beson- 
deren Grundsatz  aufstelle.  Das  erstere  zeigt  sich  sogleich  als  unwissen- 
schaffchch,  das  zweite  kann  aber,  wie  ich  sogleich  zeigen  werde,  eben  so 
wenig  auf  WissenschaftUchkeit  Anspruch  machen.  Denn  es  ist  klar, 
dass  die  Ebene  schon  bestimmt  ist,  sei  es  als  Gesammtheit  der  Par- 
allelen, welche  von  einer  Geraden  nach  einer  nicht  in  derselben  ent- 
haltenen Richtung  gezogen  werden  können,  sei  es  als  Gesammtheit  der 
Geraden,  welche  von  einem  Punkt  an  eine  Gerade  gezogen  werden  können. 

Bleiben  wir  nun  zum  Beispiel  bei  der  ersten  Bestimmung  stehen, 
so  ist  klar,  wie  nun  erst  erwiesen  werden  muss,  dass  jede  gerade  Linie, 
welche  zwei  dieser  Parallelen  schneidet,  auch  die  sämmthchen  übrigen 
schneiden  müsse,  ein  Satz,  welcher  nicht  ohne  eine  ßeihe  von  Hülfs- 
sätzen  erwiesen  werden  kann.  Definirt  man  nun  die  Ebene  etwa  als 
Fläche,  welche  alle  geraden  Linien,  die  zwei  Punkte   mit  ihr  gemein- 
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scbaftlich  haben^  vollständig  enthält,  so  leuchtet  ein,  wie  man  dadurch 
den  vorher  ausgesprocheneu  Satz,  unter  dieser  Definition  versteckt,  in 
da^  Gebiet  der  Geometne  einschmuggelt;  und  eben  so  wenig,  als  es 
sich  irgend  ein  Mathematiker  gefallen  lassen  würde,  wenn  man  den 
Beweis  des  Satzes,  dass  in  Parallelogrammen  die  gegenüberstehenden 
Seiten  gleich  lang  sind,  dadurch  vermeiden  wollte,  dass  man  das 
Parallelogramm  als  Viereck,  dessen  gegenüberliegende  Seiten  gleich 
und  parallel  sind,  definirte;  eben  so  wenig  darf  man  es  sich  ge&llen 
lassen,  wenn  der  oben  angeführte  Satz  durch  eine  solche  Definition 
34  der  Ebene  unrechtmässiger  Weise  in  die  Geometrie  |  eingeführt  wird. 
Es  bliebe  also,  wenn  man  bei  dem  bisherigen  Gange  der  Geometrie 
verharren  wollte,  nur  übrig,  jenen  Satz  zu  einem  Grundsatze  umzu- 
stempeln.  Allein  wenn  ein  Grundsatz  vermieden  werden  kann,  ohne 
dass  ein  neuer  eingeführt  zu  werden  braucht,  so  muss  dies  geschehen, 
und  wenn  es  eine  gänzliche  Umgestaltung  der  ganzen  Wissenschaft 
herbeiführen  sollte;  weil  durch  ein  solches  Vermeiden  die  Wissenschaft 
nothwendig  ihrem  Wesen  nach  an  Einfachheit  gewinnt. 

Gehen  wir  nun  von  diesem  Gebrechen  aus,  was  wir  nachgewiesen 
zu  haben  hoffen*),  weiter  zurück,  um  die  Ursachen  desselben  aufzu- 
finden, so  liegen  diese  in  der  mangelhaften  Auffassung  der  geometri- 
schen Grundsätze. 

Zuerst  muss  es  auffallen,  wie  neben  wirklichen  Grundsätzen,  welche 
geometrische  Anschauungen  aussagen,  häufig  unter  demselben  Namen 
ganz  abstrakte  Sätze  aufgeführt  werden,  wie:  „sind  zwei  Grössen  einer 
dritten  gleich,  so  sind  sie  selbst  einander  gleich",  und  welche,  wenn 
man  einmal  unter  Gnmdsätzen  vorausgesetzte  Wahrheiten  versteht, 
gar  nicht  diesen  Namen  verdienen.  In  der  That  glaube  ich  oben  (§1) 
nachgewiesen  zu  haben,  dass  der  soeben  angeführte  abstrakte  Satz 
nur  den  Begriff  des  Gleichen  ausdrücke,  und  dasselbe  gilt  auch  von 
den  übrigen  abstrakten  Sätzen,  welche  im  wesentlichen  darauf  hinaus- 
laufen, dass  das  aus  dem  Gleichen  auf  dieselbe  Weise  Erzeugte  selbst 
gleich  sei.  Von  diesem  Vorwurfe  der  Vermischung  von  Grundsätzen 
.  mit  vorausgesetzten  Begriffen  bleibt  indessen  Euklid  selbst  frei,  welcher 
die  erstem  mit  unter  seine  Fordenmgen  {alrt^ficcta)  au&ahm,  während 
er  die  letzteren  als  allgemeine  Begriffe  (xoival  ivvoiaC)  aussonderte, 
ein  Verfahren,  welches  schon  von  seinen  Kommentatoren  nicht   mehr 

*)  Es  könnte  freilich  sein,  d&s  es  eine  Darstellung  gebe,  die  den  gerügten 
Mangel  vermieden  hätte,  ohne  mir  bekannt  geworden  zu  sein.  Da  indessen  mit 
einer  solchen  Darstellimg  zugleich  die  Parallelentheorie,  dies  Kreuz  der  Mathe- 
matiker, müsste  ins  Reine  gebracht  sein,  so  konnte  ich  mit  ziemlicher  Gewisslieit 
annehmen,  dass  es  eine  solche  Darstellung  noch  nicht  gebe. 
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yerstanden  wurde^  und  auch  bei  neueren  Mathematikern  zum  Schaden 
der  Wissenschaft  wenig  Nachahmung  gefunden  hat.  In  der  That  kennen 
die  abstrakten  Disciplinen  der  Mathematik  gar  keine  Grundsätze;  son- 
dern der  erste  Beweis  geschieht  in  ihnen  durch  Aneinanderketten  von 
Erklärungen,  indem  von  keinem  andern  |  Fortschreitungsgesetze  6e-  36 
brauch  gemacht  wird,  als  von  dem  allgemein  logischen ,  dass  nämlich, 
?ras  von  einer  Reihe  von  Dingen  in  dem  Sinne  ausgesagt  ist,  dass  es 
von  jedem  einzelnen  derselben  gelten  soll,  auch  wirklich  von  jedem 
einzelnen,  was  jener  Reihe  angehört,  ausgesagt  werden  kann.  Und  dies 
Fortschreitungsgesetz,  was,  wie  man  sieht,  nur  ein  sich  besinnen  über 
das,  was  man  mit  dem  allgemeinen  Satze  hat  sagen  wollen,  enthält, 
als  Grundsatz  aufzustellen,  wie  es  in  der  Logik  missbrauchsweise  ge- 
schieht, wenn  es  nicht  gar  erst  in  ihr  bewiesen  wird,  «kann  keinem 
Mathematiker  -einfallen. 

§  22. 

In  der  Geometrie  bleiben  daher  als  Grundsätze  nur  übrig  die- 
jenigen Wahrheiten,  welche  der  Anschauung  des  Raumes  entnommen 
sind.  Diese  Grundsätze  werden  daher  richtig  gefasst  sein,  wenn  sie 
in  ihrer  Gesammtheit  die  vollständige  Anschauung  des  Raumes  geben, 
und  auch  keiner  aufgestellt  wird,  der  nicht  diese  Anschauung  voll- 
enden hülfe. 

Hier  zeigt  sich  nun  die  wahre  Ursache  des  mangelhaften  Anfanges 
der  Geometrie  in  ihrer  bisherigen  Bearbeitung;  nämlich  theils  werden 
Grundsätze  übergangen,  welche  ursprüngliche  Raumesanschauungen  aus- 
drücken, und  die  dann  nachher,  wo  ihre  Anwendung  erfordert  wird, 
stillschweigend  vorausgesetzt  werden  müssen,  theils  werden  Grundsätze 
aufgestellt,  die  keine  Grundanschauung  des  Raumes  ausdrücken,  und 
sich  daher  bei  genauerer  Betrachtung  als  überflüssig  ergeben,  und 
überall  gewähren  die  Grundsätze  in  ihrer  Gesammtheit  den  Eindruck 
eines  Aggregats  von  möglichst  klaren  Sätzen,  welche  behufs  möglichst 
bequemer  Beweisführung  zusammengestellt  sind.  —  Die  Grundsätze 
der  Qeometrie,  wie  wir  sie  voraussetzen  müssen,  sagen  vielmehr  die 
Grundeigenschaften  des  Raumes  aus,  wie  sie  unserer  Vorstellung  ur- 
sprünglich  mitgegeben  sind,  nämlich  dessen  Einfachheit  und  relative 
Beschränktheit. 

Die  Einfachheit  des  Raumes  wird  ausgesagt  in  dem  Grundsatze: 

•  Der  Baum  ist  an  allen  Ortest  wid  nach  allen  Richtungen  gleich  be- 
schaffen y  das  heisst  an  allen  Orten  und  nach  allen  Richtungen  Joannen 
gleiche  Koyistruktionen  volUogen  werden. 

Dieser  Grundsatz  zerfällt  schon   seinem  Ausdruck  nach   in   zwei 

Grussmann,  Werke.    L  5 
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Grundsätze,  von  denen  der  eine  die  Möglichkeit  der  Fortbewegung,  der 
audere  die  Möglichkeit  der  Schwenkung  setzt,  nämlich: 

36  1)  dass  eine  Gleichheit  denkbar  ist  hei   Verschiedetilwit  des  Ortes. 

2)  dass  eine  GleichJwit  denkbar  ist  bei  Verschicdeniteit  der  liiddung, 
und  namentlich  auch  bei  ei\tgegengcsetztcr  liichtung. 

Nennen  wir  Konstruktionen,  welche  an  verschiedenen  Orten  ganz 
auf  dieselbe  Weise  erfolgen,  sicli  also  nur  dem  Orte  nach  unterscheiden, 
jjfleich  und  gleichläufig  *),  die,  welche  sich  nur  dem  Orte  und  der  Rich- 
tung nach  unterscheiden,  absolut  gleich,  und  insbesondere  die,  welche 
nach  entgegengesetzter  Richtung  auf  dieselbe  Weise,  wenn  auch  an 
verschiedenen  Orten,  erfolgen,  gleich  und  gegenläufig  oder  kurzweg 
entgegengesetzt,  und  halten  |wirj  dieselben  Benennungen  auch  für  die 
Resultate  der  Konstruktion  fest,  so  können  wir  jene  beiden  Grundsätze, 
wenn  wir  aus  dem  zweiten  noch  den  partiellen  8atz  herausheben,  be- 
stimmter so  ausdrücken: 

1)  Was  durch  gleidie  und  gleichläufige  Konstruktionen  erfolgt,  ist 
wieder  glei<^h  und  gleichläufig. 

2)  Was  durdh  entgegetigesetete  Konstruktionen  erfolgt,  ist  wieder  ent- 
gegengesetzt. 

3)  Was  durdi  absolut  gleidie  Konstridctionen  (wenn  auch  an  ver- 
sdiiedenen  Orten  und  na<:h  verschiedenen  Anfangsriditungen)  erfolgt^  ist 
wieder  absolut  gleidi. 

Die  beiden  ersten  von  diesen  drei  Grundsätzen  bilden  die  positive 
Voraussetzung  für  den  Theil  der  Geometrie,  der  dem  ersten  unserer 
Wissenschaft  entspricht.  Die  relative  Beschränktheit  des  Raumes  wird 
dargestellt  durch  den  Grundsatz: 

Der  Raum  ist  ein  System  drifter  Stufe. 

Dem  Verständniss  desselben  müssen  Erklärungen  und  Bestimmungen 
vorangehen,  wie  wir  sie  oben  in  der  abstrakten  Wissenschaft  gegeben 
haben. 

§  23. 

Die  unmittelbare  Evidenz  dieser  Grundsätze  und  ihre  ünentbehr- 

37  lichkeit  bietet  sich  wohl  einem  jeden  sogleich  dar:  ohne  |  den  ersten 
37  ist  keine  gerade  Linie,  ohne  den  zweiten  keine  ,  Ebene  (s.  unten),  ohne  den 

• 

*)  Wir  schliessen  uns  hier  mehr  an  die  gewöhnliche  Auffassungsweise  an, 
indem  wir  nur  dem  Bogriffe  des  Parallelen  die  bestimmteren  des  Gleichläufigen 
und  Gegenläufigen  (s.  S.  49  Anm.)  substituiren ;  sonst  wäre  es  angemessener  gewesen, 
hierfür  einen  einfacheren  Ausdruck,  wie  etwa  „vollkommen  gleich"  einzuführen. 
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dritten  kein  Winkel  möglich,  während  der  letzte  den  Raum  selbst  in 
seiner  dreifachen  Ausdehnung  darstellt,  und  obgleich  dieselben  in  den 
gewöhnlichen  Darstellungen  meist  übergangen  werden,  so  hält  es  doch 
nicht  schwer,  die  Stellen  nachzuweisen,  wo  von  denselben  stillschwei- 
gend Gebrauch  gemacht  wird.  Dass  dieselben  ausreichen  für  die  Geo- 
metrie, kann  nur  vollständig  aus  einander  gelegt  werden  durch  Ent- 
faltung der  Geometrie  selbst  aus  diesem  Keime  heraus.  Wir  fahren 
jedoch  hier  fort  in  unserm  mehr  andeutenden  als  ausführenden  Ver- 
fahren. 

Den  Satz,  dass  zwischen  zwei  Punkten  nur  Eine  gerade  Linie 
moghch  ist,  oder,  wie  ihn  Euklid  ausdrückt,  dass  zwei  gerade  Linien 
nicht  einen  Raum  (;|r(D9toi/)  umschliessen  können,  hier  als  Grundsatz 
übergangen  zu  sehen,  mag  auffallen;  doch  liegt  derselbe  in  dem  richtig 
aufgefassten  ersten  Grundsatze.  Nämlich,  sollten  zwei  gerade  Linien, 
welche  einen  Punkt  gemeinschaftlich  haben,  noch  einen  zweiten  Punkt 
gemeinschaftlich  haben,  so  würde  der  Raum  an  diesem  zweiten  Punkt 
anders  beschaffen  sein,  als  an  den  andern,  wenn  die  Linien  nicht  zu- 
gleich auch  alle  andern  Punkte  gemeinschaftlich  hätten,  also  ganz  in 
einander  fielen.  Sollte  dieser  Beweis,  der  sich  übrigens  bei  einer  wirk- 
lichen Ausführung  der  Wissenschaft  viel  strenger  ausnehmen  würde, 
zu  sehr  ein  philosophisches  Gepräge  zu  haben  scheinen,  so  mag  man 
den  Satz  für  die  mathematische  Darstellung  immerhin  als  partiellen 
Grundsatz  aufstellen,  wenn  man  sich  nur  seiner  Zusammengehörigkeit 
mit  jenem  ersten  Gnmdsatze  bewusst  bleibt*). 

Für  die  weitere  Entwicklung  beSienen  wir  uns  hier,  um  zwei 
Grössen  als  gleich  imd  gleichläufig  zu  bezeichnen,  eines  Zeichens  (#), 
welches  aus  dem  des  Gleichen  (=)  und  des  Parallelen  (  ||  )  kom- 
binirt  ist. 

Wenn  nun  zwei  Strecken  AB  und 
-ßC  entgegengesetzt  sind  mit  zwei  andern 
DE  und  EF  (vgl.  Fig.  6),  so  dass  also 

ABi^ED,    BC#FE 

ist,  so  muss  nach  dem   zweiten  Grund-        ;     /  11/  38 

satze  auch  AC  entgegengesetzt  mit  DFj 
das  heisst  Jf- 

CA  :^  DF  38 

sein.     Fällt  also  C  auf  7),  so  muss  auch  CA  auf  DF,  also  A  auf  F 
fallen,  und  die  vier  Strecken  bilden  ein  Viereck  ABCE.    Also  „wenn 

*)  üeberhaupt  ist  die  Zerspaltung  in  möglichst  besondere  Grundsätze  der 
mathematischen  Methode  eigenthümlich  und  forderlich,  Tgl.  auch  Einleitung  Kr.  \'d. 

5* 


r 
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von  den  vier  stetig  nach  einander  beschriebenen  Seiten  eines  Vierecks 
zwei  einander  entgegengesetzt  sind,  so  sind  es  auch  die  beiden  an- 
dern *)".  Oder  wenn  ein  beliebiges  räumliches  Gebilde,  sich  selbst 
parallel  bleibend,  so  fortschreitet,  dass  Ein  Pijpkt  eine  gerade  Linie 
beschreibt,  so  beschreiben  auch  alle  übrigen  Punkte  gerade  Linien, 
welche  mit  der  ersteren  gleichläufig  und  gleich  sind. 

Hieraus  ergiebt  sich  leicht,  dass,  wenn  zwei  parallele  Linien  von 
einer  dritten  geschnitten  werden,  und  man  mit  dieser  dritten  eine 
Parallele  zieht,  welche  die  eine  jener  parallelen  Linien  schneidet,  sie 
auch  die  andere  schneiden  muss  (und  auf  diese  Weise  ein  Viereck 
bildet,  in  welchem  die  gegenüberstehenden  Seiten  gleich  lang  sind), 
oder  allgemeiner:  wenn  man  eine  Ebene  dadurch  erzeugt,  dass  man 
von  allen  Punkten  einer  zu  Grunde  gelegten  geraden  Linie  Parallele 
zieht,  so  wird  jede  gerade  Linie,  welche  von  einem  Punkte  der  Ebene 
mit  der  zu  Grunde  gelegten  Linie  parallel  gezogen  wird,  ganz  in  die 
Ebene  fallen.  Nennen  wir  die  Richtung  der  zu  Grunde  gelegten  Linie 
und  die  der  von  ihr  aus  gezogenen  Parallelen  die  Grundrichtungen  der 
Ebene,  so  können  wir  sagen,  dass  jede  gerade  Linie,  welche  von  einem 
Punkte  der  Ebene  nach  einer  ihrer  Grundrichtungen  gezogen  wird, 
ganz  in  dieselbe  falle. 

Hieraus  lässt  sich  endlich  folgern,  dass  jede  gerade  Linie,  welche 
zwei  Punkte  der  Ebene  verbindet,  ganz  in  dieselbe  fällt.  Der  Beweis 
kann  ganz  analog  der  Darstellung  in  der  abstrakten  Wissenschaft,  wie 
sie  in  §  18  gegel)en  ist,  geführt  werden.  Wenn  nämlich  auch  hier  aus 
einem  Punkt  der  Ebene  «  ein  anderer  ß   derselben  Ebene,  durch  die 

3ü  Fortbewegungen  a  und  ft,  welche  den  |  Grundrichtungen  angehören, 
erzeugt  wird,  so  kann  man  durch  Wiederholung  dieser  und  der  ent- 

89  gegengesetzten  Fortbewegungen,  |  ganz  eben  so  wie  es  in  §  18  gezeigt 
war,  eine  unendliche  Reihe  von  Punkten  erzeugen,  welche  alle  in  Einer 
geraden  Linie  liegen  imd  der  gegebenen  Ebene  angehören;  indem  man 
dann  /3  an  a  sich  stetig  anschliesseu  lässt,  erhält  man  jene  gerade 
Linie  in  ihrer  Vollständigkeit,  und  indem  man  endlich  den  Begriff  des 
Entsprechenden  auf  gleiche  Weise  wie  dort  anwendet,  so  kann  man 
eine  gerade  Linie  erzeugen,  welche  zwei  beliebige  in  der  Ebene  ge- 
gebene Punkte  verbindet  und  ganz  in  der  Ebene  liegt.  Da  nun  zwischen 
zwei  Punkten  nur  Eine  gerade  Linie  möglich  ist,  so  muss  auch  jede 

•)  Hierbei  ist  immer  festzuhalten,  dass  nach  dem  Obigen  unter  entgegen- 
gesetzten Strecken  immer  gleiche,  aber  gegenläufige  verstanden  sind.  Der  Satz 
in  der  Form:  „sind  in  einem  Vierecke  zwei  Seiten  parallel  und  gleich,  so  sind  es 
auch  die  beiden  andern/^  ist  nicht  mehr  allgemein  richtig,  wenn  man  auch  Vier- 
ecke mit  sich  schneidenden  Seiten  annimmt. 
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gerade  Linie,  welche  zwei  Punkte  der  Ebene  verbindet,  mit  der  vorher 
zwischen  denselben  Punkten  erzeugten  zusammenfallen,  also  auch  ganz 
in  die  Ebene  fallen.  Diese  Andeutungen  mögen  genügen,  um  einen 
Torläufigen  Begriff  zu  geben  von  einem  wissenschaftlichen  Anfange  der 
Geometrie*). 

§  24.     Geometrisohe  Aufgaben  nnd  Sätze;  Mitte* zwischen 

mehreren  Funkten. 

Wir   schliessen   hieran   eine   Reihe   von   geometrischen   Aufgaben, 
welche  sich  durch  die  in  diesem  Kapitel  gegebene  Methode  lösen  lassen, 
nnd  setzen  dabei,  ohne  die  Anwendung  des  Zirkels  zu  gestatten,  nur 
voraus,  dass  man  durch  zwei  Punkte,  unter  welchen  auch  ein  unendlich 
entfernter  sich  befinden  darf,  eine  gerade  Linie,  und  durch  drei  Punkte, 
die  nicht  in  gerader  Linie  liegen,  eine  Ebene  zu  legen  vermöge.   Lidem 
wir  sagen,  dass  im  ersten  Falle  unter  den  beiden  Punkten  auch  eJner 
unendlich  entfernt  sein  dürfe,  so  wollen  wir  damit  die  Forderung  aus- 
drücken, mit  einer  gegebenen  geraden  Linie  eine  Parallele  zu  ziehen. 
Die  genannten  Forderungen   sind  überhaupt  die  einzigen,  die  wir  für 
den  Theil  der  Geometrie,  welcher  dem  ersten  Theile  unserer  Wissen- 
schaft entspricht;  aufstellen**). 


Fig.  7a. 
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Aufgabe  1.  Eine  Strecke  AX  zu  zeichnen,  welche  einer  gegebenen  40 
BC  gleich  und  gleichläufig  ist  (vgl.  Fig.  7  a  und  7  b). 
Auflösung.  Man  ziehe  AI)  parallel  BC  und  CE  parallel  BA, 
so  ist  der  Durchschnittspunkt  dieser  beiden  Linien  der  gesuchte 
Punkt  X.  Liegt  ins  besondere  der  Punkt  A  in  der  geraden  Linie 
JBC,  so  nehme  man  einen  Punkt  D  ausserhalb  derselben,  mache 
nach  dem  soeben  angegebenen  Verfahren  DE  #  BC  und  AF  ^  DE^ 
so  ist  F  der  gesuchte  Punkt  A'. 

*)  Vg^*  zu  diesem  ganzen  Abschnitt  (§  15  —  23)  den  Anhang  I  „Ueber  das 
Verhältniss  der  nichteuklidischen  Geometrie  zur  Ausdehnungslehre".     (1877.) 

**)  Man  pflegt  die  Forderung,  mit  einer  gegebenen  Linie  eine  Parallele  zu 
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Aufgabe  2.  Eine  Strecke  in  beliebig  viele  gleiche  Theile  zu  theilen. 

Die  Auflösung  kann  vermittelst  der  in  der  vorigen 
*  ^*  Aufgabe  gegebenen  Konstruktion  auf  die  gewohn- 


^ 
..''  ' 


'     liehe  Auflösung  zurückgeführt  werden. 
"'      /       /         Aufgabe  3.  Den  Punkt  X  zu  finden^  welcher 


/ 


y 


j       I       der  Gleichung 


^-^  ^    i  [AX]=^[BC]  +  \DE] 

P. f  genügt*)  (vgl.  Fig.  8). 

Auflösung.     Man     macht     AF  ^  liC    und 
FG  #  DE,  so  ist  Cr  der  gesuchte  Punkt. 
Aufgabe  4.    Den  Punkt  X  zu  finden  ^  welcher  der  Gleichung 

{AX\  =  \BC'\  —[DE] 
genügt. 

Für  die  folgenden  Sätze  und  Aufgaben  will  ich  ein  Paar  neue  Be- 
nennungen einführen,  welche  zur  Erleichterung  der  Ausdrucksweise 
wesentlich  sind.  Nämlich  unter  der  Ahucidning  des  Punktes  A  von 
einem  andern  B  verstehe  ich  die  Strecke  BA  mit  Festhaltung  ihrer 
Richtung  und  Länge,  and  unter  der  Gctammiahweichung  eines  Punktes  i? 
yon  einer  Punktreihe  A,  B,  C,  ...  verstehe  ich  die  Summe  der  Ab- 
weichungen jenes  Punktes  von  den  einzelnen  Punkten  dieser  Reihe, 
also   die  Summe 

[AR\  +  [BR]  +  ICRj-i , 

wobei,  wie  sich  von  selbst  versteht,  der  im  Vorigen  entwickelte  Be- 
griilf  der  Summe  zu  Grunde  gelegt  ist.  Hieraus  ist  von  selbst  klar, 
dass  die  Gesammtab weichung  einer  Punktreihe  A,  B ,  C  . , .  von  einem 
Punkte  R  durch  die  Summe 

[RA]  +  [RB]  +  [RC]  +  . .  • 


ziehen,  nicht  mit  unter  die  PoHtulate  der  Geometrie  aufzunehmen;  allein  wir  haben 
dieselbe  nur  anzusehen  als  einen  speciellen  Fall  der  Forderung,  zwei  Punkte  durch 
eine  gerade  Linie  zu  verbinden.  Will  man  diese  Forderung  nicht  mit  aufnehmen, 
so  bleibt  die  Reihe  von  Sätzen  und  Aufgaben,  welche  sich  bloss  auf  das  Ziehen 
von  geraden  Linien  beschränken,  gänzlich  unfruchtbar,  indem  man  dann  nicht 
einmal  die  Projektion  übersehen  kann,  bei  welcher  ja  endlich  entfernte  Punkte 
ins  Unendliche  rücken  können  und  umgekehrt. 

•)  Ich  bediene  mich  hier  der  in  der  abstrakten  Wissenschaft  eingeführten 
Bezeichnung  der  Strecken,  indem  ich  unter  [AB]  die  Strecke  mit  festgehaltener 
Richtung  und  Länge  verstehe ,  weshalb  hier  das  Gleichheitszeichen  auch  wieder 
das  gewöhnliche  ist**). 

**)  Vgl.  die  Anm.  zu  S.  50.     (1877.) 
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dargestellt  wird.     Nun  kann  ich  aus  einer  Gleichung 

(1)  [AB]  +  [CD]  +  \EF]  + 0, 

mdem  ich  statt  [AB]  nach  dem  allgemeinen  BegriflF  der  Summe  (§  19)  41 
schreibe   [AR]  +  [HB]  oder  [RB]  —  [BA],  und  ebenso  statt  [CD] 
dea  Ausdruck   [BD]  —  [BC]   einführe  und  so  weiter,  und  indem  ich 
dann  [/^-.4],  [JJC],  . .  .  mit  umgekehrtem  Zeichen  auf  die  andere  Seite 
bringe,  die  Gleichung  ableiten: 

(2)  [RA]  +  [RC]  +  [RE]  + [RB]  +  [RD]  +  [RF]  +  •  • ., 

• 

WO  beide  Seiten  gleich  viel  Glieder  haben.  Diese  so  einfache  Um- 
gestaltung fQhrt  direkt  zu  einer  Reihe  der  schönsten  und  einfachsten 
Sätze,  wenn  man  nur  noch  bedenkt,  dass  man  aus  der  zweiten  Glei- 
chung durch  das  rückgängige  Verfahren  wieder  die  erste  gewinnen 
kann.     Nämlich  erstens: 

Wenn  die  Gesammtahtveichung  eines  Punktes  B  von  einer  FunJct- 
reifiey  gleicli  der  Gesammtabweichung  desselben  Punktes  von  einer  andern 
Punktreüie  ist,  welche  aber  eben  so  viel  Punkte  enthält,  wie  jene  erste:  so 
gilt  dasselbe  auch  für  jeden  andern  Punkt,  der  statt  B  gesetzt  werden 
fnag,  und  es  ist  femer  die  Summe  der  Strecken,  welche  von  den  Punkten 
der  einen  Beihe  nach  de>%  entsprechenden  der  andern  gezogen  werden,  gleich 
Null,  wie  man  auch  immer  jene  beiden  Punktreihen  als  entsprechend 
setzen  möge. 

Femer: 

Wenn  die  Summe  mehrerer  {m)  Streclcen  null  ist,  so  bleibt  die  Summe 
auch  null,  wom  man  die  Anfangspunkte,  oder  auch  die  Endpunkte  be- 
liebig unter  sich  vertauscht  (zum  Beispiel  statt  AB  und  CD  setzt  AD 
und  CB),  und  zugleich  ist  die  Gesammtabweichung  der  Endpunkte  von 
jedem  beliebigen  Punkte  B  stets  gleich  der  Gesammtabweichung  der  An- 
fangspunkte  von  demselben  Punkte  B. 

Als  besondere  Fälle  dieser  allgemeinen  Sätze  erscheinen  die,  wo 
einige  Punkte  oder  alle  Punkte  der  einen  oder  der  andern  Reihe  zu- 
sammenfallen. Fallen  alle  m  Punkte  der  einen  Reihe  in  einen  Punkt  S 
zusammen,  so  haben  wir  nun,  da  die  Gesammtabweichung  dieser  m 
Punkte  gleich  der  ;y<- fachen  Abweichung  des  einen  Punktes  S  ist,  die 
Sätze  in  folgender  Gestalt: 

Wenn  die  Gcsammtahweichung  einer  Beihe,  u^lche  m  Punkte  ent- 
hält, von  einem  Funkte  B,  gleich  ist  der  m- fachen  Abweichung  eines 
Punktes  S  von  demselben  Punkte  B,  so  gilt  dasselbe  auch  \  in  Bezug  auf  42 
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jrden  atulern  Punkt  j  der  statt  R  gesetzt  tcerden  fnag^  und  die  GesamnU- 
ahiveichung  jener  Puultrcihc  voyi  dem  Punkte  S  ist  null, 

und  umgekehrt: 

Wenn  die  Gesammtabiceichuny  eines  Punktes  S  von  einer  Reihe  voti 
m  Punkten  null  ist,  so  ist  die  Gesammtdbweichung  irgend  eines  Punktes  B 
von  jener    Reihe   gleich    der    m-fadien    Abweichung    desselbefi    Punktes 

von  S. 

Aus  dem  letzten  Satze  folgt,  dass  es  ausser  dem  Punkte  S  keinen 
andern  gebe,  welcher  derselben  Bedingung  genüge;  wir  können  ihn 
daher  mit  einem  einfachen  Namen  bezeichnen,  und  nennen  ihn  die 
Mitte  jener  Punktreihe*).  Es  ist  also  unter  der  Mitte  einer  Punkt- 
reihe derjenige  Punkt  verstanden,  dessen  Gesammtabweichung  von  jener 
Iteihe  null  ist.  Aus  dem  ersten  dieser  beiden  Sätze  ergiebt  sich  eine 
höchst  einfache  Konstruktion  der  Mitte.  Nämlich  ist  die  Mitte  zwischen 
m  i^unkten  zu  suchen,  so  ziehe  man  von  irgend  einem  Punkte  R  die 
Strecken  nach  diesen  Punkten,  und  mache  RS  gleich  dem  m-ten  Theil 
von  der  Summe  dieser  Strecken  (nach  Aufgabe  3  und  2),  so  ist  S  die 
Mitte.  Lässt  man  bei  allen  früheren  Sätzen  noch  einige  Punkte  zu- 
sammenfallen, so  erhält  man  mehrfache  Punkte,  oder  Punkte  mit  zu- 
gehörigen Koefficienten,  und  für  sie  gelten  noch  immer  dieselben  Sätze^ 
zum  Beispiel :  Sind  m  Punkte  -4^  .  . .  Am  mit  den  zugehörigen  Koeffi- 
cienten «1  . . .  a,n  und  n  Punkte  -Bj  . .  .  B»  mit  den  zugehörigen  Koef- 
ficienten /3j  ...  ß„  gegeben,  und  ist  zugleich 

«1    H h  «m  =  A    H h  ßny 

so  wird  immer,  wenn  die  Gesammtabweichung  des  ersten  Vereins  von 
irgend  einem  Punkte  R  gleich  der  des  zweiten  von  demselben  Punkte, 
das  heisst 

a,  [RA,]  +  . . .  +  «,. \RA„:]  =  ß,  [RR,]  +  '-  +  ßn  [RUn] 

ist,  dasselbe  auch  gelten  für  jeden  andern  Punkt,  der  statt  R  gesetzt 
werden  mag.  —  Und  auf  gleiche  Weise  könnten  auch  die  übrigen 
Sätze  umgestaltet  werden. 

Wir  haben  hier,  um  sogleich  eine  üebersicht   zu    geben,  vorge- 
4«  griffen,  indem  wir  den  Begriff  der  |  Zahl  mit  aufgenommen  haben,  von 
dem  in  der  abstrakten  Wissenschaft  bisher  rioch  nicht  die  Rede  sein 
konnte. 


•)  Ich  habe  mich  über  den  Gebrauch  dieses  Namens  statt  des  sonst  üblichen 
dos  Centrums  der  mittleren  Entfernungen  schon  andenveitig  gerechtfertigt  (Crelle's 
Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik  Bd.  XXIV).  fin  der  Ab- 
handlung: Theorie  der  Centralen,  s   dort  insbesondere  S.  271.] 
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§  25.     Die  NeutonBOhen  Grandgesetze  der  Mechanik. 

Die  Anwendung  unserer  Wissenschaft  auf  die  Statik  und  Me- 
chanik ist  vorzugsweise  geeignet^  die  Bedeutung  derselben  ans  Licht 
treten  zu  lassen. 

Betrachten  wir  zuerst^  um  das  Ganze  von  Anfang  an  zu  begründen, 
die  Neutonschen  Grundgesetze,  so  besteht  das  erste*)  aus  zwei  un- 
gleichartigen Theilen,  deren  ersterer,  dass  nämlich  jeder  ruhende  Körper 
im  Zustande  der  Kühe  bleibt,  bis  eine  Kraft  ihn  in  Bewegung  setzt, 
in  dem  BegriflTe  der  Kraft,  als  Ursache  der  Bewegung,  liegt,  während 
der  andere  Theil  aussagt,  dass  jeder  bewegte  Körper,  so  lange  keine 
Kräfte  auf  ihn  einwirken,  dieselbe  Bewegung  beibehält,  das  heisst  dass 
er  in  gleichen  Zeiten  stets  gleiche  Strecken  (im  Sinne  unserer  Wissen- 
schaft, also  gleich  lange  und  gleichläufige)  beschreibt.  Da  diese  fort- 
gesetzte Bewegung  als  eine  fortdauernde  Kraft  erscheint,  so  können 
wir  dies  Gesetz  noch  einfacher  so  ausdrücken: 

Jede  Einwirkung  einer  Kraft  auf  die  Materie  ist  zugleich  die  Mit- 
Oieilung  einer  sich  selbst  stets  gleich  bleibenden  (das  heisst  gleich  stark 
und  parallel  bleibenden)  Kraft  an  dieselbe. 

Diese  mitgetheilte  und  nach  der  Mittheilung  der  Materie  einwoh- 
nende Kraft  ist  demnach  wohl  zu  unterscheiden  von  der  Kraft,  welche 
auf  die  Materie  einwirkt  (ihren  Sitz  also  anderswo  hat). 

•  Das  zweite  Neuton'sche  Grundgesetz**)  enthält  ebenfalls  zwei 
ungleichartige  Theile,  und  jeder  derselben  enthält  eine  Grundvoraus- 
setzung, welche  aber  in  dem  Neuton'schen  Ausdrucke  des  Satzes  etwas 
versteckt  liegt.  Nämlich  ausser  dem  Zusammenhange  betrachtet,  scheint 
der  Satz  weiter  nichts  aussagen  zu  wollen,  als  dass,  wenn  verschie- 
dene Kräfte  auf  dasselbe  Theüchen  wirkend  gedacht  werden,  die  mit- 
getheilten  Bewegungen  den  Kräften  proportional  und  gleichgerichtet 
seien;  allein  dies  wäre  kein  |  Grundgesetz,  sondern  bloss  die  Anwen-  44 
düng  des  Begriffs  der  Kraft,  indem  die  Kraft  als  supponirte  Ursache 
der  Bewegung  nur  durch  diese  bestimmt  und  gemessen  werden  kann. 
Aber  dass  dies  auch  nicht  der  Sinn  jenes  Satzes  sein  soll,  ergiebt  sich 
aus  dem  Zusammenhange,  und  es  zeigt  sich,  dass  derselbe  einestheils 
aussagen  soll,  wie  dieselbe  Kraft  auf  verschiedene  Massen  wirkt,  und 

*)  „Corpus  omne  perseyerarc  in  statu  suo  quiescendi  vel  movendi  uniformiter 
in  directum,  nisi  quatenus  a  viribus  impressis  cogitur  statum  illum  mutare." 
Newton,  philosophiae  naturali»  principia  mathematica,  Lex  I. 

**)   ,,Mutationem  motus  proportionalem  esse  vi  motrici  impressae,  et  fieri  se- 
cundum  lineam  rectam,  qua  vis  iUa  imprimitur." 
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andemtheils,  wie  dieselbe  Kraft  auf  denselben  Körper  in  verschiedenen 
Zuständen  seiner  Bewegung  wirkt,  das  lieisst  wie  die  einwirkende  Kraft 
sich  mit  einer  andern,  die  dem  Körper  schon  einwohnt,  verbindet. 
Dies  letztere  wird  so  ausgedrückt,  dass  dann  die  Veränderung  der  Be- 
wegung in  der  Richtung,  in  welcher  die  Kraft  wirkt,  und  ihr  propor- 
tional erfolge.  Fasst  man  diesen  BegriflF  der  Veränderung  der  ein- 
wohnenden Kraft  durch  die  hinzutretende  genauer  auf,  so  ist  er  nichts 
anderes,  als  was  wir  unter  der  Addition  verstanden,  sobald  wir  uns 
die  Kräfte  als  Strecken  vorstellen.  Wir  fassen  daher  diesen  Theil  des 
Grundgesetzes  besser  so: 

Zwei  demselben  Punkte  mitgetlieilte  Kräfte  stimmiren  sich. 

Der  andere  Theil  jenes  Gesetzes  verwandelt  sich,  wenn  wir  das  aus- 
scheiden, was  schon  im  BegriflF  der  Kraft  liegt,  oder  aus  ihm  gefolgert 
werden  kann,  in  das  Grundgesetz: 

Zwei  materielle  Theildie^t,  welche  von  irgend  einer  bewegenden  Kraft 
gleicJie  EinwirTcungen  erleiden,  erleiden  auch  durch  jede  andere  bewegende 
Kraft  gleiche  Eintvirkungen. 

Zwei  solche  Theilchen,  die  wir  uns  als  Punkte,  oder  als  Theile 
von  unendlich  kleiner  Ausdehnung  vorstellen  können,  nennen  wir  dann 
an  Masse  gleich. 

Dass  dies  Gesetz  die  eigentliche  Grundlage  ist  von  jenem  Theil 
des  Neuton'schen  Grundgesetzes,  würde  sich  durch  eine  genaue  Analyse 
desselben  leicht  ergeben,  der  Nachweis  würde  mich  jedoch  hier  zu^ 
weit  führen.  Doch  ist  es  wichtig,  zu  bemerken,  wie  wir  hierdurch  zu 
einem  bestimmten  und  allgemeinen  Mass  der  Kräfte  gelangen,  indem 
wir  die  Kraft  gleich  setzen  können  der  Strecke,  welche  ein  materielles 
Theilchen,  dessen  Masse  als  Einheit  der  Massen  zu  Grunde  gelegt  ist, 
in  der  Zeiteinheit  beschreibt,  wenn  jene.  Kraft  ihm  dauernd  einwohnt, 
das  heisst  die  Kraft,  welche  der  Masseneinheit  einwohnt,  ist  gleich 
ihrer  Geschwindigkeit. 

45  Das    dritte   Neuton'sche  Gesetz   endlich,  von  der  |  Gleichheit  der 

Wirkung  und  Gegenwirkung*),  können  wir  so  ausdrücken: 

Wenn  zwei  Theilchen  von  gleicher  Masse  auf  einander  wirlceti,  so 
bleibt  die  Summe. ihrer  Bewegungen  stets  dieselbe j  als  wenn  sie  nicht  auf 
einander  wirkten. 

Es  ist  übrigens  klar,  wie  die  vier  soeben  dargestellten  Gesetze 
von  der  Beharrung,  der  Summation  der  Kräfte,  der  gleichen  Masse  und 

*)  Actioni  contrariam  semper  et  aequalem  esse  reactionem:  siye  corporum 
dnomm  actiones  in  se  mutuo  semper  esse  aequales  et  in  partes  contrarias  dirigi. 
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der  gegenseitigen  Einwirkung  ins  Gesammt  nur  Ein  Hauptgesetz  dar- 
stellen, nämlich,  dass  die  Kräfte  sich  in  ihrer  Gesammtheit  erhalten. 
Das  Beharrungsgesetz  sagt  die  Erhaltung  der  einzelnen  Kraft  an  dem 
einzelnen  Theilchen  aus,  das  Summationsgesetz  die  Erhaltung  zweier 
Kräfte  an  dem  einzelnen  Theilchen  in  ihrer  Summe,  das  letzte  die  Er- 
haltung der  Gesammtkraft  bei  gegenseitiger  Einwirkung,  welches 
wiederum  schon  das  dritte  voraussetzt;  denn  das  dritte  lehrt,  indem 
es  den  Begriff  der  Masse  begründet,  die  Gesammtkraft  eines  Vereins 
von  Punkten  durch  Addition  der  Kräfte,  welche  die  einzelnen  an  Masse 
gleichen  Punkte  erfahren,  finden. 

§  26.    Gesammtbewegung,  Bewegung  des  Sohwerpimkts. 

Daher  können  wir  durch  Kombination  dieser  Sätze  sogleich  den 
allgemeinen  Satz  aufstellen: 

Die  Gesammtkraft  (oder  die  Gesammtbewegung),  die  einem  Verein 
von  materiellen  Theildien  zu  irgend  einer  Zeit  einwohnt,  ist  die  Summe  aus 
der  Gesammtkraft  {oder  der  Gesammtbewegung),  die  ihm  zu  irgend  einer 
früheren  Zeit  einwohnte,  und  den  sämmtlichen  Kräften,  die  ihm  in  der 
Zwischenzeit  von  aussen  mitgetheilt  sind;  toenn  nämlich  alle  Kräfte  als 
Strecken  aufgefasst  werden  von  konstanter  Richtung  und  Länge,  und  auf 
an  Masse  gleiche  Punkte  bezogen  werden. 

Die  einwohnende  Kraft  und  die  einwohnende  Bewegung  sind  näm- 
lich nach  dem  vorigen  Paragraphen  identisch.  —  Der  Beweis  dieses 
Satzes  liegt  in  den  Grundgesetzen,  wie  wir  sie  vermittelst  der  Begriffe 
unserer  Wissenschaft  umgestaltet  haben,  vollständig  vorbereitet.  Jede 
einzelne  Kraft  erhält  sich,  jede  neu  einwirkende  Kraft  summirt  sich, 
und  die  gegenseitigen  Kräfte  je  zweier  Punkte  von  gleicher  Masse 
ändern  die  Gesammtkraft  beider  Punkte  nicht,  also  ändern  auch  die  46 
sämmtlichen  gegenseitigen  Kräfte  des  ganzen  Punktvereins  die  Ge- 
sammtkraft desselben  nicht. 

Eine  specielle  Folgerung  dieses  Satzes  ist  die,  dass,  so  lange  keine 
Kraft  von  aussen  hinzutritt,  die  Gesammtkraft,  oder  die  Gesammt- 
bewegung, die  dem  Verein  einwohnt,  konstant  bleibt.  Ist  p  die  Ge- 
sammtkraft, die  einem  Verein  von  m  an  Masse  gleichen  Punkten,  deren 
Masse  wir  als  Einheit  zu  Grunde  legen,  zu  irgend  einer  Zeit  einwohnt, 
und  «j . . .  a,n  sind  die  Lagen  dieser  Punkte  zu  jener  Zeit,  und  /Jj  . . .  ßm 
sind  die  Lagen,  worin  dieselben  nach  Verlauf  einer  Zeiteinheit  über- 
gehen würden,  wenn  die  Gesammtkraft  konstant  bliebe,  so  haben  wir 
die  Gleichung 
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Wir  wollen  nun  alles  auf  einen  Punkt  des  Systems  beziehen^  den  wir 
aber  vorläufig  noch  ganz  unbestimmt  lassen,  und  nachber  so  bestim- 
men wollen,  dass  seine  Bewegung  sich  vollständig  ergiebt.  Es  habe 
dieser  Punkt  zu  jener  Zeit  die  Lage  a;  bei  konstanter  Gesammtkraft 
gebe  nach  einer  Zeiteinheit  a  in  ß  über,  so  hat  man 

[«./?,]  =  [«!«]  +  [aß]  +  [/J/J.1 

nach  der  allgemeinen  Definition  der  Summe.  Da  nun,  wenn  man  auf 
diese  Weise  in  alle  Glieder  der  Gleichung  (1)  substituirt,  [a/3]  selbst 
9/2 -mal  vorkommt,  so  erhält  man 

(2)  ([«.aj  +  •  •  •  +  [«,„«])  +  m[aß\  +  ([/J/S.l  +  •  •  •  +  [ßß..])  =  P- 
Bestimmen  wir  nun  den  Punkt  a  als  Mitte  der  Punkte  a,  . . .  a« ,  und 
ß  als  die  Mitte  von  /Jj  . . .  ßm  j  so  fallen  die  Summenglieder  weg,  weil 
die  Gesammtabweichung  einer  Punktreihe  von  ihrer  Mitte  nach  §  24 
null  ist,  und  man  hat 

(3)  m[aß\^p    oder     [«/Jl=|- 

das  heisst,  wenn  wir  statt  des  Namens  der  Mitte  den  in  der  Statik 
üblichen  des  Schwerpunktes  einfähren,  und  m  die  Masse  des  ganzen 
Vereins  nennen: 

Der  Weg,  den  der  Schwerpunkt  in  der  Zeiteinheit  beschreiben  tvilrde, 
wenn  die  dem  Verein  einwohnende  Gesammtkraft  wahrend  derselben  kon- 
stant bliebe, 

oder  kürzer  ausgedrückt 

die  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes  ist  gleich  der  Gesammtkraft, 
dividirt  durch  die  Masse. 

Da    nun    dieselbe   Gleichung  (3)    auch    stattfinden    würde,    wenn 

47  sämmtliche  m  Punkte  in  einem  Punkte  vereinigt  wären,  so  kann  man  sagen: 

Die  Bewegung  des  Schwerpunktes  eines  Systems  ist  dieselbe,  als  ob 

die  gesammte  Masse  ihm  einwohnte,  und  sämmtliche  Kräfte,  die  auf  das 

System  wirken,  auf  ihn  allein  einwirkteti. 

§  27.    Bemerkung  über  die  Anwendbarkeit  der  neuen  Analyse. 

Mit  dieser  so  höchst  einfachen  Beweisführung  ist  alles  dargestellt, 
was  in  den  bisherigen  Lehrbüchern  der  Mechanik  vermittelst  weitläu- 
figer Bechnungsapparate  abgeleitet  wird,  und  was  wir  zum  Beispiel  in 
La  Grange,  Mecanique  analytique  p,  45—48  und  257—262  der  letzten 
Ausgabe  *)  entwickelt  finden.  —  und  unsere  Entwickelung  würde  noch 

*)  [Gemeint  ist  der  1.  Band  und  zwar  in  der  Ausgabe  von  1811,  s.  Oeuvres 
de  Lagrange  Bd.  XI.  Die  angeführten  Stellen  sind:  I  partie,  section  III,  §  1  und 
II  partie,  section  m,  §  1.] 
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einfacher  ausgefallen  sein,  wenn  wir  uns  der  in  den  folgenden  Kapiteln 
entwickelten  Begriffe  und  Rechnungsgesetze  hätten  bedienen  können. 

Aber  der  wesentlichste  Vorzug  unserer  Methode  ist  nicht  der 
der  Kürze,  sondern  viehnehr  der,  dass  jeder  Fortschritt  in  der  Rech- 
nung zugleich  der  reine  Ausdruck  des  begrifiFlichen  Fortschreitens  ist, 
während  bei  der  bisherigen  Methode  der  BegriflF  durch  Einführung 
dreier  wiUkührlicher  Koordinatenaxen  gänzlich  in  den  Hintergrund  ge- 
stellt wird.  Und  ich  kann  hoffen,  schon  durch  die  hier  gegebene  Ent- 
wickelung  diesen  Vorzug  der  neuen  Analyse  zur  Anschauimg  gebracht 
zu  haben,  obgleich  derselbe  bei  jedem  Fortschritt  in  unserer  Wissen- 
schaft in  ein  immer  helleres  Licht  treten  wird,  und  erst  nach  Voll- 
endung des  Ganzen  in  seiner  vollen  Klarheit  hervortreten  kann. 


Zweites  Kapitel. 
Die  äussere  Multiplikation  der  Strecken. 

§  28  —  30.     Erseugniss  der  Fortbewegung  in  der  Geometrie, 

vorbereitende  Betrachtung. 

§  28. 

Wir  gehen  zuerst  von  der  Geometrie  aus,  um  aus  ihr  die  Ana- 
logie zu  gewinnen,  nach  welcher  die  abstrakte  Wissenschaft  fort- 
schreiten muss,  und  sogleich  eine  anschauliche  Idee  vor  Augen  zu 
haben,  welche  uns  durch  die  unbekannten  und  ofk  beschwerlichen  Wege 
der  abstrakten  Entwickelung  geleite.  Wir  gelangen  von  der  Strecke 
zu  einem  räumlichen  Gebilde  höherer  Stufe,  wenn  wir  die  ganze  Strecke, 
das  heisst  jeden  Punkt  derselben  |  eine  neue  der  ersteren  ungleichartige  48 
Strecke  beschreiben  lassen,  so  dass  also  alle  Punkte  eine  gleiche 
Strecke  konstruiren.  Der  so  erzeugte  Flächenraum  hat  die  Gestalt 
eines  Spathecks  (Parallelogramms).  Setzen  wir  nun  zwei  solche  Flächen- 
räume, die  derselben  Ebene  angehören,  als  gleich  bezeichnet,  wenn 
man  beim  üebergang  aus  der  Richtung  der  bewegten  Strecke  in  die 
Richtung  der  durch  die  Bewegung  konstruirten,  beidemale  nach  der- 
selben Seite  hin  (zum  Beispiel  beidemale  nach  links  hin)  abbiegen 
muss,  als  ungleich  bezeichnet,  wenn  nach  entgegengesetzter,  so  ergiebt 
sich  sogleich  nachstehendes  eben  so  einfache  als  allgemeine  Gesetz: 

Wenn  in  der  Ebene  eine  Strecke  sich  nach  einander  um  beliebige 
Strecken  fortbewegt,  so  ist  der  gesammte  dadurch  beschriebene  Fläctienraum 
{wenn  man  die  Vorzeichen  der  einzelnen  Flächeniheile  in  der  angegebenen 
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Fiff.  9. 


Weise  seiet)  cbeti  so  grosSy  als  ob  sie  sich  um  die  Summe  jener  Strecken 
fortbewegt  JuUte. 
Oder: 

Wenn  in  der  Ebene  eine  Strecke  sidi  suiscJieyi  ewci  festen  Parallelen 
fortbewegt^  so  dass  sie  eu  Anfang  in  der  einen,  zuletzt  in  der  andern 
liegt,  so  ist  der  dadurcJi  erzeugte  gcsammte  Flädienraum  stets  gleidi  gross, 
auf  welchetn  (geraden  oder  gebrochenen)  Wege  sie  sich  auch  dahin  bewegt 
Jioben  mag,  sobald  man  nur  das  angenommene  Zeichengesetz  festhält. 

Dieser  Satz  folgt  unmittelbar  aus  dem  bekannten  Satze,  dass  Pa- 
rallelogramme,  die  von  derselben  Grundseite  aus  bis  nach  derselben 
Parallelen  hin  sich  erstrecken,  gleichen  Flächenraum  haben.   Wie  hieraus 

jener  Satz  hervorgeht,  ergiebt  sich  leicht  aus 
der  Figur  (vgl.  Fig.  9).  Betrachtet  man  näm- 
lich zuerst  die  unendlichen  geraden  Linien 
ah  und  cd  als  die  festen  Parallelen,  und  ver- 
gleicht die  Flächenräume,  welche  entstehen, 
wenn  sich  ab  einerseits  um  die  Strecke  ac, 
andererseits  um  die  gebrochene  Linie  aec 
bewegt,  so  ist  der  Anblick  der  Figur  hin- 
reichend, um  sich  vermittelst  des  angeführten 
Satzes  von  deren  Gleichheit  zu  überzeugen.  Aber  ebenso,  wenn  man 
die  Parallelen  ab  und  ef  als  die  festen  betrachtet,  und  die  Flächen- 
räume vergleicht,  welche  entstehen,  wenn  sich  ab  einestheils  um  ac, 
anderntheils  um  ac  und  dann  um  cc  fortbewegt,  so  überzeugt  man 
49  sich  leicht  von  der  Richtigkeit  ;  des  obigen  Satzes  auch  für  diesen  Fall, 
wenn  man  nur  festhält,  dass  die  Flächenräume,  welche  durch  Be- 
wegung der  Strecke  ab  nach  den  Richtungen  ac  und  ce  entstehen, 
entgegengesetzt  bezeichnet  sind,  zu  ihrer  Summe  also  den  unterschied 
der  absoluten  Flächenräume  haben.  Daraus  fliesst  dann  durch  wieder- 
holte Anwendung  der  zu  erweisende  Satz. 


§29. 

Es  ist  an  sich  klar,  dass  die  angeführten  Sätze  (aus  denselben 
Gründen)  auch  gelten,  wenn  man  in  den  Spathecken,  aber  dann  auch 
in  allen  gleichzeitig,  die  bewegte  Seite  und  die  die  Bewegung  messende 
gegen  einander  austauscht.     Also  hat  man  den  Satz: 

Der  Flächetiramn,  den  in  der  Ebene  eine  gebrodicne  Linie  beschreibt, 
ist  gleich  dem  der  geraden  Linie,  welche  mit  jener  gleichen  Anfangspunkt 
und  Endpunkt  hat, 
oder: 
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I)er  gesammte  Flächenraum,  den  in  einer  Ebene  die  Seiten  einer  ge- 
sdüossenen  Figur  hei  ihrer  Fortbeivegung  beschreiben,  ist  allemal  null. 

Aus  den  Sätzen  dieses  und  des  vorigen  Paragraphen  folgt,  ver- 
mittelst der  in  der  allgemeinen  Formenlehre  (§  9)  entwickelten  Be- 
griffe, dass  'diejenige  Verknüpfung  der  beiden  Strecken  a  und  6,  deren 
Ergebniss  der  durch  die  Bewegung  der  ersten  um  die  zweite  erzeugte 
Flächenraum  ist,  eine  multiplikative  sei,  weil,  wie  sich  sogleich  zeigt, 
diejenige  Beziehung  zur  Addition  für  sie  gilt,  welche  eine  Verknüpfung 
als  multiplikative  bestimmt.  Nämlich  wählen  wir  für  den  Augenblick 
noch  das  allgemeine  Verknüpfungszeichen  (^)  zur  Bezeichnung  jener 
Verknüpfungsweise,  und  schreiben  die  bewegte  Strecke  voran,  so  hat 
man  nach  dem  vorigen  Paragraphen 

a^(b-^c)  =  ar\b'\'a'^c 

mid  nach  den  Sätzen  dieses  Paragraphen 

{h  -\-  c)  ^  a  =  b  ^  a  -^  c  ^  a. 

Und  dies  waren  nach  §  9  die  Beziehungen,  welche  eine  Verknüpfung 
als  multiplikative  bestimmen.  Die  besondere  Eigenthümlichkeit  dieser 
Multiplikation  und  die  darauf  begründete  Benennungs-  und  Bezeich- 
uungsweise  wollen  wir  in  der  streng  wissenschaftlichen  Darstellung 
angaben. 

§  30. 

In  der  hier  dargestellten  Beziehung  liegt  die  beredteste  |  Recht- 
fertigung des  von  uns  im  vorigen  Kapitel  aufgestellten  Additions- 
begriffes. ^ 

In  der  That,  wenn  man  eine  Gleichung  hat,  deren  Glieder  Strecken 
in  derselben  Ebene,  aber  von  ungleicher  Richtung  sind,  und  welche 
nicht  mehr  gilt,  wenn  man  statt  der  Strecken  ihre  Längen  setzt,  und 
so  die  Gleichung  zu  einer  algebraischen  macht,  so  können  wir  diese 
scheinbare  Disharmonie  zwischen  geometrischen  und  algebraischen  Glei- 
chungen sogleich  aufheben,  wenn  wir  das  ganze  System  jener  Strecken 
in  derselben  Ebene  fortbewegen,  und  die  dadurch  entstehenden  Flächen- 
raume  in  die  Gleichung  einführen,  oder  anders  ausgedrückt,  wenn  wir 
die  Gleichung  mit  einer  Strecke  derselben  Ebene  multipliciren.  Für 
die  so  entstehenden  Flächenräume  gilt  nim,  wie  wir  soeben  nach- 
wiesen, die  angenommene  Gleichung  auch  in  algebraischer  Weise,  so- 
bald man  nur  das  angegebene  Zeichenge^etz  beobachtet.  Auch  ist  klar, 
dass  erst  jetzt,  da  die  Flächenräume  als  Theile  derselben  Ebene  ein- 
ander gleichartig  geworden  sind,  der  Begriff  der  algebraischen  Addition 
anwendbar  sein  kann. 
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Jene  scheinbare  Disharmonie  besteht  indessen  noch  fort,  wenn 
die  »Strecken  nicht  alle  in  einer  Ebene  liegen,  eben  weil  dann  die 
durch  Fortbewegung  entstandenen  Flachenräume  auch  yerschiedeneu 
p]benen  angehören,  und  also  selbst  noch  als  verschiedenartig  angesehen 
werden  müssen.  Offenbar  wird  diese  Verschiedenartigkeit  nun  aber 
aufgehoben,  wenn  man  die  Gesammtheit  jener  Flachenräume  noch  nach 
einer  andern  liichtung  bewegt,  und  die  dadurch  entstehenden  Körper- 
rilume  )>etrachtet,  da  diese,  als  demselben  Einen  unendlichen  Räume 
ungehörig,  einander  gleichartig  sind.  Und  man  übersieht  leicht  genug, 
dass,  wenn  man  von  der  Gleichheit  der  Spathe  (Parallelepipeda)  *), 
welche  zwischen  denselben  parallelen  Ebenen  liegen,  ausgeht^  man  auf 
gleiche  Weise  für  sie,  wie  vorher  für  die  Spathecke  (Parallelogramme) 
die  algebraische  Gültigkeit  der  auf  die  angegebene  Weise  entstandenen 
Gleichungen  beweisen,  und  überhaupt  die  den  obigen  entsprechenden 
Satze  aufstellen  kann.  Nachdem  wir  so  den  Begriff  der. Multiplikation 
fUr  die  Geometrie  zur  Anschauung  gebracht  haben,  so  können  wir  nun 
zu  unserer  |  Wissenschaft  zurückkehren,  |  um  in  ihr  den  rein  abstrakten, 
von  aller  Betrachtung  des  Raumes  unabhängigen  Weg  zu  verfolgen. 


A.     Theoretische  Entwickelung,  • 

§  31.     Enseugnng  von  Atisdehnungen  höherer  Stufen. 

Im  ersten  Kapitel  betrachteten  wir  die  Ausdehnungen,  wie  sie 
durch  einfache  Erzeugung  aus  dem  Elemente  hervorgingen;  und  die 
Verknüpfung  dieser  Ausdehnungen,  sofern  dadurch  wieder  Ausdehnungen 
derselben  Gattung,  das  heisst  solche,  die  ihrerseits  wieder  durch  ein- 
fache Erzeugung  aus  dem  Elemente  ableitbar  sind,  entstanden,  haben 
wir  vollständig  der  Betrachtung  unterworfen,  und  Aachgevnesen,  dass 
dieselbe  als  Addition  oder  Subtraktion  aufzufassen  .sei.  Die  weitere 
Entwicklung  fordert  also  die  Erzeugung  neufer  Gattungen  der  Aus- 
dehnung. Die  Art  dieser  Erzeugung  ergiebt  sich  sogleich  analog  der 
Art,  wie  aus  dem  Elemente  die  Ausdehnung  erster  Stufe  erzeugt  wurde/ 
indem  man  nun  auf  gleiche  Weise  die  sämmtlichen  Elemente  einer 
Strecke  wiederum  einer  andern  Erzeugung  unterwerfen  kann;  und  zwar 
fordert  die  Einfachheit  der  neu  zu  erzeugenden  Grösse  die  Gleichheit 
der  Erzeugungsweise  fUr  alle  Elemente,  das  heisst  dass  alle  Elemente 
jener  Strecke  a  eine  gleiche  Strecke  b  beschreiben.   Die  eine  Strecke  a 

*)  Der  Ausdruck  Späth  statt  Parallelepipedum  bedarf  wohl  kaum  einer  Recht- 
fertigung; aus  ihm  ist  der  Nauie  Spatheck  hergeleitet. 
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erscheint  luer  als  die  erzeugende,  die  andere  b  als  das  Mass  der  Er- 
zeogung;  und  das  Ergebniss  der  Erzeugung  ist,  wenn  a  imd  b  ungleich- 
artig sind,  ein  Theil  des  durch  a  und  6  bestimmten  Systemes  zweiter 
Stufe,  muss  also  als  Ausdehnung  zweiter  Stufe  aufgefasst  werden. 

Wollen  wir  nun,  wie  es  der  Gang  der  Wissenschaft  fordert,  dass 
die  Ausdehnung  zweiter  Stufe  zu  dem  System  zweiter  Stufe  dieselbe 
Beziehung  haben  soll,  wie  die  Ausdehnung  erster  Stufe  zu  dem  System 
erster  Stufe,  so  muss  zuerst  das  System  zweiter  Stufe  als  ein  einfaches, 
das  heisst  aus  gleichartigen  Theilen  bestehendes  angesehen,  und  in 
diesem  Sinne  die  Ausdehnung  zweiter  Stufe  als  Theil  dieses  Systems 
und  als  wieder  Theile  desselben  in  sich  enthaltend  aufgefasst  werden, 
woraus  denn  folgt,  dass  zwei  Ausdehnungen  zweiter  Stufe,  welche  dem- 
selben Systeme  zweiter  Stufe  angehören,  als  gleichartig  erscheinen  und 
daher,  wenn  sie  in  demselben  Sinne  erzeugt  sind,  zur  Summe  die  Ver- 
einigung beider  zu  Einem  Ganzen  haben.  Wir  bezeichnen  nun  das  auf 
diese  Weise  aus  a  und  6  entstandene  Erzeugniss  vorläufig,  nämlich  so 
lange,  bis  wir  die  Art  dieser  Verknüpfung  näher  bestimmt  haben,  mit 
a  rb^  und  verstehen  vorläufig  „unter  a  ^by  wo  a  und  b  Strecken  sind,  62 
diejenige  Ausdehnung,  welche  erzeugt  wird,  wenn  jedes  Element  von 
a  die  Strecke  b  erzeugt,  und  zwar  diese  Ausdehnung  als  ein  den  übrigen 
gleichartiger  Theil  des  Systemes  zweiter  Stufe  aufgefasst."  Diese  De- 
finition dehnen  wir  nun  auf  beliebig  viele  Glieder  aus,  und  verstehen 
vorläufig:  „unter  a -^  6 -^  c  ^  ...,  wo  r/,  6,  c  ...  beliebig  viele,  etwa  n, 
»Strecken  sind,  diejenige  Ausdehnung,  welche  entsteht,  wenn  jedes  Ele- 
ment von  a  die  Strecke  b  erzeugt,  jedes  der  so  entstandenen  Elemente 
die  Strecke  c  erzeugt,  und  so  weiter,  und  zwar  diese  Ausdehnung  als 
allen  übrigen  Theilen  desselben  Systemes  w-ter  Stufe  gleichartig  ge- 
setzt. Wir  nennen  die  so  erzeugte  Ausdehnung  eine  Ausdehnung 
w-ter  Stufe." 


§  32.     Die  Ausdehnungen  höherer  Stufen  als  Produkte. 

Da  die  Ausdehnungen  w-ter  Stufe,  sofern  sie  demselben  Systeme 
n-ter  Stufe  angehören,  einander  gleichartig  gesetzt  wurden,  so  gilt  für 
ihre  Summe  der  Begriff,  den  wir  in  §  8  für  die  Summe  des  Gleichartigen 
aufgestellt  haben,  dass  sie  nämlich,  wenn  das  Gleichartige  auch  in 
gleichem  (nicht  entgegengesetztem)  Sinne  erzeugt  ist,  das  Ganze  sei 
zu  dem  jene  gleichartigen  Summanden  die  Theile  bilden.  Somit  gelten 
auch  sämmtliche  Gesetze  der  Addition  imd  Subtraktion  für  diese  Ver- 
knüpfung der  gleichartigen  Ausdehnungen.  Um  daher  die  Beziehung 
der  im    vorigen   Paragraphen   darg(»stellten   neuen  Verknüpfungsweise 

Grassui  an u,  Werke,     i.  G 


82        A,.    Abschn.  I.  Kap.  2.   Aeussere  Multiplikation  der  Strecken.   §  82,  83. 

zur  Addition   aufzufassen  ^  werden  wir   zunächst  die   Addition   gleich- 
artiger Grossen  in  Betracht  ziehen. 

Es  ergiebt  sich  hier  unmittelbar,  wenn  A  und  ^,  zwei  gleich- 
artige und  zwar  auch  in  gleichem  Sinne  erzeugte  Ausdehnungsgrossen 
von  beliebiger  Stufe  sind,  und  b  eine  Strecke  darstellt ^  dass  allemal 

{A  +  Ai)r>b  =  Ar^h  +  Air.b 

ist,  wo  auch  wiederum  A^^h  und  A^r^b  gleichartig  sind,  und  wo  das 
Verknüpfungszeichen  die  neue  Verknüpfungsweise  darstellen  soll.  Da 
nämlich  (^  +  -^i)  das  Ganze  ist  aus  A  und  A^y  so  bedeutet  (A  -f-  -4i)^6 
die  Gesammtheit  der  Elemente,  welche  entstehen,  wenn  jedes  Element 
von  A  imd  von  A^^  die  Strecke  b  erzeugt,  oder,  was  dasselbe  bedeutet, 
wenn  jedes  Element  von  A  die  Strecke  b  erzeugt  und  ebenso  jedes 
Element  von  ^,,  das  heisst:  es  ist  gleich  Ar^b-^-Ai'^b, 
Ebenso  folgt  aber  auch,  dass 

Ar^{b  +  b^)  =  Ar>b  +  Ar^bi 

ist,  wenn  b  und  b^  in  gleichem  Sinne  erzeugt  sind.  Denn  -4  ^  (6  -f-  b^) 
63  bedeutet  die  Gesammtheit  der  Elemente,  welche  hervorgehen,  wenn 
jedes  Element  von  A  die  Strecke  (ft  +  ij)  erzeugt,  das  heisst  wenn 
jedes  Element  von  A  zuerst  die  Strecke  b  erzeugt,  und  dann  jedes  der 
um  b  geänderten  Elemente  von  A  die  Strecke  b^  erzeugt.  Wenn  zu- 
erst jedes  Element  von  A  die  Strecke  b  erzeugt,  so  ist  die  Gesammt- 
heit der  so  erzeugten  Elemente  A  r^b]  alsdann  soll  jedes  der  Elemente 
von  Ay  nachdem  es  sich  um  b  geändert  hat,  die  Strecke  b^  erzeugen. 
Nun  haben  wir  aber  in  §  19  gezeigt,  dass,  wenn  alle  Elemente  einer 
Strecke  sich  um  gleich  viel  ändern,  die  so  hervorgehende  Strecke  der 
ersteren  gleich  sei.  Dasselbe  werden  wir  nun  auch  auf  Ausdehnungen 
beliebiger  Stufen  übertragen  können,  da  diese  nämlich  als  Ver- 
knüpfungen von  Strecken  dargestellt  sind,  also  als  gleich  betrachtet 
werden  müssen,  wenn  die  Strecken  es  sind,  durch  deren  Verknüpfung 
sie  gebildet  sind.  Also  wird  die  Ausdehnungsgrösse  A^  nachdem  sich 
alle  ihre  Elemente  um  b  geändert  haben,  noch  sich  selbst  gleich  ge- 
blieben sein.  Wenn  also  alle  Elemente  von  -4,  nachdem  sie  sich  um 
b  geändert  haben,  die  Strecke  b^  erzeugen,  so  wird  dieselbe  Ausdeh- 
nungsgrösse hervorgehen,  als  wenn  alle  Elemente  von  A  unmittelbar 
die  Strecke  b^  erzeugt  hätten,  das  heisst,  es  wird  die  Ausdehnungs- 
grösse Ar^bi  hervorgehen.  Also  werden  im  Ganzen  die  Ausdehnungen 
Ar^b  und  A^bj^  erzeugt,  und  ihre  Gesammtheit  wird  gleich  ^^^(6  -|-  ft,) 
sein,  das  heisst 

Ars(b  +  b^)  =  Arsb  +  Ar^b^. 

Es  ist  klar,  dass   man  durch  wiederholte  Anwendui^  dieses   Be- 
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ssiehungsgesetzes  dasselbe  auf  beliebig  viele  Faktoren  ausdehnen  kann. 
Da  dies  Gesetz  nach  §  9  das  Grundgesetz  der  Multiplikation  ist,  so 
werden  wir  sagen,  die  neue  Verknüpfongsweise  habe  zur  Addition  des 
in  gleichem  Sinne  erzeugten  die  multiplikative  Beziehung;  somit  werden 
auch  alle  daraus  abgeleiteten  Gesetze  (§  10)  hier  gelten,  und  nament- 
lich das  Grundgesetz  auch  bestehen  bleiben,  wenn  einige  der  Grössen 
negativ,  also  mit  den  positiven  in  entgegengesetztem  Sinne  erzeugt 
sind.  Nun  haben  wir  das  in  gleichem  und  das  in  entgegengesetztem 
Sinne  erzeugte  unter  dem  Namen  des  Gleichartigen  zusammengefasst 
(§  8),  und  werden  also  sagen  können,  unsere  Verknttpfungsweise  habe 
überhaupt  zur  Addition  des  Gleichartigen  die  Beziehung,  welche  der 
Multiplikation  im  Verhältniss  zur  Addition  zukomme*).  Hiermit  ist  64 
nun  unsere  Verknüpfung  nach  §  12  als  Multiplikation  nachgewiesen, 
und  wir  führen  daher  für  sie  auch  sogleich  tiie  multiplikative  Bezeich- 
nung ein. 

Es  ergiebt  sich  nun  unmittelbar  aus  dem  im  vorigen  Paragraphen 
gegebenen  Begriffe  dieser  Verknüpfungsweise,  „dass  ein  Produkt,  in 
welchem  zwei  Faktoren  gleichartig,  oder  überhaupt  in  welchem  die 
n  Faktoren  von  einander  abhängig  sind,  das  heisst  einem  System  von 
niederer  Stufe  als  der  n-ten  angehören,  als  null  zu  betrachten  ist;" 
hierzu  gehört  auch  der  Fall,  wo  einer  der  Faktoren  null  ist,  sofern 
einerseits  die  Null  immer  als  abhängig  gedacht  werden  kann,  anderer- 
seits das  mit  ihr  gebildete  Produkt  null  ist.  Aber  auch  umgekehrt 
folgt,  „dass,  wenn  die  Faktoren  von  einander  unabhängig  sind,  das 
Produkt  immer  einen  geltenden  Werth  habe,"  indem  es  dann  einen 
bestimmten  Theil  jenes  Systemes  n-ter  Stufe  darstellt. 

Es  bleibt  uns  nur  noch  übrig,  zu  zeigen,  dass  jene  Beziehung  auch 
für  die  Addition  ungleichartiger  Strecken  gültig  sei.  Dies  darzuthun 
soll  nun  die  Aufgabe  der  folgenden  Paragraphen  sein. 

§  33,  34.    Grundgesetz  der  äusseren  Multiplikation. 

§  33. 

Diese  allgemeine  Beziehung  beruht  bei  zwei  Faktoren  wesentlich 
auf  dem  Satze,  dass  wenn  b  und  b^  gleichartige  Strecken  sind, 

(a  -\-  \)  .b  =  a  .  b,     und     b  .  (a  -^  b^)  =  b  .  a 

sei.     Es   sei,  um  dies  zu   erweisen,  a  =  [aß],  wo  a  und  ß  Elemente 

*)  Vgl.  hier  überall  §  12,  wo  das  gleiche  Eingehen  der  Theile  in  die  Ver- 
knüpfung zum  Princip  der  Kntwickelung  gemacht  ist. 


ti* 
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sind  (vgl.  Fig.  10),  rmd  fc,  =  \ßy],  also  n  +  ^  =  [«yj  ^^^^  ^cr  De- 
finition der  Summe  (§  19).     Femer  sei 

b  =  [aa']  ==  r/J^]  -  [y/J. 

Nach  dieser  Bezeichnung  ist  nun  die  Ausdehnung  [a/J/fa  J,  wenn  wir 
darunter  die  von  den  Strecken  aßy  ßß\  ß>a,  aa  begränzte  Ausdehnung 

verstehen,  gleich  a .  b  und  die  Ausdehnung  [ayya] 
gleich  [ay] .  b,  das  heisst  gleich  («  +  '^i)  •  &;  ^^^ 
die  Gleichheit  dieser  beiden  Ausdehnungen  bleibt 
also  zu  erweisen. 

Vermöge  der  vorausgesetzten  Gleichartigkeit 
von  b  und  6^  sind  /},  y,  /S',  /  Elemente  desselben 
Sy Sternes   erster   Stufe,   und    wenn  wir   zunächst 
voraussetzen,    dass    b   und    b^    auch    in   gleichem 
^^  Sinne  erzeugt  sind     (§  8),  so  ist  [ßy\  in  gleichem 

Sinne  erzeugt  mit  [yy'J,  das  heisst  y  liegt  zwischen  ß  und  /*),  und 
ebenso  ist  [ßß^]  in  gleichem  Sinne  erzeugt  mit  [ß>y\y  weil  nämlich 
dies  letztere  nach  §  19  gleich  [ßy]  ist,  also  liegt  auch  ß>  zwischen 
denselben  beiden  Elementen  ß  und  y,  und  diese  letztern  sind  also  die 
äussersten  von  den  genannten  vieren.     Daraus  folgt,  dass 

[aßß^a'\  =  [aßy'a']  -  [a'ß^rl 
und 

[ayya]  =  [aßya]  —  [aßy] 

sei.  Nun  sind  aber  die  Ausdehnungen  [aßy]  und  [a  ß>y]  einander  gleich, 
weil  die  letztere  aus  der  ersteren  durch  Aenderung  aller  Elemente  um 
die  Strecke  b  hervorgeht,  und  dabei  nach  §  19  alle  Strecken  gleich 
bleiben,  also  auch  die  Ausdehnungen  zweiter  Stufe,  indem  jede  solche 
nur  eine  Gesammtheit  von  Strecken  darstellt.  Somit  werden  auch  die 
Ausdehnimgen  [aßß^a]  und  [ayya]  einander  gleich  sein,  da  sie  aus 
dem  Gleichen  auf  dieselbe  Weise  entstanden  sind;  das  heisst 

a.6  =  (a  +  6,).6**). 

Dieser  Beweis  ist  zunächst  nur  f(ir  den  Fall  geführt,  dass  b  und 
b^  in  gleichem  Sinne  erzeugt  sind;  um  die  Gültigkeit  desselben  Ge- 
setzes auch  für  den  Fall  der  in  entgegengesetztem  Sinne  erfolgten  Er- 
zeugung darzuthun,  sei  a  -f  &i  =  C;  so  ist  a  ==  c  —  b^  imd  wir  erhalten 

c  .  6  =  (c  —  &i)  .  6 
oder 

-  (c  +  (-  &.))  .  i, 

*)  Die  Bedeutung  des  hier  gebrauchten  bildlichen  Ausdrucks  in    der  ab- 
strakten Wissenschaft  ist  wohl  an  sich  klar. 

**)  Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  dies  nur  der  auf  die  abstrakte  Wissenschaft 
übertragene  Beweis  für  den  entsprechenden  geometrischen  Satz  ist. 
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das  heisst,  das  eben  dargestellte  Gesetz  gilt  auch,  wenn  die  eben  durch 
b  und  ft,  bezeichneten  Strecken  in  entgegengesetztem  Sinne  erzeugt 
sind;  also  überhaupt,  wenn  sie  gleichartig  sind. 

Ganz  genau  auf  dieselbe  Weise  folgt  nun  auch,  dass,  wenn  b  und 
bj  gleichartig  sind,  auch 

6  .  (a  +  6,)  =  6  .  a 

sei.  Ist  hier  a  gleich  Null,  so  hat  man  b  .  />,  gleich  Null,  das  heisst, 
das  Produkt  zweier  gleichartigen  Strecken  ist  null,  wie  dies  auch  aus 
dem  Begriff  unmittelbar  hervorgeht. 

§  34. 

Dasselbe  liisst  sich  nun  auch  erweisen,  wenn  in  einem  Produkte  ^^ 
aus  mehreren   Faktoren  irgend  zwei  auf  einander   folgende  Faktoren 
auf  die  angegebene  Weise  zerstückt  sind.    Nämlich  da  das  Gleiche  mit 
dem  Gleichen  auf  dieselbe  Weise  verknüpft  wieder  Gleiches  giebt  (§  1), 
80  muss  auch,  wenn  P  irgend  eine  Faktorenreihe  bezeichnet, 

(a  +  6i)  .  6  .  P  =  a  .  6  .  P 

sein. 

Demnächst  lässt  sich  zeigen,  dass  bei  Vertauschung  der  Faktoren 
der  absolute  Werth  derselbe  bleibt  Nämlich  a  .  &  .  c  . . .  bedeutet 
die  Ausdehnung,  welche  aus  einem  als  Ursprungselement  gesetzten 
Elemente  dadurch  hervorgeht,  dass  dasselbe  zuerst  die  Strecke  a  er- 
zeugt, dann  jedes  Element  dieser  Strecke  die  Strecke  b,  dann  jedes  so 
entstandene  Element  die  Strecke  c  erzeugt  und  so  weiter.  Alle  Ele- 
mente der  so  gebildeten  Ausdehnung  gehen  somit  aus  dem  angenom- 
menen ürsprungselemente  durch  Aendenmgen  hervor,  welche  mit 
fl,  fc,  c  .  . .  gleichartig  sind,  aber  deren  Grösse  nicht  überschreiten, 
und  die  Gesammtheit  der  so  erzeugbaren  Elemente  ist  eben  jene  Aus- 
dehnung. Da  es  nun  auch  für's  Resultat  gleichgiiltig  ist,  in  welcher 
Reihenfolge  diese  Aenderungen  sich  an  einander  schliessen  (§  17),  so 
wird  man  von  demselben  Urprungselemente  aus  bei  beliebiger  Reihen- 
folge der  Faktoren  a,  6,  c  ...  stets  zu  derselben  Gesammtheit  von 
Elementen  gelangen,  welche  die  Ausdehnung  konstituiren;  das  heisst 
alle  solche  Produkte  werden  denselben  absoluten  Werth  darstellen. 
Es  werden  also  die  früher  für  die  ersten  beiden  Faktoren  solcher  Pro- 
dukte erwiesenen  Gesetze  für  je  zwei  andere  Faktoren  auch  gelten,  so- 
fern nur  die  Vorzeichen  entsprechend  gewählt  werden  dürfen. 

Die  Vorzeichen  können  nur  in  so  fem  willkührlich  gewählt  werden, 
als  sie    noch   nicht  durch  Definitionen   bestimmt   sind.     Auf  dieselbe 
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WeiHc  DOD,  wie  wir  für  zwei  Faktoren  die  Zeichen  nnr  so  wählen 
konnten,  das»  auch  dem  Zeichen  nach 

(a  4-  ^^i)  •  6  ■■  ö  •  6    and     6  .  (a  +  ^i)  "=*  '^  •  ^ 

wurde^  auf  dieselbe  Weise  werden  wir  auch,  wenn  beliebig  viele  Fak- 
toren vorhergehen,  diese  Zeichenbestimmung  festhalten,  und  also  nicht 
nur  dem  absoluten  Werthe  nach,  sondern  auch  dem  Zeichen  nach 

J\(a  +  bi).b~P,a.b    und     P.  6  .  (a  +  äJ  =  P.  6  .  a 

57  setzen  müssen,  wo  P  ein  Produkt  von  beliebig  vielen  Faktoren  vor- 
stellt. Da  dieselbe  Beziehung  auch  fortbesteht,  wenn  noch  beliebig 
viele  Faktoren  folgen,  so  haben  wir  für  diese  besondere  Art  der  Multi- 
plikation das  Gesetz  gewonnen,  „dass  man,  wenn  ein  Faktor  einen 
Summanden  enthält,  welcher  mit  einem  der  angränzenden  Faktoren 
gleichartig  ist,  diesen  Summanden  weglassen  kann,^*  worin  denn  schon 
liegt,  dass,  wenn  zwei  an  einander  gränzende  Faktoren  gleichartig  werden, 
das  Produkt  null  wird. 

Dies  Gesetz,  in  Verbindung  mit  der  allgemeinen  multiplikativen 
Beziehung  zur  Addition  des  Gleichartigen,  bedingt  alle  ferneren  Ge- 
setze dieser  besonderen  Art  der  Multiplikation,  die  wir  hier  betrachten, 
und  kann  daher  als  Grundgesetz  fUr  dieselbe  aufgefasst  werden.  Wir 
nennen  diese  Art  der  Multiplikation  eine  äussere,  und  wählen  als  spe- 
cifisclics  Zeichen  für  sie  den  Punkt,  während  wir  das  unmittelbare 
Aneiiianderschreibeu  als  allgemeine  Multiplikationsbezeichnung  fest- 
halten*). 

§  llf),  iW.     Hauptgesetze  der  äusseren  Multiplikation. 

Aus  diesem  Grundgesetze  nun  und  jenem  Beziehungsgesetze  leiten 
wir  die  übrigen  Gesetze  dieser  Multiplikation  auf  rein  formelle  Weise  ab. 

Man  hat  durch  Kombination  beider,  wenn  P  und  Q  beliebige 
Faktorenreihen,  a^  und  h^  aber  Strecken  bezeichnen,  die  [beziehungs- 
weise] mit  a  und  b  gleichartig  sind, 

P,{a  +  a,  +  b,).b.Q  =  P,{a  +  a,),b.Q 

=  P.a.b.Q+  P,a^  .b,Q 

=  P.a.b,Q  +  P,{a^+b;).b.Q', 

^)  Ich  habe  hier  die  in  der  ersten  Auflage  gewählte  Bezeichnung  beibehalten. 
In  der  Ausdehnungfllehre  von  18(>*2,  so  wie  in  meinen  späteren  Arbeiten  habe  ich 
für  die  ilust<ere  Multiplikation,  wie  überhaupt  für  die  auf  ein  Hauptgebiet  bezüg- 
liche, die  scharfe  Klammer  als  charakteristische  Bezeichnung  gewählt.     (1877.) 
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oder  da  a^  -f*  b^  jede  Strecke  vorstellen  kann^  welche  in  dem  durch 
0  und  6  bestimmten  Systeme  zweiter  Stufe  liegt  (nach  dem  BegriflFe 
dieses  Systems*)),  so  hat  man,  so  lange  a,  h,  c  demselben  Systeme 
zweiter  Stufe  angehören, 

P,{a  +  c).b.Q  =  P.a.b.Q'i-  P.c.h,Q] 

das  heisst  es  gut  auch  filr  diesen  Fall  noch  die  allgemeine  multipU- 
katiye  Beziehung  z\ir  Addition. 

Hieraus  nun  folgt  sogleich  ^  dass 

P.a.b,Q=  —  P.b,a,Q 

isfcy  oder  dass  man  zwei  an  einander  gränzende  Faktoren  eines  äusseren  68 
Prodxiktes,  wenn  sie  Strecken  sind,  nur  mit  Zeichenwechsel  vertauschen 
darf.     In  der  That,  da 

P,{a  +  b).{a  +  b),Q  =  0 

ist,  weil  zwei  an  einander  gränzende  Faktoren  gleichartig  sind,  so  |  er-  ss 
hält  man  mit  Anwendung  des  soeben  erwiesenen  Gesetzes,  und  weil 
F  .a  ,  a  ,  Q  und  P  .b  .b  ,  Q  ebenfalls  null  sind, 

P.a.b  ,  Q  +  P.b,a.Q  =  Oy 
das  heisst 

P.a.b,Q=  --  P.b.a.Q. 

Ich  werde  dies  merkwürdige  Resultat  nachher  noch  ausführlicher 
durchgehen,  um  jetzt  zu  den  wichtigen  Folgerungen  überzugehen,  welche 
aus  diesem  Vertauschungsgesetze  fliessen. 

Es  ergiebt  sich  daraus,  dass,  wenn  ein  einfacher  Faktor  (so  nennen 
wir  nämlich  einen  Faktor,  der  eine  Ausdehnung  erster  Stufe  oder  eine 
Strecke  darstellt),  zwei  solche  Faktoren  überspringt,  das  Produkt  glei- 
ches Zeichen  behält,  indem  die  zweimalige  Aenderung  des  Vorzeichens 
wieder  zu  dem  ursprünglichen  Vorzeichen  zurückführt;  also  auch,  dass 
überhaupt,  wenn  ein  einfacher  Faktor  eine  gerade  Anzahl  einfacher 
Faktoren  überspringt,  das  Vorzeichen  des  Produktes  dasselbe  bleibt, 
hingegen,  wenn  eine  ungerade,  sich  in  das  entgegengesetzte  verwandehi 
muss,  sobald  der  ganze  Ausdruck  denselben  Werth  behalten  soll.  So- 
mit müssen  die  Gesetze,  welche  für  zwei  an  einander  gränzende  Fak- 
toren gelten,  auch  für  [zwei]  getrennte  fortbestehen;  denn  man  kann  den 
einen  der  beiden  getrennten  Faktoren  an  den  andern  heranrücken,  wobei 
sich  das  Vorzeichen  entweder  ändert  oder  nicht,  je  nachdem  er  dabei 
eine  ungerade  oder  gerade  Anzahl  einfacher  Faktoren  überspringt,  kann 
nun  die  Gesetze,  die  für  zwei  an  einander  gränzende  Faktoren  gelten, 

♦)    Vgl.   §  16  [und  §  20]. 
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anwendeu,  und  danu  in  allen  Produkten  wieder  jenen  Faktor  auf  seine 
alte  Stelle  zurückrücken,  wobei  das  Vorzeichen  offenbar  jedesmal  wieder 
das  ursprüngHche  werden  muss*). 

Also  wenn  irgend  zwei  einfache  Faktoren  eines  Produktes  aus 
Stücken  bestehen,  welche  demselben  Systeme  zweiter  Stufe  angehören, 
so  gilt  das  Beziehungsgesetz  der  Multiplikation  zur  Addition,  und  da, 

59  wenn  [  zwei  einfache  Faktoren  gleichartig  werden,  nach  §  33  ihr  Pro- 
dukt null  ist,  so  lolgt,  dass  man  Stücke,  welche  den  übrigen  Faktoren 
gleichartig  sind,  aus  einem  Faktor  weglassen  oder  ihm  hinzufügen 
kann,  ohne  den  Werth  des  Produktes  zu  ändern.    Daraus  folgt  sogleich, 

59  was  auch  schon  nach  §  32  aus  dem  Begriffe  hervorging,  dass  das 
Produkt  von  n  Strecken,  die  von  einander  abhängig  sind,  null  ist; 
denn  eine  derselben  muss  sich  dann  als  Summe  von  Stücken  darstellen 
lassen,  die  den  andern  gleichartig  sind;  und  diese  kann  man  dann  nach 
dem  eben  erwieseneu  Satze  in  dein  Produkte  weglassen,  also  statt 
jener  Summe  Null  setzen,  wodurch  das  Produkt  selbst  null  wird. 

§36. 

Aus  dem  Hauptsatze  des  vorigen  Paragraphen  folgt  der  allgemeine 
Satz,  dass, 

wenn  in  einem  Produkte  von  n  einfadien  Faktoren  einer  derseOxnx 
zer stückt  ist,  und  zwar  so,  dass  alle  Faktoren  und  Stücke  demselben  Sy- 
steme n-ter  Stufe  angehören,  die  multiplikative  Beziehung  [zur  Addition] 
noch  fortbesteht. 

Denn  es  sei  a  .  ft  ...(/?  +  g)  dies  Produkt,  in  welchem  die  («  +  1) 
Strecken  a,  h,  , .  .,  p,  q  demselben  Systeme  7?-ter  Stufe  angehören 
sollen.  Zuerst  wollen  wir  annehmen,  dass  ein  Stück  des  letzten  Fak- 
tors nebst  den  sämmtlichen  übrigen  Faktoren  n  unabhängige  Strecken 
darstellen,  das  heisst,  dass  sie  nicht  einem  System  niederer  Stufe  (als 
der  «-ten)  angehören  sollen.  Als  dies  Stück  des  letzten  Faktors  sei 
p  angenommen,  so  muss  nach  §  20  sich  q  als  eine  Summe  von  Stücken 
darstellen  lassen,  welche  jenen  Strecken  gleichartig  sind,  also 

2  =  «i  +  *i  H \-Px 

gesetzt  werden  können,  wenn   Oj,  &j,  .  . .,  i^j   beziehlich   den    Strecken 
a,  h,  . . .,  l>  gleichartig  sind.    Dann  hat  man,  da  a,,  b^, .. . .,   als  den 


*)  Denn  änderte  es  sich  vorher  nicht,  so  ändert  es  sich  auch  jetzt  nicht, 
da  der  Faktor  wieder  dieselbe  Faktorenzahl  überspringet;  änderte  es  sich  vorher 
aber,  so  ändert  es  sich  jetzt  wieder  (aus  demselben  Grunde),  wird  also  wieder 
das  ursprüngliche. 
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abrigen  Faktoren  des  Produktes  a  .b ...  (p  -\-  q)  gleichartig,  in  dem 
letzten  weggelassen  werden  können, 

a  .b  ...  (p  -\-  q)  =  a  .b  ...(p  -{-  p^) 

und  dies  ist  nach  §  32,  da  ^  und  p^  gleichartig  sind, 

=  a  .  b  . . . p  -\-  a  .  b  . . . Pi'^ 

oder  da  man  in  dem  letzteren  Produkte  wieder  dem  Faktor  2h  ^^® 
Summanden  «i  +  i^i  +  •  •  •  hinzufügen,  also  statt  p^  wieder  q  setzen 
kam),  so  hat  man 

a.b...{p-\-q)=^a.b...p-{-a.b...q. 

Die  Gültigkeit  dieser  Gleichung  ist  zunächst  nur  bewiesen  für  den 
Fall,  dass  a,  b,  ...  und  eine  der  Strecken  p  oder  q  von  einander  un-  60 
abhängig  sind.   Sind  hingegen  a,b, ...  von  einander  abhängig  oder  diese 
zwar  unabhängig,  aber  beide  Strecken  p  und  g,  also  |  auch  ihre  Summe  60 
von  ihnen  abhängig,  so  werden  beide  Seiten  jener  Gleichung  null,  weil 
die  Produkte  abhängiger  Strecken   null  sind;   also    besteht   auch   für 
diesen  Fall   jene  Gleichung;    also  besteht  sie  allgemein,  so  lange   in 
jenem  Produkte  von  n  Faktoren  die  sämmtlichen  Strecken  demselben 
Systeme  w-ter  Stufe  angehören.    Da  aber  nur  in  diesem  Falle  die  Glieder 
der  rechten  Seite  gleichartig  sind,  und  bei  höheren  Stufen  der  Begriff 
der  Addition  nur  für  gleichartige  Summanden  festgesetzt  ist,  so  haben 
wir  die  multiplikative  Beziehung  unserer  Verknüpfungsweise  zur  Ad- 
dition, so   weit  diese  begrifflich  bestimmt  ist,  vollständig  dargethan; 
und  es  werden  also  alle  Gesetze  dieser  Beziehung  (s.  §  10)  hier  gelten. 
Sollte  sich  späterhin  ein  erweiterter  Begriff  der  Addition  ergeben,  so 
würde   eine    solche  Verknüpfung   nicht  eher  als  Addition   festgestellt 
sein,  als  bis  auch  ihre  additive  Beziehung  zu  der  bisher  dargelegten 
Multiplikation  nachgewiesen  ist. 

Ich  habe  schon  oben  (§  34)  festgesetzt,  dass  wir  das  Produkt, 
zu  dem  wir  hier  gelangt  sind,  ein  äusseres  nennen,  indem  wir  mit 
dieser  Benennung  andeuten  wollen,  dass  diese  Art  des  Produktes  nur, 
sofern  die  Faktoren  aus  einander  treten,  und  das  Produkt  eine  neue 
Ausdehnung  darstellt,  einen  geltenden  Werth  hat,  hingegen,  wenn  die 
Faktoren  in  einander  bleiben,  gleich  Null  gesetzt  wird*).  Die  flesultate 
der  Entwickelimg  können  wir  in  folgendem  Satze  zusammenfassen: 

Wenn  man  unter  dem  äusseren  Produhte  von  n  Strecken  diejenige 
Ausdehnungsgrösse  n-ter  Stufe  versteht,  welche  erzeugt  wird^  wenn  jedes 
Element  der  ersten  StrecTce  die  zweite  erzeugt,  jedes  so  erzeugte  Elenmit 

*)  Wie  diesem  äusseren  Produkt  ein  inneres  gegenüberstehe,  habe  ich  in 
der  Vorrede  angedeutet. 
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die  dritte^  und  so  fort,  und  zwar  so,  dass  jede  Äusdehnungsgrösse  n-ter 
Stufe  als  ein  den  übrigen  gleichartiger  Theil  des  Systems  n-ter  Stufe  auf- 
gefasst  wird,  dem  sie  angehört:  so  gelten  für  dasselbe*,  sofern  Produkte 
aus  n  Faktoren  nur  innerhalb  desselben  Systems  n-ter  Stufe  beirachtä 
61  werden,  alle  Gesetze,  welche  die  Beziehung  der  Multiplikation  \  zur  Addition 
und  Subtraktion  ausdrücken,  und  ausserdem  das  Gesetz,  dass  die  einfachen 
Faktoren  nur  mit  Zeichenwcchsel  vertauschhar  sind. 


B.     Anwendungen. 

§  37 — 40.     Das  Gesets  der  Zeiohenänderang  bei  Vertansohting 

räumlicher  Faktoren. 

§  37. 

61  Wir  haben  nun  hier  den  Zusammenhang  der  Multiplikation  mit 

dem  bisherigen  Begriff  der  Addition  YoUstäudig  dargelegt,  und  gehen 
daher  zu  den  Anwendungen  über. 

Die  Anwendung  auf  die  Geometrie  haben  wir  der  Hauptsache 
nach  in  §  28 — 30  vorweggenommen.  Wir  haben  jedoch  noch  die  jetzt 
eingefiihrten  Benennungen  und  Bezeichnungen  auf  jene  Darstellung  zu 
übertragen. 

Es  erscheint  danach  nun  der  Flächenraum  des  Spathecks  (Paral- 
lelogramms) als  äusseres  Produkt  zweier  Strecken,  wenn  man  nämlich 
zugleich  die  Ebene  mit  festhält,  welcher  dasselbe  angehört,  und  ebenso 
der  Körperraum  des  Spathes  (Parallelepipedons)  als  äusseres  Produkt 
dreier  Strecken,  ohne  dass  man  hier  nöthig  hat,  eine  Bestimmung  hin- 
zuzufügen, da  der  Raum  stets  ein  und  derselbe  ist.  Jene  zwei  Strecken 
bildeten  dann  die  Seiten  des  Spathecks,  und  diese  drei  die  Kanten 
des  Spathes,  imd  zwar  nahmen  wir  dort  die  Strecke,  durch  deren  Be- 
wegung das  Spatheck  entstand,  als  ersten,  die  die  Bewegung  messende 
als  zweiten  Faktor  an,  und  setzten  zwei  Spathecke  als  gleich  bezeichnet, 
wenn  der  zweite  Faktor  vom  ersten  aus  betrachtet  nach  derselben 
Seite  hin  liegt,  wenn  nach  entgegengesetzter,  als  entgegengesetzt  be- 
zeichnet.    Hierin  liegt  schon  das  Gesetz,  dass 

a  .  6  =  —  b  ,  a 

ist;  denn  wenn  b  von  a  aus  betrachtet  nach  links  liegt,  so  muss  a 
von  b  aus  betrachtet  nach  rechts  hin  liegen  und  umgekehrt.  AUeüi 
um  diesem  Vertauschungsgesetz,  was  die  hier  aufgestellte  Multiplikation 
auf  eine  so  auffallende  Weise  von  der  gewöhnlichen  ausscheidet,  eine 
noch  anschaulichere  Basis  zu  geben,  will  ich  auch  jenes  allgemeinere 
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Zeichengesetz,  von  dem  dieses  eine   specielle  Folgerung  enthält,    auf 
geometrische  Weise  ableiten. 

Zuerst  ist  aua  dem  Begriff  des  Negativen  klar,  dass,  wenn  Grund- 
seite und  Höhenseite*)  eines  Spathecks  gleiche  Richtungen**)  bei- 
behalten, auch  der  Flächenraum  gleichbezeichnet  bleibt,  wie  sich  im 
üebrigen  auch  jene  Seiten  vergrössem  I  oder  verkleinem  mögen.  Wenn  62 
ferner  der  Endpunkt  der  Höhenseite  in  einer  mit  der  Grundseite,  oder  62 
der  Endpunkt  der  Grundseite  in  einer  mit  der  Höhenseite  parallelen 
Linie  fortrückt,  während  die  jedesmalige  andere  Seite  dieselbe  bleibt, 
so  bleibt  der  Flächeninhalt  des  Spathecks  gleich,  also  auch  gleichbe- 
zeichnet.  Von  diesen  beiden  Voraussetzungen  gehen  wir  aus,  um  die 
geometrische  Begründung  des  allgemeinen  Zeichengesetzes  zu  liefern. 

Zunächst  ist  klar,  dass  bei  den  angegebenen  Veränderungen  die 
Hohenseite,  von  der  Grundseite  aus  betrachtet,  stets  nach  derselben 
Seite  hin  liegend  bleibt,  da^  heisst,  wenn  man  zuerst  in  der  Richtung 
der  Grundseite,  und  dann  in  der  der  Höhenseite  fortschreitet,  so  muss 
man  in  dem  auf  jene  Weise  veränderten  Spatheck  nach  derselben  Seite 
hin  abbiegen,  wie  in  dem  ursprünglichen.  Da  man  nun  durch  Jena 
Veränderungen,  bei  welchen  das  Zeichen  sich  nicht  ändert,  die  Höhen- 
seite sowohl,  als  nachher  die  Grundseite  in  jede  beliebige  Lage  bringen 
kann  (nur  dass  sie  beide  nicht  zusammenfallen  dürfen),  dabei  aber 
immer  •  die  Höhenseite,  von  der  Grundseite  aus  betrachtet,  nach  der- 
selben Seite  hin  liegend  bleibt,  und  man  endlich  auch  dieselben,  wenn 
man  ihre  RichtungeA  festhält,  beliebig  vergrössern  und  verkleinern 
kann,  ohne  dass  sich  das  Vorzeichen  ändert,  so  folgt  daraus,  dass  alle 
Spathecke,  deren  Höhenseiten,  von  der  Grundseite  aus  betrachtet,  nach 
derselben  Seite  hin  liegen,  auch  gleich  bezeichnet  sein  müssen.  Dass 
nun  umgekehrt  diejenigen  Spathecke,  in  welchen  die  Höhenseiten,  von 
den  Grundseiten  aus  betrachtet,  nach  entgegengesetzten  Seiten  liegen, 
auch  entgegengesetzt  bezeichnete  Flächenräume  darstellen,  folgt  sogleich 
nach  dem  soeben  erwiesenen,  wenn  es  nur  für  irgend  zwei  bewiesen 
ist;  für  a.  h  und  a  .  ( —  b)  ergiebt  sich  dies  aber  sogleich  aus  dem  Be- 
griff des  Negativen.  Somit  ist  jenes  allgemeine  Zeichengesetz  auch  auf 
rein  geometrischem  Wege  vollständig  erwiesen. 

Für  Spathe  würden  wir  auf  ganz  entsprechende  Weise,  wenn  wir 
hier  die  elrste,  zweite  und  dritte  Kante  unterscheiden,  das  Gesetz  auf- 
stellen können: 


•)  Diesen  Namen  gebrauche  ich  in  Ermangelung  eines  bessern,  um  die  der 
Grundseite  anliegende  Seite  (den  zweiten  Faktor)  zu  bezeichnen. 

**)  Entgegengesetzte  Richtungen  werden  natürlich  nicht  als  gleiche  gerechnet 
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Die  Körperräumc  zweier  Spathe  sind  gleich  oder  ^  entgegengesetzt  be- 
geichnet,  je  nadidem  (um  es  in  einefn  Jiilde  auszudrücken^  wenn  man  den 
Körper  in  die  Richtung  der  ersten  Kante  gestellt  defj/ct  {die  Füsse  nach 
deren  Anfangspunkt  zu,  den  Kopf  nach  dem  Endpfinkt),  man,  um  von 
68  der  liichtung  der,  \  zu>eiten  Kante  in  die  der  dritten  überzugehen,  nach 
derselben,  oder  nach  verscfiiedenen  Seiten  abbiegen  muss. 


Fig.  IIa. 


§  38. 

Um   hiervon   noch  eine  anschaulichere  Idee  zu  geben  ^  wollen  wir 
die  Aufgabe  stellen: 

;yEin  Spatheck  in  ein  ihm  gleiches  (und  gleieh  bezeichnetes)  zu 
verwandeln,  dessen  Grundseite  (in  derselben  Ebene)  gegeben  ist, 
aber  der  des  gegebenen  Spathecks  nicht  parall^  isi" 

Es  sei  a/3^die  Grundseite,  ay  die  Hohen- 
Seite  des  gegebenen  Spathecks,  ad  die 
Grundseite  des  gesuchten  (vgl.  Fig.  IIa). 
Man  ziehe  von  a  die  Parallele  mit 
.^  ßd,  von  y  mit  aß,  und  nenne  den  Durch- 
schnitt beider  e:  so  ist  ae  die  Hohenseite 
eines  solchen  Spathecks,  welches  der  Auf- 
gabe Genüge  leistet.    Denn  es  ist^ 

[a/3].[ay]  =  [a/3]  .  [««], 

weil  ya  mit  aß  patallel  ist,  und 

[«^J .  \ae]  =  \ad]  .  [ae],        . 

weil  ßd  parallel  ae  ist,  also  auch  in  der  That 

[ad\  .[as]  =  [«/?].  [ay]. 

Wollte  man  die   gesammte  Schaar  der  Spalhecke  haben,  welche  der 
Aufgabe  genügen,  so  hätte  man  noch  von  e  mit  ad  die  Parallele  zu 

ziehen,    und   den    Punkt  e  in   dieser  Parallelen 
veränderlfch  zu   setzen. 

Wendet  man  diese  Auflösung  auf  den  Fall 
an,  dass  die  Grundseite  des  gesuchten  Parallelo- 
gramms der  Höhenseite  des  gegebenen  identisch 
ist,  so  gelangt  man  durch  reine  Konstruktion 
zu  der  Formel 

a  .  &  =^  —  b  .  a. 

In  der  That  .fällt  dann  d  auf  y  (vgl.  Fig.  IIb), 
und  zieht  man  dann  von  s  die  Parallele  mit  ad,  welche  aß  in  s^ 
sc^meide,  so  überzeugt  man  sich  leicht,'  dass 


Fig.  Hb. 
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.      [ae,]  ==  [ßa]  =  -  [aß] 

ist  Die  obige  Auflösung  ergiebt  daher 

[aß]  .  [ay]  =  [ay]  .  [ae]  =  [ay]  .  [«£,]; 

also  statt  [ccsi]  seinen  Werth  —  [aß]  gesetzt,  und  das  negative  "Zeichen 
dem  ganzen  Produkte  beigelegt: 

[aß]  •  [ay]  -=  [ay]  •  (-  [aß])  =  —  [ay]  •  [aß] . 

Da  man  sich  dies  Gresetz  des  Zeichenwechsels  bei  der  Vertauschung 
der  Faktoren  eines  äusseren  Produktes  nicht  fest  genug  einprägen  64 
kann,  indem  es  den  gewöhnlichen  Vorstellungen  zu  widerstreiten  scheint,  64 
so  will  ich  noch  auf  eine  Analogie  hindeuten,  welche  aber  hier  nur 
als  Abschweifung  aufgefasst  sein  will.  Nämlich  den  Flächeninhalt  eines 
Spathecks  a .  b  kann  man,  wenn  der  von  a  und  b  eingeschlossene 
Winkel  mit  (ab)  und  die  Längen  der  Strecken  q  und  b  mit  a  und  h 
bezeichnet  werden,  ausdrücken  durch  die  Formel: 

,  a  .6  =  a6  sin  (afe), 

6  .  a  =»  &(z  sin  (6a), 

wo  das  Produkt  der  Längen  das  gewöhnliche,  also  c^h  =  ba  ist.  Da 
nun  die  Winkel  (ab)  und  (6a)  entgegengesetzt  sind,  und  die  Sinusse 
entgegengesetzter  Winkel-  gleichfalls  entgegengesetzt  sind,  so  ist 

sin  (a6)  =  —  sin  (6a), 

und  also  auch  hiernach 

a  .  6  =  —  6  .  a. 

§  39. 

Mit  der  hier  gegebenen  Entwickelung  steht  nun  die  Darstellung 
des  Rechtecks  durch  das  Produkt  seiner  Seitenlängen  nicht  im  Wider- 
spruch, sobald  man  nur  die  blossen  Seitenlängen,  in  irgend  einem  ge- 
meinschafblichen  Mass  gemessen,  als  Faktoren  dieses  t^roduktes  fest- 
hält, und  nur  meint,  dass  der  absolute  (vom  Zeichen  unabhängige) 
Flächenraum  des  Rechtecks  so  oft  das  Quadrat  dieses  Masses  ent- 
halten solle,  als  das  Produkt  jener  Zahlen  beträgt.  Will  man  aber 
damit  noch  mehr  ausdrücken,  und  namentlich  behaupten,  dass  der 
Flächenraum  jenes  Rechtecks  an  sich,  das  heisst  auch  seinem*  Zeichen 
nach,  dem  Produkte  jener  Seiten  gleichgesetzt  werden  könne,  so  steht 
dies,  wenn  man  eben  für  das  Produkt  noch  die  Eigenthümlichkeit  des 
algebraischen  Produktes  festhalten  will  (wie  bisher  immer  geschehen 
ist),  mit  den  soeben  erwiesenen  Wahrheiten  in  oiBFenbarem  Widerspruch. 
Es  erscheint  vielmehr  das  Parallelogramm  (also  auch  das  Rechteck) 
nothwendiger  Weise  als  ein  solches  Produkt  seiner  Seiten,  in  welchem' 
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die  Yertauscliung  seiner  Faktoren  nur  mit  Zeichenwechsel  stattfindei 
könne.  Wie  leicht  übrigens  diese  Auffassung  über  bedeutende  Schwierig 
keiten,  unter  welchen  sich  selbst  die  ausgezeichnetsten  Mathematike; 
66  bisweilen  verwirrt  haben,  hinweghilft,  wird  sich  durch  |  folgendes  Bei 
spiel  zeigen.  . 

La  Orange  führt  in  seiner  mecanique  anälytiqtie*)  einen  Sat 
von  Varignon  an,  dessen  er  sich  zur  Verknüpfung  der  verschiedene] 
Principien  der  Statik  bedient,  und  welcher  nach  ihm  darin  besteht 
„dass,  wenn  man  von  irgend  einem  in  der  Ebene  eines  Parallelogramm 
genommenen  Punkte  Perpendikel  fallt  auf  die  Diagonale  und  auf  di 
beiden  Seiten,  welche  diese  Diagonale  einfassen  (coniprennent)^  das  Pro 
dukt  der  Diagonale  in  ihr  Perpendikel  gleich  ist  der  Summe  de 
Produkte  beider  Seiten  in  ihre  beziehlichen  Perpendikel,  wenn  de 
Punkt  ausserhalb  des  Parallelogramms  {liors  du  Parallelogramme)  fälll 
oder  ihrem  Unterschiede,  wenn  er  innerhalb  des  Parallelogramms  fallt.' 

Dieser  Satz  ist,  wie  sich  sogleich  zeigen  wird,  unrichtig,  inden 
das  ersterc  nicht  stattfindet,  wenn  der  Punkt  ausserhalb  des  Parallele 
gramms  fällt,  sondern  wenn  er  ausserhalb  der  beiden  Winkelräum« 
fällt,  welche  der  von  jenen  beiden  Seiten  eingeschlossene  Winkel  un( 
sein  Scheitelwinkel  bilden,  hingegen  das  letztere,  wenn  innerhalb.  Ei 
versteht  sich  von  selbst,  dass  das  Produkt  dabei  im  gewohnlichen 
algebraischen  Sinne  genommen  ist.  Betrachtet  man  mm  aber  jene  Pro 
dukte  näher,  so  stellen  sie  in  der  That  die  Flächenräume  der  Parallele 
gramme,  welche  jene  beiden  Seiten  und  die  Diagonale  zu  Grundseitei 
haben,  und  deren  der  Grundseite  gegenüberliegende  Seiten  durch  dei 
angenommenen  Punkt  gehen,  ihrem  absoluten  Werthe  nach,  das  heiss 
unabhängig  vom  Zeichen,  dar.  Hält  man  hingegen  das  Zeichen  diesei 
Plächenräume  fest,  so  gilt  der  Satz  ohne  Unterscheidung  der  einzelnei 
Fälle  sogleich  allgemeia,  indem  der  Flächenraum,  der  die  DiagonaL 
zur  Gnmdseite  hat,  stets  die  Summe  ist  der  Flächenräume,  die  di< 
beiden  andern  Seiten  zu  Grundseiten  haben*,  und  zwar  ist  der  Beweii 
dieses  Satzes  nach  unserer  Analyse  auf  der  Stelle  gegeben.  Denn  is 
aö  die  Diagonale  des  Parallelogramms,  und  sind  aß  und  ay  die  beidei 
sie  einschliessenden  Seiten,  s  endlich  der  willkührliche  Punkt,  so  ist 

[aö]  =  [aß\  +  [ccy] , 

weil  nämlich  [ßd]  =  [ay]  istj  und  also  nach  dem  einfachsten  Multi 
plikationsgesetz 

6c    •  [«*.1-M  =  [a/J]   M  +  [«y]-M, 

was  zu  erweisen  war.   Will  man  dann  den  Satz  für  absolute  Flächen 

•  

•)  P.  14  der  neuen  Ausgabe  [I  partie,  section  I,  No.  12]. 
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rdume  aussprechen,  so  hat  man  nur  die  Fälle  zu  unterscheiden,  wo  der 
Punkt  £  von  jenen  beiden  Seiten  des  Parallelogramms  aus  betrachtet 
nach  derselben,  und  wo  nach  verschiedenen  Seiten  hin  liegt,  woraus 
sich  dann  leicht  der  Satz  in  der  oben  gegebenen  verbesserten  Form 
ergiebi 

§  40. 

Ich  will  die  Anwendungen  auf  die  Geometrie  nun  mit  der  Lösung 
der  obigen  Aufgabe  (§  38)  für  den  dort  nicht  mit  aufgenommenen 
Fall  schliessen,  nämlich  ein  Spatheck  in  ein  ihm  gleiches  zu  verwan- 
deb;  dessen  Seiten  mit  denen  des  gegebenen  parallel  sind,  aber  dessen 
eine  Seite  zugleich  ihrer  Länge  nach  gegeben  ist.  Ich  wähle  den  Weg, 
wie  ihn  unsere  Analyse  darbietet. 

Es  sei  a  .b  das  gegebene  Spatheck,  rij  die  mit  a  parallele  Seite 
des  gesuchten  und  6,  die  gesuchte  mit  b  parallele  Seite  desselben,  fiir 
welche  die  Gleichung 

a  .  6  =  a^ .  6i 

bestehen  soll,  oder  da  Oj  .  6^  =  —  b^ ,  a^  ist, 

a  .  6  +  6,  .  Ol  =  0. 

Da  man  dem  Faktor  a  das  Stück  7>, ,  dem  Faktor  6,  das  Stück  a  hin- 
zufagen  kann,  weil  diese  Stücke  mit  dem  jedesmaligen  andern  Faktor 
gleichartig  sind,  also  ihre  Hinzufügung  das  Produkt  nicht  ändert,  so 
hat  man 

(«  +  &,)•«'  +  («  +  '',)  •  flx  =  0, 
oder 

(a  +  6.)  .  (a,  +  6)  =  0, 

das  heisst  (a  +  ^i)  und  (a^^  +  ^)  müssen  parallel 
sein.  Hierin  nun  liegt  die  folgende  Konstruktion 
and  deren  Beweis;  nämlich  wenn  a=  [a/3],  b  =  [ay] 
ist  (vgl.  Fig.  11c),  und  a,  =  [ccd],  wo  a,  /3,  *  in 
Einer  geraden  Linie  liegen,  so  mache  man  ds 
gleich  lang  und  parallel  mit  ay,  also  [ae]  gleich 
(«1  +  V),  ziehe  von  ß  die  Parallele  mit  ay,  welche 
US  in  ^  schneide,  so  ist  [ß^]  die  gesuchte  ^ 
Strecke  6^*). 


Fig.  11  c. 


*)  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  diese  Aufgabe  auch  lösen  kann 
durch  zweimalige  Anwendung  der  in  §  HS  gegebenen  Auflösung,  indem  man  eine 
nicht  parallele  Grundseite  zu  Hülfe  nimmt. 
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§  41.     Das  statisohe  Moment. 

<I7  In  der  Statik  und  Mechanik  wird  der  Begriff  des  äusseren  Pro- 

duktes repräsentirt  durch  den  Begriff  des  Momentes. 

Tn  der  That  können  wir  das  Moment  einer  Kraft  in  Bezug  auf 
cjiiien  Punkt  definiren  als  äusseres  Produkt,  dessen  erster  Faktor  die 
Strecke  ist,  welche  von  jenem  Punkte  (dem  Beziehungspunkte)  nach 
einem  Punkte  der  geraden  Linie,  in  welcher  die  Kraft  wirkt,  gezogen 
ist,  und  dessen  zweiter  Faktor  die  Strecke  ist,  welche  die  Kraft  dar- 
stellt. Ist  also  Q  der  Beziehungspunkt,  a  der  Angriffspunkt,  das  heisst 
der  Punkt,  welcher  von  der  Kraft  getrieben  wird,  p  die  Strecke,  welche 
die  Kraft  darstellt,  so  ist  das  Moment 

wobei  nach  den  Gesetzen  der  äusseren  Multiplikation  einleuchtet,  dass 
es  für  das  Resultat  gleichgültig  ist,  welchen  Pmikt  in  der  Wirkungs- 
linie der  Kraft  man  statt  a  einführen  mag;  denn  es  sei  ß  ein  anderer 
Punkt  dieser  Linie,  also  [ccß]  gleichartig  mit  Py  so  hat  man 

[Qß]  .  P  =  {[qcc]  +  [aßj)  .  p  =  [qo]  .  p, 
weil  das  Stück  [«-/JJ,  als  dem  zweiten  Faktor  gleichartig,  nach  §  35 
weggelassen  werden  darf.  Und  ebenso  ist  unter  dem  Momente  einer 
Kraft  in  Bezug  auf  eine  Axe  q6  das  äussere  Produkt  aus  drei  Fak- 
toren verstanden,  dessen  erster  Faktor  die  als  Strecke  genommene 
Axe,  dessen  zweiter  Faktor  die  Strecke  von  irgend  einem  Punkt  der 
Axe  nach  irgend  einem  Punkt  in  der  Wirkungslinie  der  Kraft,  und 
dessen  dritter  Faktor  die  Kraft  ist,  also 

[Qö].[6a].p, 

oder  auch  es  ist  das  Produkt  der  als  Strecke  genommenen  Axe  in  das 
auf  irgend  einen  Punkt  der  Axe  bezügliche  Moment  der  Kraft,  wobei 
wieder,  aus  denselben  Gründen  wie  vorher,  gleichgültig  ist,  welche 
Punkte  man  in  jenen  Linien  auswählt. 

Es  erscheint  also  das  Moment  einer  Kraft  in  Bezug  auf  einen 
Punkt  als  Flächenraum  eines  Spathecks,  in  Bezug  auf  eine  Axe  als 
Körperraum  eines  Spathes,  und  dabei  haben  überall  zwei  Kräfte,  welche 
als  Strecken  gleich  sind,  nur  dann  gleiche  Momente,  wenn  sie  auch 
in  derselben  geraden  Linie  wirken. 

Ferner  verstehen  wir  unter  dem  Gesammtmoment  mehrerer  Kräfte, 

welche  in  derselben  Ebene  liegen,  in  Bezug  auf  einen  Punkt  der  Ebene 

die  Summe  aller  auf  jenen  Punkt  bezüglichen  Momente  derselben,  und 

68  ebenso    unter   dem  |  Gesammtmoment  mehrerer  Kräfte   in  Bezug   auf 

eine  Axe  die  Summe  aller  auf  diese  Axe  bezüglichen  Momente.    Da 
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Kraft  und  Bewegung  nach  §  25  und  26  durch  dieselbe  Strecke  dar- 
gestellt werden;  indem  die  Kraft  eben  nur  die  der  Bewegung  suppo- 
nirte  und  also  ihr  gleich  zu  setzende  Ursache  ist,  so  ist  schon  ohne 
weiteres  klar,  was  unter  dem  Moment  der  Bewegung  und  unter  dem 
Gesammtmoment  mehrerer  Bewegungen  verstanden  ist;  doch  erinnern 
wir  hier  noch  einmal  daran ,  dass  die  Bewegung  (nach  §  25)  nur  für 
die  Masseneinheit  der  Geschwindigkeit  gleich  gesetzt  werden  könne^ 
and  dass  gleiche  Bewegungen  nur  dann  gleiche  Momente  haben,  wenn 
sie  in  derselben  geraden  Linie  fortschreiten. 

Wie  leicht  sich  nun  vermittelst  unserer  Analyse  hieraus  alle  all- 
gemeinen Gesetze  der  Statik  und  Mechanik,  welche  sich  auf's  Moment 
beziehen,  ableiten  lassen,  wird  die  folgende  Entwickelung  zur  Genüge 
zeigen.  Ich  bemerke  nur  noch  vorläufig,  dass  wir  im  zweiten  Ab- 
schnitte dieses  Theils*)  einen  noch  einfacheren  Ausdruck  des  Mo- 
mentes und  in  dem  nächsten  Kapitel  (§  57)  eine  Verallgemeinerung 
des  BegrüFs  des  Gesammtmomentes  kennen  lernen  werden. 


§  42,  43.     Sätze  über  das  Gesammtmoment.     Gleichgewicht 

fester  Körper. 

§  42. 

Die  Hauptsache  bei  der  Anwendung  des  Begriffs  des  Momentes 
ist,  dass  das  Gesammtmoment  aller  inneren  Kräfte  in  Bezug  auf  jede 
beUebige  Axe,  imd  in  Bezug  auf  jeden  Punkt  gleich  Null  ist;  doch 
können  wir  das  letztere  hier  nur  beweisen,  wenn  alles  in  derselben 
Ebene  liegt**). 

Man  versteht  nämlich  unter  inneren  Kräften  bekanntlich  solche, 
welche  sich  paarweise  in  der  Art  entsprechen,  dass  die  Kräfte  jedes 
Paares  in  derselben  geraden  Linie  wirken  imd  einander  entgegengesetzt 
gleich  sind;  und  wir  können  sogleich  zeigen,  dass  die  Momente  jedes 
solchen  Paares  in  Bezug  auf  jeden  Punkt  und  jede  Axe  zusammen  null 
sind.  In  der  That,  betrachtet  man  zum  Beispiel  in  Bezug  auf  eine  Axe 
jene  beiden  Momente,  welche  nach  dem  Früheren  äussere  Produkte  aus 
[je]  drei  Faktoren  sind,  so  sind  die  beiden  ersten  Faktoren  in  beiden 
Produkten  vollkommen  gleich,  der  erste  Faktor  als  die  gemeinschaft- 
liche Axe  darstellend,  der  zweite  als  Verbindungsstrecke  zwischen 
denselben  Linien;  der  dritte  aber,  welcher  die  Kraft  darstellt,  ist  69 
entgegengesetzt  gleich;  folglich  sind  auch  beide  Momente  einander  ent-  69 


•)  §  120. 
**)  Der  Beweis  für  den  allgemeinen  Fall  folgt  in  §  57. 

Grai*8mann,  Werko.     I. 
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gegeugesetzt  gleich,  also  ihre  Summe  null.  Da  nun  das  Gesammir 
moment  jedes  einzelnen  Paares  der  inneren  Kräfte  null  ist,  so  ist  auch 
das  aller  Paare,  das  heisst  aller  inneren  Kräfte  null.  Auf  ganz  ent- 
sprechende Weise,  wie  wir  dies  in  Bezug  auf  eine  Axe  dargethan  haben, 
ergiebt  es  sich  auch  in  Bezug  auf  einen  Punkt,  wenn  alles  in  der- 
selben Ebene  liegt,  weshalb  wir  uns  dieses  Beweises  entschlagen  dürfen. 


§  43. 

Da  nun  die  einem  Punkte  mitgetheilte  Bewegung  stets  gleich  ist 
der  ihm  mitgetheilten  Kraft,  so  wird  auch  das  Gesammtmoment  der 
einem  Punktvereine  innerhalb  eines  Zeitraums  mitgetheilten  Bewegungen 
gleich  dem  Gesammtmoment  der  ihm  während  dieser  Zeit  mitgetheilten 
Kräfte  sein,  und  da  das  der  iimeren  Kräfte  null  ist,  gleich  dem  Ge- 
sammtmomeute  der  jenem  Punktverein  von  aussen  mitgetheilten  Kräfte, 
und  zwar  in  Bezug  auf  jede  beliebige  Axe,  und,  wenn  die  Kräfte  in 
derselben  Ebene  liegen,  auch  in  Bezug  auf  jeden  Punkt  derselben.  Dies 
Gesetz,  was  hier  in  einer  so  einfachen  Form  erscheint,  ist  von  der 
grössten  Allgemeinheit  und  überall  aufs  leichteste  anwendbar. 

Soll  zum  Beispiel  Gleichgewicht  stattfinden,  so  müssen  die  mit- 
getheilten Bewegungen  alle  null  sein,  also  auch  deren  Gesammtmoment, 
und  man  hat  also '  für's  Gleichgewicht  die  Bedingung,  dass  das  Ge- 
sammtmoment der  von  aussen  mitgetheilten  Kräfte  in  Bezug  auf  jede 
Axe  null  sein  muss;  so  auch  namentlich  bei  festen  Körpern,  bei  wel- 
chen die  Kräfte,  die  den  festen  Zustand  erhalten,  als  innere  erscheinen. 
Ist  aber  der  feste  Körper  in  einem  Punkte  oder  in  einer  Linie  be- 
festigt, um  welche  er  sich  frei  schwenkt,  so  ist  die  Kraft,  durch  welche 
jener  Punkt  oder  jene  Linie  desselben  in  ihrer  festen  Lage  erhalten 
wird,  eine  äussere,  die  aber  nur  als  Widerstand  leistende  aufgefasst 
und  daher  zunächst  als  unbekaimte  gesetzt  wird.  Man  hat  daher,  um 
die  Bedingungsgleichung  des  Gleichgewichts  zu  finden,  jene  unbekannte 
Kraft  herauszuschaffen.  Dies  geschieht  vermittelst  unserer  Analyse 
auf's  leichteste. 

Ist  nämlich  a  der  feste  Punkt,  x  die  Widerstand  leistende  Kraft, 
welche  diesen  Punkt  fest  hält,  so  muss  man  die  Axe  qö,  in  Bezug 
auf  welche  man  die  Momentgleichung  nimmt,  so  wählen,  dass  das  Mo- 
70  ment  der  Kraft  x  verschwindet,  das  heisst  [qö]  .  [öa\  ,  x  =  0  wird, 
70  für  jeden  |  beliebigen  Werth  von  x,  das  heisst  es  muss  [q&]  .  [öa]  =  0 
sein,  oder  die  Axe  qö  muss  durch  den  Punkt  a  gehen.  Somit  haben 
wir  dann  als  Bedingung,  unter  welcher  nur  Gleichgewicht  stattfinden 
kann,  dass  das  Gesammtmoment  der  von  aussen  wirkenden  Kräfte  in 


r 
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Bezog  auf  jede  durch  den  befestigten  Punkt  gehende  Axe  null  sein 
muss.  Soll  eine  Axe  des  Körpers  befestigt  sein,  so  kann  man  zwei  be- 
festigte Punkte  annehmen,  also  zwei  Widerstand  leistende  Kräfte,  welche 
herausfallen,  wenn  die  Axe,  in  Bezug  auf  welche  die  Moment-Gleichung 
genommen  wird,  durch  jene  beiden  Punkte  zugleich  gelegt  wird;  also 
hat  man  dann  als  Bedingung,  unter  welcher  nur  Gleichgewicht  statt- 
finden kann,  dass  das  Gesammtmoment  der  von  aussen  wirkenden  Kräfte 
in  Bezug  auf  die  befestigte  Axe  null  sein  muss.  ^ 


§  44.     Das  VertauBOhtuigsgeaetz  durch  die  Statik  bestätigt. 

Wir  haben  in  dem  Begriff  des  Moments  zugleich  eine  schone  Be- 
stätigung des  Gesetzes,  dass  innerhalb  derselben  Ebene  das  äussere 
Produkt  zweier  Strecken  sein  Zeichen  so  lange  beibehält,  als  der  zweite 
Faktor,  vom  ersten  aus  betrachtet,  nach  derselben  Seite  hin  liegt,  im 
entgegengesetzten  Falle  aber  sein  Zeichen  ändert.  Denn  betrachtet 
man  Ki^fte  in  einer  Ebene,  welche  um  einen  Punkt  drehbar  gedacht 
wird,  so  werden  die  Kräfte  sich  dann  verstärken,  wenn  sie,  vom 
Drehungspunkte  aus  betrachtet,  nach  derselben  Seite  hin  gerichtet 
sind,  hingegen  sich  ganz  oder  theilweise  aufheben,  wenn  nach  entgegen- 
gesetzter; so  dass  in  der  That  durch  den  Begriff  des  Momentes,  nach 
welchem  die  Natur  selbst  verföhrt,  jener  Begriff  des  äusseren  Produktes 
gerechtfertigt  wird.  Ich  glaube  nun,  dass  das  Anfangs  auffallende 
Zeichengesetz  durch  die  ganze  Reihe  der  Betrachtungen,  wie  wir  sie 
in  den  verschiedenartigsten  Beziehungen  angestellt  haben,  das  Auf- 
fallende ganz  verloren  hat,  und  vielmehr  jetzt  nicht  nur  als  das  be- 
grifflich nothwendige,  sondern  auch  als  das  durch  die  Natur  selbst 
gerechtfertigte  und  in  ihr  sich  überall  bewährende  erscheint. 

§  45,  46.     Lösung  algebraisoher  Gleiohuiigen  ersten  Grades  mit 

mehreren  Unbekannten. 

§  45. 
Dass  nun  die  äussere  Multiplikation,  da  sie  den  Begriff  des  Ver- 
schiedenartigen wesentlich  voraussetzt,  auf  die  Zahlenlehre  keine  so 
unmittelbare  Anwendung  findet,  wie  auf  die  Geometrie  und  Mechanik, 
darf  uns  freilich  nicht  wundem,  indem  die  Zahlen  ihrem  Inhalte  nach 
als  gleichartige  erscheinen.  Aber  desto  interessanter  ist  es,  zu  be- 
merken, wie  in  der  Algebra,  sobald  an  der  Zahl  noch  :  die  Art  ihrer  71 
Verknüpfung  mit  andern  Grössen'  festgehalten,  und  in  dieser  Hinsicht 
die  eine  als  von  der  andern  formell  verschiedenartig  aufgefasst  wird, 
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auch  die  Anwendbarkeit  der  äusseren  Multiplikation  mit  einer  so  schla- 
genden Entschiedenheit  heraustritt,  dass  ich  wohl  behaupten  darf,  es 
werde  durch  diese  Anwendung  auch  die  Algebra  eine  wesentlich  ver- 
änderte Gestalt  gewinnen. 

Um  hiervon  eine  Idee  zu  geben ,  will  ich  n  Gleichungen  ersten 
Grades  mit  n  Unbekannten  setzen,  von  der  Form 


• 

«1«I  +  o»««  +  • 

•                        ■                 • 

•  •  +  CtnXn  «=  «0 

•  •  +    bnXn  =  fco 

•  •                         •                       • 

wo  a;,  . . 

•                       •                 • 

.  Xn  die  Unbekannten  seien. 

•  •                                •                              • 

'  "T"  ^nXn  ^  ^0 

Hier  können  s 

cienten,  welche  verschiedenen  Gleichungen  angehören,  sofern  wir  diese 
Verschiedenheit  an  ihrem  Begriff  noch  festhalten,  als  verschiedenartig 
ansehen,  und  zwar  alle  als  an  sich  verschiedenartig,  das  heisst  als 
unabhängig  in  dem  Sinne  unserer  Wissenschaft  —  die  einer  und  der- 
selben Gleichung  als  unter  sich  in  derselben  Beziehung  gleichartig. 
Addiren  wir  nun  in  diesem  Sinne  alle  n  Gleichungen  und  bezeichnen 
die  Summe  des  Verschiedenartigen  in  dem  Sinne  unserer  Wissenschaft 
mit  dem  Verknüpfungszeichen  4,  indem  die  gleichen  Stellen  in  den 
so  gebildeten  Summenausdrücken  immer  dem  Gleichartigen  zukommen 
sollen,  so  erhalten  wir 

(a,  +  J,  +  . . .  +  s, )  a;i  +  (o,  +  ft,  +  . . .  +  Sj)  a:,  -i- . . .  + 

oder  bezeichnen  wir  (aj  -f  &i  +  •  •  •  +  ^i)  ™*  Pi  ^^^  entsprechend  die 
übrigen  Summen,  so  haben  wir 

Aus  dieser  Gleichung,  welche  die  Stelle  jener  n  Gleichungen  vertritt, 
lässt  sich  mm  auf  der  Stelle  jede  der  Unbekannten,  zum  Beispiel  x^ 
finden,  wenn  wir  die  beiden  Seiten  mit  dem  äusseren  Produkte  aus 
den  Eoefficienten  der  übrigen  Unbekannten  äusserlich  multipliciren, 
also  hier  mit  i)^ .  i>8  . . .  i>n  •  Da  nämlich,  wenn  man  die  Glieder  der 
72  linken  Seite  einzeln  multiplicirt,  nach  dem  Begriff  des  |  äusseren  Pro- 
duktes (§  32)  alle  Produkte  wegfallen,  welche  zwei  gleiche  Faktoren 
enthalten,  so  erhält  man 

JPl  'P2  -A  '"PnXi  —Po  .JPa  .i>8  "-Pn- 

Also  da  beide  Produkte,  als  demselben  System  n-ter  Stufe  angehorig 
einander  gleichartig  sind,  so  hat  man 


^■ 


L^^-- 


Anwendung  auf  die  Lösung  von  Gleichungen  ersten  Gi^es.  IQl 

■ 

Po  •  Pt  '  Ps  "  -  Pn*)  '•'' 

^'^  P7'Pi      Pb      '     Vn 

Also  jede  Unbekannte  ist  einem  Bruche  gleich ,  dessen  Nerner  das 
äussere  Produkt  der  Koefficienten  p^  . . .  p^  ist,  und  dessen  Zähler  man 
erhalt,  wenn  man  in  diesem  Produkt  statt  des  Koefficienten  jener  Un- 
bekannten die  rechte  Seite,  nämlich  p^,  als  Faktor  setzt.  Alle  Unbe- 
kannten haben  also  denselben  Nenner,  und  werden  unbestimmt  oder 
unendlich,  wenn  dieser  Nenner  null  wird,  das  heisst 

Pl    Pi  ..vPn  =  0 

ist 

§  46. 

Dass  jene  Ausdrücke  für  a:, ,...,  x„  nicht  etwa  blosse  Rechnungs- 
formen darstellen,  sondern  die  vollkommenen  Lösungen  der  gegebenen 
Gleichungen  enthalten,  wird  noch  deutlicher  erhellen,  wenn  wir  für 
irgend  eine  bestimmte  Anzahl  von  Gleichungen  statt  Pi,  P2  ...  ihre 
Werthe  substituiren.    Man  hat  für  .drei  Gleichungen 

^     ^  ^  Pl'Pt'PB^ 

wo 

Po  =  K  +  ^0  +  0>  Pl  =  («1  +  \  +  ^1);  •  •  • 

ist,  und  zwar  a^  gleichartig  ist  mit  a^,  und  so  weiter.  Substituiren  wir 
diese  Ausdrücke  in  obiger  Gleichung,  multipliciren  durch,  indem  wir 
die  Produkte  der  gleichartigen  Grössen,  da  sie  null  werden,  auslassen, 
und  ordnen  entsprechend  mit  Beobachtung  des  für  äussere  Produkte 
festgestellten  Zeichengesetzes,  so  haben  wir  sogleich,  wie  man  bei  ge- 
ringer Uebung  ohne  weiteres  aus  obiger  Formel  ablesen  kann, 

worin  wir,  da  alles  entsprechend  geordnet  ist,  wieder  die  gewöhnliche 
Multiplikationsbezeichnung  einführen  konnten.    Dies  ist  die  bekannte  73 
Formel,  durch  welche  aus  drei  Gleichungen  mit  drei  Unbekannten  eine 
derselben  bestimmt  wird,  und  es  zeigt  sich,  wie  dieselbe  vollkommen 
in  der  so  sehr  viel  einfacheren  Formel  (1)  enthalten  ist. 

Wir  haben  hier,  um  sogleich  die  Anwendbarkeit  unserer  Analyse 
auch  an  einem  Beispiele,  welches  nicht  mehr  auf  die  drei  Dimensionen 
beschränkt  ist,  darzuthun,  etwas  vorgegrifiFen,  indem  der  Begriff  der 
Zahl  und  der  Division,  den  wir  hier  anwandten,  erst  den  Gegenstand 

*)  Die  Gesetze  der  äusseren  Multiplikation  und  Division  lassen  übrigens  keiu 
Heben  im  Zähler  und  Nenner  zu,  vgl.  Kapitel  IV. 


.    •   • 
•     ••  • 
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•••. 


des  yierte9**]^pitels  ausmachen  werden;  wir  werden  jedoch  späterhin 
noch  euunat  auf  %esen  Gegenstand  der  Anwendung  zurückkommen, 
und  dpH  ^as  Verfahren  auch  ausdehnen  auf  Gleichungen  höherer 
GradeJ**'.' 


./•.  • 


•     < 


Drittes  Kapitel. 
Yerknfipfnng  der  Aasdehnungsgrossen  höherer  Stufen. 

A.     Theoretische  Entwickelung. 

§  47  y  48.     Summe  von  Ausdehnungen  in  einem  Gebiete  nächst 

höherer  Stufe. 

§  47. 

Durch  die  äussere  Multiplikation  sind  höhere  Ausdehnungsgrossen 
entstanden^  die  Verknüpfungen  derselben  [aber]  haben  wir  bisher  nur  be- 
trachtet; sofern  gleichartige  Ausdehnungsgrössen  addirt  werden  sollten, 
indem  die  Addition  sich  hier  auf  den  allgemeinen  Begriff  des  Zusam- 
mendenkens gründete,  welcher  überhaupt  die  Addition  des  Gleichartigen 
(wenn  dasselbe  gleich  bezeichnet  ist)  charakterisirt.  Vermöge  dieses 
Begriffs  hatten  wir  die  im  vorigen  Kapitel  dargelegten  Gesetze  ent- 
wickelt. Das  Grundgesetz  der  Multiplikation,  dass  man  statt  des  zer- 
stückten Faktors  seine  Stücke  einzeln  einführen,  und  die  so  gebildeten 
Produkte  addiren  dürfe,  fand  daher  seine  Beschränkung  darin,  dass  die 
dadurch  entstehenden  Produkte,  um  sie  nach  den  bisherigen  Begriffen 
addiren  zu  können,  gleichartig  sein  mussten. 

Um  diese  Beschränkung  aufzuheben,  werden  wir  daher  den  Be- 
griff der  Addition  für  höhere  Ausdehnungsgrössen  erweitem  müssen. 
Der  so  erweiterte  Begriff  muss  von  der  Art  sein,  dass  er  erstens  bei 
gleichartigen  Ausdehnungsgrössen  in  den  gewöhnlichen  umschlagt,  imd 

74  dass  für  |  ihn  die  Grundbeziehung  der  Addition  zur  Multiplikation  gilt. 

74  Natürlich  muss  dann  für  dieselbe  die  Geltung  der  Additionsgesetze 
nachgewiesen  werden,  ehe  jene  Verknüpfung  als  Addition  fixirt  werden 
kann.  Somit  ist  klar,  dass,  wenn  es  überhaupt  eine  Addition  ungleich- 
artiger Ausdehnungsgrössen  höherer  Stufen  giebt,  das  Gesetz  bestehen 
muss 

wo  h  und  c  Strecken  vorstellen.  Nennen  wir  schon  vorläufig  diese  Ver- 
knüpfung eine  Addition,  um  einen  bequemeren  Wortausdruck  zu  haben, 
so  würden  wir  die  Definition  aufstellen  können: 


Summe  Yon  Ausdehnungen  in  einem  Gebiete  nächut  höherer  Stufe.       103 

Zivei  äussere  Produkte  n-ter  Stufe,  welche  einen  gemeinschaftlichen 
Faktor  (n —  l)'ter  Stufe  haben,  addirt  man,  indem  man  die  ungleichen 
Faktoren  addirt,  und  dieser  Summe  den  gemeinschaftlichen  Faktor  auf 
dieselbe  Weise  hinzufügt,  wie  er  den  StücTcen  hinzugefügt  war. 


§  48. 

Dieser  formellen  Definition  müssen  wir  zuerst  dadurch  eine  an- 
schaulichere Bedeutung  geben,  dass  wir  untersuchen,  wie  weit  sie  reicht, 
das  heisst,  welche  Ausdehnungsgrössen  man  nach  ihr  addiren  kann. 

Es  leuchtet  sogleich  ein,  dass  zwei  Ausdehnungsgrössen  n-ter  Stufe 
nur  dann  nach  dem  aufgestellten  Begriffe  summirbar  sind,  wenn  sie  dem- 
selben Systeme  (n  -}-  l)-ter  Stufe  angehören;  wir  werden  aber  zeigen, 
dass  sie  alsdann  auch  immer  summirbar  sind,  indem  je  zwei  Ausdeh- 
nungsgrössen w-ter  Stufe  An  und  JB«,  welche  demselben  Systeme 
(n  +  l)-ter  Stufe  angehören,  sich  stets  auf  einen  gemeinschaftlichen 
Faktor  (n  —  l)-ter  Stufe  bringen  lassen. 

Sind  zuerst  An  und  Bn  gleichartig,  so  leuchtet  es  unmittelbar  ein, 
indem,  wenn  (w  —  1)  einfache  Faktoren  von  An  konstant  bleiben,  der 
n-te  aber  sich  beliebig  durch  Fortschreitung  oder  Rückschreitung  ver- 
ändert, auch  das  Produkt  jeden  beliebigen  mit  An  gleichartigen  Werth, 
also  auch  den  Werth  JB„  annehmen  kann.  Hierin  liegt  zugleich,  dass 
man  jede  Ausdehnung  «-ter  Stufe  auf  (u. —  1)  beliebige  Faktoren, 
welche  demselben  Systeme  «-ter  Stufe  angehören  und  von  einander 
unabhängig  sind,  bringen  kann. 

Sind  An  und  lin  ungleichartig,  so  sei 

An  =  flfj  .  Cfg  •  •  •  ö«  ; 

wo  fi, , .. .,  On  Strecken  vorstellen,  welche  von  einander  unabhängig  sind. 
Dann  muss  Bn  nothwcndig  wenigstens  Einen  Faktor  enthalten,    welcher  75 
von  den  sämmtlichen   Strecken  a^,.,an  unabhängig  ist;    es  sei  an+i 
ein  solcher  Faktor,  und  also 

Bn  =  hl  .b^  ...  bn^i  .  flr„+i .  76 

Da  in  einem  System  (n  +  l)-ter  Stufe  nicht  mehr  als  (n  +  1)  von 
einander  unabhängige  Strecken  angenommen  werden  können,  so  muss 
jeder  von  den  Faktoren  6,  ...ft„_i  von  jenen  Strecken  a^  ...ön-fi  ab- 
hängig sein,  das  lieisst  sich  als  Summe  darstellen  lassen,  deren  Stücke 
diesen  Strecken  gleichartig  sind.  Denkt  man  sich  nun  jeden  dieser 
Faktoren  6,  .,.bn—i  als  solche  Summe  dargestellt,  so  kann  man  nim 
in  jeder  dasjenige  Stück,  was  mit  a„^i  gleichartig  ist,  weglassen,  ohne 
den  Werth    des    Produktes    Bn   zu  ändern    (vgl.   §  35).     Nach    dieser 
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Weglassung  sei  das  Produkt  6^  .  6^ ...  6«— i  übergegangen  in  G,_i,  so 
ist  also 

Die  Faktoren  von  C«—i  sind  nur  noch  von  den  Strecken  a,  ...a»,  das 
heisst  von  den  Faktoren  der  Ausdehnungsgrösse  An  abhängig;  oder 
mit  andern  Worten,  sie  gehören  dem  Systeme  An  an,  folglich  wird  sich 
An  nach  der  im  Anfang  dieses  Paragraphen  angewandten  Schlussfolge 
auf  den  Faktor  C„_i  bringen  lassen,  wenn  der  n-te  Faktor  willkühr- 
lich  gewählt  werden  darf*,  somit  lassen  sich  beide  Ausdehnungsgrossen 
An  und  Bn  auf  den  gemeinschaftlichen  Faktor  C»—i  bringen,  welcher 
von  (n  —  l)-ter  Stufe  ist,  oder,  wie  wir  uns  auch  kürzer  ausdrücken, 
beide  haben  eine  Ausdehnungsgrösse  (w  —  l)-ter  Stufe  gemeinschaftlicL 
So  wird  nun  die  obige  Definition  so  umgewandelt  werden  können: 

Zwei  Ausdehnungsgrössen  n-ter  Stufe,  toelche  demselben  System 
(n  -{-lyter  Stufe  angehören,  werden  addirt,  indem  man  sie  auf  einen  ge- 
fneinschaftlichen  Faktor  (n  —  lyter  Stufe  bringt,  und  die  Summe  der  un- 
gleichen Faktoren  mit  diesem  gemeinschaftlichen  Faktor  verknüpft. 

§  49,  50.     Greltung  der  Additionsgesetze  für  diese  neue  Summe. 

§  49. 

Um  nun  die  Geltung  der  Additionsgesetze,  oder  vielmehr  zunächst 
nur  die  der  Grundgesetze  nachzuweisen,  haben  wir  zuerst  die  Ver- 
tauschbarkeit  der  Stücke  darzuthun.  Diese  Stücke  werden  sich  nach 
dem  vorigen  Paragraphen  darstellen  lassen  in  der  Form  A  .  h  und 
A  .  c.     Nun  ist 

A,h  +  A.c  =  A.Q)'^c)  =  A,((i-^h)  =  A,c  +  A,h, 

76  also  sind  die  Stücke  vertauschbar.  Das  zweite  Gesetz,  dessen  |  Geltung 
nachgewiesen  werden  muss,  ist,  dass 

{A'\'B)  +  C=A  +  {B'\-C) 

76  sei,  auch  dann,  wenn  A,  B,  C  Ausdehnungen  rt-ter  Stufe  in  demselben 
Systeme  (n  +  l)-ter  Stufe  sind,  und  die  Addition  den  vorher  bezeich- 
neten Begriff  haben  soll. 

Wir  haben  zu  dem  Ende  die  Frage  zu  beantworten,  was  drei 
solche  Ausdehnungen  gemeinschaftlich  haben  werden.  Nun  ist  schon 
im  vorigen  Paragraphen  gezeigt,  dass  je  zwei  derselben  eine  Ausdehnung 
(n  —  l)-ter  Stufe  gemeinschaftlich  haben  müssen;  so  zum  Beispiel  hat 
B  sowohl  mit  A  als  mit  C  eine  solche  gemeinschaftlich;  und  da  diese 
beiden  Ausdehnungen  (n  —  l)-ter  Stufe,  nämlich,  welche  B  mit  A,  und 
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welche  es  mit  C  gemeinschaftlich  hat;  demselben  Systeme  B*),  also 
demselben  Systeme  7^ter  Stufe  angehören,  so  haben  sie  nach  demselben 
Satze  des  vorigen  Paragraphen  eine  Ausdehnung  (n  —  2)-ter  Stufe  ge- 
meinschaftlich, und  diese  ist  somit  allen  drei  Grössen  A,  B,  C  ge- 
meinschaftlich. Es  sei  B  dieser  gemeinschaftliche  Faktor  (n  — 2)-ter 
Stufe,  so  werden  sich  jene  drei  Grössen,  da  überdies  je  zwei  eine  Aus- 
dehnung (n  —  l)-ter  Stufe  gemeinschaftlich  haben,  auf  die  Formen 
bringen  lassen 

A  =  B  .b  .Cf     B  =  B  ,  a  .Cf    C  =  B.a.h^, 

Nämlich  je  zwei  derselben  werden  ausser  B  noch  einen  gemeinschaft- 
heben  Faktor  erster  Stufe  haben,  dessen  Grösse  aber  willkührlich  ist. 
Dieser  sei  c  zwischen  A  und  B,  zwischen  B  und  C  sei  er  a,  und  zwar 
sei  die  Grösse  von  a  so  bestimmt,  dass  B  =  B  ,  a ,  c  sei;  der  gemein- 
schaftliche Faktor,  auf  welchen  A  und  C  gebracht  werden  können,  sei 
ausser  B  der  Faktor  h,  oder  ein  mit  b  gleichartiger  6^ ,  und  zwar  seien 
b  und  b^  so  gewählt,  dass 

A  =  B  .b  .  c    und    C  =  B  ,  a  .b^ 
sei. 

Nachdem  nun  Ay  B,  C  auf  diese  Form  gebracht  sind,  zeigt  sich, 

dass    sich    (-4  +  2^)  +  C    durch    die    folgenden    Umgestaltimgen    in 

A  -|-  (^  +  C)  verwandeln  lässt.     Erstens 

{A+  B)  +  C=(B.b,c  +  B,a.c)  +  B,a,\, 

Wir  haben  nun  die  durch  die  Klammer  angedeutete  Summation  zu 
vollziehen.  Nun  lässt  sich  der  Ausdruck  7)  .  6  .  c  +  2)  .  a  .  c  zurück- 
führen j  auf  Z>  .  (t  +  a)  .  c ;  man  kann  nämlich  zuerst  in  beiden  Sum-  77 
manden  c  auf  die  vorletzte  Stelle  bringen,  wobei  die  Vorzeichen  sich 
lindem,  dann  kann  man  nach  der  Definition  die  Summation  |  vornehmen,  77 
und  endlich  mit  derselben  Zeichenänderung  den  summirten  Faktor 
wieder  auf  die  alte  Stelle  bringen  und  erhält 

(A  +  B)  +  C  =  B.(b  +  a).c  +  B,a,bi. 

Um  nun  diese  beiden  Glieder  summiren  zu  können,  hat  man  nur  statt 
B  .  a  .b^  zu  setzen  B  .{b  -\-  a)  ,b^y  was  verstattet  ist,  weil  b  mit  \ 
gleichartig  ist,  und  man  den  Faktoren,  ohne  das  Resultat  zu  ändern, 
Stücke  hinzufügen  darf,  welche  den  andern  Faktoren  gleichartig  sind 
(§  35).  Führt  man  dann  auf  der  rechten  Seite  die  Summation  aus, 
so  hat  man 

{A  -\-  B)->r  C  =  D  .{h  +  a)  .{c-]-h,), 

*)   Wir  benennen  daa  System  eben  so  wie  die  Ausdehnung,  welche  einen 
Theil  Ton  ihm  bildet,  weil  keine  Zweideutigkeit  möglich  ist. 
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wodurch  man  die  drei  Glieder  auf  eins  zurückgefiüirt  hat*).  In  diesem 
Gliede  kami  man  nun  zuerst  die  Summe  6  -f-  a  wieder  auflösen  und 
erhält  auf  der  rechten  Seite  den  Ausdruck 

In  dem  ersten  Gliede  dieses  Ausdrucks  kann  mm  wieder  (§  35)  das 
Stück  6,  weggelassen  und  das  zweite  Glied  aufgelöst  werden;  dadurch 
verwandelt  sich  der  ganze  Ausdruck  in 

D  .  6  .  c  +  (2)  .  a  .  c  +  -D  .  a  .  tj) , 

das  heisst  in  -4  +  (J5  +  C)  und  man  hat  also  in  der  That 

(.'1  +  B)  +  C=A  +  (n  +  C). 

§  50. 

Es  ist  nun  noch  das  dritte  Grundgesetz  (§  (5)  zu  erweisen,  dass 
nämlich  das  Resultat  der  Subtraktion  eindeutig  ist,  oder  dass,  wenn 
das  eine  Stück  unverändert  bleibt,  das  andere  aber  sich  ändert,  auch 
die  Summe  sich  ändern  müsse. 

Es  sei  innerhalb  eines  Systems  (n  +  l)-ter  Stufe 

A  +  B=C\ 

wo  A,  B  und  C  von  n-ier  Stufe  sind.  Es  ändere  sich  B  in  B  -{-  D, 
so  wird  nun 

A  +  (B  +  D)^(A  +  B)  +  n  =  C'i-  D 

sein,  und  es  ist  zu  zeigen,  dass  wenn  B  -{-  D  von  B  verschieden  ist, 
78  auch  C  -^  D  von  C  verschieden  sein  müsse.  Das  erstere  setzt  |  voraus, 
dass  D  nicht  null  sei;  nun  können  wir  aber  zeigen,  dass,  wenn  D 
nicht  null  ist,  es  auch  zu  einer  Grösse  (C)  hinzugelegt,  ihren  Werth 
ändern  müsse. 

Unmittelbar  ist  dies  klar,  wenn  C  und  1)  gleichartig  sind,  indem 
78  das  durch  Zusammendenken  des  Gleichartigen  |  hervorgegangene  noth- 
wendig  von  jedem  der  Stücke  verschieden  ist.  Sind  aber  C  und  D  ver- 
schiedenartig,* so  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  ihre  Summe  mit  beiden 
verschiedenartig  ist  (immer  vorausgesetzt,  dass  keins  von  beiden  null 
ist).  Da  alles  in  demselben  Systeme  (n  +  l)-ter  Stufe  angenommen 
ist,  so  werden  C  und  D  sich  auf  einen  gemeinschaftlichen  Faktor 
(n  —  l)-ter  Stufe  bringen  lassen.    Es  sei  dieser  E  imd 


*)  Man  könnte  nun  zeigen,  dass  der  Ausdruck:  A  -\-  {B  -{-  C)  sich  auf  das- 
selbe Glied  zurückführen  Hesse,  allein  wir  setzen  den  einmal  eingeschlagenen  Weg 
der  fortschreitenden  Umwandlung  fort. 
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C^E.Cy    D  =  E.d, 
also 

C+D  =  E.(c  +  d). 

Sind  nun  C  und  Z)  verschiedenartig,  so  darf  d  nicht  in  dem  Systeme 
E .  c  enthalten  sein^  also  ist  auch  ic  -{-  d)  nicht  in  ihm  enthalten,  * 
also  auch  E  ,{c-{'d)  mit  E,c  verschiedenartig,  also  kann  es  ihm  auch 
nicht  gleich  sein.  Somit  wird  durch  Hinzulegen  der  Grosse  D  auch 
die  Grosse  C  geändert;  wenn  also  das  eine  Stück  jener  Summe  sich 
ändert,  während  das  andere  dasselbe  bleibt,  so  muss  auch  die  Summe 
sich  ändern.  Soll  folglich  die  Summe  und  das  eine  Stück  derselben 
unverändert  bleiben,  so  muss  es  auch  das  andere,  das  heisst  das  Re- 
sultat der  Subtraktion  ist  eindeutig. 

Da  nun  alle  drei  Gnmdgesetze  der  Addition  und. Subtraktion  hier 
gelten,  so  gelten  auch  alle  Gesetze  derselben. 

Die  Gnmdbeziehung  dieser  Addition  zur  Multiplikation  ist  noch 
nicht  vollständig  dargelegt;  nach  der  Definition  ist  zwar 

A,b  +  A,c  =  A.(b-\'c)] 

allein  es  ist  auch  zu  zeigen,  dass 

{Ä  +  B),c  =  A,c  +  B.c 

ist,  wenn  A  xmd  B  Grössen  n-ter  Stufe  in  einem  Systeme  (w  -f-  l)-ter 
Stufe  sind.  Dann  kann  man  A  =  E .  a,  B  ^=^  E ,})  setzen  (nach  ^  48), 
xmd  hat 

A,C'\'B.c  =  E,a.c-{'E,}),c, 

9 

Der  rechts  stehende  Ausdruck  lässt  sich,  wenn  man  a  und  b  zuerst 
auf  die  letzte  Stelle  bringt  (wobei  sich  das  Zeichen  ändert),  dann  nach 
der  Definition  summirt,  und  endlich  den  Faktor  (a  +  b)  wieder  auf 
die  vorletzte  Stelle  zurückbringt  (wobei  das  Zeichen  wieder  das  ur- 
sprüngliche wird),  verwandeln  in  E.(a-]-'b) .c,  das  heisst  m\{A-{-B),c,  79 
also  [ist]  die  Richtigkeit  jener  Gleichung  bewiesen. 

Da  somit  die  Grundgesetze  der  Beziehung  zwischen  Addition  und 
Multiplikation  hier  gelten,  so  gelten  auch  alle  Gesetze  dieser  Beziehung, 
und  unsere  Verknüpfungsweise  ist  daher  sowohl  an  sich,  als  auch  |  in  79 
ihrer  Beziehung  als  wahre  Addition  nachgewiesen.    Somit  können  wir 
nun  den  Hauptsatz  des  vorigen  Kapitels  (§  36)  dahin  erweitern: 

Für  äussere  Frodukte  ^Iten,  wenn  Produkte  aus  n  einfachen  Forc- 
ieren nur  in  einem  Systeme  (n  +  lyter  Stufe  betrachtet  werden,  aüe  Ge- 
setz der  Addition  und  Subtraktion,  und  alle  Gesetze  der  Beziehung  zunschen 
ihnen  und  der  Multiplilcation,  wenn  man  die  für  diese  Verknüpfungen 
aufgestellten  Begriffe  festhält. 
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§  51.     Formelle  Samme  oder  Summengrösse. 

Auch  dies  Gesetz  hat  also  noch  eine  Beschrankung  in  sich,  was 
darin  seinen  Grund  hat,  dass  wir  höhere  Ausdehnungen  bisher  nur 
addiren  konnten,  wenn  sie  einem  und  demselben  Systeme  nächst  liöherer 
Stufe  angehörten.  Wir  müssen  nun,  um  das  Gesetz  in  seiner  Allge- 
meinheit aufstellen  zu  können,  auch  zeigen,  was  unter  der  Summe  von 
Ausdehnungen,  welche  in  beliebig  höheren  Systemen  liegen,  verstanden 
sein  könne. 

Wollten  wir  hier  denselben  Weg  einzuschlagen  versuchen,  wie  in 
den  vorhergehenden  Paragraphen,  und  also  als  Summe  zweier  Grossen 
A  .  B  und  A .  C,  welche  nicht  demselben  Systeme  nächst  höherer  Stufe 
angehören,  die  Grösse  A  .  {B  -j-  C)  auffassen,  so  würde  dies  zu  nichts 
führen,  da  dann  B  und  C  auch  Ausdehnungen  höherer  Stufen  sind, 
welche  nicht  einem  und  demselben  Systeme  nächst  höherer  Stufe  an- 
gehören, und  also  die  eine  Summe  ihrer  Bedeutung  nach  eben  so  un- 
bekannt ist,  wie  die  andere.  Es  bleibt  uns  also  nichts  übrig,  als  den 
Begriff  der  Sunmie  in  diesem  Falle  rein  formell  aufzufassen,  ohne  dass 
es  möglich  wäre,  eine  Ausdehnung  aufzuweisen,  welche  als  die  Summe 
sich  darstellte. 

Wir  definiren  daher  die  Summe  von  Ausdehnungen  n-ter  Stufe, 
welche  einem  höheren  Systeme  als  dem  (n  +  l)-ter  Stufe  angehören, 
dadurch,  dass  die  Grundgesetze  der  Addition  auf  dieselbe  anwendbar 
sein  sollen,  das  heisst  also  als  „dasjenige,  was  konstant  bleibt,  welche 
Veränderimgen  man  auch  mit  der  Form  der  Summe  durch  Anwendung 
der  Additions-  und  Subtraktions-Gesetze  vornehmen  mag." 

80  Es  erscheint  somit  diese  Summe  nicht  mehr  als  reine  Ausdehnung, 

das  heisst  als  solche,  welche  durch  fortschreitende  Multiplikation  der 
Strecken  gewonnen  werden  könnte,  sondern  sie  tritt  als  Grösse  von 
neuer  Art,  und  zwar  zunächst  als  Grösse  von  bloss  formeller  Bedeu- 

80  tung  hervor,  die  wir  |  daher  am  passendsten  mit  dem  Namen  der 
Sumniengrösse  belegen  könnten;  wir  fassen  sie  mit  der  Ausdehnung 
unter  dem  Begriffe  der  Aiisdehnungsgrösse  zusammen.  Um  ihre  kon- 
krete Bedeutung  zu  gewinnen,  müssten  wir  ihren  Bereich  ausmitteln, 
das  heisst  aufsuchen,  wie  sich  die  Form  der  Summe,  die  in  dem  Werth 
der  Stücke  besteht,  ändern  könne,  ohne  dass  der  Werth  der  Summe 
selbst  sich  ändere.  Dadurch  erhalten  wir  eine  Reihe  von  konkreten 
Darstellungen  jener  formellen  Summe,  und  die  Gesammtheit  dieser 
möglichen  Darstellungen  in  Eins  zusammengeschaut,  wie  die  Arten 
einer  Gattung  (nicht  wie  die  Theile  eines  Ganzen),  würde  uns  den 
konkreten  Begriff  vor  Augen  legen. 
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Indessen  da  diese  Sunimengrösse  nicht  eher  als  in  einem  Systeme 
vierter  Stufe  eintreten  kann,  sie  also  im  Baume,  als  einem  Systeme 
dritter  Stufe,  keine  Anwendimg.  findet,  so  versparen  wir  uns  diese  Dar- 
stellung bis  zum  siebenten  Kapitel*),  in  welchem  sich  die  Bedeutung 
einer  solchen  Summe  auf  einem  verwandten  Gebiet  ergeben,  und  sich 
durch  Anschauungen  sowohl  der  Geometrie,  als  besonders  der  Statik 
fruchtreich  gestalten  wird. 


§  52,  53.     Multiplikation  der  AnsdelmiingsgrÖBsen. 

§  52. 

Dagegen  dürfen  wir  unsere  Aufgabe  nicht  fallen  lassen,  das  in 
diesem  und  dem  vorigen  Kapitel  gewonnene  Gesetz  von  allen  Schranken, 
in  denen  es  noch  zusammengeengt  ist,  zu  befreien,  und  also  auch  die 
Beziehung  der  Multiplikation,  zu  dieser  Addition  aufzufassen.  Ab^  da 
die  formelle  Summe  keine  Ausdehnung  darstellt,  so  ist  auch  das  äussere 
Produkt  jener  formellen  Summe  in  eine  Strecke  noch  nicht  seiner  Be- 
deutung nach  bestimmt.  Nun  muss  auch  diese  wiederum  formell  durch 
das  Fortbestehen  der  multiplikativen  Beziehung  bestimmt  werden,  und 
wir  haben  somit,  wenn  es  überhaupt  eine  solche  Multiplikation  jener 
Summengrossen  geben  soll,  dieselbe  so  zu  definiren,  dass 

U  +  B  +  C-\ ).p  =  A,p  +  B.p  +  C,p'\ 

sei   Doch  dürfen  wir  dies  nur  dann  festsetzen,  wenn  bei  dem  Kon- 
stantbleiben von  A  -\-  B  -]-  C  -{-  "'  auch  Ä.p-\-B.p-['C,p-{-"* 
konstant  bleibt,  indem  das  Wesen  der  Summe  nur  in  diesem  j  Kon-  81 
stantbleiben  besteht,  und  das  Princip  der  Gleichheit   das  gleichzeitige 
Konstantbleiben  erfordert. 

Also  haben  wir  zu  zeigen,  dass,  wenn 

A  +  B-^ =  P+  Q  -\ 

ist,  auch 

A.p-Jr^'P-i =  P'P+  Q  'P-\ 

sein  müsse.  Dies  ergiebt  sich  aber  leicht,  indem,  wenn  -4  -[-  JB  +  •  •  •  81 
der  Sunmae  P  +  ^  +  •  •  •  gleich  gesetzt  wird,  und  beides  formelle 
Summen  sind,  durch  blosse  Anwendung  der  Additionsgesetze  (andere 
Anordnung,  Zusammenfassung  der  Stücke,  Auflösung  der  Stücke  in 
kleinere  Stücke)  aus  der  einen  die  andere  hervorgehen  muss.  Da  nun 
jeder  solchen  Veränderung,  welche  ohne  Aenderung  des  Gesammt- 
werthes  verstattet  ist,  eine  ebensolche  mit  den  um  den  Paktor  p  ver- 


*)  [Das  heisst,  dem  zweiten  Kapitel  des  zweiten  Abschnitts]. 
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inehrteu  Grössen  entspricht^  so  wird,  wenn  man  mit  diesen  die  ent- 
sprechenden Operationen,  wie  mit  jenen  vornimmt^  gleichzeitig,  während 
sich  -4  +  2?+"-  inP+(?+---  verwandelt^  auch  -4.  .jp  + 1? .  jp  +  * '  * 
in  P 'P  -{-  Q  *p  -[-  '"  übergehen.  Somit  wird  es  gestattet  sein,  jene 
Definition  festzustellen,  welche  hiemach  nichts  ist^  als  eine  abgekürzte 
Schreibart. 

§53. 

Da  femer ;  wenn  mit  mehreren  Strecken  fortschreitend,  das  heisst 
so  multiplicirt  wird,  dass  das  jedesmal  gewonnene  Resultat  mit  dem 
nächstfolgenden  Faktor  multiplicirt  wird,  das  Gesammtprodukt  stets 
gleichen  Werth  behält,  sobald  das  .Produkt  jener  Strecken  sich  gleich 
bleibt,  so  können  wir  abkürzend  statt  jener  Strecken,  mit  welchen 
fortschreitend  multiplicirt  ist,  ihr  Produkt  setzen.  Hierdurch  ist  der 
Begriff  des  Produktes  zweier  Ausdehnungen  bestimmt,  und  so  auch 
das  Produkt  einer  formellen  Summe  in  eme  Ausdehnung,  ein  Produkt, 
was  zwar  im  Allgemeinen  wieder  eine  formelle  Summe  liefert,  aber 
in  besonderen  Fällen  auch  in  eine  Ausdehnung  übergehen  kann*). 

Dass  mm  nach  dieser  Bestimmung  allgemein 

{A  +  B).P=A..F  +  B,P 

82  ist,  ergiebt  sich  leicht.     Denn  es  sei  P=c:fl[...,  so  ist 

(/l  +  J?).P=(^  +  B).c.rf... 

nach  der  eben  festgesetzten  Bestimmung,  femer 

{A  +  B).c  =  A,c  +  B,c 

nach  §  52,  also  durch  wiederholt^  Anwendung  desselben  Gesetzes 

(-4  +  i?).c.fl[...  =  -4.c.d...  +  -B.c.d..., 

das  heisst 

{A  +  B),P  =  A.P  +  B.P. 

82  Ist  der  zweite  Faktor  zerstückt,  so  lässt  sich  das   entsprechende 

,  Gesetz  hier  nur  für  reale  Summen  nachweisen;  für  diese  ergiebt  sich 
aus  obiger  Gleichimg  durch  Vertauschung  (wobei  die  Zeichen  sich  ent- 
weder in  allen  Gliedern  oder  in  keinem  ändern) 

P.{A  +  B)  =  P,A  +  P.B, 

Für  formelle  Summen  ist  noch  nichts  über  die  Vertauschbarkeit 
der  Faktoren  festgesetzt  und  daher  auch  jene  Schluss  weise  noch  nicht 

*)  Nämlich,  wenn  die  Stücke  der  Summe  von  n-ter  Stufe  sind  und  einem 
System  (n  +  «n)-ter  Stufe  angehören,  so  wird  durch  Multiplikation  mit  einer  Aus- 
dehnung (m  —  l)-ter  Stufe  desselben  Systeme»  offenbar  die  formelle  Summe  in 
einö  Ausdehnimg  verwandelt. 
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anwendbar.    Da  wir   überhaupt  noch   nichts    über   den  Begriff  eines   * 
Produktes,  dessen  zweiter  Faktor  eine  formelle  Summe  ist,  festgesetzt 
haben,  so  ist  ans  erlaubt  für  den  Fall,  dass  der  zweite  Faktor  eine 
fomelle  Summe  ist,  dieselbe  Voraussetzung  zu  machen,  wie  für  den 
Fall,  wo  der  erste  es  ist,  und  also  auch  dann 

P.{A  +  B)  =  P.A  +  P.B 

ZQ  setzen,  und  dies  selbst  auf  den  Fall  zu  übertragen,  wo  auch  P  eine 

formelle  Summe  darstellt. 

« 

§  54,  55.     Hauptgesetze  der  äusseren  Multiplikation. 

§  54. 

Nachdem  wir  nun  alle  bis  dahin  noch  bestehenden  Schranken  auf- 
gehoben, und  die  Geltung  der  multiplikativen  Gnmdbeziehung  für  alle 
Aosdebnongsgrössen  theils  aus  dem  Begriffe  nachgewiesen,  theils  durch 
Definitionen  festgestellt  haben:  so  gelten  somit  alle  Gesetze  dieser  Be- 
ziehung, wie  auch  alle  Gesetze  der  Addition  und  Subtraktion,  und  es 
sind  auf  diese  Weise  alle  angegebenen  Begriffe  im  allgemeinsten  Sinne 
gerechtfertigt.  Wir  fassen  daher,  nachdem  wir  am  Schlüsse  dieser  Ent- 
wickelungsreihe  angelangt  sind,  die  Resultate  derselben  in  folgenden 
Sätzen  zusammen: 

Wenn  aUe  Elemente  einer  Ausdehnung  (in  ihrer  elementaren  Dar- 
sidlunff*))  einer  und  derselben  Erzeugung  unterworfen  [werden]  j  d(xs  heisst 
stau  jedes  Elementes  eine  gleiche  Strecke  gesetzt  wird,  \  dereti  Anfangselement  83 
jenes  Eletnent  isty  so  ist  die  Gesammtheit  der  so  gewonnenen  Elemente 
die  konkrete  Darstellung  einer  Ausdehnung j  welche,  als  Theil  des  zuge- 
hörigen Systems  aufgefasst,  das  Produkt  jener  Ausdehnung  in  diese  Strecke 
istj  und  wir  nannten  dasselbe  ein  äusseres. 

Femer: 

«  Wenn  man  eine  Ausdehnung  mit  den  einfachen  Faktoren  einer  an- 
dern fortschreitend  auf  die  angegebene  Weise  \  multiplicirtj  so  ist  das  Be-  83 
sulbU  als  Produkt  jener  ersten  Ausdehnung  in  diese  letzte  charakterisirt. 

Als  Summe  zweier  Ausdehnungen  n-ter  Stufe  in  einem  Systeme 
(»  +  l)-fer  Stufe  umrde  diejenige  Ausdehnung  nachgewiesen,  welche  her- 
vorgeht, wenn  man  jene  beiden  auf  einen  gemeinscJiaßlichen  Faktor 
(«  — l)-fer  Stufe  brachte,  und  die  ungleichen  Faktoren  addirte, 

Ak  Summe  zweier  Ausdehnungen  n-ter  Stufe  in  einem  System  von 
höherer  als  (n  -{-  \)-ter  Stufe  ergab  sich  die  formelle  Summengrösse,  welche 
dagenige  darsteUtey  was  bei  Anwendung  der  Additionsgesetze  konstant  blieb. 

*)  Unter  der  elementaren  odet  konkreten  Darstellung  einer  Ausdehnung  ver- 
stehen wir  das  Gebilde,  welchem  diese  Ausdehnung  zugehört. 
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des  vierteu  'Kapitels  ausmachen  werden*,  wir  werden  jedoch  späterhin 
noch  eijc^inal  auf  diesen  Gegenstand  der  Anwendung  zurückkommen, 
und  doli  das  Verfahren  auch  ausdehnen  auf  Gleichungen  höherer 
Grade^ 


Drittes  Kapitel. 
Yerknfipfung  der  Aasdehnnngsgrössen  höherer  Stufen. 

A.    Theoretische  Entwickelung. 

§  47,  48.    Summe  von  Ausdehnungen  in  einem  Gebiete  n&ohst 

höherer  Stufe. 

§  47. 

Durch  die  äussere  Multiplikation  sind  höhere  Ausdehnungsgrossen 
entstanden,  die  Verknüpfungen  derselben  [aber]  haben  wir  bisher  nur  be- 
trachtet, sofern  gleichartige  Ausdehnungsgrössen  addirt  werden  sollten, 
indem  die  Addition  sich  hier  auf  den  allgemeinen  Begriff  des  Zusam- 
mendenkens gründete,  welcher  überhaupt  die  Addition  des  Gleichartigen 
(wenn  dasselbe  gleich  bezeichnet  ist)  charakterisirt.  Vermöge  dieses 
Begriffs  hatten  wir  die  im  vorigen  Kapitel  dargelegten  Gesetze  ent- 
wickelt. Das  Grundgesetz  der  Multiplikation,  dass  man  statt  des  zer- 
stückten Faktors  seine  Stücke  einzeln  einführen,  und  die  so  gebildeten 
Produkte  addiren  dürfe,  fand  daher  seine  Beschränkung  darin,  dass  die 
dadurch  entstehenden  Produkte,  um  sie  nach  den  bisherigen  Begriffen 
addiren  zu  können,  gleichartig  sein  mussten. 

Um  diese  Beschränkung  aufzuheben,  werden  wir  daher  den  Be- 
griff der  Addition  für  höhere  Ausdehnimgsgrössen  erweitem  müssen. 
Der  so  erweiterte  Begriff  muss  von  der  Art  sein,  dass  er  erstens  bei 
gleichartigen  Ausdehnungsgrössen  in  den  gewöhnUchen  umschlägt,  und 

74  dass  für  [  ihn  die  Grundbeziehung  der  Addition  zur  Multiplikation  gilt. 

74  Natürlich  muss  dann  für  dieselbe  die  Geltung  der  Additionsgesetze 
nachgewiesen  werden,  ehe  jene  Verknüpfung  als  Addition  fixirt  werden 
kann.  Somit  ist  klar,  dass,  wenn  es  überhaupt  eine  Addition  ungleich- 
artiger Ausdehnungsgrössen  höherer  Stufen  giebt,  das  Gesetz  bestehen 

muss 

A.b  +  A,c  =  A.(b  +  c), 

wo  b  und  c  Strecken  vorstellen.  Neunen  wir  schon  vorläufig  diese  Ver- 
knüpfung eine  Addition,  um  einen  bequemeren  Wortausdruck  zu  haben, 
so  würden  wir  die  Definition  aufstellen  können: 


Sumine  von  Ausdehnungen  in  einem  Gebiete  nächst  höherer  Stufe.       103 

Zwei  ät^ssere  Produkte  n-ter  Stufe,  welche  einen  gemeinschaftlichen 
Faktor  (n —  i)'ter  Stufe  haben ,  addirt  man,  indem  man  die  ungleichen 
Faktoren  addirt,  und  dieser  Summe  den  gemeinschaftlichen  Faktor  auf 
dieselbe  Weise  hinzufügt,  wie  er  den  Stücken  hinzugefügt  war. 


§  48. 

Dieser  formellen  Definition  müssen  wir  zuerst  dadurch  eine  an- 
schaulichere Bedeutung  geben,  dass  wir  untersuchen,  wie  weit  sie  reicht, 
das  heisst,  welche  Ausdehnungsgrossen  man  nach  ihr  addiren  kann. 

Es  leuchtet  sogleich  ein,  dass  zwei  Ausdehnungsgrössen  n-ter  Stufe 
nur  dann  nach  dem  aufgestellten  Begriffe  summirbar  sind,  wenn  sie  dem- 
selben Systeme  (n  -\-  l)-ter  Stufe  angehören;  wir  werden  aber  zeigen, 
dass  sie  alsdann  auch  immer  summirbar  sind,  indem  je  zwei  Ausdeh- 
nungsgrossen w-ter  Stufe  An  und  J?„,  welche  demselben  Systeme 
(n  +  l)-ter  Stufe  angehören,  sich  stets  auf  einen  gemeinschaftlichen 
Faktor  (n  —  l)-ter  Stufe  bringen  lassen. 

Sind  zuerst  An  und  Bn  gleichartig,  so  leuchtet  es  unmittelbar  ein, 
indem,  wenn  (w  —  1)  einfache  Faktoren  von  An  konstant  bleiben,  der 
n-te  aber  sich  beliebig  durch  Fortschreitung  oder  Rückschreitung  ver- 
ändert, auch  das  Produkt  jeden  beliebigen  mit  An  gleichartigen  Werth, 
also  auch  den  Werth  Bn  annehmen  kann.  Hierin  liegt  zugleich,  dass 
man  jede  Ausdehnung  w-ter  Stufe  auf  (h. —  1)  beliebige  Faktoren, 
welche  demselben  Systeme  n-ter  Stufe  angehören  und  von  einander 
unabhängig  sind,  bringen  kann. 

Sind  An  und  Bn  ungleichartig,  so  sei 

M-n  öfj  .  ^7^  .  .  •  an  y 

wo  a, , .. .,  fl„  Strecken  vorstellen,  welche  von  einander  unabhängig  sind. 
Dann  muss  Bn  nothwendig  wenigstens  Einen  Faktor  enthalten,    welcher  75 
von  den  sämmtlichen   Strecken  ai..,an  unabhängig  ist-,    es  sei  «„^-i 
ein  solcher  Faktor,  und  also 

Bn  =  hi  ,b^  ...hn-l  'Cln  +  i'  76 

Da  in  einem  System  (n  +  l)-ter  Stufe  nicht  mehr  als  (» -|- 1)  von 
einander  unabhängige  Strecken  angenommen  werden  können,  so  muss 
jeder  von  den  Faktoren  6,  ...  fc„_i  von  jenen  Strecken  a^  ...a«4.i  ab- 
hängig sein,  das  heisst  sich  als  Summe  darstellen  lassen,  deren  Stücke 
diesen  Strecken  gleichartig  sind.  Denkt  man  sich  nun  jeden  dieser 
Faktoren  6,  ...6„_i  als  solche  Summe  dargestellt,  so  kann  man  nun 
in  jeder  dasjenige  Stück,  was  mit  a„^i  gleichartig  ist,  weglassen,  ohne 
den  Werth   des    Produktes    Bn   zu  ändern   (vgl.   §  35).     Nach   dieser 
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und  also  zwei  Flächenräume  als  ungleichartig  auffassen ,  wenn  die 
Ebenen,  denen  sie  angehören,  eine  Verschiedenheit  in  den  Richtungen 
darbieten.  Da  nun  die  Flächenräume,  auf  diese  Weise  aufgefasst,  Aus- 
dehnungen zweiter  Stufe  sind,  so  werden  sich  zwei  Flächenräume,  da 
sie  zugleich  einem  und  demselben  Systeme  dritter  Stufe  (dem  BAume) 
angehören,  nach  §'48  auf  einen  gemeinschaftlichen  Faktor  erster  Stufe 
bringen,  das  heisst  sich  als  Sp^thecke  (Parallelogramme)  von  gleicher 
Grundseite  darstellen  lassen.  Die  Summe  derselben  wird  somit  ein 
Spatheck  sein,  welches  dieselbe  Grundseite  hat,  dessen  Höhenseite  [vgl. 
S.  91]  aber  die  Summe  der  beiden  Höhenseiten  jener  Spathecke  ist. 
Hiernach  kann  man  nun  die  Sätze  von  der  Fortbewegung  (§  28  und  29) 
allgemeiner  so  aussprechen: 

86  Die  geometrische*)  Summe  der  Flächenräume,  weUJie  eine  \  gebrochene 
Linie  hei  ihrer  Fortbewegung  beschreibt ,  ist  gleich  dem  Flächenraum y  wel- 
chen eine  gerade  Linie,  die  ^lit  jener  gebrochenen  gleichen  Anfangspunict 
und  Endpunkt  hat,  beschreibt,  wenn  sie  sich  auf  gleiche  Weise  fortbewegt, 

oder  noch  allgemeiner,   indem  wir  die  Strecke  vom  Anfangspunkt 
86  zum  Endpunkt  der  gebrochenen  Linie  die  schliessende  Seite  derselben 
nennen: 

Die  geometriscJie  Summe  der  Flächenräume,  welche  eine  gebrodiene 
Linie  bei  gebrochener  Bahn  beschreibt,  ist  gleich  dem  Flächenraum,  wel- 
chen die  Seite,  die  die  erstere  schliesst,  in  einer  Bahn  beschreibt,  die  die 
zweite  schliesst. 

Für  die  Bewegung  der  Flächenräume  hat   man  den  Satz: 

Die  Summe  der  Körperräume,  welche  eine  beliebig  gebrochene  Flüdic 
in  beliebig  gArochentr  Bahn  beschreibt,  ist  gleich  dem  Körperraum,  weh 
chen  die  geometrische  Summe  jener  Flächenräume  (die  die  gebrochene 
Fläche  bilden)  in  der  jene  gebrochene  schliessenden  Bahn  besdircibt, 

§  57.     Allgemeiner  Begriff  des  Gesammtmomentes. 

Auch  für  die  Statik  und  Mechanik  besteht  die  Anwendung  dieses 
Kapitels  in  einer  Erweiterung,  welche  jedoch  hier  so  fruchtreich  ist, 
dass  nun  erst  der  ganze  Reichthum  der  Beziehungen  hervortreten  kann. 

Zuerst  die  Beschränkung,  welche  bei  dem  Gesammtmoment  meh- 
rerer Kräfte  in  Bezug  auf  einen  Punkt  hinzugefügt  wurde  (§  41),  fällt 
jetzt  weg,   imd  wir  können  daher  sagen,  unter  dem  Gesammtmoment 


*)  Diese3  Adjektivs  bediene  ich  mich,  wenn  die  zu  summirenden  Grössen 
noch  nicht  hinreichend  als  Grössen  mit  konstanter  Richtung  bezeichnet  sind,  um 
die  Summe  von  der  rein  arithmetischen  Summe  zu  unterscheiden. 
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mehrerer  Kräfte  in  Bezug  auf  einen  Punkt  sei  die  Summe  aller  ein- 
zelnen auf  jenen  Punkt  bezüglichen  Momente  verstanden;  und  zugleich 
ist  klar,  dass,  wenn  man  durch  diesen  Punkt  eine  Strecke  als  Axe 
zieht,  das  Moment  in  Bezug  auf  diese  Axe  gefunden  wird,  wenn  man 
diese  Axe  in  jenes  erste  Moment  multiplicirt.  Sind  zum  Beispiel  aß, 
yif ...  die  Kräfte,  so  ist  ihr  Gesammtmoment  Mq  in  Bezug  auf  einen 
Punkt  Q  gleich 

[Qa],[aß]  +  [Qr]^  [y*]  +  ...; 

und  in  Bezug  auf  eine  Axe  6(f  ist  das  Moment  derselben  Kräfte  gleich 

[6q]  .  [qu]  .  [aß]  +  [6(f] .  [Qy] ,  [yS]  +  •  •  • 

oder  gleich 

[6q]  .  Mq. 

Dass  nun  auch  hier  das  Gesammtmoment  der  innem  Kräfte  in  87 
Bezug  auf  einen  behebigen  Punkt  null  ist,  bedarf  wohl  kaum  eines 
Beweises,  indem  sogleich  einleuchtet,  dass  der  Beweis  auf  ähnliche 
Weise,  nur  noch  einfacher,  erfolgt,  wie  der  oben  (§  42)  für  den  be- 
schrankteren Begriff  geführte.  Und  damit  ist  klar,  wie  die  sämmt- 
lichen  oben  aufgestellten  Sätze  (§  43  und  44)  auch  in  dieser  j  Verall-  87 
gemeinerung  noch  gelten.  NamentUch  wird  der  in  §  43  aufgestellte 
Hauptsatz  jetzt  so  ausgesprochen  werden  können: 

Das  Gesammtmoment  aller  Bewegungen,  welche  den  eineelneti  Punkten 
{eines  Vereins  von  Punkten)  innerhalb  eines  Zeitraums  mitgetheilt  werden, 
ist  gleich  dem  Gesammtmoment  der  sämmtlichen  Kräfte,  welche  dem  Ver- 
eine dieser  Punkte  während  jener  Zeit  von  aussen  mitgetlieilt  werden,  und 
iwwr  in  Bezug  auf  jeden  beliebigen  Punkt,  *) 

Wirken  also  namentlich  keine  Kräfte  von  aussen  ein,  so  muss 
auch  das  Gesammtmoment  aller  mitgetheilten  Bewegungen  während 
jedes  Zeitraumes  null  sein,  das  heisst  das  Gesammtmoment  aller  Be- 
wegungen, welche  den  Punkten  einwohnen,  muss  in  der  Zeit  konstant 
sein.  **)  Dies  Gesammtmoment  stellt  somit  eine  unveränderliche  Ebene 
und  in  derselben  einen  konstanten  Flächenraum  dar;  jene  Ebene  ist 
es,  welche  La  Place  die  unveränderliche  Ebene  {plan  invariable)  nennt, 
und  welche  vermittelst  unserer  Wissenschaft  sich  auf  die  einfachste 
Weise  durch  Summation  ergiebt.  Die  Schwierigkeit  der  Ableitung  nach 
den  sonst   üblichen   Methoden   übersieht   sich   leicht,   wenn   man   nur 


*)  Die  daraus  hervorgehende  Gleichung  werden  wir  späterhin  bei  der  An- 
wendung der  DifFerenzialrechnung  auf  unsre  Wissenschaft  darstellen;  s.  §  105. 

**)  Es  ist  dies,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  das  Prineip  der  konstanten 
Flächenräume. 

8* 
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einen  Blick  wirft  auf  die  in  La  Oranges  Mecanique  analytique*)  oder 
in  La  Placks  Mecanique  cekste  geführten  Entwickelmigen,  und  auf  die 
komplicirten  Formeln,  in  welchen  dort  die  Darstellung  fortschreitet. 


§  58;  59.     Abhängigkeit  der  Momente. 

§  58. 

Wir  könnten  zwar  schon  hier  die  Hauptsätze  fiir  die  Theorie  der 
Momente  aufstellen;  da  indessen  die  Betrachtung  der  Momente  im 
8S  zweiten  Abschnitte  sich  noch  weit  einfacher  gestalten  |  wird,  so  will 
ich  hier  nur  ein  Paar  Beispiele  geben,  um  zu  zeigen,  mit  welcher 
Leichtigkeit  sich  durch  Hülfe  unserer  Analyse  die  hierhergehörigen 
Aufgaben  lösen  lassen,  und  in  welcher  Ergiebigkeit  die  interessantesten 
Sätze  daraus  gleichsam  hervorsprudeln. 

Zuerst  sei  die  Aufgabe  die,  aus  dem  Momente  in  Bezug  auf  einen 
88  Punkt  das  in  Bezug  auf  einen  andern  um  eine  Strecke  von  |  gegebener 
Länge  und  Richtung  von  ihm  entfernten  Punkt  zu  finden,  wenn  ausser- 
dem die  Gesammtkraft  (die  Summe  der  als  Strecken  dargestellten 
Kräfte)  ihrer  Länge  und  Richtung  nach  gegeben  ist.  Es  seien  6  und  r 
die  beiden  Punkte,  Ma  das  gegebene  auf  den  ersten  Punkt  bezügliche, 
Mf  das  auf  den  zweiten  bezügliche  Moment,  [a/5],  [y^], ...  die  Kräfte, 
a,  y, . . .  ihre  Angriftspunkte,  s  die  Gesammtkraft  ihrer  Länge  und  Rich- 
tung nach,  also 

5  =  [a/5J  +  [yd]  +  .... 
Dann  ist 

Mo  =  [tsa]  .  [aß]  -f  [<yy] .  [yö]  +  •  •  ■ 

Mr  =  [ra]  .  [a/5]  +  [ry]  .  [yö]  +  .... 

Zieht  man  beide  Gleichungen  von  einander  ab,  so  erhält  man,  da 

[6  a]  —  [xa]  =  [6  a]  +  [ar]  =  [6x] 

ist,  und  so  weiter,  die  Gleichung 

Mo  —  M,^  [6t]  .  {[aß]  +  [yd]  +  •••)  =  [<yr]  .  s, 

wodurch  die  Aufgabe  gelöst  ist,  und  man  hat  den  Satz  gewonnen: 

Rückt  der  Beeiehungspunkt  um  eine  Strecke  fort,  so  nimmt  das  Mo- 
ment um  das  äussere  Produkt  der  Gesammtkraft  in  diese  Strecke  ei4.**) 

Hierin  liegt,  zugleich,  dass  das  Moment  dasselbe  bleibt,  wenn  jenes 

*)  P.  262—269  [n  partie,  section  III,  §  2,  No.  7—11]. 

**)  Hierbei  ist  das  Wort  „zunehmen"  in  demselben  allgemeinen  Sinne  ge- 
nommen, in  welchem  man  auch  sagen  kann,  8  habe  um  ( —  3)  zugenommen,  wenn 
6  daraus  geworden  ist. 
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äussere  Produkt  null  ist^  das  heisst  weun  der  Beziehungspunkt  in  der 
Bichtong  der  Gesanuntkraft  fortschreitet,  oder  anders  ausgedrückt,  dass 

die  Momente  in  Bezug  auf  alle  Punkte,  welche  in  einer  und  der- 
sdhm  mit  der  GesamnUJcraß  parallelen  Linie  liegen,  einander  gleich  sind. 

Femer: 

Ist  das  Moment  in  Bezug  auf  irgend  einen  Punkt  null,  so  ist  \  es  89 
in  Bezug  auf  jeden  andern  Punkt  gleich  dem  äusseren  Produkt  der  Ge- 
sammtkraß  in  die  Abweichung  des  letzten  Punktes  von  dem  ersten, 

§  59. 

Eine  andere  Aufgabe,  welche  die  Abhängigkeit  der  Momente  in 
Bezug  auf  Axen,  die  durch  denselben  Punkt  gehen,  auffasst,  |  ist  die,  89 
aus  den  Momenten  in  Bezug  auf  drei  Axen,  die  durch  einen   Punkt 
gehen  und  nicht  in  derselben  Ebene  liegen,  das  Moment  in  Bezug  auf 
jede  yierte  Axe,  die  durch  denselben  Punkt  geht,  zu  finden. 

Es  seien  a,  6,  c  die  drei  Axen,  A,  B,  C  die  auf  sie  bezüglichen 
Momente,  aa  -j-  ßb  -^  yc,  wo  a,  ß,  y  Zahlen  vorstellen,  die  vierte  Axe, 
deren  zugehöriges  Moment  D  gesucht  wird.*)  Das  Moment  in  Bezug 
auf  den  Durchschnitt  der  drei  Axen  sei  M,  so  ist  nach  §  57 

A  =  a.M,    B  =  b.M,    C=c.M, 

D  =  {aa  +  ßb  +  yc)  .  M, 

Lösen  wir  in  dem  letzten  Ausdrucke  die  Klammer  auf,  so  wird 

I)  =^  aa  ,  M  +  ßb  ,  M  +  yc  .  31 

=  aA  +  ßB-i-yC. 

Dies  Resultat  in  Worten  ausgedrückt: 

Aus  den  Momenten  dreier  Axen,  die  durch  Einen  Punkt  gehen,  ohne 
in  Einer  Ebene  zu  liegen,  kann  man  das  jeder  andern  Axe,  die  durdh 
denselben  Punkt  geht,  finden;  und  zwar  herrscht  zwischen  den  Momenten 
dieselbe  Vielfachen -Gleichung,  wie  zwischen  den  Axen,**) 

Wenn  einer  der  Koefficienten  null  wird,  so  hat  man  den  Satz: 

Aus  den  Momenten  zweier  Axen,  die  durch  einen  Punkt  geJien,  kann 
fnan  das  jeder  andern  Axe,  die  durch  denselben  Punkt  geht,  finden,  und 


*)  Dass  sich  jede  Strecke  yn  Baume  als  Summe  aus  drei  Stücken  darstellen 
lässt,  welche  drei  gegebenen  Strecken  parallel  sind,  ist  oben  gezeigt;  darin  liegt, 
dasa  sie  sich  als  Vielfachensumme  derselben  darstellen  lässt. 

*•)  Der  Kürze  wegen  sagen  wir,  zwischen  Grössen  bestehe  eine  Vielfachen- 
Gleichung,  wenn  die  Glieder  der  Gleichung  nur  Vielfache  jener  Grössen  dar- 
stellen. 
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zwar  J^errscht  gtoischen  dm  Momenten  dieselbe  Vielfachen- Gleichung,  wie 
zwischen  den  Axen. 

Wir  werden  späterhin  bei  der  allgemeineren  Behandlung  der  Mo- 
mente auch  diesen  Satz  in  viel  allgemeinerer  Form  darstellen  können. 


Viertes  Kapitel. 
Aeusscro  Division,  Zahlengrösse. 

A.     Theoretische  Entwickelung. 

§  60.     Begriff  der  ftusseren  Division. 

90  Die  zur  Multiplikation  gehörige  analytische  Verknüpfung  ist  die 

Division;  folglich  wird  nach  dem  allgemeinen  Begriff  der  analytischen 
Verknüpfung  (§  5)  das  Dividiren  darin  bestehen^  dass  man  zu  dem 
Produkte  und  dem  einen  Faktor  den  andern  sucht;  und  es  wird  ver- 
möge dieser  Erklärung  jeder  besonderen  Art  der  Multiplikation  eine 
ihr  zugehörige  Art  der  Division  entsprechen;  die  äussere  Division  wird 
also  darin  bestehen^  dass  man  zu  dem  äusseren  Produkt  und  dem  einen 
Faktor  desselben  den  andern  sucht. 

Es  ist  klar,  dass  hier,  da  die  Faktoren  des  äusseren  Produktes 
im  Allgemeinen  nicht  vertauschbar  sind,  auch  zwei  Arten  der  Division 
zu  unterscheiden  sind,  je  nachdem  nämlich  der  erste  Faktor  gegeben 
ist  oder  der  zweite  (vgl.  §  11).  Wir  bezeichnen  den  gesuchten  Faktor 
(Quotienten)  so,  dass  wir  das  gegebene  Produkt  A  (den  Dividend)  nach 
gewöhnlicher  Weise  über  den  Divisionsstrich,  den  gegebenen  Faktor  li 
(den  Divisor)  unter  denselben  setzen,  diesem  gegebenen  Faktor  aber 
einen  Punkt  folgen  oder  vorangehen  lassen,  je  nachdem  der  gesuchte 
Faktor  als  folgender  oder  vorangehender  Faktor  aufgefasst  werden  soll. 

Also  ^-   bedeutet  den  Faktor  C,  welcher  als  zweiter  Faktor  mit  B 

verknüpft  A  giebt,  also  welcher  der  Gleichung  genügt: 

B.C'=^A; 
und    ^  bedeutet  den  Faktor  C,  welcher  als  erster  Faktor  mit  B  ver- 
knüpft A  giebt,  das  heisst  der  Gleichung  genügt: 

C.B  =  A', 
oder  beide  Bestimmungen  durch  blosse  Formeln  ausgedrückt: 
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Hierbei  haben  wir  dann  nur  festzuhalten,  dass,  wenn  die  Stufen- 
zahlen  von  der  Art  sind,  dass  die  Faktoren  direkt  vertauschbar  sind, 
beide  Quotienten  gleichen  Werth  haben,  weim  sie  hingegen  |  nur  mit  91 
Zeichenwechsel  vertauschbar  sind,  beide  Quotienten  {  entgegengesetzten  91 
Werth  haben.*)  Daher  wird  man  im  ersteren  Falle  auch  das  Zeichen 
des  Punktes  im  Neimer  weglassen  können,  wenn  man  nicht  etwa  die 
Diyision  noch  ins  Besondere  als  äussere  bezeichnen  will. 

m 

§  61,  62.    Bealität  und  Vieldeatigkeit  des  Quotienten. 

§  61. 

Es  kommt  nun  darauf  an,  aus  der  formellen  Bestimmung  die 
wesentliche  Bedeutung  des  Quotienten  zu  ermitteln. 

Da  das  äussere  Produkt  zweier  Ausdehnungen  stets  eine  Ausdeh- 
nimg  giebt,  welcher  jene  beiden  untergeordnet  sind  und  deren  Stufen- 
zahl die  Summe  ist  aus  den  Stufenzahlen  der  Faktoren,  so  folgt  zu- 
nächst, dass  auch  der  Quotient  nur  ^ann  eine  Ausdehnung  darstellen 
könne,  wenn  der  Divisor  dem  Dividend  untergeordnet  ist,  das  heisst 
Ton  dem  System  des  Dividend  ganz  umfasst  wird;  und  dass  dann  zu- 
gleich der  Divisor  von  niederer  Stufe  sein  muss  als  der  Dividend, 
die  Stufenzahl  des  Quotienten  aber  die  Differenz  ist  zwischen  denen 
des  Dividend  und  Divisors.  In  jedem  andern  Falle  kann  also  der  Quo- 
tient keine  Ausdehnung  darstellen,  sondern  nur  eine  formelle  Bedeu- 
tung haben,  die  wir  vorläufig .  auf  sich  beruhen  lassen.  Umgekehrt 
zeigt  sich  aber  auch,  dass  der  Quotient  jedesmal  dann  eine  Ausdehnung 
darstellen  muss,  wenn  jene  Bedingung  erfQUt  ist,  dass  nämlich  der 
Divisor  dem  Dividend  untergeordnet  sei.  Nämlich  nach  §  48  kann  man 
jede  Ausdehnung  n-ter  Stufe  auf  («  —  1)  beliebige  ihr  untergeordnete 
Faktoren  bringen,  sobald  diese  nur  von  einander  unabhängig  sind,  und 
somit  kann  man  sie  auch  auf  jede  geringere  Anzahl  untergeordneter 
Faktoren  bringen,  das  heisst  sie  als  Produkt  darstellen,  dessen  einer 
Faktor  eine  beliebige  ihr  untergeordnete  Ausdehnung  ist.     Also 

Der  Quotient  ist  nur  dann,  aber  auch  stets  dann,  eine  Ausdehnung, 
wenn  der  Divisor  dem  Dividend  untergeordnet  und  von  niederem*  Stufe 
ist,  und  jswar  ist  seine  Stufenzahl  dann  der  Unterschied  der  beiden  Stufen- 
zahlen  des  Dividend  und  Divisors. 


•)  Da  die  Vertauschung  der  Faktoren  nur  dann  einen  Zeichenwechsel  er- 
fordert, wenn  beide  von  ungerader  Stufenzahl  sind,  das  Produkt  also  von  gerader, 
80  werden  auch  beide  Qi^otienten  nur  dann'  entgegengesetzten  Werth  haben,  wenn 
der  Dividend  von  gerader,  der  Divisor  von  ungerader  Stufe  ist;  in  jedem  andern 
Falle  werden  sie  gleichen  Werth  haben. 
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§  62.  '  • 

92         Es  bleibt  nun  zu  untersuchen^  ob  in  diesem  Falle  der  Quotient 

92  eindeutig  ist,  oder  mehrdeutig,  und  wie  im  letztern  Falle  !  die  Gesammt- 
heit  seiner  Wertho  gefunden  werden  kann. 

Es  sei  -^y  der  zu  untersuchende  Quotient,  und  B  der  Grosse  A 

Ja  . 

untergeordnet.  Nach  dem  vorigen  Paragraphen  giebt  es  nun  allemal 
eine  Ausdehnung,  welche  mit  B  multiplicirt  Ä  giebt,  das  heisst  welche 
als  Quotient  aufgefasst  werden  kann ;  es  sei  C  eine  solche,  so  dass  also 

B.C'^A 

ist,  und  die  Frage  ist  die,  ob  es  noch  andere  von  C  verschiedene  Aus- 
dehnungen gebe,  welche  statt  C  in  diese  Gleichung  gesetzt  werden 
können.  Jedenfalls  müssten  dieselben  von  derselben  Stufe  sein  wie  C 
(§  61).  Jede  von  C  verschiedene  Ausdehnung  derselben  Stufe  wird 
sich,  wenn  X  eine  beliebige  Grösse  derselben  Stufe  ist,  darstellen 
lassen  in  der  Form  C  -{-  X,  und  es  ist  also  X  so  zu  bestimmen,  dass 

B.(C+X)==Ä 

ist,  wenn  C  +  X  auch  als  ein  Werth  des  Quotienten  ^  erscheinen 
soll.     Man  hat  dann 

B.C+B.X^Ä^B.C, 

das  heisst 

5.X  =  0. 

Nun  giebt  aber  nach  §  55  nur  das  Produkt  zweier  abhängiger 
Grössen,  aber  ein  solches  auch  allemal  Null,  folglich  genügt  ausser 
dem  partiellen  Werth  C  des  Quotienten  noch  jede  andere  Grösse,  welche 
von  ihm  um  einen  vom  Divisor  abhängigen  Summanden  verschieden 
ist,  aber  auch  keine  andere.  Die  Gesammtheit  dieser  Grössen,  die  von 
B  abhängig  sind,  oder  welche  statt  X  gesetzt,  der  Gleichung 

B.X  =  0 

genügen,  können  wir  nun  nach  der  Definition  des  Quotienten  mit  ^ 
bezeichnen;  somit  haben  wir 

B.C       /^  ,    0      ■ 

Dies  Resultat  können  wir  in  folgendem  Satze  darstellen: 

93  Wenn  der  Divisor  (B)  dem  Dividend  (A)   untergeordnet  und  von 
98  niederer  Stufe  ist,  so  ist  der  Quotient  nur  partiell  bestimmt,  \  und  m-ar 

findet  man,  wenn  man  einen  besonderen  Werth  (C)  des  Quotienten  Jcennt, 
den  allgemeinen,  indem  man  den  unbestimmten  Ausdruck  einer  von  dem 
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Divisor  (B)  abhängigen  Grösse  zm  jenem  hesondem  Werth  hinzuaddirt, 
oder  CS  ist  dann 

Auf  die  Raumlehre  übertragen,  sagt  dieser  Satz  aus^  dass  erstens, 
wenn  zu  einem  Spathecke  (Parallelogramme)  die  Grundseite  und  der 
Flächenraum  (nebst  der  Ebene,  der  er  angehören  soll)  gegeben  ist, 
dann  die  andere  Seite,  die  wir  Höhenseite  genannt  haben,  nur  partiell 
bestimmt  sei,  und  dass,  wenn  ihr  Anfangspunkt  fest  ist,  der  Ort  ihres 
Endpunktes  eine  mit  der  Grundseite  parallele  gerade  Linie  sei;  dass 
zweitens,  wenn  zu  einem  Spathe  die  Grundfläche  und  der  Körperraum 
gegeben  ist,  die  andere  Seite  (Höhenseite)  nur  partiell  bestimmt  sei, 
und  der  <^t  ihres  Endpunktes  bei  festem  Anfangspunkt  eine  mit  der 
Grundfläche  parallele  Ebene  sei-,  und  dass  endlich,  wenn  zu  einem 
Spathe  die  Höhenseite  und  der  Körperraum  gegeben  ist,  die  Grund- 
fläche partiell  bestimmt  sei,  indem  dieselbe  als  der  veränderliche  ebene 
Durchschnitt  eines  Prismas,  dessen  Kanten  der  Höhenseite  parallel 
sind,  erscheint. 

Dies  letztere  bedarf  eines  Nachweises.  Ist  nämlich  eine  Grund- 
fläche als  besonderer  Werth  jenes  Quotienten  gefunden,  das  heisst  giebt 
sie  wirklich  mit  der  gegebenen  Höhenseite  äusserlich  multiplicirt  den 
gegebenen  Körperraum,  und  stellt  man  sich  diese  Grundfläche  in  Form 
eines  Spathecks  vor,  so  wird  man  jedes  andere  Spatheck,  was  mit  der 
gegebenen  Höhenseite  äusserlich  multiplicirt  dasselbe  Produkt  giebt, 
dadurch  aus  dem  ersten  gewinnen,  dass  man  den  Seiten  des  ersten 
beliebige  mit  der  Höhenseite  parallele  Summanden  hinzufügt,  worin 
dann  der  ausgesprochene  Satz  liegt. 

§  63,  64.     Ausdruck  für  den  eindeutigen  Quotienten. 

§  63. 

Aus  dem  Satze  des  vorigen  Paragraphen  ergiebt  sich,  dass  man 
die  Gesetze  der  arithmetischen  Division  nicht  ohne  weiteres  auf  |  unsere  Oi 
Wissenschaft  übertragen  könne,  namentlich  dass  man  im  Dividend  |  und  94 
Divisor  nicht  gleiche  Faktoren  wegheben  dürfe.    Aber  da  überhaupt 
die  Rechnung  mit  unbestimmten,  wenn  auch  nur  partiell  unbestimmten 
Grössen,  mannigfachen  Schwierigkeiten  unterliegt,  und  in  der  ander- 


*)  Es  ist  dies  unbestimmte  Glied  sehr  wohl  zu  vergleichen  mit  der  unbe- 
bestimmten  Konstanten  bei  der  Integration,  und  das  eigenthümliche  Verfahren, 
welches  dadurch  herbeigeführt  wird,  ist  hier  dasselbe  wie  dort.**) 
*♦)  Vergleiche  die  Anm.  zu  S.  39  und  43.     (1877.) 
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weitigen  Analyse  des  Endlichen  nichts  yollkommen  entsprechendes 
findet;  so  ist  es  am  zweckmässigsten,  diesen  unbestinunten  Ausdruck 
durch  bestimmte  Ausdrücke  zu  ersetzen. 

Es  ergiebt  sich  nämlich^  dass  der  Quotient  ein  bestimmter  ist^  so- 
bald derselbe  seiner  Art  nach  gegeben,  das  heisst  das  System  gleicher 
Stufe  bestimmt  ist,  dem  er  angehören  soll,  vorausgesetzt  nämlich,  dass 
dies  System  von  dem  des  Divisors  unabhängig,  dem  Systeme  des  Di- 
vidend aber  untergeordnet  sei.  Wird  diese  Voraussetzung  erf&llt,  so 
ist  in  der  That  immer  ein,  aber  auch  nur  Ein  Werth  des  Quotienten 
möglich,  welcher  in  dem  gegebenen  Systeme  liegt.  Denn  denkt  man 
sich  irgend  eine  diesem  Systeme  gleichartige  Ausdehnung  (C)  mit  dem 
Divisor  multiplicirt,  so  wird  das  Produkt  dem  Dividend  gleichartig 
sein,  also  auch  durch  Vergrösserung  oder  Verkleinerimg  ^ner  Aus- 
dehnung (C)  dem  Dividend  gleich  gemacht  werden  können,  wobei  diese 
Ausdehnung  (C)  selbst  sich  als  Quotient  darstellt.  Aber,  auch  nur  Ein 
solcher  Werth  des  Quotienten  wird  hervorgehen.    Es  sei  nämlich  G 

ein  solcher  Werth  des  Quotienten  -^  ,  so  dass  also  B  .C=Ä  ist;  es 

verwandle  sich  C  in  eine  ihm  gleichartige  Grösse  C  +  Cj ,  wo  C^  nicht 
gleich  Null  ist,  so  hat  man 

B.(C+C,)  =  B.C  +  B,C,  =  A  +  B.C,] 

es  ist  also  B.((7+  C,)  nicht  gleich  A,  da  B.C^,  weil  beide  Faktoren 
nach  der  Voraussetzung  von  einander  unabhängig  sind,  nicht  Null  geben 
kann.  Also  jeder  andere  mit  C  gleichartige  Werth  genügt  statt  C  ge- 

m 

setzt  nicht  der  Gleichung 

B.C=A, 

das  heisst,  kami  nicht  als  ein  Werth  des  Quotienten  *  aufgefasst 
werden;  also  giebt  es  nur  einen  solchen. 

Dies  Resultat  kann  man  auch  so  ausdrücken:  Wenn  zwei  gleiche 
Produkte  einen  gleichen  Faktor  haben,  und  der  andere  Faktor  in  beiden 
gleichartig,  von  dem  ersten  aber  unabhängig  ist,  so  ist  auch  dieser  in 
beiden  gleich. 

95  Es  kommt  nun  darauf  an,  für  diesen  bestimmten  Quotienten  eine 

angemessene  Bezeichnung  zu  finden.    Es  sei  P  der  Dividend,  A  der 

95  Divisor,  B  |  eine  Grösse,  welcher  der  Quotient  gleichartig  sein  soll, 
A  und  B  seien  beide  dem  Systeme  P  imtergeordnet,  aber  von  ein- 
ander unabhängig;  dann  wird  P  sich  als  Produkt  von  A^  in  B,  wo 
Ai  mit  A  gleichartig  ist,  darstellen  lassen,  der  Quotient  wird  also 

Ä,  .B 
A. 
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sein;  diesen  können  wir,  sofern  er  mit  B  gleichartig  sein  soll,   vor- 
läufig mit 


T^ 


Ä, 


bezeichnen.    Also  -j  2?    soll   die   mit   B   gleichartige   Grosse   JB^    be- 
zeichnen, welche  der  Gleichung 

A^.B^-A.B^ 

genügt.*) 

§  64. 

Um  nun  die  Bedeutung  dieser  Ausdrücke  auszumitteln,  haben  wir 

Ä 
die  Verbindung  eines  und  desselben  Ausdrucks  |  -^*   mit  verschiedeneu  96 

Grossen  zu  untersuchen. 

Zunächst  ergiebt  sich,  dass,  wenn  A,  B,  C  von  einander  unabhängig 
sind,  und 

ist;  dann  auch  allemal 

Ä^  —  'B^ 
sein  muss.   Denn  aus  der  ersten  Gleichung  hat  man  nach  der  Definition 

Ai.B  =  A,B,, 

•)  Die  Bezeichnung  kann  keine  Zweideutigkeit  hervorrufen,  da  wir  bisher 
noch  nicht  einen  Quotienten  zweier  gleichartiger  Grössen  kennen  gelernt  haben. 

A 

Dabei  bleibt  vorläufig  unentschieden,  ob  in  dieser  Bezeichnung  ---  in  der  That 

als  Quotient  und  seine  Verbindung  mit  B  als  Multiplikation  aufzufassen  sei;  doch 
wird  die  Angemessenheit  der  Bezeichnung  erst  dann  klar  werden  können,  wenn 
wirklich  jene  Auffassung  sich  herausstellt.  Durch  einen  Seitenblick  auf  die  Zahlen- 
lehre, mit  welcher  hier  unsere  Wissenschaft  in  Berührung  tritt,  ohne  aber  von 
ihr  Sätze  zu  entlehnen,  leuchtet  ein,  dass  wenn  A^  ein  Vielfaches  von  A  ist,  auch 

Bi  ein  eben  so  Vielfaches  von  B  sein  müsse,  und  dass  also,  wenn  wir  unter  —^- 

die  Zahl  verstehen,  welche  angiebt,  ein  Wie  vielfaches  A^  von  A  sei,  dann  B^  in 

der  Form  -}-  B  dargestellt  werden  könne.    Allein  so  einfach   diese  Anwendung 

der  Zahlenlehre  auch  sein  mag,  so  dürfen  wir  sie  hier  nicht  aufnehmen,  ohne 
unserer  Wissenschaft  zu  schaden.  Auch  würde  sich  dieser  Verratli  an  unserer 
Wissenschaft  bald  genug  rächen  durch  die  mannigfachen  Verwickelungen  und 
Schwierigkeiten,  in  die  wir  sehr  bald  durch  den  Begriff  der  Irrationalität  gerathen 
würden.  Wir  bleiben  daher,  ohne  uns  durch  die  betrügerische  Aussicht  auf  einen 
bequemen  Weg  verlocken  zu  lassen,  unserer  Wissenschaft  getreu. 
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und  setzt  man  -J-  C  =  (7i ,  so  ist 

Multiplicirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  (7,  die   zweite  mit 
B  (auf  zweiter  Stelle),  so  hat  man 

A^,B,Ü^A.B.C,, 
also  auch 

A.B^.C^A,B,C^. 

Da  nun  B^  .  C  mit  B .  C^  gleichartig  ist,  und  der  andere  Faktor  {A) 
sowohl,  als  das  Produkt  auf  beiden  Seiten  gleich  ist,  so  muss  (§  63) 


das  heisst 


sein.     Also  wenn 


§c  =  c,-=4ic 


^B^B, 


A  R 

ist,  so  geben  die  Ausdrücke  -j^  und  -^  mit  jeder  beliebigen  von  A ,  B 

unabhängigen  Grösse  verbunden  dasselbe  Resultat. 

Aber  wir  können  nim  zeigen,  dass  dies  auch  dann  noch  der  Fall 
sein  müsse,  wenn  beide  Ausdrücke  mit  einer  Grösse  C  verbunden  sind, 
tvelche  nur  von  A  und  von  B  unabhängig  ist,  ohne  zugleich  von  dem 
Produkte  A  .  B  unabhängig  zu  sein, 

Zimächst  erweisen  wir  dies  für  den  Fall,  dass  C  eine  Strecke  sei, 
die  wir  mit  c  bezeichnen  wollen.     Es  sei  also 

oder 

^jL<  .  C  ^^  A.  •  C\  j 

wo  c  zwar  von  A  imd  B  unabhängig,  aber  von  A  .  B  abhängig  sei. 
Um  nun  zu  zeigen,  dass  dann,  wenn 

ist,  auch 

B^     _  A,     _ 

sein  müsse,  suchen  wir  den  Faktor  c  durch  HinzufQgung  einer  von 
A  .  B  unabhängigen  Strecke  p  selbst  davon  imabhängig  zu  macben. 
Man  erhält  dann  statt  A^ .  c  den  Ausdruck  Jl^ .  (c  +  p)  ?  diesem  wird  ein 
Ausdruck  gleichgesetzt  werden  können,  dessen  erster  Faktor  A  [ist],  und 
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dessen  zweiter  mit  {c  +  p)  gleichartig  ist  und  also  als  Summe  zweier 
mit  c  und  p  gleichartiger  Stücke  dargestellt  werden  kann.  Es  sei  der- 
selbe Tj  +  p, ,  so  hat  man 

^i-(c+l>)  =  ^-(^2+l>i). 
Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  p^  so  erhält  man 

A^.c  .p  =  A.  c^.p 

oder,  da  A^  .c  =^  A  .  c^  ist, 

JtX.  m  C^   •  P  ^=*  uX.   •   Ca  •  P  y 

und  daraus  folgt,  da  die  entsprechenden  Faktoren  gleichartig  sind, 
nach  §  63  die  Gleichung 

Führt  man  daher  statt  Cj  diesen  Werth  c^  oben  ein,  so  erhält  man 

Und  da  nun  p  von  A  .  B  unabhängig  war,  also  auch  (c  +  p)  davon 
unabhängig  ist,  so  können  wir  nun  das  oben  erwiesene  Gesetz  an- 
wenden, dass 

J5. .  (c  +  p)  =  J5 .  (c,  +  iO 

ist;  also  auch,  mit  p  multiplicirt, 

Bi  .c  .p  ^=  B  .Ci  .p'^ 

und  da  hier  die  entsprechenden  Faktoren  gleichartig  sind,  so  hat  man 

Bi  .c  =  B .Ci 


oder 


J5,  A, 


auch  dann  noch,  wenn  c  von  A  .  B  abhängig  ist. 

Nun  können  wir  dies  Resultat  leicht  ausdehnen  auf  den  Fall,  dass 

die  Ausdrücke  -^  und  -^,  welche  der  Gleichung 

^B  =  Bi    oder   A, .  B  =  A  .  B,  93 

entsprechen,   mit   einer   beliebigen   von  A  und   von  B  unabhängigen  98 
Grösse  höherer  Stufe  C  verbimden  sind.    Es  sei  C  =^  c  ,d  .  e  . . . ,  so 
lässt  sich  jede  mit  C  gleichartige  Grösse  C^  in  der  Form   c^  .d .  e  .  . . 
darstellen,  wie  wir  schon  an  mehreren  Orten  gezeigt  haben.     Ist  also 

^C=C,  oder  A,.C=A.C,, 

so  hat  man  nun  durch  jene  Substitution 
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woraus,  vermöge  der  Gleichartigkeit  der  Faktoren^  folgt  (§  63) 

somit  auch  nach  dem  soeben  erwiesenen  Satze 

also  auch  durch  Wiederholung  derselben  Schlussreihe 

das  heisst 
oder 

Wir  haben  somit  den  allgemeinen  Satz  bewiesen: 
Wenn 

isty  SO  ist  auch  in  Bezug  auf  jede  Grösse  C,  welche  von  A  und  vmt  B 
unabhängig  ist, 

§  65,  66.     Begriff  des  Qaotieaten  zweier  gleichartiger  QrSssen. 

§  65. 

AB 

Da  nun  dei:  Begriff  der  Ausdrücke  -^-  und  -^  nur  bestimmt  ist, 

sofern  sie  mit  Grössen  verbunden  sind,  die  voji  A  und  B  unabhängig 
..d,  ...  a,  j.d.  z.ei  ,o.ehe  Ver.i.d..ge.,  i.  .„eh.  ^.  ..d  § 
mit  derselben  Grösse  eingehen,  unter  der  Voraussetzung,  dass 

^B=B, 

ist,  die  Gleichheit  dargethan  ist,  so  folgt,  dass  wir  berechtigt   sind, 

A  B 

99  die  Ausdrücke  -^  und  -^  unter  obiger  Voraussetzung  selbst  |  einander 

gleichzusetzen,  und  dadurch  den  Begriff,  den  diese  Ausdrücke  an  sich 
haben,  zu  bestimmen.     Also 

99  Wenn 

^B=B, 

oder  Ai .  B  '^  A  .  B^  ist  (A  und  B  von  einander  unabhängig  gedacht), 
so  setzen  wir 

j   gleich  -^ . 
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A 
Es  ist  klar,  wie  hierdurch  die  Bedeutung  von  -^  B  auch  dann  be- 
stimmt ist,  wenn  B  von  A  abhängig  ist;  denn  man  hat  nur  eine  Hülfs- 

grosse  C  anzunehmen,  welche  von  A  und  B  unabhängig  ist,  und  C^ 

.  .       C 

so  zu  bestimmen,  dass  nach  der  angegebenen  Definition  -rj  gleich   ist 

—f  so  ist  durch  Substitution  des  Gleichen 

^  B  =  ^'  B 
A  ^         C  ^^ 

und  dadurch  auch  der  Begriff  des  ersten  Ausdrucks  bestimmt.  Nament- 
lich ergiebt  sich  daraus,  dass 

ist  Deun  nimmt  man  eine  Hülfsgrösse  B^  welche  von  A  unabhängig 

ist,  und  setzt 

A,        B, 

~A         B  ' 

,  das  heisst 

^"-^  =  -^17 
so  muss  auch  nftch  dem  allgemeinen  Begriff  des  Gleichen 

sein;  der  letztere  Ausdruck  ist  aber,  wie  wir  soeben  zeigten,  gleich  y|,, 

also  auch  der  erstere,  was  wir  zeigen  wollten. 

A 
Hieraus  nun  folgt  zugleich,  dass    der  Ausdruck   -}  als  Quotient 

aufgefasst  werden  könne,  sobald  seine  Verbindung  mit  andern  Grössen, 
wie  wir  sie  bisher  beschrieben,  als  Multiplikation  dargethan  ist,  das 
heisst  die  Beziehung  jener  Verbindung  zur  Addition  als  eine  multi- 
plikative  nachgewiesen  ist. 

§  66. 
Zuerst  ist 

A 
Nämlich    -^  (b  +  c)  ist  eine  mit  fc  -|-  c   gleichartige  Strecke,   welche 

sich  daher  auch  in  |  Stücken  ausdrücken  lassen  muss,  die  mit  h  und  clOO 
gleichartig  sind;  es  seien  dies  h^  imd  c^,  also 

(1)  ^  (ft  +  C)  =  ft,  +  C.  100 

oder 
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Man  multiplicire  diese  Gleichung  mit  c,  so  hat  man 

also  auch  vermöge  der  Gleichartigkeit  der  Faktoren 

Ai  ,b  =:  A  .b^    oder     -^  6  ==  6^ . 
Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich  durch  Multiplikation  mit  h,  dass 

ist;  substituirt  man  diese  Ausdrücke  für  h^  und  c^  in  die  obige  Glei- 
chung (1),  so  hat  man  in  der  That 

Es  ist  dies  nun  auszudehnen  auf  den  Fall,  dass  statt  h  und  c 
Ausdehnungen  höherer  Stufen  B  und  C  eintreten.  Die  Summe  der- 
selben giebt  nach  §  47  nur  dann  eine  Ausdehnung,  wenn  beide  Aus- 
dehnungen n-ter  Stufe  sich  auf  einen  gemeinschaftlichen  Faktor 
(n  —  l)-ter  Stufe  bringen  lassen.     Es  sei  daher 

B=^b.E,    C=c.E. 
Dann  sei  • 

also 

SO  ist  auch  noch,  wenn  man  diese  Gleichung  mit  E  multiplicirt, 

A,.(b  +  c).E=A.(bi  +  c,).E 
oder 

Ai.(b.E  +  c.E)  =  A,{b,.E+c,.'E) 
oder 

(2)  ^iB-\-C)  =  b,.E-{-c,.E. 

Es  ist  aber,  wenn  man  die  Gleichungen,  durch  welche  b^  imd  c^   be- 
stimmt wurden,  in  Produktform  darstellt  und  mit  E  multiplicirt, 

Ai  .b  .E  =  A  .bi  .  E-,    A^  ,c  .  E=  A  .c^.E, 


101  ^B=b,,E 


101  und  auf  dieselbe  Weise 


^'-C=c,.E. 


A 

Diese  Ausdrücke  für  \  .E  und  c^.E  in  die  obige  Gleichung  (2)  sub- 
stituirt, hat  man 

4' (j? + c)  =  4' I? + 4"  c'- 


Begriff  des  Ausdrucks  -j^-    Proportion.  129 

Gilt  nun  die  multiplikative  Beziehung  für  reale  Summen,  so  gilt 
sie  auch  fQr  formale,  weil  diese  ihrem  Begriffe  nach  nur  durch  jene 
bestimmt  sind;  da  nämlich  dann  B  -\'  C  keine  Ausdehnung  darstellt, 
so  hat  auch 

1"  {B  +  C) 
nur  die  formelle  Bedeutung,  dass  es 

gesetzt  werde.  Es  gilt  also  die  multiplikative  Beziehimg  für  diese  Aus- 
drücke (  '  '  ...j  allgemein,  und  ihre  Verknüpfung,  wie  wir  sie  auf- 
gefasst  haben,  ist  als  wahre  Multiplikation  zu  fassen.  Also  ist  auch 
'^  selbst  ein  wahrer  Quotient*). 

§  67.     Proportion. 

Um  eine  anschaulichere  Idee  des  Quotienten  zu  gewimien,  gehen 
wir  zunächst  von  Strecken  aus;  es  seien  a  und  h  von  einander  un- 
abhängig, imd 

-*  =  /     oder    Oy  .b  =  a  .1). . 

ab  *■  ' ' 

so  hat  man  aus  der  letzten  Gleichung 

a^  ,  b  -}-  b^  ,  a  =  0 , 

oder  da  man  dem  zweiten  Faktor  Stücke  hinzufügen  darf,  die  demio^ 
ersten  gleichartig  sind, 

a^  .{a  -\-  b)  -\-b^  .(a  +  b)  =  0 ,  102 

(«1  +  ^)  .  (a  +  fc)  =  0, 

das  heisst  (a  -f-  b)  und  (a^  +  ^i)  sind  gleichartig  oder  können  als 
Theile  desselben  Systems  erster  Stufe  aufgefasst  werden.  Nach  der 
Erzeugungsweise  des  Systems  erster  Stufe  mussten  dann  a^  und  b^ 
entsprechende  Theile  von  a  imd  b  sein.  Schreibt  man  nun  die  ur- 
sprüngliche Gleichimg  als  Proportion 

a^  :  a  =  b^  :  b  f 

so  gelangt  man  zu  dem   Satze:   Vier  Strecken  stehen  in   Proportion, 

"*)  Da  die  Stufenzalil  des  Quotienten  die  Differenz  ist  zwischen  den  Stufen- 

zahlen  des  Dividend  und  Divisor,  so  ist     }  als  Ausdehnungs-Grösse  nullter  Stufe 

zu  fassen,  was  auch  damit  übereinstimmt,  dass,  wenn  eine  Ausdehnung  mit  ihr 
moltiplicirt  wird,  sich  deren  Stufenzahl  nicht  ändert. 

Graiisinanu  ,  Werke.    1.  9 
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wenn  die  erste  von  der  zweiten  der  entsprechende  Theil  ist,  wie  die 
dritte  von  der  viei-ten.  Nach  dem  Begriff  des  Quotienten  zweier  gleich- 
artiger Grössen  bleibt  der  Werth  desselben  ungeandert,  wenn  man 
Dividend  und  Divisor  mit  derselben  unabhängigen  Ausdehnung  multi- 
plicirt,  den  Quotienten  erweitert;  nämlich  wenn 


ist,  so  ist  auch 
also 


a,  .  6  =  a  .  6i ,    also     -  =  -f 
1  » '  ab 

a^ .  E ,  b  =  a  ,  E .  bi  f 
^-^1='',    also   =^-. 


Somit  kann  man  auch  jedes  Yerhältniss  durch  eine  beliebige  Aus- 
dehnung erweitern.  Nun  können  wir  sagen,  dass  a^ .  E  von  a  .  E  der 
entsprechende  Theil  ist,  wie  a^  von  a,  imd  somit  haben  wir  den  all- 
gemeinen Satz: 

Vier  Grössen  stehen  in  Proportion,  wenn  die  erste  von  der  zweiten 
der  entsprechende  Theil  ist,  wie  die  dritte  von  der  vierten.  . 


§  68.  Zahlengrösse,  Produkt  derselben  mit  einer  AusdehniuigsgrÖBse. 

Wir  haben  nun  die  Verknüpfungen  dieser  neu  gewonnenen  Grössen, 
die  wir  Zahlengrössen  nennen,  sowohl  unter  sich,  als  mit  den  Aus- 
dehnungsgrössen  darzustellen.    . 

Die  multiplikative  Verknüpfung  derselben  mit  den  Ausdehnungs- 
grössen  haben  wir  dargestellt,  und  ihre  Beziehimg  zur  Addition  ge- 
sichert. Wir  haben  nun  die  rein  multiplikativen  Gesetze  dieser  Ver- 
knüpfung, das  heisst  die  Vereinbarkeit  imd  Vertauschbarkeit  der 
Faktoren  zu  untersuchen.  Es  ergiebt  sich,  dass  man  in  einem  äusseren 
Produkt,  worin  Zahlengrössen  vorkommen,  diese  jedem  beliebigen  Faktor 
iö3  zuordnen  |  kaim,  ohne  den  Werth  des  Resultates  zu  ändern. 

In  der  That  ist,  .—  mit  a  bezeichnet, 
103  a(B,C)  =  (aB)  .  C. 

Denn  es  sei  aB  oder    ~  B  ^=^  B..  oder 

a  *' 

a^ ,  B  =  a  .  Bij 
so  hat  man  durch  Multiplikation  mit  C 

üi  .  B  .  G  «=  a  .  B^  ,  C'^ 
also  auch  nach  der  Definition 
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oder 

a{B,C)  =  (aB).C. 

Was  die  Vertauschbarkeit  anbetrifft,  bö  ist  die  Bedeutung  des 
Ausdrucks  Aa^  wo  Jl  eine  beliebige  Ausdehnung,  a  aber  eine  Zahlen- 
grosse ist,  noch  nicht  festgesetzt;  und  wir  können  diese  Bedeutung 
nach  der  Analogie  bestinunen.  Nämlich,  da  die  Ausdehnungsgrösse 
nullter  Stufe  als  Ausdehnungsgrösse  yon  gerader  Stufe  erscheint,  eine 
solche  aber  in  einem  äusseren  Produkt  beliebig  geordnet  werden  darf, 
so  können  wir  feststellen,  dass  unter  Aa  dasselbe  verstanden  sein  solle, 
wie  unter  aA,  woraus  daim  folgt, 

dass  die  Stellung  einer  Zählengrösse  innerJialb  eines  äusseren  Pro- 
Mtes  ganz  gleichgültig  ist 

Was  endlich  den  Quotienten  einer  Ausdehnung  durch  eine  Zählen- 
grösse betrifft,  so  ist  dessen  Bedeutung  aus  dem  allgemeinen  Begriff 
der  Division  sogleich  klar,  und  die  Eindeutigkeit  dieses  Quotienten,  so 
lange  der  Divisor  nicht  null  wird,  ergiebt  sich  leicht.   In  der  That,  es  sei 

-   «=  iL,      a  s=  — 

wo  a  von  B  unabhängig  sei,  so  hat  man 

aX  =  B ,  X  =  B,      a  ,  X '=^  a.  ,  B , 

und  wir  haben  oben  gezeigt,  dass  es  nur  Einen  mit  B  gleichartigen 
Werth  X  giebt,  welcher  dieser  letzten  Gleichung  genügt,  während  jene 
Gleichartigkeit  in  den  vorhergehenden  Gleichungen  ausgesagt  ist. 

§  69,  70.     Produkt  mehrerer  Zahlengrössen. 

§  69. 

Zu  dem  Begriffe  des  Produktes  mehrerer  Zahlengrössen  gelangen  iC):^ 
wir  vom  fortschreitenden  Produkte  aus. 
Setzen  wir  das  Produkt 

(1)  P .  ccßy  . . .  =  P, , 

wo  die  Ausdehnung  P  mit  den  Zahlengrössen  «,  /J,  y,  ...  fortschrei- 104 
tend,  das  heisst  so   multiplicirt  werden  soll,   dass  das  Resultat  jeder 
früheren  Multiplikation  mit  der  nächstfolgenden    Zählengrösse   multi- 
plicirt wird:  so  entsteht  die  Aufgabe,  eine  Zählengrösse  zu  finden,  mit 

welcher  P  multiplicirt  sogleich  dasselbe  Resultat  P^  gebe.     Zu  dem 

9* 
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Ende  seien  a,  ß,  y,  . .  .  dargestellt  in  den  Formen 

A,      B,       G^ 

Ä^     B '     C  *  '"' 

so  dass   P,  A,  B,  Cj  .  .  .  alle  von  einander  unabhängig  seien.    Multi- 

plicirt  man  dann  beide  Seiten  der  obigen  Gleichung  (1)  mit  A.B  ,C . .  .^ 

so    kann    man    nach    dem    vorigen    Paragraphen    die    Zahlengrossen 

a,  /3,  y,  . .  .  oder 

ii      \      l:i 

A^    "B^     C  '" 

A 
jedem  beliebigen  dieser  Faktoren  zuordnen,  also  auch  -^  dem  A,  und  so 

weiter,  und  erhält  dadurch 

Jr  .  .^Ij  •  Jjt  •  0|  ...  ^^*  Jl  1  •  A.  m  JLß  .  C'  •  •  • . 

Also  ist,  da  P^  dem  P  gleichartig  ist,  nach  der  Definition  des  Quo- 
tienten 

p    p  .Q^t  .  X>,  .  G|   .  .  . 

^>         ^  '  A.B.C  ... 

Somit  haben  wir  das  Gesetz,  dass 

p  A  _^  ^        =s  P  —^  'B^ .  C^  . . . 
^  ^  "B    C  "  *       ^     A.B.C  ... 

ist,  zunächst  zwar  nur,  wenn  P  von  A  ,B  ,C ,.,  unabhängig  ist,,  aber 
demnächst  auch,  wenn  P  hiervon  abhängig  ist.  Um  dies  zu  zeigen^ 
stellen  wir  zuerst  die  Zahlengrössen  a,  /J,  y,  .  .  .  oder  die  Quotienten 

-j- ,  •  •  •  in  neuen  Formen  (  äS  •  • )  ^^;  s^  dass  P  von  A .  B .  f  . . .  un- 
abhängig ist,  so  werden  wir  nun  das  obige  Gesetz  anwenden  können^ 
imd    eine  Zahlengrösse   q  erhalten,  welche  statt  der  fortschreitenden 

Faktoren    '  ;* ,  ...  (oder    . '  ,  •  •  j  gesetzt  werden  kann  und  welche  gleich 

Aj  .   Dj  .  I  I    ... 

A .  B .  r  . . . 

jfö^ist.  Nimmt  man  nim  eine  Ausdehnimg  Q  zu  |  Hülfe,  welche  sowohl 
von  A  .  B  ,  C  .  .  ,  als  auch  von  dieser  neuen  Grösse  A  .  B  .  f  ... 
unabhängig  ist,  so  ergiebt  sich  Qaßy  ...  vermöge  der  ersten 
Grössen  gleich 

vermöge  der  zweiten  aber  gleich 

Also  ist 

^  ""    äTbTÖ  7. . 
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Xuu  war  aber 

P.aßy  ...  ==  Pq 

yennoge  der  zweiten  Reihe  von  Formen,  also  ist  auch  vermöge  des 
gefundenen  Werthes  fQr  q 

■p  ^1   ^  ^        ___  p  Äi .  Bi .  Ci  . . . 
^  A     B    C     "        ^     Ä.B.C...    ' 

Es  ist  also  das  obige  Gesetz  in  seiner  ganzen  Allgemeinheit  bewiesen. 

§  70. 

Hieraus  gehen  sogleich  zwei  für  die  Verknüpfung  der  Zahlen. 
grossen  höchst  wichtige  Folgerungen  hervor,  nämlich  erstens,  dass, 
wenn  fär  irgend  eine  Grösse  P  die  fortschreitende  Multiplikation  mit 
mehreren  Zahlengrössen  a,  ß,  y,  . ..  durch  die  Multiplikation  mit  einer 
bestimmten  Zahlengrösse  q  ersetzt  wird,  dies  auch  für  jede  andere 
Grosse  gilt,  die  statt  P  gesetzt  wird,  indem  nämlich  der  für  q  im 
Torigen  Paragraphen  gewonnene  Ausdruck  gänzlich  unabhängig  ist  von 
Pj  mid  nur  von  den  Zahlengrössen  a,  /3,  .  .  .  abhängt;  zweitens  dass 
die  Zahlengrössen  auch  beliebig  imter  sich  vertauscht  werden  können, 
weil  man  in  dem  Produkt 

A.B... 

im  Zähler  und  Nenner  gleiche  Vertauschungen  vornehmen  kann,  indem 
dadurch  in  beiden  gleiche  Zeichenänderungen,  also  für  den  Werth  des 
Quotienten  gar  keine  hervorgeht.  Die  erste  dieser  Folgerungen  be- 
rechtigt uns,  das  Produkt  aßy  ...  selbst  gleich  q  zu  setzen.     Also: 

Unter  dem  Produkte   mehrerer  Zahlengrössen   ist  diejenige  Zahlen- 
grösse Bu  verstehen,  welcJie  in  ihrer  Multiplikation,  mit  irgend  einer  Aus- 
dehnung dasselbe  Restdtat  liefert,  al^  wenn  \  diese  Ausdehnung  fortschrei- 106 
iend  mit  den  Faktoren  jenes  Produktes  mtdtiplicirt  wird. 

Hiemach  ist  also,  wenn  A,  B,  C,  .. .  von  einander  imabhängig  sind, 

ABC  A,B.C... 

Die  zweite  Folgerung,  die  wir  vorher  ableiteten,   sagt  nun  aus,  dass 
man  Zahlengrössen  als  Faktoren  unmittelbar  vertauschen  könne. 

§  71.     Geltung  aller  Gesetze  arithmetischer  Multiplikation  und 

Division  für  die  Zahlengrössen. 

Um  nun  die  Geltung  aller  Gesetze  arithmetischer  Multiplikation 
und    Division   (s.  §  6)    für    die    Zahlengrössen    nachzuweisen,   haben 
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wir  noch  die  Eindeutigkeit  des  Quotienten  — ,  so  lange  a  nicht  null 
ist;  darzuthun. 

Es  bedeutet  nach  der  allgemeinen  Definition  analytischer  Ver- 
knüpfungen    -  diejenige  Grösse,  welche  mit  a  multiplicirt  ß  giebt;  es 

sei  nun  ay  gleich  ß,  so  haben  wir  zu  zeigen,  dass,  wenn  zugleich  ay 
gleich  /3  sei,  T'  nothw endig  gleich  /  sein  müsse,  vorausgesetzt  noch 
immer,  dass  a  nicht  null  sei.  Es  soll  also,  wenn  A  irgend  eine  Aus- 
dehnung vorstellt,  vorausgesetzt  werden,  dass 

sei;  da  man  aber  nach  dem  vorigen  Paragraphen  statt  mit  dem  Pro- 
dukte, mit  den  einzekien  Faktoren  multipliciren  kann,  so  hat  man  auch 

(Aa)  y  =  {A  a)  y . 

Nun  haben  wir  aber  bei  der  Definition  der  Zahlengrosse  festgesetzt, 
dass  zwei  Zahlengrössen,  welche  mit  derselben  Ausdehnung  multiplicirt 
gleiches  Besultat  geben,  auch  als  gleich  betrachtet  werden  müssen. 
Ist  mm  a  nicht  null,  so  ist  Aa  eine  wirkliche  Ausdehnung,  also  nach 
der  angeführten  Bestimmung  y  =  /,  das  heisst  der  Quotient  zweier 
Zahlengrössen  eindeutig,  so  lange  der  Divisor  nicht  null  ist. 

Da  nun  auf  der  Vertausch  barkeit  und  Vereinbarkeit  der  Faktoren, 
wie  auch  auf  der  Eindeutigkeit  des  Quotienten  in  dem  angegebenen 
Umfaiige,  alle  Gesetze  arithmetischer  Multiplikation  und  Division  be- 
ruhen (§  6),  und  dieselben  Gesetze  auch  für  die  Verknüpfung  der  Zahlen- 
grössen mit  den  Ausdehnungen  gelten  (§  68) ,  so  ergiebt  sich,  dass 

107  >      aUe  Gesetze  arithmetischer  Multiplikation  und  Division  für  die  1  Ver- 

« 

knüpfung  der  Zahlengrössen  unter  sich  und  mit  den  Ausdehnungsgrossen 
gelten  *). 

107  Hierdurch  ist  mm  zugleich  der  wesentliche  Zusammenhang  zwischen 
der  arithmetischen  und  der  äusseren  Multiplikation  dargethan,  indem 
jene  als  specieUe  Gattung  von  dieser  erscheint,  für  den  Fall  nämlich, 
dass  die  Faktoren  Ausdehnungsgrössen  nullter  Stufe  sind.  Wir  bedienen 
uns  daher  für  die  Multiplikation  der  Zahlengrössen  beliebig  bald  des 
Punktes  bald  des  immittelbaren  Aneinanderschreibens,  indem  das  letztere 
uns  oft  bequem  ist,  um  die  Klammem  zu  ersparen  und  dadurch  die 
üebersicht  zu  erleichtem. 


*)  Wir  entlehnen  dabei  nichts  aus  der  Arithmetik,  als  nur  den  Namen,  in- 
dem wir  die  Gesetze  dieser  Verknüpfungen  in  der  allgemeinen  Formenlehre  §  6 
unabhängig  dargethan  haben. 
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§  72.     Addition  der  Zahlengrössen. 

Dm  zur  Addition  zweier  Zahlengrössen  (cc  und  ß)   zu  gelangen^ 
haben  wir  zunächst  den  Ausdruck 

aC+  ßC=C\ 

zu  betrachten^  und  die  Zahlengrösse  zu  suchen ^  mit  welcher  C  multi- 
plicirt  werden  muss,  damit  derselbe  Werth  6\  hervorgehe. 

Zu  dem  Ende  seien  a,  ß  dargestellt  in  den  Formen  ^  und  ^  , 

wo  a  von  C  unabhängig  sei.     Die   obige   Gleichung   verwandelt   sich 
dann  in 

«i-  c  +  "*  c  =  a 

a  *      a  * 

und  durch  die  Multiplikation  mit  a  in 

rtj  .  C  +  ^a  •  C'  =  a  .  C'i , 

oder 

(^1  +  G^j)  .  C  =  a  .  C, , 
also 

/i    ^1   "1     ^i    /t 

Wir  haben  somit  den  Satz  gewonnen,  dass 

-1  C  +  ^-  C  =  "*  —  ''*-  C 

a         *     a  a 

sei,  und  zwar  zunächst  nur,  wenn  a  von  C  unabhängig  ist;  aber  auf 
dieselbe  Weise  wie  in  §  69  lässt  sich  dies  auf  den  Fall  der  AbBängig- 
keit  ausdehnen. 

Aus  diesem  Satze  nun  geht  hervor,  dass,  wenn 

aC+ßC=yC 

ist,  dann  auch,  weil  der  Ausdruck  för  y  nur  von  «  und  ß  imd  nicht 
Ton  C  abhängig  ist,  dieselbe  Gleichung  für  jeden  Werth  von  C  {ort- 108 
besteht^  und  darin  liegt  die  Berechtigung,  in  diesem  Falle  a  +  /J  gleich  y 
zu  sets^n.    Also  wir  setzen 

a  +  ß  =  y, 

wenn 

aC+ßC=yC 

ist)  wo  C  irgend  eine  Ausdehnung  bezeichnet;  das  heisst,  nach  der  De- 108 

finition  ist 

aC-\-  ßC={a  +  ß)C, 

Um  nun  diese  Verknüpfung  als  wahre  Addition  nachzuweisen, 
haben  wir  die  Geltung  der  additiven  Grundgesetze  und  der  additiven 
Beziehung  zur  Multiplikation  darzuthun. 
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Zuerst  liegt  die  Vertauschbarkeit  der  Stücke  direkt  in  der  De- 
finition, da  auch  die  Stücke  aC  und  ßC  vertauschbar  sind.  Cm  die 
Vereinbarkeit  der  Stücke  nachzuweisen,  gehen  wir  darauf  zurück,  dass 

(aC  +  ßC)  +  yC  =  aC  +  (ßC  +  yC) 

ist;  diese  Gleichung  verwandelt  sich,  wenn  man  das  in  der  Definition 
dargelegte  Gesetz  auf  jeder  Seite  zweimal  anwendet,  in 

[{»^  +  ß)  +  7]  C  =  [a  +  (ß  +  r)lC, 
woraus  folgt 

(«  +  /»)  +  y  =  «  +  (/J  +  y). 

Endlich  ist  auch  das  Resultat  der  Subtraktion  eindeutig.    Denn  wird 
der  Werth  von  ß  in  der  Gleichung 

«  +  /*  =  y 
gesucht,  so  erhalten  wir,  wenn 

«  =  -    ,     ß  ^  '  ,     y  = 

gesetzt  wird,  nach  dem  obigen  die  Gleichung 

«1   +  «2  =  ÖTs, 

oder 

0^  =  0^  —  ^1  • 


Also  hat  a^  einen  bestimmten  Werth,  also  auch     ^  oder  ß,  das  heisst 

y  —  a  hat  nur  Einen  Werth,  das  Resultat  der  Subtraktion  ist  eindeutig. 
Da  somit  die  Grundgesetze  der  Addition  und  Subtraktion  gelten, 
so  gelten  auch  alle  Gesetze  derselben. 

§  73.     Beziehung  dieser  Addition  zur  Multiplikation. 

Allgemeines  Gesetz. 

Es  bleibt  uns  nur  noch  übrig,  die  Beziehung  dieser  Addition  zur 
Multiplikation  darzustellen,  und  zu  zeigen,  dass 

109  a  (/*  +  y)  =  a/5  +  «y 

ist. 

Es  ist  nach  der  Definition  des  Produktes  (§  70) 

P.a(/J  +  y)  =  P«.(/J  +  y), 

wo  der  Punkt  zugleich  die  Stelle  der  Klammem  yertreten  soll,  der 
Ausdruck  der  rechten  Seite  ist  aber  nach  dem  vorigen  Paragraphen 

=  Pa,/J+  Pa.y 

=  P.aß  +  P.ay. 

109  Also  ist  wiederum  nach  dem  vorigen  Paragraphen,  da 

P.€c{ß  +  y)  =  P.aß+  P.ay 
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ist,  auch  a  (/J  +  y)  =  «/5  +  ccy.  Durch  Verknüpfung  dieses  Resultates 
mit  den  früher  gewonnenen  gelangen  wir  nun  zu  dem  allgemeinen 
Lehrsatze: 

Alle  Gesetze  der  arithmetischen  Verknüpfungen  gelten  auch  für  die 
Verknüpfungen  der  Zahlengrössen  unter  sich  und  mit  den  Ausdehnungen; 
md  alle  Gesetze  der  äusseren  Multiplikation  und  ihrer  Beziehung  zur 
Addition  und  Subtraktion  bleiben  bestehen ,  auch  wenn  man  die  Zahlen- 
grosse  als  Äusdehnungsgrösse  nullter  Stufe  nimmt,  nur  dass  das  Resultat 
der  Division  mit  ihr  ein  bestimmtes  wird. 

Wenden  wir  den  Begriff  der  Abhängigkeit,  wie  wir  ihn  in  §  55 
für  Ausdehnungen  aufstellten,  auch  auf  die  Zahlengrössen  an,  als  Aus- 
dehnungsgrossen nullter  Stufe,  so  zeigt  sich,  dass  diese  immer  unter 
sich  und  von  allen  Ausdehnungsgrössen  unabhängig  gedacht  werden 
müssen,  wenn  nicht  etwa  eine  dieser  Grössen  null  wird.  Die  Null  hin- 
gegen erscheint  nach  §  32  immer  als  abhängig.  Auf  der  andern  Seite 
erscheinen  die  Zahlengrössen  stets  als  einander  gleichartig. 

B.     Anwendungen. 

§  74.     Die  Zahlengrösse  in  der  G^eometrie. 

Da  wir  schon  in  den  Anwendungen  zu  den  vorigen  Kapiteln  der 
leichteren  üebersicht  wegen  die  Zahlengrösse  mit  aufgenommen  hatten: 
80  bleibt  uns  hier  nur  noch  übrig,  die  hier  gewählte  Methode  auf  die 
Geometrie  anzuwenden. 

Es  ist  als  ein  wesentlicher  Uebelstand  bei  den  bisherigen  Dar- 
stellungen der  Geometrie  zu  betrachten,  dass  man  bei  der  Behandlung 
der  Aehnlichkeitslehre  auf  diskrete  Zahlenverhältnisse  zurückzugehen 
pflegt.  Dies  Verfahren,  was  sich  zuerst  leicht  darbietet,  verwickelt, 
wie  wir  schon  oben  andeuteten,  bald  genug  in  die  schwierigen  Unter- 
suchungen über  inkommensurable  Grössen;  und  es  rächt  sich  das  Auf- 
geben I  des  rein  geometrischen  Verfahrens  gegen  ein  dem  ersten  An- HO 
scheine  nach  leichteres  durch  das  Auftreten  einer  Menge  schwieriger 
Untersuchungen  von  ganz  heterogener  Art,  welche  über  das  Wesen 
der  räumlichen  Grössen  nichts  zur  Anschauung  bringen.  Allerdings 
kann  man  sich  nicht  der  Aufgabe  entziehen,  die  räumlichen  Grössen 
zu  messen  und  das  Resultat  dieses  Messens  in  einem  Zahlenbegriff  aus- 
zudrücken. Allein  diese  Aufgabe  kann  nicht  in  der  Geometrie  \  selbst  HO 
hervortreten,  sondern  nur  dann,  wenn  man  ausgerüstet  einerseits  mit 
dem  Zahlenbegriff,  andrerseits  mit  den  räumlichen  Anschauungen,  jenen 
auf  diese  anwendet,  also  ia  einem  gemischten  Zweige,  welchen  wir  im 
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allgemeinen  Sinne  mit  dem  Namen  der  Messkunde  belegen  können, 
und  von  welchem  die  Trigonometrie  ein  besonderer  Zweig  ist*).  Bis 
auf  diesen  Zweig  nun  die  Aehnlichkeitslehre  oder  auch  noch  gar  die 
Flächeninhaltslehre  hinausschieben  zu  wollen,  wie  es  zwar  nicht  der 
Form  nach,  aber  dem  Gehalte  nach  in  der  That  bisher  geschehen  ist, 
hiesse  die  (reine)  Geometrie  ihres  wesentlichen  Inhaltes  berauben.  Nun 
finden  wir  zu  dem  Wege,  den  wir  hier  verlangen,  in  der  neueren 
Geometrie  mannigfache  Vorarbeiten,  in  unserer  Wissenschaft  aber  ist 
uns  der  Weg  selbst  aufs  vollkommenste  vorgezeichnet. 

§  75—79.     Bein  geometriflche  Darstellung  der  Proportioiieii 

in  der  Geometrie. 

§  75. 

Es  bieten  sich  hier  zwei  Ausgangspunkte  dar,  welche  jedoch  ihrem 
Wesen  nach  zusammenfallen,  wie  verschieden  auch  ihr  Ausdruck  klingen 
mag.  Nämlich  vier  Strecken,  von  denen  die  beiden  ersten  und  die 
beiden  letzten  unter  sich  parallel  sind,  aber  nicht  diese  mit  jenen, 
stehen  in  Proportion,  nach  der  ersten  Betrachtungsweise,  wenn  das 
Spatheck  aus  der  ersten  und  vierten  gleich  ist  dem  aus  der  zweiten 
und  dritten;  nach  der  zweiten  Betrachtungsweise,  wenn  die  Summe 
aus  der  ersten  und  dritten  (im  Sinne  unserer  Wissenschaft)  parallel 
ist  mit  der  Summe  aus  der  zweiten  und  vierten.     Schon  aus  der  in 

§  67  geführten  Entwickelung  geht  die  wesentliche 
Uebereinstimmung  beider  Betrachtungsweisen  her- 
vor, indem  wenn 

aj  .  6  =  a  .  &, 

war,  daraus  hervorging,  dass 

(^i  +  6,).(«  +  6)-=0**), 

das  heisst  beide    Summen  (a  +  h)   und    (a^  +  b^) 

parallel  waren,  und  ebenso  würde  aus  der  letzten 

111  Gleichung  die  erste  folgen;  und  es  '  ist  also  gleichgültig,  von  welcher 

der  beiden  Gleichungen  wir  die  Gültigkeit  der  Proportion 

a^:  a  =  b^ib 
abhängig  machen. 

*)  Die  Zahlengrösse ,  wie  wir  sie  in  unserer  Wissenschaft  entwickelt  haben, 
erscheint  nicht  als  diskrete  Zahl,  das  heisst  nicht  als  eine  Menge  von  Einheiten, 
sondern  in  stetiger  Form,  als  Quotient  stetiger  Grössen,  und  setzt  daher  den 
diskreten  Zahlenbegriff  keinesweges  voraus. 

'^)  Die  Formeln  sind  hier  nur  Repräsentanten  geometrischer  Sätze,  die  ein 
jeder  leicht  aus  denselben  herauslesen  kann,  s.  Fig.  12  a. 
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Wir  wollen  die  zweite  Betrachtungsweise  als  die  geometrisch  ein- 
fachere wählen  und  können  dieselbe  so  ausdrücken:  Wenn  zwei  Drei- 
ecke parallele  Seiten  haben,  so  sagen  wir,  dass  zwei  beliebige  parallele 
Seiten  beider  sich  verhalten,  wie  zwei  andere  in  entsprechender  Folge 
genommen;  denn  wenn  a  und  h  zwei  Seiten  des  einen,  und  a^  und  h^ 
die  damit  parallelen  Seiten  des  andern  sind,  so  sind  eben  dann  und 
nur  dann  a  +  6  und  a^  -j-  \  einander  parallel.  Hierbei  ist  wohl  zu 
beachten,  dass  auf  dieser  Stufe  vier  Strecken,  als  Strecken,  das  heisst, 
mit  festgehaltener  Länge  und  Richtung  aufgefasst,  nur  dann  als  pro- 
portionirt  erscheinen,  wenn  sie  paarweise  parallel  sind,  und  diese  paral- 
lelen Strecken  stellen  wir  dann  in  der  Proportion  auf  die  beiden  ersten 
und  auf  die  beiden  letzten  Stellen. 


§  76. 

Der  eigentliche  Nerv  der  Entwickelung  beruht  nun  darin,  die  Pro- 
portion als  Gleichheit  zweier  Verhältnisse  nachzuweisen,  so  dass,  wenn 
a :  Oj  »s  5  :  &|,  und  a  :  a^  ^==  c  :  c^   ist,  auch  6  :  6^  =  c  :  q   sei. 

Um   den   geometrischen    Ausdruck    dieses 
Satzes  zu  finden,  setzen  wir*) 

a  =  AB ,    a^  =  AC, 

b  =  BD,    b^^CE] 

dann  würden,  wenn  die  erste  Proportion  be- 
stehen soll,  die  Punkte  A,  D,  E  eine  gerade 
Linie  bilden  müssen,  weil  a  -|-  5,  das  heisst 
AD  parallel  sein  soll  ö^  -|-  6,,  das  heisst  AE, 
Ebenso  sei 

80  werden  wieder  vermöge  der  zweiten  Proportion  die  Punkte  A,  F^  G 
eine  gerade  Linie  bilden.  Soll  nun  auch  die  dritte  Proportion  richtig 
sein,  so  müsste  DF  parallel  mit  £6?  sein;  es  ist  also  zu  zeigen,  dass, 
wenn  die  Ecken  eines  Dreiecks  in  geraden  Linien  fortrücken,  die  sich 
in  Einem  Punkte  schneiden,  und  zwei  von  den  |  Seiten  parallel  bleiben,  1 12 
auch  die  dritte  paraUel  bleiben  müsse. 

Dieser  Satz  ergiebt  sich  sogleich,  wenn  die  beiden  Dreiecke  oder 
(was  auf  dasselbe  zurückläuft)  die  drei  Linien,  in  welchen  sich  die 
Ecken  bewegen,  nicht  in  derselben  Ebene  liegen.  In  diesem  Falle  darf 
man  nur  durch  je  zwei  der  von  A  ausgehenden  Linien  eine  Ebene  ge- 


•)  S.  Fig.  12  b. 
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legt  denken^  und  durch  den  Punkt  C  eine  mit  BDF  parallele  Ebene 
legen^  so  wird  diese  die  drei  ersten  Ebenen  in  Kanten  schneiden,  welche 
mit  den  Seiten  jenes  Dreiecks  BDF  parallel  sind,  und  wovon  zwei  mit 
CE  und  CG  zusammenfallen;  somit  wird  auch  die  dritte  mit  EG  zu- 
sammenfallen, also  EG  mit  DF  parallel  sein. 


§  77. 

Liegen  jene  Linien  in  Einer  Ebene,  so  hat  man  nur  von  B  und  C 
zwei  ausserhalb  der  Ebene  liegende  einander  parallele  Linien  zu  ziehen, 

welche  durch  eine  von  A  aus  gezogene  Linie  in 
den  Punkten  H  und  /  geschnitten  werden.  Dann 
ist  nach  dem  Satze  des  vorigen  Paragraphen 
erstens  HD  parallel  IE,  zweitens  HF  parallel 
IG,  also  vermöge  des  Parallelismus  dieser  bei- 
den Linienpaare  wieder  nach  demselben  Satze 
DF  parallel  mit  -EG. 

Somit  haben  wir  allgemein  bewiesen,  dass, 
wenn  die  Ecken  eines  Dreiecks  sich  in  geraden 
Linien  fortbewegen,  die  durch  einen  Punkt 
gehen,  und  zwei  Seiten  parallel  bleiben,  auch  die  dritte  es  bleibt;  oder 
dass,  wenn  zwei  Streckenpaare  einem  und  demselben  Streckenpaare 
proportionirt  sind,  sie  auch  unter  einander  proportionirt  sein  müssen, 
sobald  die  drei  Streckenpaare  drei  verschiedene  Richtungen   darbieten. 


§  78. 

Der  Begriflf  einer  Proportion  zwischen  vier  parallelen  Strecken  hat 
in  dem  Vorigen  noch  keine  Bestimmung  erfahren.  Li  der  That  ist 
dieser  Fall,  obgleich  arithmetisch  der  einfachste,  doch  geometrisch  der 
verwickeltste,  sofern  zu  drei  parallelen  Strecken  die  vierte  Propor- 
tionale geometrisch  nur  durch  zu  Hülfe  nehmen  einer  neuen  Richtung 
erfolgt. 

Nach  dem  Princip  der  im  vorigen  Paragraphen  geführten  Ent- 
wickelung  haben  wir  ein  Streckenpaar  einem  ihm  parallelen  als  pro- 
ii5  portionirt  zu  setzen,  wenn  beide  einem  und  |  demselben  Streckenpaare 
proportionirt  sind;  denn  sind  sie  es  mit  Einem  solchen,  so  sind  sie  es 
nach  dem  vorigen  Paragraphen  auch  mit  jedem  andern,  welches  dem 
vorher  angenommenen  selbst  proportionirt  ist.  Es  gilt  somit,  wenn 
wir  diese  Definition  noch  zu  Hülfe  nehmen,  allgemein  der  Satz,  dass 
zwei  Streckenpaare,  welche  einem  und  demselben  Streckenpaare   pro- 
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portionirt  sind;  es  auch  unter  einander  sein  müssen.  |  Somit  können  113 
wir  auch  die  Proportion,  wie  wir  ihren  Begriflf  geometrisch  bestimmten, 
in  der  That  als  Gleichheit  zweier  Ausdrücke  darstellen,  deren  jeden 
wir  ein  Verhältniss  nennen. 

Geometrisch  sagt  dies  Resultat,  indem  man  die  proportionirten 
Strecken  an  Einen  Punkt  anlegt,  zunächst  nur  aus,  dass  wenn  die 
Ecken  eines  Dreiecks  oder  überhaupt  eines  Vielecks  sich  in  geraden 
Linien  bewegen,  die  durch  Einen  Punkt  gehen,  und  die  übrigen  Seiten 
dabei  sich  parallel  bleiben,  auch  die  Jetzte  sich  parallel  bleiben  müsse, 
und  ebenso  jede  Diagonale.  Oder  betrachtet  man  dies  sich  ändernde 
Vieleck  in  zweien  seiner  Zustände,  so  hat  man  den  Satz;  „Wenn  die 
geraden  Linien,  welche  die  entsprechenden  Ecken  zweier  Vielecke  von 
gleicher  Seitenzahl  verbinden,  durch  Einen  Punkt  gehen,  und  alle  ent- 
sprechenden Seitenpaare  bis  auf  eines  parallel  sind,  so  muss  auch  dies 
eine  Paar  parallel  sein.'*  Jene  Vielecke  heissen  dann  bekanntlich  „ähn- 
lich und  ähnlich  liegend^',  jener  Eine  Punkt  ihr  „Aehnlichkeitspunkt". 
Umgekehrt  ergiebt  sich,  dass  zwei  Dreiecke,  welche  parallele  Seiten 
haben,  auch  ähnlich  und  ähnlich  liegend  sind,  oder  dass  die  geraden 
Linien,  welche  ihre  entsprechenden  Ecken  verbinden,  durch  Einen 
Punkt  gehen.  Hieraus  wieder  folgt,  dass  in  ähnlichen  und  ähnlich 
liegenden  Figuren  die  Durchschnittspunkte  zweier  entsprechender  Dia- 
gonalenpaare mit  dem  Aehnlichkeitspunkte  in  einer  geraden  Linie  liegen, 
und  überhaupt,  dass,  wenn  man  die  Verbindungslinien  entsprechender 
Punktenpaare  und  ebenso  die  Durchschnittspunkte  entsprechender  Linien- 
paare als  entsprechend  setzt,  dann  jedesmal  in  ähnlichen  und  ähnlich 
liegenden  Figuren  je  zwei  entsprechende  Punkte  mit  dem  Aehnlich- 
keitspunkte in  gerader  Linie  liegen,  je  zwei  entsprechende  Linien  aber 
parallel  sind. 

Hiermit  sind  dann  die  Sätze  für  die  Aehnlichkeit,  so  weit  man 
sie  auf  dieser  Stufe  (ohne  den  Begriflf  der  Länge  aufzunehmen)  ableiten 
kann,  entwickelt,  und  überall  auf  dem  Begriflf  des  Aehnlichkeitspunktes 
basirt.  Es  ist  aber  auch  leicht  abzusehen,  wie  |  dem  ganz  entsprechend,  lu 
wenn  man  noch  den  Begriflf  der  Länge,  wie  es  in  der  Geometrie  ge- 
wohnlich geschieht,  sogleich  mit  aufnimmt,  alle  Sätze  der  Aehnlich- 
keit selbst  genau  in  der  Form,  in  welcher  man  sie  gewöhnlich  auf- 
stellt, dargestellt  werden  können,  ohne  dass  man  irgend  den  Begriflf 
der  Zahl  aufzunehmen  Ursache  hätte.  Auf  die  weitere  Darlegung 
dieses  Gegenstandes  kann  ich  mich  um  so  |  weniger  einlassen,  da  114 
die  Entwickelung  dem  zweiten  Theile  dieses  Werkes  parallel  gehen 
würde. 
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§  79. 
Nachdem  wir  so  das  Princip  der  Eotwickelung  für  die  Geometrie 
dargelegt  haben^  kömien  wir  uns  wohl  der  Mühe  überheben,  die  Ent- 
wickelung  noch  auf  die  Proportionalitat  der  Flächenraume  auszudehnen. 
*  Auch  erscheint  es  überflüssig,  für  die  Verknüpfungen  der  Zahlen- 
grössen,  wie  wir  sie  in  der  abstrakten  Wissenschaft  formell  bestimmt 
haben ;  noch  die  entsprechenden  Sätze  der  Geometrie  aufzustellen,  da 
dieselben  ihres  Formalismus  wegen  nur  für  die  Analyse  eine  Beäeu- 1 
tuug  haben,  und  mehr  als  bloss#  analytische  Abkürzimgen  erscheinen, 
als  dass  sie  eigenthümliche  räumliche  Verhältnisse  darlegten. 

Interessant  ist  es  noch  zu  bemerken,  wie  bei  der  rein  geometri- 
schen Darstellung  wie  auch  in  der  abstrakten  Wissenschaft  die  Be- 
trachtung vom  Räume  aus  zur  Ebene,  und  dann  erst  von  dieser  zur 
geraden  Linie  führt,  und  dass  somit  diejenige  Betrachtung,  in  welcher 
alles  räumlich  aus  einander  tritt,  sich  räumlich  entfaltet,  auch  als  die 
der  Raumlehre  eigenthümliche  und  für  sie  als  die  einfachste  erscheint, 
während,  wenn  die  Gebilde  in  einander  liegen,  dann  auch  alles  noch 
verhüllt  erscheint,  wie  der  Keim  in  der  Knospe,  und  erst  seine  räum- 
liche Bedeutung  gewinnt,  wenn  man  das  Ineinanderliegende  in  Be- 
ziehung setzt  zu  dem  räumlich  Entfalteten. 


Fünftes  Kapitel. 
Gleichungen^  Projektionen. 

A.     Theoretische  Entwickelung. 

§  80.     Ableitung  neuer  Gleichungen  aus  einer  gegebenen  durch 

Multiplikation. 

Nachdem  wir  in  den  vorigen  Kapiteln  die  Yerknüpfungsgesetze 
kennen  gelernt  haben,  welchen  die  Ausdehnungsgrössen  unterliegen, 
115  so  bleibt  uns  nun  übrig,  diese  Gesetze  auf  |  die  Auflösung  und  Um- 
gestaltung der  Gleichungen,  welche  zwischen  solchen  Grössen  statt- 
finden können,  anzuwenden. 

Da  die  Glieder  auf  beiden  Seiten  einer  Gleichung  als  zu  addirende 
oder  zu  subtrahirende  alle  von  gleicher  Stufe  sein  müssen,  so  können 
wir  der  Gleichung  selbst  diese  Stufenzahl  beilegen,  und  also  unter 
einer  Gleichung  n-ier  Stufe  eine  solche  verstehen,  deren  Glieder  von 
n-ter  Stufe  sind.     Zunächst  haben  wir  uns  nun  die  Frage  zu  stellen, 
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was  fQr  Umgestaltungen  wir  mit  solchen  Gleichungen  vornehmen  dürfen^  115 
oder  wie  wir  andere  Gleichungen  daraus  ableiten  können.  Dass  man 
die  Glieder  derselben  mit  Aenderung  der  Vorzeichen  von  einer  Seite 
auf  die  andere  bringen  kann;  ist  klar^  und  es  fragt  sich  also  nur  noch 
Dach  den  Umgestaltungen^  welche  eine  Gleichung  durch  Multiplikation 
und  Division  erleiden  kann.  Dabei  wollen  wir  annehmen^  dass  alle 
Glieder  auf  dieselbe  (linke)  Seite  gebracht  seien  ^  und  also  die  andere 
(rechte)  Seite  gleich  Null  ist. 

Nun  ist  klar;  dasS;  wenn  man  beide  Seiten  der  Gleichung  mit 
einer  und  derselben  Ausdehnungsgrösse  multiplicirt;  dann  die  rechte 
Seite  null  bleibt,  auf  der  linken  aber  statt  der  ganzen  Summe  die  ein- 
zeben  Glieder  multiplicirt  werden  können.  Man  kann  also^  indem  man 
alle  Glieder  einer  Gleichung  jedesmal  mit  derselben  Ausdehnungsgrösse 
multiplicirt;  eine  Reihe  neuer  Gleichungen  aus  derselben  ableiten,  welche 
im  Allgemeinen  (wenn  der  hinzutretende  Faktor  nicht  etwa  von  nuUter 
Stufe  ist)  von  höherer  Stufe  sind  als  die  gegebene.     . 

Ist  die  gegebene  Gleichung  von  m-ter  Stufe,  und  ist  das  System, 
welchem  alle  Glieder  angehören,  und  welches  wir  das  Hauptsystem 
der  Gleichung  nennen,  von  n-ter  Stufe,  so  kann  man  insbesondere  jene 
Gleichung  mit  einer  Ausdehnung  von  ergänzender,  das  heisst  von 
(n  —  m)-ter  Stufe,  welche  gleichfalls  dem  Hauptsysteme  angehört,  multi- 
pliciren,  und  erhält  dadurch  eine  Gleichung  von  n-ter  Stufe,  deren 
Glieder  alle  einander  gleichartig  sind.  Hiernach  kann  man  also  aus 
jeder  Gleichung,  deren  Glieder  ungleichartig  sind,  insbesondere  eine 
Reihe  von  Gleichungen  ableiten,  deren  jede  lauter  gleichartige  Glieder 
enthält. 

§  81.     Wiederherstellang  der  ursprünglichen  Gleichung. 

Obgleich  man  nun  aus  einer  Gleichung  beliebig  viele  Gleichungen 
höherer  Stufen  ableiten  kann,  so  kann  man  doch  nicht  umgekehrt  aus 
einer  der  letzteren  die  ursprüngliche  Gleichung  herstellen.  In  der  That, 
wenn  man  aus  der  ursprünglichen  Gleichung 

^  =  0,  ne 

in  welcher  A    ein   Aggregat   von   beliebig   vielen    Gliedern   bedeutet, 

durch  Multiplikation   mit   einer   beliebigen  Ausdehnung  L  eine   neue 

Gleichung 

A.L  =  0 

abgeleitet   hat,   so  folgt  nun,  wenn   nur  die  Richtigkeit   der   letzten 
Gleichimg  gegeben  ist^  keinesweges  daraus  die  Richtigkeit  der  ersteren;  116 
yielmehr  folgt  aus  jener  letzten  nur 
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in  welcher  nach  dem  vorigen  Kapitel  j  jede  von  L  abhängige  Grösse, 

die  Null  mit  eingeschlossen,  darstellt.  Die  Gleichung  ^  =  0  wird  sich 
daher  nur  dann  ergeben,  wenn  vorausgesetzt  ist,  dass  A  keinen  von  L 
abhängigen  geltenden  Werth  habe,  oder  mit  andern  Worten,  wenn  die 
Glieder,  als  deren  Summe  A  gedacht  ist,  einem  von  L  unabhängigen 
Systeme  angehören;  das  heisst: 

wenn  die  Glieder  einer  Gleichung  alle  einen  gemeinsdiaßlichen  Faktor 
L  auf  derselben  Stelle  haben,  und  die  sämmtlictien  übrigen  Faktoren  aüer 
Glieder  einein  von  diesem  gemeinschaftlichen  Faktor  unabliängigen  Systeme 
angehören,  so  kann  man  den  Faktor  L  in  allen  Gliedern  weglassen. 


§  82.     Projektion  oder  Absohattung.     Absohattong  einer  Summe. 

Durch  Verknüpfung  der  Verfahrungsarten  der  beiden  vorigen 
Paragraphen  gelangen  wir  nun  zu  einem  Verfahren,  um  aus  einer  Glei- 
chung andere  Gleichungen  derselben  Stufe  abzuleiten. 

In  der  That,  ist 

^  +  £  +  •••  =  0 

die  ursprüngliche  Gleichung,  so  erhalten  wir  durch  Multiplikation  mit 
L  (nach  §  80)  die  Gleichung 

A  .L  + JS.iH =  0. 

Wollen  wir  nun  hierauf  das  Verfahren  von  §  81  anwenden,  um  den 
Faktor  L  wegzuschaffen,  so  müssen  wir  die  Glieder  dieser  Gleichung 
in  solcher  Form  darstellen,  dass  die  Faktoren,  mit  welchen  L  multi- 
plicirt  ist,  ins  Gesammt  einem  von  /.  unabhängigen  Systeme  angehören. 
Es  sei  G  ein  solches  System  und  Ä,  JB',  .  .  .  seien  Ausdehnungen, 
welche  diesem  System  angehören,  und  die  Beschaffenheit  haben,  dass 

117  A\L  =  A.L,     B\L  =  B,L,... 

sei,  so  hat  man  die  Gleichung 

A\L  +  B\L  +  '''  =  0, 

und  daraus  nach  dem  vorigen  Paragraphen 

4'+ JS'H =  0, 

eine  Gleichung,  welche  von  derselben  Stufe  ist,  wie  die  ursprüngliche. 
117  Ein  jedes  Glied  der  letzten  Gleichung  ist  aus  dem  entsprechenden  der 
ersten  dadurch  hervorgegangen,  dass  man  in  dem  Systeme  G  eine 
Grösse  gesucht  hat,  welche  mit  einer  von  G  unabhängigen  Grösse  L 
multiplicirt  dasselbe  giebt,  wie  das  entsprechende  Glied  der  Ursprung- 
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liehen  Gleichung,  und  es  zeigt  sich  sogleich,  dass,  wenn  eine  solche 
Grösse  möglich  ist,  auch  immer  nur  Eine  möglich  sei.  Nimmt  mau 
nämlich  zwei  solche  an,  etwa  Ä  und  Ä\  welche  aus  A  auf  die  an- 
gegebene Weise  entstanden  sein  sollen,  so  müssen  sie  nach  der  Vor- 
aussetzimg  mit  L  multiplicirt  gleiches  Resultat  geben  (nämlich  ^  .  L) ; 
wir  erhalten  also  die  Gleichung 

und  da  das  System  G,  welchem  Ä  und  Ä'  angehören,  von  L  imab- 
hangig  sein  soll,  so  kann  man  nach  §  81  hier  L  weglassen  und  hat 

das  heisst,  beide  Werthe  fallen  in  Einen  zusammen;  es  ist  also  in  der 
That  nur  Eine  solche  Grösse  möglich.  Wir  nennen  hier  Ä  die  Pro- 
jektion oder  Abschattung  *),  A  die  projicirte  oder  abgeschattete  Grösse, 
G  das  Grundsystem,  das  System  L  das  Leitsystem,  und  sagen,  dass 
Ä  die  Projektion  oder  Abschattung  von  A  auf  G  nach  (gemäss)  dem 
Leitsystem  L  sei.  Also  unter  der  Projektion  oder  Abschattung  einer 
Grösse  {A)  auf  ein  Grundsystem  {G)  nach  einem  Leitsystenie  (i)  ver- 
stdien  wir  diejenige  Grösse,  u?elche,  dem  Grundsysteme  angehörend,  mit 
einem  Theil  des  Leitsystems  gleidies  Produkt  liefert  y  wie  die  projicirte 
oder  abgeschattete  Grösse  {A). 

Wir  können  somit  den  im  Anfange  dieses  Paragraphen  entwickelten 
Satz  in  der  Form  aussprechen: 

Eine  Gleichung  bleibt  als  solche  bestehen,  wenn  man  alle  ihre  Gliedert is 
in  demselben  Sinne  abschattet  {prqjicirt); 

oder  auch,  wenn  man  Ein  Glied  auf  die  eine  Seite  allein  geschafft 
denkt, 

die  Abschattung  {Projektion)  einer  Summe  ist  gleich  der  Summe  aus  ii^ 
(Jen  Abschatlungen  der  Stücke,**) 

§  83.     Wann  die  Absohattung  null  und  wann  sie  nnmöglioh  wird. 

Um  der  Betrachtungsweise  eine  grössere  Anschaulichkeit  zu  geben, 
haben  wir  zu  untersuchen,  wann  die  Abschattung  null,  und  wann  sie 
unmöglich  wird. 

*)  Die  Namen  Projektion  und  Abschattung  8oUen  nicht  überall  dasselbe 
bedeuten,  ihr  Unterschied  wird  aber  erst  im  zweiten  Abschnitte  dieses  Theiles 
heraustreten;  auf  die  hier  betrachteten  Grössen  angewandt,  fallen  beide  Begriffe 
zusammen. 

**)  Ich  ziehe  in  dem  Ausdruck  der  Sätze  den  Namen  Abschattung  Tor,  weil 
in  dieser  Form  die  Sätze  allgemein  sind,  und  auch  für  die  später  zu  entwickelnden 
Grössen  bestehen  bleiben. 

(irassmanu,  Wurke.    I.  10 
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Soll  die  Abschattuiig  X  null  werden ,  so  muss  auch^  da 

ist,  das  Produkt  A  .  L  null,  das  heisst  A  von  L  abMngig  sein;  aber 
auch  umgekehrt,  herrscht  diese  Abhängigkeit,  so  muss,  weil  das  System, 
dem  jeder  geltende  Werth  von  Ä  angehören  soll,  von  L  unabhängig 
ist,  also  das  Produkt  Ä ,  L  nicht  gleich  Null  machen  kann,  Ä  selbst 
null  sein.  Also  ist  die  Abschattung  dann,  aber  auch  nur  dann  null, 
wenn  die  abgeschattete  Grösse  vom  Leitsystem  abhängig  ist.  Da  end- 
lich jede  dem  Systeme  G  angehörige  Grösse,  mit  L  multiplicirt,  dem 
Systeme  G  .L  angehören  muss,  so  wird  Ä  ,L^  also  auch  das  ihm 
Gleiche  A.L^  noth wendig  dem  Systeme  G»L  angehören,  wenn  die 
Abschattung  möglich  sein  soll;  wobei  der  Nullwerth,  wie  immer,  als 
jedem  beliebigen  Systeme  angehörig  und  von  ihm  abhängig  betrachtet 
wird.  Aber  auch  umgekehrt,  wenn  A,L  dem  Systeme  G,L  angehört, 
so  ist  die  Abschattung  allemal  möglich;  denn  wenn  A,L  nicht  null 
ist,  und  es  dem  Systeme  G.L  angehört,  so  müssen  die  einfachen 
Faktoren  von  A .  L  sich  als  Summen  von  Stücken  darstellen  lassen, 
welche  denen  von  G .  L  gleichartig  sind ;  also  muss  dann  namentlich  A 
sich  auf  diese  Weise  darstellen  lassen;  aber  diejenigen  Stücke,  welche 
mit  den  Faktoren  von  L  gleichartig  sind,  kann  man,  ohne  den  Werth 
des  Produktes  A,L  zm  ändern,  [aus  Ä\  weglassen ;  thut  man  dies,  und 
nennt  die  so  gewonnene  Grösse,  welche  nun  statt  A  eintritt,  J.',  so 
sind   die  Faktoren  von  Ä  nur  von   G  abhängig,  Ä  gehört  also  zu- 

iiö  gleich  dem  Systeme  G  an,  ist  also  die  [  Abschattung  von  A.  Ist  aber 
A .  L  gleich  Null,  so  haben  wir  schon  nachgewiesen,  dass  die  Abschat- 
tung auch  null,  also  möglich  ist. 

Somit  hat  sich  ergeben,  dass  die  Abschattung  allemal  dann,  aber 
auch  nur  dann,  möglich  ist,  wenn   das   Produkt    der   abgeschatteten 

119  Grösse  in  das  Leitsystem  dem  Produkte  des  Grundsystems  in  das  Leit- 
system angehört.  Da,  wenn  A.L  nicht  null  ist,  die  angeführte  Be- 
dingung mit  der  Bedingung  identisch  ist,  dass  A  dem  Systeme  G.L 
angehöre,  so  können  wir  die  Resultate  dieses  Paragraphen  auch  in 
folgendem  Satze  zusammenfassen: 

Ist  die  abzuschattende  Grösse  von  dem  Leitsysteme  äbhängigy  so  ist 
die  Abschattuiig  null;  ist  sie  davon  unabhängig,  so  hat  die  Abschattung 
allemal  dann  einen  geltenden  Werth,  wenn  die  abzuschattende  Grösse  dem 
aus  dem  Grund-  und  Leitsysteme  zusammengesetzten  Systeme  angehört; 
in  jedem  andern  Falle  ist  sie  unmöglich. 

Wenden  wir  den  Begriflf  der  Abschattung  auch  auf  die  Grössen 
nuUter  Stufe,  das  heisst  auf  die  Zahlengrössen  an,  so  haben  wir  nur 
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zu  beachten^  dass  die  Allgemeinheit  der  Gesetze  es  erfordert^  dieselben 
als  jedem  beliebigen  Systeme  angehörig;  aber,  wenn  sie  nicht  null 
sind,  als  von  ihnen  unabhängig  zu  betrachten  (s.  Kap.  4).  Daraus  geht 
dann  hervor,  dass  die  Zahlengrössen  bei  der  Abschattung  sich  nicht 
ändern. 


§  84.     Absohattung  eines  Produktes  und  eines  Quotienten. 

Allgemeines  Gesetz. 

Wir  gehen  nun  zur  Abschattung  eines  Produktes  über,  um  die- 
selbe mit  den  Abschattungen  seiner  Faktoren  zu  vergleichen. 

Es  sei  A,B  das  Produkt,  A'  und  B'  die  Abschattungen  von  Ä 
und  B  auf  das  Gnmdsystem  G  nach  dem  Leitsysteme  L,  so  hat  man 
die  Gleichungen 

Ä'.L^A.L   und   B^.L  =  B,L. 

Die  Abschattung  des  Produktes  A .  B  wird  nun  diejenige  Grösse 
sein,  welche,  dem  Systeme  G  angehörend,  mit  L  multiplicirt  ein  Pro- 
dukt giebt,  welches  gleich  A,B ,L  ist.  Da  nun  A . L  gleich  ist  Ä. L, 
so  kann  ich  in  dem  Produkte  A,B ,  L  statt  A  den  Werth  Ä  setzen, 
wie  sich  sogleich  durch  zweimalige  Yertauschung  und  Zusammenfassimg 
ergiebt.*)     Somit  erhalte  ich 

A.B  .L  =  A\B,L  =  Ä.B'.L,  120 

letzteres,  weil  B .  L  gleich  ist  B' ,  L,  Da  nun  A'  und  B'  beide  dem 
Systeme  G  angehören,  so  gehört  auch  A\  B'  ihm  an,  und  da  zugleich, 
wie  wir  eben  zeigten, 

A.B,L^Ä.B\L 

ist,  so  ist  in  der  That  Ä .  S  die  Abschattung  von  A  ,B]  also  hat 
man  den  Satz: 

Die  Abschaltung  eines  Produktes  ist  das  Produkt  aus  den  Alschat- 
fangen  seiner  Faktoren,  wenn  alle  Absdiattungen  in  demselben  Sinne  ge- 
nommen {das  heisst  Grundsystetn  und  Leitsystem  dieselben)  sind; 

oder  mit  dem  früheren  Resultate  zusammengefasst: 

Eine  ridUige  Gleichung  bleibt  richtig,  wenn  man  ihre  Glieder,  oder 
die  Faktoren  ihrer  Glieder,  alle  in  demselben  Sinne  abschattet 


•)  In  der  l'hat  kann  ich  A  .B .  L  entweder  gleich  Ä,  L .  B  oder  gleich 
—  Ä  .  L  .  B  setzen,  dann  die  Faktoren  Ä  .  L  zu  einem  Produkt  zusammen  fassen, 
statt  dieses  Produktes  das  ihm  gleiche  A' .  L  setzen ,  und  dann  die  vorige  Ord- 
nung wiederherstellen,  wobei,  wenn  das  m/nt<^-Zeichen  eingetreten  war,  sich  noth- 
wendig  das  ursprüngliche  Zeichen  wiederherstellt. 

10* 
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Hat  man  ins  Besondere  die  Gleichung 

A^  =  aA ,    oder   -r  ^=  ^9 

wo  a  eine  Zahlengrösse  bezeichnen  soU^  so  folgt  daraus,  wenn  A\  luid 
A'  die  Abschattungen  von  A^  und  A  sind,  die  Gleichung 

A'i  =  aA   oder      -,=  «, 

das  heisst  der  Werth  eines  Quotienten  zweier  gleichartiger  Grössen 
ändert  sich  nicht,  wenn  man  statt  derselben  die  in  gleichem  Sinne  ge- 
nommenen Abschattun^en  setzt.    Oder  allgemeiner,  sucht  man  die  Ab- 

schattung  eines  Quotienten  -^,  so  hat  man,  da  dieser  Quotient  jede 

Grösse  C  bezeichnet,  welche  der  Gleichung* 

C.U  =  A 

genügt,  durch  Abschattung  der  einzelnen  Faktoren  in  gleichem  Sinne 
die  neue  Gleichung 

C'.-B-»^'  oder  C"  =  ^, 

IJ^l  das  heisst,  statt  einen  Quotienten  abzuschatten,  kann  man  Zähler  und 
Nenner  in  demselben   Sinne  abschatten.    Fassen  wir  daher  Addition, 

121  Subtraktion,  äussere  Multiplikation  und  Division  unter  dem  j  allge- 
meinen Begriflfe  der  Grundverknüpfungen  zusanmien,  so  können  wir  den 
allgemeinen  Satz  aufstellen,  welcher  die  ft^heren  in  sich  schliesst: 

Statt  das  Ergebniss  einer  Grrundverkniipfung  ahmschatten,  kann  man 
deren  Glieder  in  demselben  Sinne  abschatten, 

§  85.     Analytischer  Ausdruck  der  Abschattung. 

Es  bietet  sich  uns  hier  die  Aufgabe  dar,  die  Abschattung  ana- 
lytisch auszudrücken,  wenn  die  Grösse,  welche  abgeschattet  werden 
soll,  und  der  Sinn  der  Abschattung,  das  heisst  Grundsystem  und  Leit- 
system gegeben  sind.  Doch  beschränken  wir  uns  hier  nur  auf  den 
Fall,  dass  die  abzuschattende  Grösse  mit  dem  Grundsysteme  von  gleicher 
Stufe  ist,  indem  die  Lösung  im  allgemeineren  Falle  zwar  auch  schon 
hier  leicht  zu  bewerkstelligen  ist,  jedoch  zu  einem  Ausdrucke  führen 
würde,  der  an  Einfachheit  dem  später  zu  entwickelnden  Ausdrucke 
(s.  Abschn.  11,  Kap.  4)  sehr  nachstehen  würde. 

Es  sei  A  die  abzuschattende  Grösse,  L  ein  Theil  des  Leitsystems, 
G  des  Grundsystems,  und  Ä  und  G  seien  von  gleicher  Stufe,  so  wird 
die  Abschattung  A'  mit  G  gleichartig  sein  müssen,  also 

A  =  xG 
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gesetzt  werden  können  ^  wo  x  eine  Zahlengrösse  isi    Multiplicirt  man 
diese  Gleichung  mit  L,  so  hat  man 

Ä\  L  =  xG  .  i, 

oder^  da  Ä .  L  nach  dem  Begriff  der  Abschattung  gleich  A .  L  ist;  so 
hat  man 

A  .  L  =  xG  .  Lf   also  ^  •==*  TT-y 

and  daraus 

was  der  gesuchte  analytische  Ausdruck  ist.    Den  Wortausdruck  dieses 
Resultats  versparen  wir  uns  bis  zur  Behandlung  des  allgemeinen  Falles. 

§  86.     Ableitung  eines  Vereins  von  Gleichungen,  welcher  die 

ursprüngliche  ersetzt. 

Dagegen  müssen  wir  den  Faden  wieder  anknüpfen,  den  wir  oben 
(§81)  fallen  Hessen.  Wir  hatten  nämlich  dort  gezeigt,  wie  man  zwar 
aus  einer  Gleichung 

^  +  jB  H =0  122 

durch   Multiplikation  mit  einer  beliebigen  Ausdehnung  L  eine  neue  122 

Gleichung 

A.L  +  B  ,L-\ «0 

ableiten,  aber  aus  dieser  im  Allgemeinen  nicht  wieder  die  ursprüng- 
liche herleiten  könne;  es  kommt  also  jetzt  darauf  an,  aus  jener  Glei- 
chung einen  Verein  von  Gleichungen  dieser  Art  abzuleiten,  welcher 
jene  eine  ersetze,  das  heisst,  aus  welchem  sich  jene  erste  wiederum  ab- 
leiten lässt. 

Ins  Besondere  Hess  sich  der  Faktor  L  so  auswählen,  dass  nach 
der  Multiplikation  der  einzelnen  GHeder  mit  diesem  Faktor  eine  Glei- 
chung aus  lauter  gleichartigen  Gliedern  hervorging,  und  da  solche 
Gleichimgen  als  die  einfachsten  erscheinen,  so  wird  es  besonders  darauf 
ankommen,  jene  erste  Gleichung  durch  Gleichungen  dieser  Art  zu  er- 
setzen.*)   Die  Entwickelung  der  folgenden  Paragraphen  zeigte,  wie  die 

Gleichung 

A.L  +  B  .L-\ =  0 

ersetzt  werden  konnte  durch  eine  Gleichung  zwischen  den  Abschat- 
tungen  auf  ein   und   dasselbe  Grundsystem   nach  dem   Leitsystem  L, 


*)  Wir  sagen  überhaupt,  dass  sich  zwei  Vereine  von  Gleichungen  gegenseitig 
ersetzen,  wenn  man  aus  jedem  der  beiden  Vereine  den  andern  ableiten  kann. 
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alsO;  wenn  A\  B\  . , ,  solche  Abschattongen  von  Äy  B,  ...  darstellen, 

durch  die  Gleichung 

A'+  B'+"'  =0; 

und  die  Aufgabe,  die  wir  uns  stellten,  ist  also  identisch  mit  der,  eine 
Gleichung  zu  ersetzen  durch  einen  Verein  von  Gleichungen,  welche 
durch  Abschattungen  der  ersteren  herrorgehen,  und  namentlich  eine 
Gleichung  zwischen  ungleichartigen  Gliedern  durch  solche  Abschattungs- 
gleichungen,  deren  Glieder  alle  gleichartig  sind. 

Es  sei  die  ursprüngliche  Gleichung  von  m-ter  Stufe,  imd  ihr 
Hauptsystem,  das  heisst  das  System,  welchem  alle  ihre  Glieder  ins 
Gesammt  angehören,  von  n-ter  Stufe,  und  zwar  sei  dies  letztere  dar- 
gestellt als  Produkt  von  n  unabhängigen  einfachen  Faktoren  a  .b  .... 
Alsdann  wird  nach  dem  Begriffe  des  Systems  n-ter  Stufe  sich  jeder 
einfache  Faktor  eines  jeden  Gliedes  der  gegebenen  Gleichung  als  Summe 
darstellen  lassen,  deren  Stücke  jenen  Faktoren  a,  b,  ...  gleichartig  sind, 
128  also  in  der  Form  «i  +  &,  -f-  •  •  • .  Denkt  man  sich  |  jeden  einfachen 
Faktor  jedes  Gliedes  der  gegebenen  Gleichung  auf  diese  Weise  dar- 
gestellt, und  führt  die  Multiplikation  aus,  so  dass  die  Klammem  ver- 
schwinden, so  erhält  man  eine  Summe  von  Gliedern,  deren  jedes  mit 
einem  der  Produkte  zu  m  Faktoren  aus  er,  &,  ...  gleichartig  ist.  Multi- 
plicirt  man  nun  die  Gleichung  mit  (n  —  m)  von  den  Faktoren  a,  b,  .  . ., 
so  bleiben  nur  diejenigen  Glieder  von  geltendem  Werthe,  welche  mit 
dem  Produkte  der  m  übrigen  Faktoren  jener  Reihe  o,  &,  ...  gleich- 
artig sind,  indem  alle  andern  wenigstens  Einen  einfachen  Faktor  ent- 
halten, der  mit  den  neu  hinzutretenden  Faktoren  gleichartig  ist,  also 
bei  dieser  Multiplikation  verschwinden.  Nun  kann  man  aber  wiederum 
nach  §  81  die  hinzugetretenen  Faktoren  hin  weglassen,  indem  das  System, 
dem  die  übrigen  angehören,  von  dem  System  der  hinzutretenden  un- 
abhängig ist.  Man  erhält  auf  diese  Weise  einen  Verein  richtiger  Glei- 
chungen, wenn  man,  nachdem  die  ursprüngliche  Gleichung  auf  die 
angegebene  Weise  umgestaltet  ist,  jedesmal  die  gleichartigen  Glieder 
zu  einer  Gleichung  vereinigt.  Und  da  die  sämmtlichen  so  gewonnenen 
Gleichungen  bei  ihrer  Addition  die  ursprüngliche  wiedergeben,  so 
haben  wir  einen  Verein  von  Gleichungen  gewonnen,  welcher  die  ur- 
sprüngliche genau  ersetzt,  und  die  Aufgabe  ist  gelöst.  Somit  haben 
wir  den  Satz: 

Wenn  man  in  eitler  Gleichung  m-ier  Stufe,  deren  Glieder  einem 
Systeme  n-ter  Stufe  angehören,  jeden  einfachen  Faktor  eines  jeden  Gliedes 
als  Summe  darstellt ,  deren  Stücke  n  von  einander  unabhängigen  Strecken 
gleichartig  sind,  und  durchmultiplicirt,  so  kann  man  jede  Reihe  von  gleich- 
artigen Gliedern,  welche  daraus  hervorgehen^  m  Einer  Gleichung  zusammen- 
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fassen  und  erhalt  dadurch  einen  Verein  von  Gleichungen,  welcher  die  ur- 
sprüngliche ersetzt 

Oder,  da  jede  dieser  Gleichungen  ersetzt  wird  durch  eine  Glei- 
chung, welche  aus  der  ursprünglichen  durch  Multiplikation  mit  (n  —  m) 
Yon  den  Faktoren  a,  6,  ...  hervorgeht, 

wenn  man  eine  Gleichung  m-ter  Stufe,  deren  Glieder  einem  Systeme 
n-fer  Stufe  angehören,  nach  und  nach  mit  jedem  Produkt  zu  (n—m)  Fak- 
toren, welches  sich  aus  n  von  einander  unabhängigen  Strecken  jenes  Systems 
hüden  lässt,  multiplicirt,  so  \  erhält  man  einen  Verein  von  Gleichungen,  124 
wdcher  die  ursprüngliche  ersetzt. 

Da  die  Glieder,  welche  bei  dem  vorhergehenden  Satze  in  jeder 
abgeleiteten  Gleichung  erschienen,  sich  unmittelbar  als  Abschattungen 
der  Glieder,  welche  in  der  ursprünglichen  Gleichung  vorkamen,  zu  er- 
kennen geben,  so  können  wir  den  gewonnenen  Satz  auch  vermittelst 
des  Begriffs  der  Abschattungen  aussprechen,  haben  jedoch  für  den  be- 
quemeren Ausdruck  noch  eine  Reihe  neuer  Begriffe  aufzustellen. 

§  87.     Biohtsysteme  (Koordinatensysteme),  Biohtgebiet,  Biohtmasse, 

HauptmasB. 

Nämlich  die  Betrachtungsweise  des  vorigen  Paragraphen  führt 
uns  zu  dem  Begriffe  der  Koordinatensysteme  oder  Richtsysteme,  welche 
wir  jedoch  in  einem  viel  ausgedehnteren  Sinne  auffassen,  als  dies  ge- 
wöhnlich geschieht.  Auch  erlaube  ich  mir,  die  sonst  üblichen  Benen- 
nungen, welche  namentlich,  wenn  sie  der  durch  die  Wissenschaft  ge- 
forderten Erweiterung  unterworfen  werden  sollen,  als  sehr  schleppend 
erscheinen,  und  überdies  fremden  Sprachen  entlehnt  sind,  durch  ein- 
fachere zu  ersetzen. 

Ich  nenne  die  n  Strecken  a,  6,  ...,  welche  ein  System  w-ter 
Stufe  bestimmen,  (also  alle  von  einander  unabhängig  sind),  sofern  jede 
Strecke  des  Systems  durch  sie  ausgedrückt  werden  soll,  die  Richt- 
masse erster  Stufe  oder  die  Grundmasse  dieses  Systems,  ihren  Verein 
ein  Richtsystem,  die  Produkte  von  m  Grundmassen  (mit  Pesthaltung 
der  ursprünglichen  Ordnung  derselben)  Richtmasse  m-ter  Stufe, 
das  Richtmass  w-ter  Stufe  das  Hauptmass,  die  Systeme  der  Richt- 
masse m-ter  Stufe  endlich  nennen  wir  Richtgebiete  m-ter  Stufe, 
die  Systeme  der  Grundmasse  ins  Besondere  Richtaxen  (Eoordinaten- 
axen).  Ergänzende  Richtmasse  nennen  wir  solche,  die  mit  ein- 
ander multiplicirt  das  Hauptmass  geben,  und  die  ihnen  zugehörigen 
Richtgebiete  nennen  wir  gleichfalls  ergänzende. 
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§  88.     BiohtBtüoke,  Zeiger. 

Durch  die  in  §  86  geführte  Entwickelung  ist  klar^  wie  jede  Aus- 
dehnung m-ter  Stufe^  welche  einem  Systeme  n-ter  Stufe  angehört;  sich 
als  Summe  darstellen  lässt  von  Stücken,  welche  den  Richtmassen  m-ter 
Stufe,  die  zu  jenem  Systeme  gehören,  gleichartig  sind.  Diese  Stücke 
nun  nennen  wir  Richtstücke  jener  Grösse,  so  dass  also  jede  Orösse 
als  Summe  ihrer  Richtstücke  erscheint;  die  Zahlengrössen,  welche  her- 
vorgehen, wenn  die  Richtstücke  einer  Grösse  durch  die  entsprechenden 
i-25  (gleichartigen)  |  Richtmasse  dividirt  werden,  diß  Zeiger  der  Grösse, 
126  so  dass  also  jede  Grosse  als  |  Vielfachen -Summe*)  der  Richtmasse 
gleicher  Stufe  erscheint.  Die  Richtstücke  einer  Grösse  erster  Stufe 
sind  es,  welche  sonst  auch  Koordinaten  genannt  werden.  Eine  Grösse 
im  Sinne  des  Richtsystems  abschatten  (projiciren),  heisst,  sie  auf  eins 

der  Richtgebiete  gemäss  dem  ergänzenden  Richtgebiete  abschatten. 

• 

§  89.     Gleiohungen  swisohen  den  Biohtstüoken  und  swisohen 

den  Zeigern« 

Wenden  wir  diese  Begriffe  auf  die  in  §  86  aufgestellten  Sätze 
an,  so  gehen  dieselben  in  folgende  über: 

In  einer  Gleichung  kann  man  statt  aller  Glieder  die  Richtstückc  oder 
Zeiger  derselben  setzen,  welche  einein  beliebigen,  aber  alle  demselben  Rieht- 
masse  gugehörenf  und  führt  man  dies  in  Beziig  auf  alle  Eiehtmasse  der- 
selben Stufe  aus,  so  erhält  man  einen  Verein  von  Gleichungen,  welcher 
die  gegebene  ersetzt. 

Die  in  §  86  abgeleiteten  Gleichungen  sind  nämlich  eben  diese 
Gleichungen  zwischen  den  Richtstücken,  und  aus  ihnen  erhält  man  die 
Zeigergleichungen  durch  Division  mit  dem  jedesmal  zugehörigen  Richt- 
masse.**)    Ferner: 

Aus  einer  Gleichung  kann  man  einen  sie  ersetzenden  Verein  von 
Gleichungen  ableiten ,  indem  man  jene  Gleichung  nach  und  nach  mit  den 
sämmtlicJien  Richtmassen,  deren  Stufenzahl  die  der  Gleichung  zu  der  des 
Hauptsystems  ergänzt,  multiplicirt 

*)  Jedes  Produkt  einer  Grösse  in  eine  Zahlengrösse  nennen  wir  n&mlich 
ein  Vielfaches  der  ersteren,  und  unterscheiden  davon  das  Mehrfache,  bei  welchem 
jene  Zahlengrösse  eine  ganze  Zahl  sein  muss. 

**)  Diese  Zeigergleichungen,  als  Gleichungen  zwischen  blossen  Zahlengrössen, 
yermitteln  am  vollständigsten  den  Uebergang  zur  Arithmetik. 
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§  90.   Absohattungen  einer  Gleichung  im  Sinne  eines  Biohtsystems. 

Ansdraok  für  den  Zeiger. 

Wenn  wir  eine  als  Summe  ihrer.  Richtstücke  dargestellte  Grösse 
m-ter  Stufe  mit  einem  Richtmasse  von  ergänzender,  das  heisst  (n  —  m)-ter 
Stufe  multipliciren,  so  fallen  alle  Richtstücke  bis  auf  eins^weg,  und 
dies  eine  erscheint  daher  als  Abschattung  jener  Grösse  auf  das  Richt- 
gebiet m-ter  Stufe  gemäss  dem  ergänzenden  Richtgebiete,  und  alle 
Richtstücke  jener  Grösse  erscheinen  also  als  im  Sinne  des  Richtsystems 
erfoT^  Abschattungen  auf  die  ye]:ßchiedenen  Richtgebiete  gleicher 
Stufe.  Wir  können  daher  sagen, 

eine  Gleichung  m-ter  Stufe   werde  ersetzt  durch  einen   Verein   von 
Gkichmgen,  welche  durch  Abschaltung  auf  die    verschiedenen  Richtgebiete  126 
m-ter  Stufe  im  Sinne  des  Richtsystems  hervorgehen.*) 

Zugleich  ergiebt  sich  hieraus  ein  einfacher  analytischer  Ausdruck 
fär  die  Richtstücke  oder  Zeiger  einer  Grösse.  Es  werde  nämlich  das 
einem  Bichtmasse  A  zugehörige  Richtstück  P'  einer  Grösse  P  ge- 
sucht, B  sei  das  zu  A  gehörige  ergänzende  Richtmass,  so  hat  mau, 
da  F  die  Abschattung  von  P  auf  Ä  nach  B  ist  (s.  §  85), 

also  ist  ^er  zugehörige  Zeiger  gleich 

P,B 
A,B' 

das  heisst: 

der  einem  Richtmass  A  zugehörige  Zeiger  einer  Grösse  ist  gleich 
einem  Bruche,  dessen  Zähler  das  Produkt  der  Grösse  in  das  ergänzende 
Richtmass  und  dessen  Nenner  das  Produkt  jenes  ersten  Richtmasses  in 
das  ergänzende  ist. 

•       B.     Anwendungen. 

§  91.     Absohattung  in  der  Geometrie. 

Wenden  wir  die  in  diesem  Kapitel  entwickelten  BegriflFe  auf  die 
Geometrie  an,  so  ergiebt  sich  zunächst  für  die  Ebene  nur  Eine  Art 
der  Projektion  (Abschattung)  **),  indem  eine  Strecke  auf  eine  gegebene 

*)  Dass  eine  Gleichung  m-ter  Stufe  in  einem  System  n-ter  Stufe  durch  so 
viel  einfache  Gleichungen  ersetzt  werde,  als  es  Kombinationen  aus  n  Elementen 
zur  ffi-ten  Klasse  gebe,  bedarf  wohl  kaum  einer  Erwähnung. 

**)  Wir:  ziehen  bei  dieser  Anwendung  wieder  den  Namen  der  Projektion  vor, 
au»  Gründen,  die  späterhin  von  selbst  einleuchten  werden. 
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gerade  Linie  nach  einer  gegebenen  Richtung  projicirt  werden  kann. 
Das  Richtsystem  ftir  die  Ebene  bietet  nur  zwei  Grundmasse  und  zwei 
ihnen  zugehörige  Richtaxen  dar.  Als  Hauptmass  erscheint  der  Flächen- 
raum des  von  den  beiden  Grimdmassen  gebildeten  Spathecks  (Paral- 
lelogramms). 

Im  Räume  treten  drei  Arten  der  Projektion  hervor,  nämlich  es 
werden  entweder  Strecken  oder  Flächenräume  auf  eine  gegebene  Ebene 
nach  einer  gegebenen  Richtung  projicirt,  oder  es  werden  Strecken  auf 
eine  gegebene  gerade  Linie  parallel  einer '  gegebenen  Ebene  projicirt. 
Das  Richtsystem  für  den  Raum  bietet  drei  Grundmasse  und  drei  dmen 
zugehörige  Richtaxen  dar,  femer  drei  Richtebenen  als  Richtgebiete 
127  zweiter  j  Stufe,  und  drei  ihnen  zugehörige  Richtmasse  zweiter  Stufe, 
welche  die  Flächenräume  der  aus  je  zwei  Grundmassen  beschriebenen 
Spathecke  mit  Festhaltung  der  Richtungen  ihrer  Ebenen  darstiellen. 
Als  Hauptmass  erscheint  das  von  den  drei  Grundmassen  beschriebene 
Späth  (Parallelepipedum).  Interessant  erscheint  hier  besonders  die  Dar- 
stellung eines  Flächenraums  von  bestimmter  Richtung  als  Summe  seiner 
Richtstücke,  nämlich  als  Summe  dreier  Flächenräume,  welche  den  drei 
Richtebenen  angehören.  Da  die  Sätze,  welche  'sich  über  Projektionen 
und  Richtsysteme  in  der  Geometrie  aufstellen  lassen,  in  unserer  Wissen- 
schaft schon  ganz  in  der  Form  aufgestellt  sind,  in  welcher  sie  für  die 
Geometrie  auszusprechen  wären,  so  können  wir  uns  der  Wiederholung 
derselben  hier  überheben. 

§  92.     Verwandlung  der  Koordinaten. 

Dagegen  wollen  wir  das  Problem  der  Koordinatenverwandlung  zu- 
nächst für  die  Geometrie  und  demnächst  auch  allgemein  für  unsre 
Wissenschaft  lösen. 

Es  seien  a,  6,  c  drei  Grundmasse  und  ej,  ^2,  e^  drei  neue  von 
einander  unabhängige  Grundmasse,  welche  als  Vielfachensummen  jener 
ursprünglichen  Grundmasse  gegeben  sind,  so  ist  mm  die  Aufgabe:  eine 
Grösse  p,  eines theils,  wenn  sie  als  Vielfachensumme  der  ursprünglichen 
Grundmasse  gegeben  ist,  als  Vielfachensumme  der  neuen  Grundmasse 
darzustellen,  und  umgekehrt,  wenn  sie  in  der  letzteren  Form  gegeben 
ist,  sie  in  der  ersteren  darzustellen;  in  beiden  Fällen  sind  die  Zeiger 
zu  suchen.  Diese  Aufgaben  sind  nun  in  der  That  durch  den  Satz  in 
§  90,  welcher  die  Zeiger  finden  lehrt,  gelöst.  Danach  ist  in  Bezug  auf 
die  erste  Aufgabe  der  zu  c^  gehörige  Zeiger  von  p  gleich 

p  .  6^  .  6^ 

und  in  Bezug  auf  die  zweite  der  zu  a  gehörige  Zeiger  von  p  gleich 
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p.h  .€ 
a  .b.c 

und  durch  diese  so  höchst  einfachen  Ausdrücke  ist  das  Problem  der 
Koordinatenverwandlung  in  seiner  grössten  Allgemeinheit  gelöst. 

Die  zweite  Aufgabe  ist  besonders  bei  der  Theorie  der  Kurven  und 
Oberflächen  von  Wichtigkeit,  indem  dieselben  dadurch  bestimmt  werden, 
dass  zwischen  den  Zeigern  einer  Strecke,  welche  von  einem  als  An- 
fangspunkt der  Koordinaten  angenommenen  Punkte  nach  einem  Punkte  128 
der  Kurve  oder  Oberfläche  gezogen  ist,  eine  Gleichung  aufgestellt  wird. 
Es  sei  p  =  xa  +  y6  +  ec  diese  Strecke,  und 

die  Gleichung,  welche  eine  Oberfläche  bestimmt;  sucht  man  nun  die 
Gleichung  derselben  Oberfläche  zunächst  für  denselben  Anfangspunkt 
der  Koordinaten,  aber  in  Bezug  auf  neue  Richtaxen  und  auf  die  ihnen 
Zugehörigen  Richtmasse,  e^,  e^,  e^,  so  hat  man,  wenn 

ist,  die  Gleichung 

^Ip ,h .c      a.p .c     a,b.p\  ^ 

'  Va.ft.c'    a,b.c'    a,b,cf  ' 

eine  Gleichung,  welche,  wenn  man  statt  p  seinen  Werth  substituirt, 
als  Gleichung  zwischen  den  neuen  Variabein  u,,  w^,  Wj  erscheint.  Will 
man  auch  den  Anfangspunkt  der  Koordinaten  etwa  um  die  Strecke  c 
verlegen,  so  hat  man  nun,  wenn  q  die  Strecke  ist  von  dem  neuen 
Anfangspunkt  nach  demselben  Punkte  der  Oberfläche,  nach  welchem 
der  entsprechende  Werth  von  p  gerichtet,  und 

ist,  nur  in  der  obigen  Gleichung  statt  p  seinen  Werth  3  +  c  einzu- 
fahren, um  die  verlangte  Gleichung  zu  erhalten,  oder  ist 

e  =  aa  -{■  ßb  -{-  yc, 

so  hat  man,  wie  sich  sogleich  ergiebt, 

f(^^l^a,    "-l^  +  ß,    ■^  +  y)  =  0 
'   \a.b.c    '       '     a.b.c    '    ^'     a.b.c    '    '/ 

als  die  verlangte  Gleichung  zwischen  den  neuen  Variabein  v^,  Vg,  v^. 
Will  man  diese  Gleichung  als  blosse  Zahlengleichung  darstellen,  so 
hat  man  nur  die  neuen  Grundmasse  auf  bestimmte  Weise  als  Viel- 
fachensummen der  ursprünglichen  darzustellen  und  in  die  Gleichung 
einzufahren.     Es  sei 

^1  =  «!«  + A^  +  yiC 
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80  zeigt  sich  unmittelbar,  wie  sich  die   verlangte  Gleichung  darstellt 
in  der  Form 

y  +  yi^i  +  y^^i  +  rs^»)  =  o, 

129  eine  Gleichung,  welche  au  Einfachheit  nichts  zu  wünschen  übrig  \  lässt. 
Für  den  allgemeinsten  Fall  der  abstrakten  Wissenschaft  ergiebt 
sich  die  Lösung  unserer  Aufgabe  mit  derselben  Leichtigkeit.  In  der 
Thaty  ist  eine  Grösse  P  als  Vielfachensumme  gewisser  Richtmasse  ge- 
geben, und  man  will  dieselbe  als  Vielfachensumme  anderer  Richtmasse 
ausdrücken,  so  hat  man  den  zu  einem  derselben,  A  gehörigen  Zeiger, 
wenn  B  das  zu  A  gehörige  ergänzende  Ricbtmass  ist,  nach  §  90  gleich 

P,B 
Ä.B' 

§  93.     Elimination  einer  Unbekannten  aus  Gleichungen 

höherer  Grade. 

Was  nun  die  Anwendung  auf  die  Theorie  der  Gleichungen  betriflFt, 
so  haben  wir  schon  oben  (§  45)  die  Methode,  Gleichungen  des  ersten 
Grades  mit  mehreren  Unbekannten  durch  Hülfe  unserer  Analyse  auf- 
zulösen, vorweggenommen.  Wir  setzen  diesen  Gegenstand  hier  fort, 
indem  wir  die  durch  imsere  Wissenschaft  dargebotene  Methode,  aus 
Gleichungen  höherer  Grade  mit  mehreren  Unbekannten  die  Unbe- 
kannten zu  eliminiren,  darlegen. 

Es  seien  zwei  Gleichungen  höherer  Grade  mit  mehreren  Unbe- 
kannten gegeben,  es  soll  eine  derselben,  etwa  y,  eliminirt,  also  eine 
Gleichung  zwischen  den  übrigen  Unbekannten  aufgestellt  werden.  Die 
gegebenen  Gleichungen  seien  nach  Potenzen  von  y  geordnet: 

(^mV"-] f-öfiy +  «0  =  0 

Ky"  H +biy  +  bo  =  0, 

wo  a„,, . . .,  Uq  und  bn,  .'.,\  beliebige  Funktionen  der  andern  Unbekannten 
sind,  «0  ^^^  K  aber  nicht  gleich  Null  sein  sollen.  Multiplicirt  man 
die  erste  Gleichung  nach  der  Reihe  mit  y,  y-,  .. .,  t/*,  die  letzte  nach 
und  nach  mit  y,  y*,  ...,  y"*,  so  erhält  man  m  -\-  n  neue  Gleichungen. 
Betrachtet  man  die  Koefficienten  einer  jeden  dieser  m  -{-  n  Gleichungen 
als  unter  sich  gleichartig,  hingegen  die  der  verschiedenen  Gleichimgen 
als  von  einander  unabhängig  (auch  wenn  sie  bis  dahin  mit  demselben 
Buchstaben  bezeichnet  waren),  so  erhält  man,  wenn  man  die  so  auf- 
gefassten  Gleichungen  im  Sinne  unserer  Wissenschaft  addirt,  eine  Glei- 
chung von  der  Form 


Elimination  einer  unbekannten  aus  Gleichungen  höherer  Grade.         157 

Multipliciren    wir    diese    Gleichung    mit    dem    äusseren    Produkt 
f^.fj...  c,«+n,  so  fallen  alle  Glieder  bis  auf  das  letzte  nach  den  |  Ge-130 
setzen  der  äusseren  Multiplikation  weg,  und  wir  erhalten  die  Gleichung 

oder,  da  y  nicht  null  sein  kann,  weil  dann  in  den  gegebenen  Glei- 
chungen wider  die  Voraussetzung  a^  und  fc^  gleich  Null  sein  würden, 
so  hat  man 

als  die  verlangte  Eliminationsgleichung. 


Zweiter  Abschnitt. 

Die  Elementargrösse. 


Erstes  Kapitel. 
Addition  und  Subtraktion  der  Elementargrossen  erster  Stufe. 

A.     Theoretische  Eutwickelung. 

§  94.     Gesetz   über   die   Summe   der  Strecken,   welche   von   einem 
veränderlichen  Elemente  nach  einer  Beihe  fester  Elemente 

gesogen  sind. 

131  Ich  knüpfe  den  Begriff  der  Elementargrössen  an  die  Losung  einer 
einfachen  Aufgabe,  durch  die  ich  zuerst  zu  diesem  BegriflFe  gelangte, 
und  die  mir  überhaupt  zu  dessen  genetischer  Entwickelung  am  ge- 
eignetsten zu  sein  scheint. 

Aufgabe.  Es  seien  drei  Elemente  «i,  «2,  ßi  und  ausserdem  ein 
Element  q  gegeben;  man  soll  das  Element  ß^  finden,  welches  der  Glei- 
chung 

r^«,]  +  [9^2]  =  [Qßi]  +  [Qß,] 
genügt. 

Auflösung.    Schafft  man  die  Glieder  der  linken  Seite   auf  die 

rechte,  so  hat  man,  da 

—  [9«]  =  [«(>],    ^d    M  +  [9/3]  =  [a/3J 
ist,  die  Gleichung 

durch  welche  das  Element  ß2  auf  eine  einfache  Weise  bestimmt  ist. 
Um  dies  Resultat  der  Anschauung  näher  zu  bringen,  wollen  wir 
es  auf  die  Geometrie  anwenden,  und  also  die  Elemente  als  Punkte  an- 
nehmen; so  finden  wir  den  Punkt  /Sg,  indem  wir  [a^/Jg]  entgegengesetzt 
gleich  mit  [cc^ßi]   machen.  —  Das  Interessante   bei  dieser  Auflösung 
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ist,  dass  das  Element  ß^  ganz  unabhängig  \  von  q  bestimmt  ist,  und  132 
da  wir  aus  der  letzten  Gleichung,  welche  in  der  Auflösung  vorkommt, 
durch  das  umgekehrte  Verfahren  wieder  die  erste  in  Bezug  auf  jedes 
beliebige  q  ableiten  .können,  so  haben  wir  zugleich  den  Satz,   dass, 
wenn  die  Gleichung 

für  irgend  einen  Punkt  q  gilt,   sie  auch  für  jeden  andern  Punkt  gilt, 
der  statt  q  eingef[ihrt  werden  mag. 

Dieser  Satz  lässt  sich  direkt  ableiten,  doch  wollen  wir  ihn  vorher 
Terallgemeinem ;  denn  es  ist  klar,  wie  das  angegebene  Verfahren  auch 
noch  anwendbar  bleibt,  wenn  man  statt  der  zwei  Elemente  a^,  ct^  und 
ft,  ßi  beliebig  viele,  nur  auf  beiden  Seiten  eine  gleiche  Anzahl,  ein- 
führt, ja,  da  unter  den  Elementen  beliebig  viele  zusammen  fallen 
können,  auch  dann  noch,  wenn  zu  den  Strecken  auf  beiden  Seiten  be- 
liebige Eoefficienten  hinzutreten,  sobald  nur  die  Summe  dieser  Eoeffi- 
eienten  auf  beiden  Seiten  dieselbe  ist.    In  der  That,  es  sei 

h  [9^1]  H h  in  [qCC,]  =  1c,  [Qß,]  H \-km  [Qßm\, 

wo  die  Grossen  i,, ...  und  A*|, ...  Zahlengrössen  darstellen,  und  es  sei 
Zugleich 

h  +-•  '•  +  *»  =  ^1  +  •••  +  ^  > 
80  können  wir  zeigen,  dass  die   erste  Gleichung  auch  fortbesteht  für 
jeden  Punkt  <y,  der  statt  q  eingeführt  wird.     Denn  es  ist 

[Qa]  =  [qö]  +  [öa]  ,     [Qß]  =  [q6]  +  [ößl 

Führt  man  diese  Ausdrücke  in  Bezug  auf  die  betreffenden  Zeiger 
(l...n,  l..,ni)  in  die  obige  Gleichung  ein,  löst  die  Klammem  auf 
und  fasst  die  Glieder,  welche  [qö]  enthalten,  auf  jeder  Seite  zusammen, 
80  erhalt  man  auf  jeder  Seite  [qö]  multiplicirt  mit  der  Summe  der 
Koefficient^n,  und  da  diese  auf  beiden  Seiten  gleich  ist,  so  hebt  sich 
das  so  gewonnene  Glied  auf  beiden  Seiten  auf,  und  man  behält 

h  [<y«i]  H \-U  [<fccn]  =  K  [(fß,]  H [-lc„,  [6ß,n] , 

das  heisst,  die  Gleichung  besteht  fort  in  Bezug  auf  jedes  Element,  was 
statt  Q  eingeführt  werden  mag.     Also: 

Wenn  man  von  einem  Elemente  q  Strecken  nach  heliebig  vielen  festen 
Elementen  gieht,  und  eteci  beliebige  Vielfachensummen  derselben,  deren 
Koefficienten  aber  gleiche  Summe  haben,  einander  gleich  sind,  so  besteht 
diese  Gleichheit  fort,  wie  sich  auch  das  Element  q  ändern  mag. 

Ist  ins  Besondere  die  Summe  der  Koefficienten  in  dem  Ausdrucke  133 

h  [9^1]  H hinlQ^n] 

null,  so  ergiebt   sich,    indem    man    auf  die   oben    angegebene   Weise, 
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nämlich  statt  [qo]  überall    [qö]  +  [tfa]^  substitoirt,  jener  Ausdruck 

8^*^'^  h  [<^«.]  +  •••  +  '.  [*««] , 

weil  nämlich  das  Glied  (e\  +  •••  +  in)  [fi^]  wegen  des  ersten  Faktors 
null  wird.     Also: 

Weitn  man  voii  einem  veränderliclien  Elemente  q  Strecken  nach  be- 
liebig vielen  festen  Elentcjtien  zieht,  so  ist  jede  Vielfachenmmme  dieser 
Strecken,  deren  Koefficientensumme  nuU  ist,  eine  konstante  Grösse. 

Auch  geht,  aus  der  Art,  wie  sich  die  Gleichungen  dieses  Para- 
graphen aus  einander  ableiten  lassen,  uninittßlbar  hervor ,  dass,  wenn 
zwei  beliebige  Vielfachensummen  jener  Strecken  in  Bezug  auf  die- 
selben zwei  Anfangselemente  q  und  ö  einander  gleich  sind,  auch  ihre 
Eoefficientensummen  gleich  sein,  und  daher  ihre  eigene  Gleichheit  bei 
jeder  Aenderung  von  q  fortbestehen  müsse,  und  ebenso  dass,  wenn 
eine  solche  Vielfachensumme  in  Bezug  auf  zwei  Anfangs -Elemente  q 
und  6  gleichen  Werth  behält,  ihre  EoefGcientensumme  null  ist,  und 
sie  selbst  daher  bei  jeder  Aenderung  von  ^  denselben  Werth  behält. 

§  95.     Abweichung  eines  Elementes  ^^  eines  Elementarvereins. 

Gtowioht. 

Um  die  Resultate  des  vorigen  ParagrapEen  einfkcher  einkleiden 
zu  können,  führen  wir  einige  Benennungen  ein,  die  wir  auch  fQr  die 
Geometrie  festhalten. 

Nämlich  wir  verstehen  unter  der  Abweichung  eines  Elementes  a 
von  einem  Elemente  q  die  Strecke  [qcc],  unter  der  Gesammtabweichung 
einer  ElementenreHie  von  eitern  Elemente  q  die  Summe  aus  den  Ab- 
weichungen der  einzelnen  Elemente  jener  Reihe  von  dem  Elemente  q. 
Fallen  unter  jenen  Elementen  mehrere  (m)  in  eins  (a)  zusammen,  so 
wird  auch  die  Abweichung  [qu]  dieses  Elementes  ebenso  oft  (m-mal) 
in  jener  Summe  vorkommen.  Hierdurch  gelangen  wir  zu  einer  Erwei- 
terung des  Begriffs;  nämlich,  nennen  wir  einen  Verein  von  Elementen, 
deren  jedes  mit  einer  bestimmten  Zahlengrösse  behaftet  ist,  einen 
Elementarvcrein ,  so  werden  wir  unter  der  Gesammtabweidiung  eines 
Elemcntarvcrcins  von  einem  Elemente  Q,eine  Vielfachensumme  aus  den 
Abweichungen  der  jenem  Vereine  angehörigen  Elemente  von  dem  Ele- 
I84ment  q  verstehen  müssen,  deren  KoefQcienten  die  Zahlengrossen  |  sind, 
mit  welchen  die  zugehörigen  Elemente  behaftet  sind.  Die  Summe 
dieser  Zahlengrössen  nennen  wir  düB   Gctvicht*)  des  Elementarvereins, 

*)  Der  Name  „Gewicht"  ist  auch  sonst  in  der  Mathematik  (in  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung) im  abstrakten  Sinne  gebräuchlich,  und  bedarf  wohl  hier 
keiner  Rechtfertigung. 
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so  wie  die  Zahlengrössen^  mit  welchen  die  einzelnen  Elemente  behaftet 
sind^  die  ihnen  zugehörigen  Gewichte.  Besteht  also  der  Elementaryerein 
aus  den  Elementen  a,  ß^  ...  und  den  zugehörigen  Gewichten  o^  i,  ..., 
so  ist  die  Abweichung  jenes  Elementarvereins  Ton  einem  Elemente  q 
gleich 

Somit  haben  wir  denn  die  Sätze: 

Wenn  zwei  Elementarvereine  von  demselben  Elemente  um  Gleiches*) 
abweichen,  und  ihr  Gewicht  gleich  ist,  oder  wenn  sie  von  denselben  jswei 
Elementen  um  Gleiches  abweichen  ^  so  weichen  sie  auch  von  jedem  andern 
Eleniente  um  Gleiches  ab,  und  im  letztem  Falle  ist  ihr  Gewicht  gleich, 

und 

Ein  Elementarverein,  dessen  Gewicht  null  ist,  weicht  von  je  zwei 
Elementen  um  Gleiches  ab,  und  ein  Elementarverein,  welcher  von  zwei 
Elementen  um  Gleiches  abweicht,  hat  Null  zum  Gewicht  und  weicht  von 
aUen  Elementen  um  Gleiches  ab**). 

§  96.     Begriff  der  Elementargrössen  und  ihrer  Summe. 

Jedes  Gebilde  wird  dadurch  als  Grösse  fixirt,  dass  der  Bereich 
seiner  Gleichheit  und  Verschiedenheit  bestimmt  wird.  Wir  bezeichnen 
daher  zwei  Elementarvereine  als  gleiche  Grössen  und  zwar  als  gleiche 
Elementargrössen,  wenn  ihre  Abweichungen  von  denselben  Elementen 
jedesmal  gleichen  Werth  haben.  Ein  Elementarverein  wird  also  zur 
Elementargrösse,  wenn  man  von  der  besonderen  Art  seiner  Zusammen- 
setzung absieht,  und  nur  die  Abweichungswerthe  festhält,  welche  er 
mit  anderen  Elementen  bildet,  so  dass  also  eine  Elementargrösse  auf 
verschiedene  Weise  als  |  Elementarverein  da  sein  kann,  und  jeder  Ele- 135 
mentarverein  als  eine  ]  besondere  Verkörperung  einer  Elementargrösse  135 
oder,  wie  wir  es  oben  bezeichneten,  als  elementare  oder  konkrete  Dar- 
stellung einer  Elementargrösse  aufzufassen  ist.  Hiemach  versteht  es 
sich  nun  schon  von  selbst,  dass  unter  der  Abweichung  und  dem  Ge- 
wichte einer  Elementargrösse  dasselbe  zu  verstehen  ist,  was  wir  unter 
der  Abweichung  und  dem  Gewichte  des  Elementarvereins  verstanden, 
welchem  sie  zugehört,  und  dass  zwei  Elementargrössen  nur  dann  gleich 
sein  können,  wenn  sie  gleiches  Gewicht  und  gleiche  Abweichungs- 
werthe darbieten,  dass  aber  die  Gleichheit  der  Elementargrössen  schon 


*)  Das  lieisst,  die  Abweichungen  sollen  gleich  sein. 
**)  Dabei  versteht  sich  von  selbst,  dass  auch  jedes  einzelne  Element  sowohl 
fi3r  sich,  als  wenn  es  mit  einer  Zahlengrösse  behaftet  ist,  als  Elementaryerein 
aofgefasst  werden  kann,  indem  die  Gewichte  der  übrigen  Elemente  null  sind. 

Oraiamann,  Werke.    I.  11 
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erfolgt,  wenn  auch  nur  irgend  zwei  solche  Werthe  als  gleich  darge- 
than  sind. 

Unsere  Aufgabe  ist  nun,  die  Art  der  Verknüpfung  auszumitteln, 
in  welche  die  verschiedenen  Elemente  und  die  zugehörigen  Zahlen- 
grossen eines  Elementarrereins  eingehen  müssen,  wenn  als  das  Re- 
sultat der  Verknüpfung  die  Elementargrösse  erscheinen  solL 

Die  Verknüpfungen  sind  von  zwiefacher  Art,  einestheils  nämlich 
zwischen  einem  Element  und  der  zugehörigen  Zahlengrösse,  dem  Ge- 
wichte, andererseits  zwischen  den  mit  Gewichten  behafteten  Elementen 
und  überhaupt  zwischen  den  Elementar  vereinen,  sofern  sie  ihren  Ab- 
weichungen nach  betrachtet  werden,  das  heisst  zwischen  den  Elementar- 
grossen unter  sich. 

Betrachten  wir  zuerst  diese  letzte  Verknüpfungsweise,  so  ist  klar, 
dass  die  Gesammtabweichung  eines  Elementarvereins  dieselbe  bleibt, 
in  welcher  Ordnung  man  die  einzelnen  Theile  dieses  Vereins  nehmen, 
und  wie  man  sie  unter  sich  zu  besonderen  Vereinen  zusammenfassen 
mag,  und  dass  endlich,  wenn  man  zu  Elementarvereinen,  welche  ver- 
schiedene Abweichung  darbieten,  Elementarvereine,  welche  gleiche  Ab- 
weichungen darbieten,  hinzufügt,  die  so  erzeugten  Gesammtvereine 
auch  verschiedene  Abweichung  darbieten  müssen;  und  zwar  wird  dies 
alles  der  Fall  sein,  weil  es  für  die  Addition  der  Strecken  gilt.  Diese 
Vertauschbarkeit  und  Vereinbarkeit  der  Glieder,  imd  auf  der  andern 
Seite  das  Gesetz,  dass,  wenn  das  eine  Glied  der  Verknüpfung  konstant 
bleibt,  das  Resultat  nur  dann  konstant  bleibe,  wenn  auch  das  andere 
Glied  es  bleibt,  bestimmt  jene  Verknüpfung  nach  §  G  als  eine  additive, 
und  die  Gesetze  der  Addition  und  Subtraktion  gelten  allgemein  fiir 
diese  Verknüpfung. 

* 

Was  nun  die  Verknüpfung  des  Elementes  mit  dem  zugehörigen 
186  Gewichte  betriflFb,  so  leuchtet  ein,  '  dass,  wenn  in  einem  Elementar- 
i3()  vereine  |  dasselbe  Element  mehrmals  und  zwar  mit  verschiedenen  Ge- 
wichten behaftet  vorkommt,  man  statt  dessen  das  Element  einmal  und 
zwar  mit  der  Summe  der  Gewichte  behaftet  setzen  kann,  ohne  dass 
die  Abweichung  des  Vereins  geändert  wird,  wie  dies  aus  den  Gesetzen 
der  Multiplikation  von  Zahlengrössen  mit  Strecken  bekannt  ist.  Be- 
zeichnet man  daher  vorläufig  diese  zweite  Verknüpfungsweise  durch 
das  Zeichen  z^,  so  hat  man,  wenn  a  ein  Element,  m  und  n  die  Ge- 
wichte sind, 

m^a-|-n^a  =  (m  +  n)^a, 

eine  Gleichimg,  welche  das  multiplikative  Grundgesetz  in  Bezug  auf 
das  erste  Verknüpfungsglied  darstellt,  und  da  die  Verknüpfung  einer 
Zahlengrösse   mit  einem  Verein  aus  mehreren  Elementen  noch  nicht 
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ihrem  Begriflfe  nach  gegeben  ist,  also  auch  die  andere  Seite  jenes  Grund- 
gesetzes noch  nicht  hervortreten  kann,  so  ist  jene  Verknüpfung,  so 
weit  sie  überhaupt  bestimmt  ist,  als  eine  multiplikative  bestimmt. 

Fassen  wir  dies  zusammen,  so  ist  die  Elementargrosse  eines  Ver- 
eins von  Elementen  a,  /},  ...  mit  den  zugehörigen  Gewichten  a,  b,  ... 

gleich 

aa  +  b/J  -f-  •••, 

das  heisst,  sie  ist  als  Vielfachensumme  der  Elemente  dargestellt,  deren 
Koefficienten  die  den  Elementen  zugehörigen  Gewichte  sind,  und  zu- 
gleich ist  dadurch  die  Addition  der  Elementargrössen  unter  sich  be- 
stimmt. 

§  97.    Vervielfachung  dieser  Grössen. 

Um  nun  die  multiplikative  Verknüpfung  allgemeiner  darzustellen, 
haben  wir  die  Multiplikation  einer  Zahlengrösse  mit  einer  Elementar- 
grösse  so  zu  definiren,  dass  auch  die  andere  Seite  des  multiplikativen 
Grundgesetzes  fortbesteht;  dies  geschieht,  indem  wir  festsetzen,  dass 
eine  Vielfachensumme  von  Elementen  mit  einer  Zahlengrösse  multi- 
plicirt  werde,  wenn  man  die  Koefficienten  derselben  mit  dieser  Zahlen- 
grösse multiplicirt. 

Nämlich  dann  ergiebt  sich  sogleich,  wenn  a  und  6  beliebige  Ele- 
meDtargrössen,  das  heisst  Vielfachensummen  von  Elementen  darstellen, 
die  Geltung  der  beiden  multiplikativen  Grundgesetze 

ma  -{-  na  =  (m  -{-  n)  a 
und 

ma  +  w6  =  t»  (a  -}-  6). 

Dass  nun  auch  das  Resultat  der  Division  mit  einer  Zahlengrösse,  |  so- 137 
bald  diese  nicht  null  ist,  ein  bestimmtes  sei,  ergiebt  sich  leicht,  indem 
verschiedene  Elementargrössen,  das  heisst  solche,  deren  Abweichungen 
von  denselben  Elementen  Verschiedenheiten  darbieten,  auch  nachdem 
sie  mit  derselben  Zahlengrösse,  die  nicht  null  ist,  multiplicirt  sind, 
verschiedene  Abweichungen  darbieten  müssen,  also  verschieden  bleiben. 
Und  ebenso  leicht  ergiebt  sich  auch,  dass,  wenn  wir  gleichartige  Elcz 
mentargrössen  solche  nennen,  welche  aus  derselben  Elementargrösse 
durch  Multiplikation  mit  Zahlengrössen  hervorgegangen  sind,  der  Quo. 
tient  zweier  gleichartiger  Elementargrössen,  wenn  nicht  der  Divisor 
null  ist,  eine  bestimmte  Zahlengrösse  liefert.  Somit  gelten  alle  Ge- 
setze arithmetischer  Multiplikation  und  Division  für  die  fragliche  Ver- 
knüpfung. 

Die  Verknüpfung  des  Elementes  q  mit  andern  Elementen  oder 
Elementargrössen,  wie  sie  bei  der  oben  eingeführten  Bezeichnung  der 
Abweichung  eintritt,  behalten  wir  dem  folgenden  Kapitel  vor. 
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§  98.     Die  Elementargrösse  als  vielfaches  Element. 

Es  erschien  bisher  die  Elementargrösse  im  Allgemeinen  als  eine 
Vielfachensumme  von  Elementen^  und  wir  müssen  uns  die  Aufgabe 
stellen,  eine  Elementargrösse,  welche  in  dieser  Form  gegeben  ist,  in 
möglichst  einfacher  Form  darzustellen. 

Zunächst  machen  wir  den  Versuch,  sie  in  Einem  Gliede,  also  als 
vielfaches  Element  darzustellen.     Es  sei  daher 

aa  +  b/J  +  •••  =  a:<y 

gesetzt,  wo  6  ein  Element,  x  sein  Gewicht  bezeichnet;  da  das  6e- 
sammtgewicht  auf  beiden  Seiten  gleich  sein  muss,  so  erhalten  wir  so- 
gleich 

aj  =  a  +  b  +  •••; 

und  Yfir  haben  nur  noch  6  so  zu  bestimmen,  dass  die  Gesammtab- 
weichung  von  irgend  einem  Elemente  q  auf  beiden  Seiten  gleich  ist, 
und  erhalten 

a  [(>«]  +  b  [(>/3]  + (a  +  b  +  ...)  [qö^], 

das  heisst 

wodurch  6  bestimmt  ist,  sobald  a  +  b  +  * '  *  einen  geltenden  Werth 
hat,  das  heisst: 

Eine  ElementorgrössCj  deren  Gewicht  nicht  null  ist,  lässt  sich  als  ein 

ISS  mit  gleichem  Gewichte  behaftetes  Element  darstellen,  \  und  isu)ar  ist  die 

Abiveichung  dieses  Elementes  von  einem  Elemente  q  gleich  der  durdi 

das  Gewicht  dividirten  Abweichung  der  Elementargrösse  von  clemselben 

Elemente. 

Setzt  man  übrigens  in  jener  Gleichung,  welche  fiir  jedes  Element  q 
gilt,  dies  Element  mit  ö  identisch,  so  hat  man,  weil  [öö]  null  ist^  mit 
Weglassung  des  Divisors  die  Gleichung 

0  =  a[<ya]  +  h[6ß]  H , 

•  .  .  ...  " 

das  heisst,  die  Gesammtab weichung  einer  Vielfachensumme  von  Ele- 
menten von  dem  Summenelement  (ö)  ist  gleich  Null. 

§  99.    Die  Elementargrösse  mit  dem  Gewichte  Null  ist 

eine  Streoke, 

Ist  das  Gewicht  der  Elementargrösse  nuU,  so  haben  wir  schon 
gezeigt,  dass  dann  die  Abweichungen  der  Elementargrösse  von  je  zwei 
Elementen  gleich  gross  sind;  ist  diese  Abweichung  daher  in  Bezug 
auf  irgend  ein  Element  null,  so  ist  sie  es  auch  in  Bezug  auf  jedes 
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andere,  und  jene  Elementargrösse  kann  dann  einem  beliebigen  Elemente 
mit  dem  Gewichte  Null  gleichgesetzt  werden,  wie  dies  auch  die  Formel 
des  vorigen  Paragraphen  schon  darlegt,  oder  sie  kann  selbst  gleich 
Null  gesetzt  werden.  Ist  aber  die  Abweichung  einer  solchen  Elementar- 
grosse (deren  Gewicht  null  ist)  von  irgend  einem  Elemente  gleich 
einer  Strecke  Yon  geltender  Grösse,  so  ist  auch  die  Abweichimg  der- 
selben von  jedem  andern  Elemente  derselben  Strecke  gleich,  und  diese 
Strecke,  welche  jene  konstante  Abweichung  misst,  repräsentirt  daher 
jene  Elementargrösse  vollständig,  so  dass  zu  gleichen  Elementargrössen, 
deren  Gewichte  null  sind,  auch  gleiche  Abweichungswerthe  gehören, 
und  umgekehrt. 

Werden  mm  solche  Elementargrössen  zu  einander  addirt  oder  mit 
Zahlengrössen  multiplicirt,  so  geht  der  Abweichungswerth  des  Resul- 
tates aus  denen  jener  Elementargrössen  durch  dieselbe  Addition  oder 
Multiplikation  hervor,  es  tritt  also  zwischen  solchen  Elementargrössen 
und  ihren  Abweichungswerthen  weder  an  sich,  das  heisst  in  ihrem 
Begriffsumfange,  noch  in  ihren  Verknüpfungen,  irgend  ein  Unterschied 
hervor,  und  wir  sind  somit  berechtigt,  jene  Elementargrösse  und  ihren 
Abweichungswerth  als  gleich  zu  definiren,  ja  wir  sind  dazu  gezwungen, 
wenn  wir  nicht  durch  unnütze  Unterscheidungen  den  Gegenstand  ver- 
wirren wollen.  Wir  setzen  daher  eine  Eletnentargrössey  deren  Gewicht 
null  isty  derjenigen  konstanten  Strecke  gleich^  um  welche  jene  Grösse  von 
Idiebigen  Elementen  cibweicht,  oder,  wir  verstehen  unter  der  \  Abweichung  139 
einer  Strecke  von  einem  Element  jene  Strecke  selbst,  und  die  Strecke  1  er- 139 

• 

scheint  als  eine  besondere  Art  von  Elementargrössen, 

Um  dies  noch  anschaulicher  zu  übersehen,  können  wir  zunächst 
nachweisen,  dass  sich  jede  Elementargrösse,  deren  Gewicht  null  ist, 
als  DiflFerenz  zweier  Elemente  (/J  —  a)  darstellen  lässt,  deren  eins  (a) 
willkührlich  ist.  In  der  That,  da  das  Gesammtgewicht  dieser  Diflferenz 
gleichfalls  null  ist,  so  kommt  es  nur  darauf  an,  dass  in  Bezug  auf 
irgend  ein  Element  ((>)  die  Abweichungen  gleich  sind.  Die  Abweichung 
jener  Differenz  von  q  ist  [gß]  —  [qcc],  das  heisst  sie  ist  gleich  [aß'], 
und  dadurch  ist  nicht  bloss  das  Element  ß  bestimmt,  wenn  a  gegeben 
ist,  sondern  auch  die  konstante  Abweichung  der  gegebenen  Elementar- 
grösse selbst  gefunden,  und  es  folgt  daraus  femer,  dass 

[«^J  =ß  —  a 

ist  Beide  stellen  also  nur  verschiedene  Bezeichnungen  dar,  und  da 
die  erstere  willkührlich,  die  letztere  nothwendig  ist,  so  werden  wir  von 
jetzt  an  am  liebsten  jene  von  Anfang  an  nur  als  vorläufig  dargestellte 
Bezeichnung  gegen  die  letzte  fallen  lassen,  und  also  künftig  eine  Strecke, 
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welche,  wenn  a  als  ihr  Anfangselement  gesetzt  wird,  ß  zum  Endelement 
hat,  mit  ß  —  a  bezeichnen*). 

Fassen  wir  das  Ergebniss  beider  Paragraphen  zusammen,  so 
zeigt  sich, 

dass  eine  Elementar  grosse  erster  Stufe  ^  denn  so  bezeichnen  wir 
die  bisher  behandelte  Elementargrosse  im  Gregensatz  gegen  die  später 
zu  behandelnden,  sich^  wenn  ihr  Gewicht  einen  geltenden  Werth  hat,  als 
vielfaches  Element,  wenn  ihr  Gewicht  null  ist,  als  Strecke  darstellen  lässt, 
und  zwar  erhält  man  jedesmal  diesen  Werth,  indem  man  die  Gewichte 
und  die  Abweichungen  von  irgend  einem  Elemente  gleichsetzt,  wobei  die 
Abweichung  einer  Strecke  von  einem  Elemente  jener  Strecke  selbst  gleich 
gesetzt,  und  das  Gewicht  einer  Strecke  null  gesetzt  wird. 

§  100.    Summe  einer  Strecke  imd  eines  einfoohen  oder  yielfaohen 

Elementes. 

140  Da  nach  dem  vorigen  Paragraphen  die  Strecke  als  eine  besondere 
140  Gattung  von  Element argrössen  erster  Stufe  erschien,  so  lässt  sich  {  die 
Summe  einer  Strecke  imd  eines  einfachen  oder  vielfachen  Elementes 
gleichfalls  als  Elementargrösse  auffassen,  imd  den  Begriff  dieser  Summe, 
der  durch  das  Frühere  schon  bestimmt  ist,  wollen  wir  nun  näher  vor 
Augen  rücken. 

Suchen  wir  zuerst  die  Summe  (a  +  P)  eines  Elementes  cc  und 
einer  Strecke  p,  so*muss,  da  das  Gewicht  dieser  Summe  Eins  ist,  die- 
selbe wieder  gleich  einem  einfachen  Elemente  ß  gesetzt  werden.  Man 
hat  dann  aus  der  Gleichung 

a+p  =  ß 
die  neue  Gleichung 

ß  —  a  =  p, 

das  heisst  a  +  p  bedeutet  das  Element  ß,  in  welches  cc  übergeht,  wenn 
es  sich  um  p  ändert,  oder  dessen  Abweichung  von  a  gleich  p  ist. 
Betrachten  wir  die  Summe  eines  vielfachen  Elementes  ma  und  einer 
Strecke  p,  so  haben  wir,  da  das  Gewicht  der  Summe  m  ist,  die  Gleichung 

ma  -{-p  =  mß 
und  daraus 

m(/J -«)=/), 
oder 


*)  Es  ist  hier  noch  zu  erwähnen,  dass  die  Formel  des  vorigen  Paragraphen 
für  diesen  Fall  die  Elementargrösse  als  unendlich  entferntes  Element  mit  dem 
Gewichte  Null  darstellt,  falls  man  nämlich  die  Division  mit  Null  gelten  lassen 
will;  aber  die  bestimmte  Bedeutung  dieses  Ausdrucks  tritt  eben  erst  durch  die 
hier  gegebene  Darstellung  ans  Licht. 
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das  heisst  tna -{' p  bedeutet  das  m- fache  eines  Elementes  ßy  dessen 
Abweichung  von  a  der  m-te  Theil  der  Strecke  p  ist.  Oder  fassen  wir 
beides  zusammen  und  drücken  es  auf  allgemeinere  Weise  aus,  indem 

wir  zugleich  bedenken,  dasS;  wenn  ß  von  cc  um    -  abweicht,  dann  mß 

von  a  um  p  abweiche,  so  ergiebt  sich, 

dass  die  Summe  einer  Eleinentargrösse  von  geltendem  Gewichtswerthe 
und  einer  Strecke  eine  Elententargrösse  ist,  loelche  mit  der  ersteren  gleiches 
GewicJit  hat,  und  von  dem  Elemente  der  ersteren  um  die  hinzuaddirie 
Sirecke  abweicht 

6.    Anwendungen. 

§  101.     Mitte  eines  Fanktvereins. 

Wollen  wir  die  in  diesem  Kapitel  gewonnenen  Resultate  auf  die 
Geometrie  anwenden,  so  haben  wir  nur  statt  der  Elemente  uns  Punkte 
Torzustellen ;  und  behalten  wir  dann  die  übrigen  Benennungen,  welche 
in  diesem  Kapitel  eingeführt  wurden,  namentlich  die  Benennungen  „Ge- 
wicht, Abweichung,  Elementargrösse"  |  hier  in  derselben  Bedeutung  i^i 
bei,  so  erhalten  wir  auch  dieselben  Sätze,  von  denen  wir  jedoch  die 
interessantesten  in  anschaulicherer  |  Form  darlegen  wollen  141 

Stellt  man  sich  zunächst  n  Punkte  tt^,  . . .  a«  vor,  so  lässt  sich 
stets  ein  Punkt  6  finden,  dessen  Abweichung  von  jedem  beliebigen 
Punkte  Q  der  w-te  Theil  ist  von  der  Gesammtabweichung  jener  n 
Punkte  von  demselben  Punkte  ^,  und  dieser  Punkt  ist  durch  eine 
solche  Gleichung 

YoUkommen  bestimmt.  Dieser  Punkt  ist  es,  welchen  man  den  Punkt 
der  mittleren  Entfernung  zwischen  jenen  n  Punkten  zu  nennen  pflegt, 
den  ich  aber  kürzer  als  deren  Mitte  bezeichnet  habe  (vgl.  §  24). 
Drücken  wir  nun  den  obigen  Satz  geometrischer  aus,  so  können  wir 
sagen: 

Zieht  man  von  einem  veränderlichen  Funkte  q  die  Strecken  nach  n 
festen  Punkten,  so  geht  die  von  q  atis  mit  der  Sumtne  dieser  Strecken  ge- 
zogene Parallele  durch  einen  festen  Punkt  6,  weicher  die  Mitte  zwischen 
jenen  n  Punkten  heisst,  und  dessen  Entfernung  von  q  der  n-te  Theil 
jener  Summe  ist. 

Oder,  wenn  wir  auch  den  Be^ifiF  der  Summe  vermeiden  wollen: 
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Zieht  man  von  einem  veränderlichen  Punkte  q  die  Strecken  nach  n 
festen  Funkten^  und  legt  diese  Strecken^  ohne  ihre  Richtung  und  Länge 
SU  ändern^  stetig,  das  heisst  so  an  einander,  dass  der  Endpunkt  eifier 
jeden  Strecke  jedesmal  der  Anfangspunkt  der  nächstfolgenden  wird,  und 
fnacht  Q  mm  Anfangspunkt  der  ersten,  so  geht  die  Linie,  welche  die  so 
gebildete  Figur  schliesst^  durch  einen  festen  Punkt  6,  welcher  die  Mitte 
der  n  Punkte  heisst  und  von  der  scMiessefiden  Seite  nach  dem  Punkte  q  zu 
den  n-ten  Theil  abschneidet. 

Hieraus  ergiebt  sich  eine  höchst  einfache  Konstruktion  der  Mitte, 
und  zugleich  das  Gesetz,  dass  die  Strecken,  welche  von  der  Mitte  nach 
den  n  Punkten  gezogen  werden,  stetig  an  einander  gelegt  eine  ge- 
schlossene Figur  geben,  oder  dass  sie  den  Seiten  einer  geschlossenen 
Figur  gleich  und  parallel  sind. 

§  102.     Die  Mitte  als  Axe. 

Es  ist  klar,  wie  die  im  vorigen  Paragraphen  aufgestellten  Gesetze 
auch  noch  gelten,  wenn  sich  mehrere  der  festen  Punkte  vereinigen, 
wenn   man  dann   nur   die  Anzahl  derselben   festhält,  und   auch   dann 

i^^noch,  wenn  man  diese  Punkte  mit  beliebigen  positiven  oder  |  nega- 
tiven Zahlengrössen,  welche  wir  auch  hier  Gewichte  nennen  können, 
multiplicirt  denkt,  so  lange  nur  die  Summe  der  Gewichte  einen  gel- 
tenden Werth  hat;  nennen  wir  dann  wieder  die  Gesammtheit  der  so 

142  mit  j  Gewichten  behafteten  Punkte  einen  Punktverein,  so  können  wir 
den  Satz  aussprechen:  „Wenn  man  von  einem  veränderlichen  Punkte  q 
nach  den  Punkten  eines  festen  Punktvereins  Strecken  zieht,  diese 
Strecken,  ohne  ihre  Richtung  zu  ändern,  mit  den  zugehörigen  Gewichten 
multiplicirt,  und  die  so  gewonnenen  Strecken  von  q  aus  stetig  an  ein- 
ander legt,  so  geht  die  die  Figur  schliessende  Seite  durch  einen  festen 
Punkt  <y,  welcher  die  Mitte  jenes  Punktvereins  ist,  und  dessen  Ent- 
fernung von  Q  so  oft  in  der  schliessenden  Seite  enthalten  ist,  als  das 
Gesammtgewicht  beträgt." 

Ist  das  Gesammtgewicht  null,  so  föllt,  wie  sich  aus  der  Formel 

IQ^\ a~+b"+.T: 

ergiebt,  der  Punkt  6  ins  Unendliche,  und  die  schliessende  Seite  geht 
dann  durch  denselben  unendlich  entfernten  Punkt,  das  heisst,  hat  eine 
konstante  Richtung.  Dies  ergiebt  sich  noch  einfacher  und  zugleich  be- 
stimmter aus  den  Sätzen,  die  wir  für  den  Fall,  dass  das  Gesammt- 
gewicht null  ist,  oben  aufgestellt  hatten,  und  es  folgt  daraus  zugleich, 
dass  diese  schliessende   Seite  zugleich  eine  konstante  Länge  hat.    Es 
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erscheint  also  als  Mitte  des  Ponktvereins,  wenn  das  Gesammtgewicht 
null  ist,  ein  unendlich  entfernter  Punkt,  oder  was  dasselbe  ist,  eine 
konstante  Richtung,  also  nicht  ein  (endlich  liegender)  Mittelpunkt,  son- 
dern eine  Mittelaxe.  Da  dieser  Fall  ein  besonderes  Interesse  darbietet, 
so  sprechen  wir  ihn  noch  einmal  mit  möglichster  Vermeidung  aller 
Eonstausdrücke  aus: 

Zieht  man  von  einem  veränderlichen  Punkte  q  die  Strecken  nach  einer 
Heike  fester  Punkte,  m  welchen  eine  Reihe  von  ZahlengrÖssen,  deren 
Summe  nüU  ist,  gehört,  und  man  legt  diese  Strecken,  nachdem  man  sie, 
ohne  ihre  Richtung  zu  verändern,  mit  den  zugehörigen  Zahlen  multiplicirt 
hatj  stetig  an  einander,  so  hat  die  schliessende  Seite  konstante  Richtung 
und  Länge,  und  kann  die  Axe  jenes  Punktvereins  genannt  werden*), 

§  103.     Sohwerpnnkt.     Axe  des  Gleiohgewichts. 

In  Bezug  auf  die  Statik  stellen  wir  sogleich  das  Hauptgesetz  auf,  143 
nämlich 

Wenn  die  Punkte  eines  Vereins  von  parallelen  Kräften  gezogen  \  werden,  148 
vdche  den  Gewichten  jener  Punkte  proportional,  aber  von  veränderlicher 
Dichtung  sind,  so  ist  das  Gesammtmoment  jener  Kräfte  in  Bezug  auf  die 
Mute  jenes  Vereins  null,  in  Bezug  auf  jeden  andern  Punkt  gleich  dem 
Moment  der  an  der  Mitte  angebrachten  Gesammtkraft. 

Der  Beweis  ist  höchst  einfach.  Ist  nämlich  ts  die  Mitte  des  Ver- 
eins Q«,  hß,  . . .,  und  sind  ap,  hp,  ...  die  Kräfte,  durch  welche  die 
Punkte  a,  /3,  .  . .  gezogen  werden,  so  hat  man  das  Gesammtmoment  in 
Bezug  auf  6  gleich 

a  [öa']  .p  +  h  [6ß]  ,p  •■] =  (a  [öa]  +  b  [öß]  -| )  .|)  =  0, 

da  der  erste  Faktor  nach  dem  vorigen  Paragraphen  null  ist.   Für  jeden 
andern  Punkt  q  hat  man  das  Moment  gleich 

und  da  der  erste  Faktor  gleich  (ci  +  ^  +  •  •  *)  [^^]   ^^^y  gl^ic^ 

[Q0].(a  +  h  +  '"),p, 

das  heisst  gleich  dem  Moment  der  an  6  angebrachten  Gesammtkraft. 

Es  ist  bekannt  genug,  dass  von  der  ersteren  Eigenschaft  die  Mitte, 

wenn   die    Gewichte    als    physische    Gewichte   aufgefasst   werden,    der 

Schwerpunkt  heisst.    Da   die  physischen  Gewichte  immer  als  positiv 

*)  SoUten  die  Resultate  dieses  Paragraphen  in  rein  geometrische  Form  ge- 
kleidet werden,  so  müsste  man  statt  der  Gewichte  parallele  Strecken  nehmen, 
deren  Grössen  das  Verhältniss  der  Gewichte  darstellten. 


170  Aj.  Abschn.II.Kap.l.Add.u.Snbtr.derElementargrösseneraterStufe.  §108,104. 

erscheinen,  so  hat  der  zweite  Fall  hier  keine  direkte  Anwendung. 
Denkt  man  sich  aber  einen  in  eine  Flüssigkeit  getauchten  Körper, 
welcher  von  dieser  Flüssigkeit  rings  umgeben  ist,  und  rechnet  man 
die  Kraft,  mit  welcher  jedes  Theilchen  durch  sein  physisches  Gewicht 
nach  unteu;  und  die,  mit  welcher  es  durch  den  Druck  der  Flüssigkeit 
(welcher  dem  physischen  Gewichte  der  verdrängten  Flüssigkeit  gleich 
ist)  nach  oben  getrieben  wird,  zusammen,  und  betrachtet  die  G^sammt- 
kraft  als  mathematisches  Gewicht  des  betreffenden  Theilchens,  so  hat 
man  ebenso  wohl  positive  als  negative  Gewichte.  Wenn  ins  Besondere 
der  Körper  in  der  Flüssigkeit  schwebt,  so  ist  die  Summe  jener  Ge- 
wichte null,  und  statt  des  mit  einem  Gewicht  behafteten  Schwerpunktes 
tritt  mm  eine  bestimmte  Strecke  als  Summe  des  Punktvereins  auf, 
welchen  der  in   der  Flüssigkeit   schwebende  Körper  darstellt.     Diese 

^1^:* Strecke  kann  '■  ins  Besondere  null  werden;  dann  schwebt  der  Körper 
in  jeder  Lage  im  Gleichgewicht;  hingegen  in  jedem  andern  Falle  be- 
stimmt die  Richtung  der  Strecke  die  Axe,  welche  die  senkrechte  Lage 

144  annehmen  muss,  wenn  der  in  der  Flüssigkeit  schwebende  Körper  {  im 
Gleichgewichte  sein  soll. 

Wie  die  Richtung  und  Länge  dieser  Strecke,  welche  für  die  Statik, 
wie  wir  im  nächsten  Paragraphen  zeigen  werden,  eine  bestimmte  und 
einfache  Bedeutung  hat,  gefunden  werden  könne,  ergiebt  sich  sogleich 
aus  dem  folgenden  Satze,  welcher  eine  immittelbare  Folgerung  aus 
dem  Begriffe  der  Summe  mehrerer  Elementargrössen  ist,  nämlich  aus 
dem  Satze: 

Wenn  ein  Körper  aus  mehreren  einzelnen  Körpern  zusammengefügt 
ist,  so  findet  man  aus  den  Schwerpunkten  und  den  Gewichten  der  ein- 
zelnen  Körper  den  Schwerpunkt  und  das  Gewicht  des  Ganzen ,  oder  die 
Strecke,  welche  beides  vertritt,  indem  man  die  Summe  aus  den  mit  den 
betreffenden  Gewichten  behafteten  Schwerpunkten  nimmt 

In  unserm  Falle  ist  der  Schwerpunkt  des  Körpers  an  sich  und 
der  des  verdrängten  Wassers  zu  nehmen,  und  beide  mit  den  betreffen- 
den Gewichten,  welche  entgegengesetzt  bezeichnet  sind,  zu  multipli- 
ciren;  und  da  für  den  Fall,  dass  der  Körper  schwebt  in  der  Flüssig- 
keit, die  Gewichte  gleich  sind,  so  erhält  man  als  Summe  dies  Gewicht, 
multiplicirt  mit  der  gegenseitigen  Abweichung  beider  Schwerpunkte; 
die  Axe  geht  also  durch  beide  Schwerpunkte  und  ist  null,  wenn  die- 
selben zusammenfallen. 

§  104.     Magnetismus,  magnetisohe  Axe. 

Eine  ungleich  wichtigere  Anwendung  des  letzten  Falles,  in  welchem 
statt  des  Summenpunktes  eine  Axe  erscheint,  ist  die  auf  den  Mi^etismus. 
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Gauss  hat  gezeigt^),  dass  die  magnetischen  Intensitäten  inner- 
halb eines  magnetischen  Körpers  allemal  zur  Summe  Null  geben. 
Denkt  man  sich  diese  Intensitäten  den  zugehörigen  Punkten  (oder 
Theilchen)  als  mathematische  Gewichte  beigelegt^  so  wird  die  Summe 
des  so  gebildeten  Punktvereins  eine  Strecke  von  bestimmter  Richtung 
und  Länge  sein.  Um  die  Bedeutung  dieser  Strecke  für  die  Theorie  des 
Magnetismus  kennen  zu  lernen^  denken  wir  uns  eine  magnetische  Kraft, 
welche,  wie  etwa  der  Erdmagnetismus,  oder  die  Kraft  eines  entfernten 
Magneten,  die  {  einzelnen  Punkte  in  parallelen  Richtungen,  den  magne-1^5 
tischen  Intensitäten  proportional  forttreibt,  so  ist  das  Moment  dieser 
Kräfte  in  Bezug  auf  irgend  einen  Punkt  q  gleich 

wenn  ap,hp, ...  die  den  magnetischen  Intensitäten  Q,  b, . . .  proportio- 146 

nalen  auf  die  Punkte  a,  ß,  ...  wirkenden  Kräfte  sind;  es  verwandelt 

sich  aber  jener  Ausdruck,  wenn  man  den  gemeinschaftlichen  Faktor  p 

aasserhalb  einer  Klammer  setzt,  und  bedenkt,  dass  dann  die  von  der 

Klammer  eingeschlossene  Grösse  jener  konstanten  Strecke,  welche  die 

Summe    des    Punktvereins    darstellt    und   von   uns    mit    a   bezeichnet 

werden  soll,  gleich  ist,  in 

a.p, 

das  heisst,  das  Moment  jener  Kräfte  ist  in  Bezug  auf  je  zwei  Punkte 
gleich  gross,  nämlich,  wenn  wir  a  die  magnetische  Axe,  und  p  die  ein- 
wirkende magnetische  Kraft  (wie  sie  auf  einen  Punkt  von  der  zur 
Einheit  genommenen  Intensität  wirkt)  nennen,  gleich  dem  äusseren 
Produkt  der  magnetischen  Axe  in  die  einwirkende  magnetische  Ejiuft. 
Gleichgewicht  ist  also  vorhanden,  wenn  dies  Produkt  null  ist,  das  heisst, 
die  magnetische  Axe  in  der  Richtung  der  einwirkenden  Kraft  liegt. 

Der  Begriff  der  magnetischen  Axe,  wie  ich  ihn  hier  dargestellt 
habe,  ist  von  dem  sonst  gangbaren  nur  dadurch  verschieden,  dass  sie 
hier  als  eine  Strecke  von  bestimmter  Richtung  und  Länge  aufgefasst 
ist,  während  man  sonst  an  ihr  nur  die  Richtung  festzuhalten  pflegt. 
Die  Gründe,  warum  ich  diesen  Begriff  modificirt  habe,  ohne  die  Be- 
nennung zu  ändern,  ergeben  sich  leicht,  da  einerseits  die  Wissenschaft 
die  Verknüpfung  der  Richtung  und  Länge  jener  Strecke  zu  einem  Be- 
griffe fordert,  und  andrerseits  aus  dem,  was  man  über  die  magnetische 
Axe  aussagt,  jedesmal  sogleich  hervorgeht,  ob  die  Länge  in  den  Be- 
griff mit  aufgenommen  ist,  oder  nicht,  so  dass  also  keine  Verwechselung 
möglich  ist.    Dass  man  bisher  in  der  Theorie  des  Magnetismus  beides 

•)  In  seiner  Abhandlung  „Intensitas  vis  magneticae"'.  [Werke,  Bd.  V,  S.  79  ff.] 
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stets  gesondert  betrachtet  hat,  liegt  nur  darin,  dass  die  Einheit  von 
Richtung  und  Länge,  wie  wir  sie  in  dem  Begriffe  der  Strecke  aufge- 
fasst  haben,  bisher  in  der  Geometrie  keine  Stelle  fand.  Uebrigens  be- 
weist schon  die  ausserordentliche  Einfachheit,  in  welcher  vermöge  dieses 
Begriffes  und  der  durch  unsere  Wissenschaft  gebotenen  Verknüpfung 

UßdsLs  magnetische  Moment  sich  darstellt,  die  Unentbehrlichkeit  unserer 
Analyse  für  die  Theorie  des  Magnetismus  hinlänglich. 

Anmerkung.  Wir  sind  hier  zu  dem  ersten  und  einzigen  Punkte 
gelangt,  in  welchem  unsere  Wissenschaft  an  schon  anderweitig  Be- 
kanntes heranstreifb.  Nämlich  in  dem  barycentrischen  Kalkül  von 
Möbius  wird  gleichfalls  eine  Addition  einfacher  und  vieKacher  Punkte 

146  dargelegt,  zwar  zunächst  nur  als  eine  kürzere  Schreibart,  aber  doch 
mit  derselben  Rechnungsmethode,  wie  wir  sie  in  den  ersten  Paragra- 
phen  dieses  Kapitels,  wenn  gleich  in  grosserer  Allgemeinheit,  dar^ 
haben.  Was  jedoch  dort  gänzlich  fehlt,  ist  die  Auffassung  der  Summe 
als  Einer  Grösse  für  den  Fall,  dass  die  Gewichte  zusammen  Null 
betragen. 

Was  den  scharfsinnigen  Verfasser  jenes  Werkes  daran  hinderte, 
diese  Summe  als  Strecke  von  konstanter  Länge  imd  Richtung  aufzu- 
fassen, ist  ohne  Zweifel  die  Ungewohntheit,  Länge  und  Richtung  in 
Einem  Begriffe  zusammenzufassen.  Wäre  jene  Summe  dort  als  Strecke 
fixirt,  so  wäre  daraus  der  Begriff  der  Addition  imd  Subtraktion  der 
Strecken,  wie  wir  ihn  in  Kapitel  1  des  ersten  Abschnittes  dargestellt 
haben,  für  die  Geometrie  hervorgegangen,  und  unsere  Wissenschaft 
hätte  einen  zweiten  Berührungspunkt  mit  jenem  Werke  gefunden;  auch 
würde  dann  der  barycentrische  Kalkül  selbst  eine  viel  freiere  und  all- 
gemeinere Behandlimg  gewonnen  haben*). 

§  105.     Anwendung  auf  die  Differensialreohnimg. 

Es  erscheint  mir  hier  der  geeignetste  Ort,  um  die  Anwendung 
unserer  Wissenschaft  auf  die  Differenzialrechnung  wenigstens  anzudeuten. 

*)  Als  ich  diese  Anmerkung  schrieb,  war  mir  die  Mechanik  von  Möbius 
(Leipzig  1843),  in  welcher  er  die  Addition  der  Strecken  lehrte,  noch  nicht  zu 
Gesicht  gekommen.  Die  Abhandlung  in  Crelle's  Journal  (Band  28),  in  welcher 
Möbius  den  barycentrischen  Kalkül  in  der  hier  angedeuteten  Weise  begründete, 
erschien  erst  nach  dem  Druck  der  Ausdehnungslehre,  obwohl  das  Datum  der 
Unterschrift  nachweist,  dass  dieselbe  schon  früher  geschrieben  war.  Es  gehört 
dies  zu  den  merkwürdigen  Berührungen  wissenschaftlicher  Arbeiten,  wie  sie  so. 
oft  zum  Erstaunen  derer,  welche  so  zusammentreffen,  stattfinden.  (1877.)  [Qemeint 
sind  die  Elemente  der  Mechanik  des  Himmels,  s.  Möbius  ges.  Werke  Bd.  4, 
S.  1  —  318.  Die  erwähnte  Abhandlung  steht  im  Crelleschen  Journale,  Bd.  28  auf 
S.  1  —  9  und  in  den  ges.  Werken  Bd.  1,  S.  601-612.] 
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um  zu  einer  solchen  Anwendung  zu  gelangen^  müssen  wir  die 
durch  unsere  Wissenschaft  gewonnenen  Grössen  als  Funktionen  dar- 
stellen. Dies  geschieht  am  einfachsten^  wenn  die  unabhängige  Ver- 
änderliche als  Zahlengrösse  gesetzt  wird,  etwa  gleich  t.  Dann  wird 
sich  jede  Grosse  P  in  der  Form 

oder  noch  aUgemeiner  in  der  Form 

darstellen  lassen;  wo  -4, 1?,  (7, . . .  oder  Am,  An^ ...  noth wendig  Grössen 
von  derselben  Stufe  sind  wie  P,  und  als  unabhängig  von  t  gedacht 
werden  müssen.  Setzen  wir  dann  diesen  Ausdruck  als  Fimktion  von 
t  gleich  f(t)y  also 

und  setzen  wir  femer  U7 

dP^f(t  +  di)-nt), 

so  erhalten  wir  im  al^emeinen  Falle 

Als  der  einfachste  Fall  erscheint  hier  der,  dass  P,  also  auch 
Am,  Au, . . .  Elementargrössen  erster  Stufe  sind.  Nimmt  man  dann  ins 
Besondere  an^  dass  P  ein  konstantes  Gewicht  habe,  so  wird  es  sich, 
wenn  man  die  Grössen  jetzt  als  Grössen  erster  Stufe  mit  kleinen  Buch- 
staben bezeichnet;  in  der  Form  darstellen  lassen 

wo  hmyhnf.  Strecken  darstellen;  a  und  p  also  Elementargrössen  von 
gleichem  Gewichte.     Dann  erhält  man 

und  ^  stellt  also  eine  Strecke  dar. 

Man  übersieht  leicht;  dass,  wenn  p  den  Ort  eines  Punktes  in  der 

Zeit  t  darstellt;  dann 

dp 

dt 
die  Geschwindigkeit  desselben  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach;  imd 

dt* 

seine  Beschleunigung  auf  dieselbe   Weise  darstellt.     Durch   die   Ein- 
f&hnmg  dieser  Betrachtungsweise   in  die  Mechanik  gelangt  man  mit 
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Anwendung  unserer  Analyse  aufs  Leichteste  zu  der  Lösung  mancher 
Probleme,  die  sonst  als  verwickelt  erscheinen;  doch  würde  mich  die 
weitere  Verfolgung  dieses  Gegenstandes  zu  weit  von  meinem  Ziele 
abführen  *). 


Zweites  E^piteL 

Aeussere  Multiplikation^  Division  und  Abschattung 

der  Elementargrossen. 

A.    Theoretische  Entwickelung. 

§  106.    In  wiefern  die  Strecke  als  Produkt  aufgefasst  werden  kann« 

Der  BegrifiF  der  Abweichung,  wie  wir  ihn  der  Entwickelung  des 
vorigen  Kapitels  zu  Grunde  legten,  enthält  dem  Keime  nach  den  Be- 
griff des  Produktes  zweier  Elementargrossen  in  sich. 
148  Wir  verstanden  dort  unter  der  Abweichung  eines  Elementes  a 
von  einem  andern  Elemente  q  die  Strecke,  welche  von  q  nach  a  ge- 
führt werden  kann,  und  bezeichneten  dieselbe  mit  [9a];  ebenso  ver- 
standen wir  unter  der  Abweichung  eines  Elementarvereines  von  einem 
Elemente  q  die  Yielfachensumme  aus  den  Abweichungen  seiner  Ele- 
mente von  demselben  Elemente  ^,  wenn  man  als  Koefficienten  dieser 
Yielfachensumme  die  den  betreffenden  Elementen  zugehörigen  Zahlen- 
grössen  (Gewichte)  nimmt.  Wir  bestimmten  darauf  die  einem  Elementar- 
verein entsprechende  Elementargrösse  so,  dass  sie  statt  desselben  ge- 
setzt werden  konnte,  sobald  es  sich  nur  um  die  Abweichung  handelte, 
und  setzten  eben  die  Gleichheit  der  Abweichungen  als  einzige  Be- 
dingung für  die  Gleichheit  der  Elementargrössen;  daraus  ergab  sich 
dann,  dass  die  einem  Elementarvereine  zugehörige  Elementargrösse 
wiederum  die  mit  den  zugehörigen  Gewichten  als  Koefficienten  ver- 
sehene Vielfachensumme  der  Elemente  sei,  also  die  entsprechende  Viel- 
fachensumme der  Elemente,  wie  die  Gesammtabweichung  jenes  Vereins 
eine  Vielfachensumme  aus  den  Abweichungen  der  Elemente  war. 

Bezeichnen  wir  daher  gleichfalls  die  Abweichung  einer  Elementar- 
grösse a  von  einem  Elemente  q  mit  [9  a],  so  haben  wir 

[q  (aa  +  b/J  +  ...)J  =  a  [pa]  +  b  [p/JJ  +  •••; 
und  so  auch,  da  die  Gesammtabweichung  eines  Elementarvereins  die 
Summe  ist  aus  den  Abweichungen  seiner  Theüe 


*)  Vgl.  meinen  Aufsatz:  Die  Mechanik  nach  den  Principien  der  Ausdehnungs- 
lehre,  in  den  mathematischen  Annalen  Bd.  XII,  [S.  222—240].    (1877.) 
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[gia  +  b  +  c-i )]  =  [qü]  +  [pt]  H , 

wenn  a,b, .,.  beliebige  Elementargrössen  vorstellen.  Späterhin  hatten 
wir  das  Produkt  einer  Zahlengrösse  in  eine  ElementargrössC;  das  heisst 
in  eine  Vielfachensumme  von  Elementen,  als  eine  Vielfachensumme 
definirt^  welche  aus  der  ersteren  durch  Multiplikation  ihrer  Koefficienten 
mit  jener  Zahlengrosse  hervorgeht,  imd  daraus  folgt  nun,  dass  man 
die  Abweichimg  einer  m- fachen  Elementargrösse  findet,  wenn  man  die 
der  einfachen  mit  m  multiplicirt,  also  dass 

{Q(ma)]  =  mlQa] 

ist*).    Kurz  es  zeigt  sich,  dass  die  multiplikatiye  Grundbeziehung  |  iüil49 
die  fragliche  Verknüpfung  von  q  mit  einer  Elementargrösse,  sowohl 
an   sich,  als  auch  in  Bezug   auf  das   Hinzutreten  von  Zahlenfaktoren 
gilt,  sobald   man  nur  den   zweiten  Faktor  als  gegliedert   betrachtet.  149 
Ueberdies  zeigt  sich,  da  [qq]  null  ist,  und  [qo]  gleich  — [ccQ]y  dass 
diese  Multiplikation  eine  äussere  sein  würde. 

§  107.     Elementarsysteme. 

Ehe  wir  nun  zu  dem  vollständigen  Begriffe  des  äusseren  Produktes 
der  Elementargrossen  übergehen,  wollen  wir  den  Begriff  der  Elementar- 
sfsteme  feststellen. 

Dieser  Begriff  gründet  sich  wie  der  der  Ausdehnungssysteme  (§  IG) 
auf  den  Begriff  der  Abhängigkeit.  Wir  nennen  eine  Elementargrösse 
erster  Stufe  abhängig  von  andern  Elementargrössen,  wenn  sie  sich  als 
Vielfachensumme  derselben  darstellen  lässt,  hingegen  nennen  wir  mehrere 
Elementargrössen  erster  Stufe  unabhängig,  wenn  zwischen  ihnen  keine 
Abhängigkeit  in  dem  angegebenen  Sinne  stattfindet,  das  heisst,  keine 
Yon  ihnen  sich  als  Vielfachensumme  der  übrigen  darstellen  lässt.  Nun 
verstehen  wir  unter  einem  Elementarsysteme  n-ter  Stufe  die  Gesammt- 
heit  der  Elemente,  welche  von  n  Elementen  abhängig  sind,  während 
diese  n  Elemente  von  einander  unabhängig  sind. 

Sind  nun  a,  /J,  y,  . . .  die  n  von  einander  unabhängigen  Elemente, 
und  ich  betrachte  zwei  von  ihnen  abhängige  Elemente  q  und  tf,  so 
wird  auch  ihre  Differenz  sich  als  Vielfachensumme  jener  n  Elemente 
darstellen  lassen;  diese  Differenz,  welche  die  gegenseitige  Abweichung 
beider  Elemente  darstellt,  hat  zum  Gewichte  Null,  und  man  erhält 
daher  q  —  6  in  der  Form  dargestellt: 


*)  Hieraas  ergiebt  sich  übrigens,  dass  man  in  der  ersten  Gleichung  dieses 
Paragraphen  auch  statt  der  Elemente  a,  ß,  ...  die  Elementargrössen  a,  6,  ... 
einfahren  könnte. 
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Q  —  tf  =  aa  +  6/8  +  cy  +  •••, 
wo  zugleich 

a  +  b  +  c  +  •••==  0 

ist.  Drückt  man  yermittelst  der  letzten  Gleichung  irgend  einen  der 
Eoefficienten,  zum  Beispiel  Q;  durch  die  übrigen  auS;  so  erhält  man, 
indem  man  diesen  Werth  in  die  erste  einfährt, 

^-(y  =  b(/J  — «)  +  C(y— a)H , 

das  heisst,  die  gegenseitige  Abweichung  zweier  Elemente  eines  Ele- 
mentar-Systems  ii-ter  Stufe  ist  als  Vielfachensumme  von  (n  —  1)  Strecken 
darstellbar,  welche  von  einem  der  n  Elemente,  die  das  System  be- 
stimmen, nach  den  übrigen  gelegt  sind;  und  umgekehrt,  jede  Strecke, 

150  die  sich  als  Vielfachensumme  dieser  (w  —  1)  Strecken  |  darstellen  lässt, 
führt  auch  von  einem  Elemente  jenes  Systems  nothwendig  wieder  zu 
einem  Elemente  desselben  Systems. 

Wir  können  daher  auch  sagen,  ein  Elementarsystem  ii-ter  Stufe 

150  sei  die  Gesammtheit  der  Elemente,  deren  gegenseitige  {  Abweichungen 
einem  und  demselben  Ausdehnungssystem  (n  —  l)-ter  Stufe  angehören, 
oder,  wenn  man  sich  so  ausdrücken  will,  es  sei  die  elementare  Dar- 
stellung eines  Ausdehnungssystemes  (n  —  l)-ter  Stufe.  Noch  bemerke 
ich,  dass  es  im  Begriffe  des  Elementarsystems  unmittelbar  liegt,  dass 
n  Elemente  dann  imd  nur  dann  von  einander  unabhängig  sind,  wenn 
sie  keinem  niederen  Elementarsystem  als  dem  n-ter  Stufe  angehören. 

§  108.    AeoBseres  Produkt  der  Elementargrössen,  formell  bestimmt. 

Um  nun  sogleich  zu  dem  Begriff  der  äusseren  Multiplikation  be- 
liebig vieler  Elementargrössen  erster  Stufe  zu  gelangen,  haben  wir  nur 
den  allgemeinen  (formellen)  Begriff  der  äusseren  Multiplikation  auf 
diese  Grössen  anzuwenden. 

Der  Begriff  der  Multiplikation  ist  schon  dadurch  bestimmt,  dass 
man  in  einem  Produkte  von  zwei  Faktoren,  von  denen  der  eine  aus 
zwei  gleichartigen  Stücken  besteht,  statt  dieses  Faktors  seine  Stücke 
einzeln  einführen,  und  die  so  gebildeten  Produkte,  welche  wieder  als 
gleichartig  zu  betrachten  sind,  addiren  darf.  Das  Produkt  mehrerer 
Grössen  erster  Stufe  (die  wir  als  solche  einfache  Faktoren  genannt 
haben)  wird  als  ein  äusseres  dadurch  bestimmt,  dass  ohne  Werth- 
änderung  desselben  in  jedem  einfachen  Faktor  solche  Stücke,  welche 
mit  einem  der  beiden  zunächststehenden  Faktoren  gleichartig  sind, 
weggelassen  werden  können.  Durch  diese  Grundgesetze  bestimmen  wir 
also  auch  den  Begriff  der  Multiplikation  von  Elementargrössen  erster 
Stufe,   und  halten  zugleich  alle,  in  dem   ersten  Abschnitte   für  Aus- 
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dehnungsgrossen  gegebenen  Begriffsbestimmungen  auch  fiir  Elementar- 
grössen fest,  und  da  auf  jenen  Grundgesetzen  und  den  binzutretenden 
BegriSisbestimmungen  alle  im  ersten  Abschnitte  bewiesenen  Gesetze 
beruhen,  so  gelten  sie  auch  alle  für  Elementargrössen,  also  namentlich 
alle  Gesetze  der  äusseren  Multiplikation,  der  formellen  Addition  und 
Subtraktion,  der  Division  und  der  Abschattung.  In  Bezug  auf  die  letzte 
bemerken  wir  nur  noch,  dass  der  Name  Projektion  hier  nicht  gebraucht 
werden  darf,  weil  er  in  Bezug  auf  Elementargrössen,  wie  sich  später 
zeigen  wird,  einen  gänzlich  andern  Begriff  in  sich  schliesst,  als  wir 
bisher  mit  dem  Namen  |  der  Abschattung  bezeichneten.  151 

Unsere  Aufgabe  bleibt  daher  ins  Besondere,  imserm  Begriffe  die 
möglichste  Anschaulichkeit  zu  geben,  und  seine  konkrete  Darstellung 
vor  Augen  zu  legen. 

§  109.     Bealisation  dieses  Produktes;  Answeiohimg,  starre 

ElementargTÖsse. 

Die  Hauptsache  ist  hier,  auszumitteln,  wann  zwei  Produkte  ein- 
ander gleichgesetzt  werden  können,  indem  dadurch  der  Begriffsumfang 
der  Grösse,  welche  das  Produkt  darstellt,  bestimmt  wird.  Da  nun  j  durch  I6i 
jene  formellen  Grundgesetze  der  Begriff  des  Produktes  vollkommen  be- 
stinamt  sein  soll,  so  haben  wir  zwei  Produkte  dann,  aber  auch  nur 
dann,  einander  gleich  zu  setzen,  wenn  sich  vermittelst  jener  Grund- 
gesetze (oder  der  daraus  abgeleiteten)  das  eine  Produkt  in  das  andere 
yerwandeln  lässt. 

Es  sei  daher  ein  Produkt  aus  n  Elementargrössen  erster  Stufe 
der  Betrachtung  unterworfen.  Zunächst  ist  klar,  dass  wenn  die  Ge- 
wichte dieser  n  Elementargrössen  alle  einzeln  genommen  null  sind, 
also  jede  derselben  als  Ausdehnungsgrösse  erster  Stufe  erscheint,  auch 
ihr  Produkt  eine  Ausdehnimgsgrösse  w-ter  Stufe  liefert.  In  jedem  an- 
dern Falle,  und  wenn  auch  nur  Ein  einfacher  Faktor  ein  geltendes 
Gewicht  hat*),  lässt  sich  jenes  Produkt  als  Produkt  eines  Elementes 
in  eine  Ausdehnungsgrösse  (n—  l)-ter  Stufe  darstellen.  Denn  wir  können 
zuerst  den  Faktor,  von  welchem  wir  voraussetzen,  dass  sein  Gewicht 
nicht  null  sei,  auf  die  erste  Stelle  bringen;  sollte  sich  dabei  das  Vor- 
zeichen des  Produktes  ändern,  so  können  wir  statt  dessen  das  Zeichen 
irgend  eines  Faktors  ändern.  Ist  nun  aa  jener  Faktor,  dessen  Gewicht 
a  nicht  null  sein  soll,  so  köimen  wir  nun  den  übrigen  Faktoren,  wenn 
ihr  Gewicht  noch  nicht  null  ist,  ein  beliebiges  Vielfaches  von  a  als 
Stück    hinzufügen,  ohne    den  Werth   des  Produktes   zu   ändern,   und 


*)  das  heisst  ein  solches,  welches  nicht  null  ist. 

GrAttmann,  Werke.    I.  12 


178     Aj.    Abschn.  II.  Kap.  2.  Multiplikaüoii  der  Elementargrössen.  §  109,  110. 

dadurch  das  Gewicht  jedes  der  übrigen  Faktoren  auf  Null  bringen.  Nach- 
dem dies  geschehen  ist;  sind  also  die  übrigen  (n  —  1)  Faktoren  Strecken 
geworden;  ihr  Produkt,  welches  eine  Ausdehnungsgrösse  (w  —  l)-ter 
Stufe  ist,  sei  Qj  so  ist  die  Elementargrosse  gleich 

und  dies  wiederum,  da  a  eine  Zahlengrösse  ist,  gleich 

a  .  a(?  =  a  .  P, 

^5^  wenn  a  Q  gleich  P  gesetzt  wird.  £s  ist  also  die  oben  aufgestellte  {  Be- 
hauptung erwiesen;  aber  noch  mehr:  da  das  zu  den  einzelnen  Faktoren 
Iiinzuzuaddirende  Vielfache  von  a,  wenn  es  das  Gewicht  derselben  null 
machen  soll,  ein  bestimmtes  ist,  so  ergiebt  sich  dadurch  ein  bestimmter 
Werth  von  (?,  also  auch  von  P. 

Um  nun  zu  zeigen,  dass  P  immer  einen  bestimmten  Werth  be- 
hält, welche  Formveränderung  man  auch  vorher  mit  jenem  Produkte 
vorgenommen  hat,  haben  wir  nur  festzuhalten,  dass  alle  Formver- 
änderungen eines  Produktes,  welche  den  Werth  desselben   ungeändert 

152  lassen,  darauf  {  beruhen,  dass  man  jedem  einfachen  Faktor  Stücke  hin- 
zufügen kann,  welche  den  übrigen  Faktoren  gleichartig  sind.  Lassen 
wir  nun  in  dem  ursprünglichen  Produkte  zunächst  den  Faktor  aa  un- 
geändert, fügen  aber  irgend  einem  andern  Faktor  ein  Stück  hinzu, 
welches  irgend  einem  der  übrigen  Faktoren,  etwa  dem  Faktor  bß 
gleichartig  ist,  zum  Beispiel  das  Stück  m/S,  wo  tn  eine  Zahlengrösse 
bedeutet,  so  hat  man  nachher,  um  das  Gewicht  dieses  vermehrten 
Faktors  auf  Null  zu  bringen,  noch  ausser  dem,  was  vorher  zu  sub- 
trahiren  war,  die  Grosse  m«  zu  subtrahiren,  somit  erscheint  das  jenem 
Faktor  hinzugefügte  gleich  tn(/J  — a);  aber  der  Faktor  b/J  verwandelt 
sich  bei  derselben  Umwandlung  in  b{ß  —  a) ;  also  bleibt  auch  nach 
der  bezeichneten  Umwandlung  das  dem  einen  Faktor  hinzugefügte 
Stück  dem  andern  gleichartig,  das  heisst  das  Produkt  Q,  also  auch  P 
behält  denselben  Werth. 

Somit  haben  wir  gezeigt,  dass  der  Werth  P,  welcher  als  zweiter 
Faktor  erscheint,  ein  bestimmter  ist,  wenn  a  unverändert  bleibt;  nun 
kann  aber  a  um  jede  Strecke  wachsen,  welche  dem  Systeme  P  an- 
gehört; es  sei  dieselbe  p,,  so  hat  man 

(a+i)O.P=a.P, 

das  heisst,  es  kann  sich  das  Element  a  in  jedes  dem  Elementarsysteme, 
was  durch  a  und  P  bestimmt  ist,  angehörige  Element  verwandeln, 
während  P  immer  denselben  Werth  behält,  imd  hiermit  ist  der  Be- 
griffsumfang  bestimmt. 

Wir  nennen  nun  ein  Produkt  von  n  Elementargrössen  erster  Stufe 
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oder  eine  Summe  von  solchen  Produkten  eine  Elementargrösse 
n-ter  Stufe,  und  ein  solches  Produkt,  dessen  einfache  Faktoren  nicht 
sammtlich  Strecken  sind,  eine  starre  Elementargrosse.  Somit 
haben  wir  den  Satz  gewonnen,  „dass  eine  starre  Elementargrösse  n  -ter 
Stufe  sich  als  Produkt  eines  Elementes  in  eine  Ausdehnung  (n  —  l)-ter 
Stnfe  darstellen  lasst,  |  dass  diese  Ausdehnimg,  welche  wir  die  Aus-^^^ 
weichung  jener  Elementargrösse  nennen,  durch  dieselbe  vollkommen 
bestimmt  sei,  dass  aber  als  Element  jedes  beliebige  angenommen  werden 
kami,  was  dem  durch  die  einfachen  Faktoren  der  Elementargrösse  be- 
stimmten Systeme  angehört  Die  starre  Elementargrösse  erscheint 
daher  überhaupt  als  Einheit  des  durch  sie  bedingten  Elementarsystems 
und  der  ihr  zugehörigen  Ausweichung;  und  durch  das  Ineinanderschauen 
beider,  das  heisst,  durch  das  Zusammenfassen  beider  Anschauungen  in 
eine  ist  die  Begriffseinheit  einer  Elementargrösse  von  höherer  Stufe, 
oder,  I  was  dasselbe  ist,  eines  Produktes  von  Elementargrössen  erster  1^3 
Stufe  gegeben. 

Wir  wollen  nun  die  Anschauung  der  starren  Elementargrösse  da- 
durch rollenden,  dass  wir  sie  als  bestimmten  Theil  des  Elementar- 
Systems,  dem  sie  angehört,  darzustellen  suchen. 

§  110.     Das  Eokgebüde. 

Nach  dem  im  vorigen  Paragraphen  aufgestellten  Begriff  ist  das 
Produkt  zweier  Elemente  a,  ß  die  an  das  durch  a  und  ß  bestimmte 
Elementarsystem  gebundene  und  dadurch  gleichsam  erstarrte  Strecke  aß. 
Den  Begriff  der  Strecke  gründeten  wir  auf  den  des  einfachen  Aus- 
dehnungsgebildes erster  Stufe.    Darunter  verstanden  wir  die  Gesammt- 
heit  der  Elemente,  in  die  ein  erzeugendes  Element  bei  stetiger  Fort- 
setzung derselben  Aenderung   überging;   das   erzeugende  Element   in 
seinem  ersten  Zustande  nannten  wir  das  Anfangselement  des  Gebildes, 
in  seinem  letzten  das  Endelement,  beide  Elemente  die  Gränzelemente 
und  alle  übrigen  Elemente  des  Gebildes  bezeichneten  wir  als  zwischen 
jenen  Gränzelementen  liegende.    Somit  können   wir  auch  sagen,  das 
einfache  Gebilde  aß  sei  die  Gesammtheit  der  zwischen  a  und  ß  liegen- 
den Elemente,  wobei  es  vermöge  des  Begriffs  des  Stetigen  gleichgültig 
ist,  ob  wir  die  Gränzelemente  selbst,  weil  sie  an  sich  keine  Ausdehnung 
darstellen,  mit  hinzimehmen  oder  nicht. 

Dies  Gebilde  nun  wird  als  Elementargrösse  zweiter  Stufe  aufge- 
fasst,  wenn  man  nur  einestheils  das  Elementarsystem  zweiter  Stufe, 
dem  es  angehört,  und  andrerseits  die  Erzeugungsweise  festhält,  so  dass 
zwei  solche  Gebilde,  welche  demselben  Elementarsysteme  zweiter  Stufe 
angehören  und  durch  dieselben  Aenderungen  erzeugt  sind,  als  Elementar- 

12* 
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grossen  einander  gleich  sind^  aber  auch  nur  zwei  solche.  Oder  denkt 
man  das  ganze  Elementarsystem  durch  stetige  Fortsetzung  derselben 
i5^  Aenderung  {  erzeugt,  und  nimmt  zwei  Elemente  desselben  als  ent- 
sprechende an,  und  ausserdem  je  zwei  Elemente  als  entsprechende, 
welche  aus  den  entsprechenden  durch  dieselbe  Aenderung  erzeugt  sind, 
so  werden  zwei  auf  diese  Weise  sich  entsprechende  Gebilde  als  gleiche 
ElementargrOssen  zweiter  Stufe  erscheinen. 

Wenden  wir  nun  dasselbe  auf  die  Elementargrossen  höherer  Stufe 
an,  und  betrachten  also  drei  oder  mehrere  Elemente  a,  /3,  }/,... ,  so 
entsteht  uns  hier  gleichfalls  die  Aufgabe,  die  Gesammtheit  der  zwischen 
diesen  Elementen  liegenden  Elemente  zu  finden,  imd  diese  Gesammt- 
löiheit  zu  vergleichen  mit  dem  Produkte  der  Elemente.  Was  wir  |  unter 
einem  zwischen  zwei  Elementen  liegenden  Elemente  verstehen,  ist 
schon  festgesetzt;  jedes  Element  nim,  was  zwischen  einem  Elemente 
a  und  einem  zwischen  ß  und  y  liegenden  Elemente  sich  befindet,  be- 
zeichnen wir  als  ein  zwischen  a,  ß  und  y  liegendes,  und  überhaupt 
ein  Element,  welches  zwischen  a  und  einem  zwischen  einer  Reihe  von 
Elementen  ß,  y,  ...  befindlichen  Elemente  liegt,  als  ein  zwischen  der 
ganzen  Elementenreihe  €c,  ß,  y,  ...  liegendes.  Die  Gesammtheit  dieser 
Elemente  wollen  wir  vorläufig  ein  Eckgebüde  nennen,  a, /J,  y, ...  seine 
Ecken,  und  diese  Ecken  sowohl  als  die  Elemente,  welche  zwischen 
einem  Theile  dieser  Ecken  liegen  (nicht  zwischen  allen),  seine  Gränz- 
elemente,  jene  zwischen  sämmtlichen  Ecken  liegenden  Elemente  hin- 
gegen die  inneren  Elemente  des  Eckgebildes. 

Unsere  Aufgabe  ist  nun  zunächst  die,  alle  Zwischenelemente 
(inneren  Elemente)  als  Vielfachensummen  jener  Elemente,  zwischen 
denen  sie  liegen,  darzustellen,  und  die  Relation  zu  bestimmen,  welche 
dann  zwischen  den  Eoefficienten  statt  finden  muss. 

Zuerst  in  Bezug  auf  zwei  Elemente  ist  klar,  dass  ein  Element  q 
dann  und  nur  dann  zwischen  a  und  ß  liege,  wenn  aq  gleichbezeichnet 
ist  mit  9/3,  so  dass  die  letzte  Aenderung  als  Fortsetzung  der  ersten 
erscheint.  Jedes  Element  q  nun,  was  in  dem  durch  a,  ß  bedingten 
Elementarsystem  liegt,  kann  dargestellt  werden  durch  die  Gleichung 

p  =  a«  +  b/J, 

wo  Q  und  b  beliebige  Zahlengrössen  vorstellen,  deren  Summe  Eins  ist. 
Nach  dem  vorigen  liegt  nun  q  dann  und  nur  dann  zwischen  a  und  ß, 
wenn  uq  gleichbezeichnet  ist  mit  gß,  das  heisst, 

a  .  (aa  +  b/J)  gleiches  Zeichen  hat  mit  {aa  -\'\iß)  .  ß, 

i55oder,  indem   man  die   Gesetze  der  äusseren  Multiplikation  anwendet, 
wenn  ha ,  ß  gleich  bezeichnet  ist  mit  Qa./3,  das  heisst,  b  gleich  be- 
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zeichnet  ist  mit  q;  das  heisst^  da  ihre  Summe  Eins^  also  positiv  ist^ 
wenn  beide  Koefficienten  oder  Gewichte  positiv  sind.  Ist  einer  der- 
selben null,  so  ist  das  Element  ein  Gränzelement. 

Durch  Fortsetzung  desselben  Verfahrens  können  wir  nun  beweisen, 
dass  ein  Element  q  dann  und  nur  dann  zwischen  einer  Reihe  von 
Elementen  a,  ß^  y^  , , ,,  welche  von  einander  unabhängig  sind,  liege, 
wenn  es  sich  in  der  Form 

(>  =  acc  +  bjJ  +  cy  +  ••• 
mit  lauter  positiven  Koefficienten  darstellen  lasse. 

Wir  sagten,  dass  {  ein  Element  q  dann  und  nur  dann   zwischen  155 
einer  Reihe  von  Elementen  liege,  wenn  es  zwischen  dem  ersten  Ele- 
mente dieser  Reihe  und  einem  zwischen   den   folgenden   befindlichen 
Elemente  liege.    Soll  q  daher  zwischen  os,  /3,  y,  ...  liegen,  so  muss  es 
zwischen  a  und  einem  zwischen  ß,  y,  ,,.  liegenden  Elemente  sich  be- 
finden, es  muss  also  q  sich  als  Yielfachensumme  von  a  und   einem 
zwischen  ß,y, .--  liegenden  Elemente,  deren  Koefficienten  beide  positiv 
sind,  darstellen  lassen-,  also  muss  zuerst  der  Koefficient  von  cc  positiv 
sein,  demnächst  aber  auch  der  Koefficient  des  zwischen  /},  y,  ...  lie- 
genden Elementes.   Dies  Element  muss  sich  aber  aus  demselben  Grunde 
als  Vielfachensumme  von  ß  und  einem  zwischen  den  folgenden  Ele- 
menten y,  . . .  befindlichen  Elemente  mit  positiven  Koefficienten  dar- 
stellen lassen ;  in  dem  Ausdrucke  für  q  war  aber  dies  zwischen  /J,  y, . . . 
liegende  Element  mit  einem  positiven  Koefficienten  multiplicirt;  also 
werden  wir,  indem  wir  den  für  dies  Element  gefundenen  Ausdruck  in 
den  Ausdruck  für  q  einführen,  und  die  Klammer  auflösen,  q  als  Viel- 
fachensumme von  den  Elementen  a,  ß  und  einem  zwischen  den   fol- 
genden Elementen  y,  . . .  befindlichen  Elemente  mit  positiven  Koeffi- 
cienten dargestellt  haben,  und  da  wir  dies  Verfahren  bis  zum  letzten 
Elemente  hin  fortsetzen  können,  so  folgt,  dass  jedes  zwischen  a,  /S,  y, . . . 
liegende  Element  sich  als  Vielfachensumme  von  a,  /J,  y,  ...  mit  posi- 
tiyen  Koefficienten  darstellen  lasse. 

Es  ist  nun  noch  zu  zeigen,  dass  auch  jedes  Element,  was  sich  in 
dieser  Form  darstellen  lasse,  Zwischenelement  sei. 

Ist  ein  Element  q  in  der  obigen  Form  dargestellt 

^  =  aa  +  6/5  +  Cy  +  "'7 

wo  a,  b,  c,  . . .  positive  Koefficienten  sind,  so  hat  die  Summe  aller i5^ 
auf  da  folgenden  Glieder  zum  Gewichte  b  -(-  C  -(-  •  •  •,  also  eine  posi- 
ti?e  Zahl,  ist  also,  wenn  man  die  Koefficienten  b,  c, . . .  mit  b  -j-  C  -j —  • 
dividirt,  und  dann  jene  Summe  mit  b  +  C  -j-  •  •  •  multiplicirt,  als  Pro- 
dukt einer  positiven  Zahl  in  ein  Element,  was  seinerseits  wieder  als 
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Vielfachensumme  von  ß,  y,  .  . .  mit  positiven  Koefficienten  erschei 
darstellbar;  folglich  liegt  q  zwischeD  a  und  einem  Elemente,  was 
yielfachenBumme  der  folgenden  Eleoiente  mit  positiven  EoefGcienl 
darstellbar  ist,  und  da  wir  diesen  Schluss  fortsetzen  können  bis  zu  c 
beiden  letzten  Elementen  hin,  und  [da]  das  als  Yielfachensumme  die 
166  letzten  mit  positiven  Eoefficienteu  j  darstellbare  Element  ein  zwisch 
liegendes  ist,  so  folgt,  dass  q  selbst  zwischen  «,  ß,  y,  ...  liege.  A 
ist  der  vorher  ausgesprochene  Satz  erwiesen ;  auch  ist  klar,  dass,  we 
einer  oder  mehrere  Koefficienten  null  werden,  während  die  übrig 
positiv  bleiben,  (/  als  Gränzelement  erscheint. 

§  111.    Vergletobong  des  SokgebUdea  mit  dem  Produkte. 
Anadehnimg  der  SlemeutargrSBae. 

Betrachte  ich  nun  auf  der  andern  Seite  das  Produkt  a.  ß.  y .  S  . 
dessen  Ausweichung  nach  §  109  gleich  [a^]  ■  [^y]  -  [}'d]  ■■■  ist,  u 
stelle  das  Ausdehnungsgebilde  dar,  was  diesen  Werth  hat,  und  dadui 
entsteht,  dass  das  Element  u  zuerst  die  Strecke  [aj3]  beschreibt,  da 
jedes  so  erzeugte  Element  die  Strecke  [/!/] ,  dann  jedes  die  Stre< 
\ydl  beschreibt'  und  so  weiter,  so  ist  klar,  dass  jedes  solche  Elemi 
(ö)  aus  a  durch  eine  Aenderung  von  der  Form 

)•[««  + «[/!)']  +  >•  [!■»]  +  •••, 
WO  p,  q,  r,  . ..   sämmtlich  positiv  und  kleiner  als  Eins  sind,  herr 
geht,  also  der  Gleichung 

genügt,  und  dass  jenes  Ausdehnungsgebildc  ausserdem  keine  Elemei 
enthält,  indem  die  Werthe  Null  und  Eins  fQr  jene  KoefGcienl 
{j),  q,  r,  . . .)  Grikuzelemente  bedingen. 

Das  Eckgebilde  zwischen  a,  ß,  y,  S,  .  . .  enthielt  die  Gesami 
heit  der  Elemente,  welche  der  Gleichung 

ff  =  aa  +  fij5  -f  cy+  btf  H 

mit  positiven  Werthen  von  q,  b,  c,  b,  ...,  das  heisst,  welche  i 
Gleichung 

[äff]  =  b[«/J]  +  c[«>.]  +  b  [««]  +  -. 

genflgen,  wenn  b,  c,  b,  . . .  positiv,  und  ihre  Summe  kleiner  als  E 
157 ist.   Setzen  wir  hier  statt  {ay\  seinen  Werth  [ß^j  +  [ßy],  statt  [t 
seinen  Werth  [aß\  -{-  \Py'\  +  [yS\,  und  ao  weiter,  so  erhält  man 
ein  Element  ff  des  Eckgebildes  die  Gleichung 
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[a6]  = 

=  (b  +  c  +  b  +  ...)[«/S]  +  (c  +  b+...)r^y]  +  (b+...)[y*J  +  --- 

mit  der  Bediugimg^   dass  jeder   frühere   Eoefficient   grösser   als    der 

folgende;  der  erste  kleiner  als  Eins^  der  letzte  grösser  als  Null  ist^  also 

mit  der  Bedingung 

l>l)>3>r>...>0. 

Es  umfasst  also  das  Eckgebilde  nur  einen  Theil  der  Elemente^  welche 
jenes  dem  Produkte  a  .  ß  ,y  .  d  ...  entsprechende  Ausdehnungsgebilde 
enthält,  nämlich   diejenigen^    in   denen  die   zuletzt  hinzugefügte  Be- 157 
dingmig  erfüllt  ist. 

Nun  wollen  wir  jenes  Eckgebilde  vorläufig  mit  [a,  b,  c,  . . .]  be- 
zeichnen, indem  wir  [a/J]  mit  a,  [/Jy]  mit  6,  [ydj  mit  c  bezeichnen, 
und  so  weiter,  und  verstehen  also  darunter  die  Gesammtheit  der  Ele- 
mente tf,  welche  der  Gleichung 

[afS]  =jpa  -f-  gj  -j-  rc  +  ••• 
mit  der  Bedingung 

l>J>>3>r>...>0 

genügen.  Als  Gränzelemente  erscheinen  diejenigen,  bei  deren  Darstel- 
lung in  jener  Form  theilweise  Gleichheit  jener  Grössen  (1,  p,  g,  r, . . .,  0) 
eintritt.  Nun  leuchtet  ein,  wie  jede  andere  Folge  von  a,  6,  c,  ...  auch 
ein  anderes  Eckgebilde  hervorruft,  welches  mit  dem  ersteren"  kein 
inneres  Element  gemeinschaftlich  hat,  und  wie  die  Gesammtheit  der 
Elemente,  welche  die  zu  allen  möglichen  Folgen  von  a,  6,  c,  ...  ge- 
hörigen Eckgebilde  enthalten,  wenn  man  die  Gränzelemente  immer  nur 
einmal  setzt,  das  dem  Produkte  a.h.c  .. .  entsprechende  Ausdehnungs- 
gebilde selbst  darstellt.  In  der  That,  jedes  Element  dieses  Ausdehnungs- 
gebildes wird,  wenn  die  Koefficienten  p,  q,  r^  ...  verschieden  sind,  nur 
in  Einem  der  Eckgebilde,  aber  auch  gewiss  in  einem,  vorkommen; 
und  wenn  diese  Koefficienten  theilweise  gleich  sind,  so  werden  es 
Gränzelemente  sein,  die  also  nur  einmal  gesetzt  werden  sollten.  Wir 
können  daher,  da  auch  die  Eckgebilde  kein  Element  enthalten,  welches 
nicht  in  jenem  Ausdehnungsgebilde  enthalten  wäre,  das  letztere  als 
Summe  |  sämmtlicher  Eckgebilde,  welche  bei  allen  möglichen  Folgen  i5S 
der  Faktoren  a,  b^  c,  ...  eintreten,  ansehen. 

Nun  können  wir  endlich  zeigen,  dass  alle  diese  Eckgebilde,  als 
Theile  ihres  Systems,  einander  gleich  sind. 

Die  Gleichheit  zweier  Theile  eines  Elementarsystems  besteht  im 
allgemeinsten  Sinne  darin,  dass  beide  von  dem  in  einfachem  Sinne  er- 
zeugten Systeme  von  Elementen  gleiche  Gebiete  umfassen,  nämlich  so. 


184      A|.    Abschn.  II.  Kap.  2.  Multiplikation  der  Elementargrössen.  §111,112. 

dass  wechselseitig  jedem  Elemente  des  einen  Gebietes  ein^  aber  auch 
nur  Ein  Element  des  andern  entspricht. 

Um  dies  bestimmter  zu  fassen,  nehmen  wir  an^  a^  b,  c,  ...  seien 
entsprechende  Aenderungen^  das  heisst  solche^  die  aus  den  entsprechen- 
den Grundänderungen  auf  dieselbe  Weise  hervorgegangen  seien ^  und 

158  durch  sie  werde  das  System  yon  a  aus  erzeugt,  und  zwar  so^  ]  dass 
je  zwei  Elemente,  welche  in  einer  der  Richtungen  a^  b,  c,  ...  an  ein- 
ander grunzen^  durch  die  dieser  Richtung  zugehörige  Grundanderung 
aus  einander  erzeugt  seien.  Dann  ist  klar,  wie  jedem  Elemente  des 
Eckgebildes  fa,  b,  c,  . . .]  ein,  aber  auch  nur  Ein  Element  eines  Eck- 
gebildes, in  welchem  die  Strecken  er,  6,  c,  . . .  in  anderer  Ordnung  vor- 
kommen, entspricht.  Denn^  wenn  6  ein  Element  des  ersten  ist  und  [cco] 
als Vielfachensumme  von  a^h^Cy..,  dargestellt  ist,  so  hat  man  sogleich  das 
entsprechende  Element  des  andern,  wenn  man  in  jener  Vielfachensumme, 
ohne  die  Ordnung  der  Koefficienten  zu  ändern,  a,  6,  c,  ...  auf  die  Ord- 
nung des  zweiten  Eckgebildes  bringt.  Folglich  sind  in  der  That,  wenig- 
stens in  Bezug  auf  die  angenommene  Erzeugungsweise  des  Systems, 
alle  jene  Eckgebilde  als  Elementargrössen  einander  gleich.  Aber  schon 
aus  der  Art,  wie  wir  in  §  20  die  Systeme  von  den  Grundänderungen 
unabhängig  gemacht  haben,  geht  hervor,  dass  dasselbe  auch  gelten 
wird  in  Bezug  auf  jede  andere  einfache  Erzeugungsweise  des  Systems ; 
also  sind  jene  Eckgebilde  an  sich  gleich. 

Da  sie  nun  insgesammt  dem  Produkte  gleich  waren,  so  werden 
wir  sagen  können,  jedes  derselben  sei  gleich  dem  Produkte  dividirt 
durch  eine  Zahl,  welche  die  Anzahl  der  verschiedenen  Folgen  ausdrückt, 
welche  die  n  Faktoren  a,h,c,  ...  annehmen  können;  diese  Zahl  nennen 
wir  die  Gefolgszahl  aus  n  Elementen,  und  bezeichnen  sie,  wenn  die 
Anzahl  der  Faktoren  n  ist,  mit  n!,  setzen  also  das  Eckgebilde  seiner 
Ausdehnung  nach  gleich 

159 )-^ 

wir  nennen  diesen  Werth  die  Ausdehnung  des  Produktes  a  .  /3  .  y  . . . , 
das  heisst  die  Ausdehnung  der  Elemcntargrösse.     Es  ist  also 

die  Ausdehnung  einer  starren  Elementargrösse  gleich  ihrer  Aus- 
weichung, dividirt  durch  die  m  der  Stufenzalü  dieser  Ausweichung  ge- 
hörige Gefolgseahl. 

Namentlich  ist,  indem  wir  voraussetzen,  dass  zwei  Elemente  zwei 


*)  Dass  n!  =  1.2.3...n  sei,  lehrt  die  Kombinationslehre;  würden  wir  dies 
voraussetzen,  so  würden  wir  den  Werth  des  Eckgebildes  erhalten    -^-'    "  '  • 
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Folgen  zulassen^  drei  Elemente  aber  deren  sechs,  die  Ausdehnung 
einer  starren  Elementargrösse  dritter  Stufe  die  Hälfte  ihrer  Auswei- 159 
chang,  und  die  Ausdehnung  einer  starren  Elementargrösse  vierter  Stufe 
der  sechste  Theil  ihrer  Ausweichung*);  und  nehmen  wir  an,  dass  Ein 
Element  nur  Eine  Anordnung  zulasse ,  nämlich  die,  dass  es  eben  ge- 
setzt wird,  und  wenn  kein  Element  da  ist,  auch  Eine  Anordnung  mög- 
lich ist,  nämlich  die,  dass  eben  kein  Element  gesetzt  wird,  so  folgt, 
dass  für  Elementargrössen  erster  und  zweiter  Stufe  Ausdehnung  und 
Ausweichung  einander  gleich  sind. 

§  112.     Gleiche  Elementargrössen  haben  gleiche  Ausweichungen. 

Für  die  Elementargrössen  erster  Stufe  ist  die  Ausweichung  oder 
Ausdehnung  eine  Zahlengrösse,  nämlich  dieselbe,  die  wir  oben  als  ihr 
Gewicht  bezeichneten.    Es  entsteht  daher  die  Aufgabe,  für  Elementar- 
grössen höherer  Stufen  die  entsprechenden  Sätze  abzuleiten,  die  wir 
für  Elementargrössen  erster  Stufe  in  Bezug  auf  ihr  Gewicht  aufstellten. 
Zunächst  ergiebt  sich,  „dass,  wenn  die  Glieder  einer  Gleichung 
dasselbe  Element  a  als  gemeinschaftlichen  Faktor  enthalten,  während 
der  andere  Faktor  eines  jeden  Gliedes  eine  Ausdehnung  ist,  man  jenes 
Element  u  aus   allen  Gliedern  weglassen  könne,  ohne  die  Richtigkeit 
der  Gleichung  aufzuheben."   Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  erhellt,  wenn 
man  in  der  Yorausgesetzten  Gleichung  Ein  Glied  auf  die  linke  Seite 
allein  schafft,  |  imd  die  übrigen  in  Ein  Glied  mit  dem  Faktor  a  zu- 160 
sammenfasst,  und  also  die  Gleichung  in  der  Form  darstellt 

da  nämlich  nun  die  linke  Seite  eine  starre  Elementargrösse  darstellt, 

die  rechte  also  gleichfalls,  so  müssen  die  Ausweichungen  auf  beiden 

Seiten  gleich,  also 

A  =  jB+C'\ 

sein.  Stellt  man  dann  die  Glieder  dieser  Gleichung  wieder  in  der  ur- 
sprünglichen Ordnung  her,  so  hat  man  die  Gleichung,  deren  Richtig- 
keit zu  erweisen  war. 

Wir  können   die    Summe   der   Ausweichungen   mehrerer  Glieder, 
welche  alle  dasselbe  Element  q  als  Faktor  haben,   auch  dann,  wenn  • 
diese  Summe  eine  formelle  Ausdehnungsgrösse  darstellt,  die  Ausweichung 


*)  Diese  Resultate  entsprechen  den  Sätzen  der  Geometrie,  dass  das  Dreieck 
die  Hälfte  ist  des  Parallelogramms  von  gleicher  Grundseite  und  Höhe,  und  die 
dreiseitige  Pyramide  der  sechste  Theil  des  Spathes,  dessen  Kanten  drei  zusammen- 
stossenden  Kanten  der  Pyramide  gleich  sind. 
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160  ihrer  Summe  nennen,  |  und  dann  den  soeben  erwiesenen  Satz  auch  so 
ausdrücken:  y,1n  einer  Gleichung^  deren  Glieder  dasselbe  Element  q 
als  gemeinschaftlichen  Faktor  haben ,  kann  man  statt  aller  Glieder 
gleichzeitig  ihre  Ausweichungen  setzen,  ohne  die  Richtigkeit  der  Glei- 
chung aufzuheben/^  Vermittelst  dieses  Satzes  ergiebt  sich  nun^  dass, 
wenn  man  die  Glieder  irgend  einer  Gleichung  alle  mit  demselben  Ele- 
mente Q  multiplicirt,  und  statt  jedes  so  gewonnenen  Gliedes  seine  Aus- 
weichung setzt,  die  Gleichung  eine  richtige  bleibt. 

Wir  verstehen  nun  dem  vorigen  Kapitel  gemäss  unter  der  Ab- 
weichung  einer  Grösse  B  von  einer  andern  A  die  Ausweichung  des  I^o- 
diüctes  A,B,  und  haben  somit  den  Satz  gewonnen,  dass  man  in  einer 
Gleichung  statt  aller  Glieder  gleichzeitig  ihre  Abweichungen  von  dem- 
selben Elemente  q  setzen  dai-f,  oder  einfacher  ausgedrückt,  dass  gleiche 
Elementargrössen  auch  von  demselben  Elemente  um  Gleiches  abweichen. 
Hierbei  ist  zu  bemerken,  wie  ^us  der  Definition  sogleich  hervorgeht, 
dass  die  Abweichung  einer  Ausdehnung  von  einem  Elemente  stets 
dieser  selbst  gleich,  also  von  dem  Elemente  gänzlich  unabhängig  ist. 

Stellen  wir  uns  nun  eine  Gleichung  vor,  deren  Glieder  theils  starre 
Elementargrössen  theUs  Ausdehnungen  sind,  und  in  welcher  jede  der 
ersteren  als  Produkt  eines  Elementes  in  eine  Ausdehnung,  also  in  der 
Form  a  .  A  dargestellt  ist :  so  verwandelt  sich  durch  Multiplikation 
aller  Glieder  mit  q  jenes  Glied  in  q  ,a  ,  A  oder  in  p  .  (a  —  o)  •  ^} 
weil  man  in  jedem  Faktor  eines  äusseren  Produktes  Stücke  hinzufügen 
i^ikann,  \  welche  den  andern  Faktoren  gleichartig  sind,  und  da  (a  —  q) 
eine  Strecke,  also  (a — 9)'A  eine  Ausdehnung  ist,  so  kann  man  nun 
den  gemeinschaftlichen  Faktor  q  weglassen,  und  erhalt  auf  diese  Weise 
die  Abweichungsgleichung,  welche  somit  aus  der  gegebenen  dadurch 
hervorgeht,  dass  man  von  den  Elementen  der  starren  Elementargrössen 
überall  q  subtrahirt,  und  die  Glieder,  welche  Ausdehnungen  darstellen, 
unverändert  lässt.  Subtrahirt  man  nun  diese  Gleichung  von  der  ge- 
gebenen, so  fallen  die  Ausdehnungsglieder  weg,  das  Glied  a  .  A  ver- 
wandelt sich  in  a  .  A  —  («  —  q)  ,  A^  das  heisst  in  p  .  -4 ;  das  heisst, 
statt  der  verschiedenen  Elemente,  welche  mit  den  Ausweichungen  multi- 
plicirt  waren,  tritt  überall  das  Element  q  ein;  dies  kann  man  nun 
.  weglassen  nach  dem  vorigen  Paragraphen,  und  erhält  somit  eine  Glei- 

161  chung,  welche  aus  der  gegebenen  dadurch  hervorgeht,  |  dass  man  die 
Ausdehnungsglieder  weglässt,  statt  der  übrigen  aber  ihre  Ausweichungen 
setzt.  Da  nun  die  Ausweichung  einer  Summe  von  Elementargrössen 
als  die  Summe  ihrer  Ausweichungen  definirt  ist,  worin  zugleich  liegt, 
dass  die  Atisweiclmng  einer  Ausdchnungsgrösse  null  ist,  so  können  wir 
einfacher  sagen: 
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GlHche  Elementargrössen  haben  gleiche  Ausweichungen ^ 
oder 

Eine  Gleichung  bleibt  richtigy  wenn  man  statt  aller  Glieder  gleich- 
zeitig ihre  Ausweichungen  setzt,  * 

Aus  diesem  Satze  geht^  wenn  man  die  Ablei tmigs weise ^  durch 
welche  er  sich  ergab,  umkehrt,  der  umgekehrte  Satz  hervor: 

Zwei  Elementargrössen f  welche  gleiche  Ausweichungen  haben,  und  von 
irgend  einem  Elemente  q  um  gleiche  Grössen  abweichen,  sind  einander 
gleich  {und  weichen  auch  von  jedem  andern  Elemente  um  eine  gleiche 
Grösse  ab). 

Nämlich  sind 
und 

WO  die  griechischen  Buchstaben  Elemente,  die  lateinischen  Ausdehnungs- 
grossen vorstellen,  die  beiden  Elementargrössen,  von  denen  wir  voraus- 
setzen, dass  ihre  Ausweichungen  gleich  sind,  das  heisst, 

A,  +  A^-\- B,  ■\- B, -{- . ■ . 

m 

ijst,  und  dass  ihre  Abweichungen  von  irgend  einem  Elemente  q  gleich 
sind,  das  heisst 

(«1  —  p)  •  ^1  +  («2  —  (>)  •  ^2  H h  -P 

gleich  ist  162 

so  erhält  man  aus  dieser  letzten  Gleichimg,  indem  man  die  E^lammem 
auflöst,  und  bemerkt,  dass  nun  die  Glieder,  welche  q  enthalten,  sich 
vermöge  der  ersten  Gleichung  aufheben,  die  zu  erweisende  Gleichung 

gleich  •       «i-^.  +  «2-^2  +  "+P 

Eine  specielle  Folgerung  dieses  Sat;»8  ist  die,  dass  eine  Elementar- 
grosse,  deren  Ausweichung  null  ist,  einer  Ausdehnungsgrösse  gleich  ist, 
und  von  aUen  Elementen  um  gleich  viel,  nämlich  um  eben  diese  Aus- 
dehnungsgrösse abweicht.  Denn  wenn  die  Abweichung  jener  Elementar- 
grösse  von  ii^end  einem  Elemente  q,  welche  Abweichung  |  immer  nach  162 
der  Definition  eine  Ausdehnungsgrösse  dai^stellt,  gleich  P  ist;  so  muss 
sie  selbst  gleich  P  sein,  weil  sie  mit  P  gleiche  Ausweichung  nämlich 
Null  hat,  und  beide  von  demselben  Element^  q  um  eine  gleiche  Grösse 
abweichen,  denn  die  Abweichung  jeder  Ausdehnungsgrösse  von  einem 
beliebigen  Elemente  ist  eben  diese  Ausdehnungsgrösse  selbst;  also  er- 
folgt jene  Gleichheit  nach  dem  soeben  erwiesenen  Satze,  und  daraus 
fliesst  dann  der  andere  Theil  des  zu  erweisenden  Satzes  unmittelbar. 
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■ 
§  113.     Sxunme  der  ElementargröSBexi« 

Wir  wenden  den  Satz  des  vorigen  Paragraphen  noch  auf  die  Ad- 
dition  einer-  starren   Elementargrösse  {a .  A)   und   einer  Ausdehnung 

{P)  an. 

Ist  A  die  Ausweichung  der  ersteren^  so  muss  es  auch^  da  die  Aus- 
weichung einer  Ausdehnungsgrosse  null  ist,  die  der  Summe  sein;  soll 
daher  die  Summe  wiederum  eine  starre  Elementargrosse  sein,  so  muss  sie 
sich  in  der  Form  ß.A  darstellen  lassen,  und  es  wird  dann  ß.A  in  der 
That  der  Summe  gleich  sein,  wenn  beide  gleiche  Abweichungen  von 
irgend  einem  Elemente,  zum  Beispiel  von  a,  darbieten;  die  Abweichung 
der  Grösse  a  .  A  von  a  ist  aber  null,  also  hat  man  als  die  einzige 
Bedingungsgleichung 

das  heisst, 

die  Summe  einer  starren  Elementargrösse  und  einer  Ausdehnungs- 
grosse  ist  nur  dann  wieder  eine  starre  Elementargrösse y  wenn  die  Aus- 
163  weichung'  der  ersteren  der  letzteren  \  untergeordnet  ist,  und  zwar  ist  die 
Sumfne  dann  diejenige  Elementargrösse,  welche  mit  der  ersteren  gleiche 
Ausweichung  hat,  und  von  einem  Elemente  der  ersteren  um  die  letztere 
abweicht. 

B.    Anwendungen. 

§  114.     Die  Elementargrössen  im  Baume,  Liniengrössen, 

FlangröBsen. 

Nachdem  wir  nun  die'  Erzeugung  der  Elementargrössen  höherer 
Stufen  aus  denen  der  ersten  durch  Multiplikation  und  Addition  dar- 
gestellt, und  ihren  Begriff  durch  Vergleichung  mit  den  Elementar- 
grössen erster  Stufe  und  mit  den  Ausdehnungsgrössen  der  Anschauung 
näher  gerückt  haben,  gehen  wir  jetzt  zu  den  Anwendungen  auf  die 
Geometrie  und  Mechanik  über,*  in  welchen  jene  Begriffe  sich  anschaulich 
abbilden. 

Was  zuerst  die  Geometrie  betrifft,  so  ist  klar,  wie  die  gerade 
Linie  und  die  Ebene  als  Elementarsysteme  zweiter  und  dritter  Stufe 
erscheinen.  Der  Raum  selbst  aber  erscheint  als  Elementarsystem  vierter 
Stufe,  und  erst  hierdurch  ist  der  Raum  in  seiner  wahren  Bedeutung 
dargestellt. 
168  Die  starre  Elementargrösse!  |  liess  sich  am  einfachsten  als  Produkt 
eines  Elementes  in  eine  Ausdehnungsgrösse  darstellen,  welche  wir  die 
Ausweichung  derselben  nannten;  und  es  erschien  dieselbe  als  die  an 
ihr  Elementarsystem  gebundene  Ausweichung. 
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Betrachten  wir  zuerst  das  Produkt  (a .  p)  eines  Punktes  (a)  in 
eine  Strecke  (p),  so  ist^  die  Ausweichung  dieses  Produktes;  die  gerade 
Linie,  welche  von  a  in  der  Richtung  der  Strecke  p  gezogen  wird,  das 
'Elementarsystem  desselben,  und  das  Produkt  erscheint  also  als  eine 
Strecke,  welche  einen  Theil  einer  konstanten  geraden  Linie  ausmacht, 
und  an  diese  Linie  gebunden  bleibt.  Wir  nennen  dies  Produkt,  da  es 
einen  Theil  einer  geraden  Linie  bildet,  Liniengrösse,  und  fahren  fort, 
die  Strecke,  welche  an  ihr  erscheint,  ihre  Ausweichung  zu  nennen. 
Ebenso  stallt  sich  das  Produkt  (cc .  P)  eines  Punktes  (cc)  in  einen 
Flächenraum  (P)  von  konstanter  Richtung  als  ein  Flächenraum  dar,  wel- 
cher in  einer  konstanten  Ebene  liegt,  nämlich  in  der  durch  jenen 
Punkt  in  der  Richtung  des  Flächenraums  gelegten  Ebene;  wir  nennen 
jene  Grosse,  da  sie  einen  Theil  einer  konstanten  Ebene  bildet,  Ebenen- 
•  grosse  (vielleicht  besser  Plangrösse),  und  jenen  Flächenraum  von  kon- 
stanter IJichtung  ihre  Ausweichung.  Das  Produkt  endlich  eines  Punktes 
in  einen  Eorperraum  hat  fQr  die  Geometrie,  da  der  Raum  ein  Elementar- 
System  vierter  Stufe  ist,  also  jeder  Körperraum  schon  an  sich  an  ihn 
gebunden  ist,  keine  andere  Bedeutung  als  dieser  Eorperraum  selbst.    164 

§  115.     Frodukte  und  Summen  dieser  Grössen. 

Hieraus  entwickelt  sich  nun  leicht  der  Begriff  eines  Produktes 
von  mehreren  Punkten. 

Betrachtet  man  zuerst  das  Produkt  zweier  Punkte  a  .  ß  oder  aß, 
so'  ist  das  System,  an  welches  es  gebunden  ist,  die  durch  beide  Punkte 
gezogene  gerade  Linie,  und  da 

a  ,  ß  =  a  .  (ß  —  a) 

ist,  so  ist  die  Ausweichung  dieses  Produktes  die  Abweichung  des 
zweiten  Punktes  von  dem  ersten,  das  heisst,  das  Produkt  zweier  Punkte 
ist  eine  Liniengrösse ,  deren  Linie  durch  jene  beiden  Punkte  geht, 
und  deren  Ausweichung  die  von  dem  ersten  an  den  zweiten  gefdhrte 
Strecke  ist. 

Das  Produkt  dreier  Punkte  a.  ß,y  erscheint  als  Plangrösse,  deren 
Ebene  durch  jene  drei  Punkte  geht;  und  da 

a  .  /3  .  y  =  «  .  (/3  —  a)  .  (y  —  a)  =  a  .  [aß]  .  [ay] 

ist,  so  ist  die  Ausweichung  derselben  der  Flächenraum  eines  Parallelo- 
gramms, was  die  Abweichungen  der  beiden  letzten  Punkte  von  dem 
eisten  zu  Seiten  hat.     Auch  können  wir,  da 

[ay]  =  [aß']  +  [ßy]  164 

ist, 

[aß]  .  [ay]  =  [aß]  .  [ßy] 
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setzen*,  also  ist  die  Ausweichung  das  Produkt  der  stetig  auf  einander 
folgenden  Strecken,  welche  die  Punkte  in  der  Reihenfolge,  in  welcher 
sie  in  dem  Produkte  auftreten,  verbinden. 

Das  Produkt  von  vier  Punkten  a.ß.y,S  erscheint  als  ein  Korper- 
raum, und  zwar  ist. die  Ausweichung  desselben,  da 

a.ß.y.d  =  a.(/J  —  a).(y—  «).(*  — a)  =  a  .  [a/J]  .  [ay] .  [«*] 

ist,  gleich  dem  Körperraum  eines  Spathes,  welches  die  Abweichungen 
der  drei  letzten  Punkte  von  dem  ersten  (in  der  gehörigen  Reihenfolge 
genommen)  zu  Seiten  hat;  oder  da  • 

[ay]  =  [««  +  [ßr] 

[ad\  -  [aß]  +  [ßy]  +  [yd\ 

ist,  so  ist  auch,  wenn  man  die  den  übrigen  Faktoren  gleichartigen 
Stücke  weglässt, 

[aß].[ay].[ad]==[aß].[ßy].[yS], 

das  heisst,  die  Ausweichung  des  Produktes  von  vier  Punkten  ist  gleich 
dem  Produkte  der  stetig  auf  einander  folgenden  Strecken,  welche  jene 
Punkte  in  der  Reihenfolge,  in  welcher  sie  in  jenem  Produkte  vor- 
i^5  kommen,  verbinden.  {  Hierbei  braucht  man  nicht  hinzuzufügen,  dass 
diese  Grösse  als  an  den  Raum  gebunden  zu  betrachten  ist,  weil  alle 
räumlichen  Grössen  an  ihn  gebunden  sind. 

Das  Produkt  von  mehr  als  vier  Punkten  wird,  da  der  Raum  nur 
ein  Elementarsystem  vierter  Stufe  ist,  stets  null  sein  müssen.  Sind 
die  zu  multiplicirenden  Punkte  noch  mit  Gewichten  behaftet,  so  hat 
man  nur  das  Produkt  der  einfachen  Punkte  noch  mit  dem  Produkte 
der  Gewichte  zu  multipliciren,  wodurch  sich  nur  die  Ausweichung  ändert. 

Viel  einfacher  gestaltet  sich  alles,  wenn  wir  die  Ausdehnung  be- 
trachten. Nach  der  Definition  der  inneren  oder  zwischen  liegenden 
Elemente,  deren  Gesammtheit  die  Ausdehnung  darstellt,  ist  di^  Aus- 
dehnung des  Produktes  a.ß,y  gleich  dem  Flächenraum  des  Dreiecks, 
welches  a,  ß,  y  zu  Ecken  hat,  und  die  des  Produktes  a,ß.y.d  gleich 
dem  Körperraum  der  Pyramide,  welche  a,  ß,  y,  d  iu  Ecken  hat;  und 
zugleich  liegt  in  dem  Satze,  dass  die  Ausdehnung  einer  starren  £ie- 
mentargrösse  gleich  ihrer  Ausweichung  dividirt  durch  die  zu  der  Stufen- 
zahl dieser  Ausweichung  gehörige  Gefolgszahl  ist,  dass  das  Dreieck 
die  Hälfte  des  Parallelogramms,  imd  die  dreiseitige  Pyramide  der  sechste 
l66Theil  des  Spathes  ist,  |  dessen  Kanten  mit  dreien  der  Pyramide 
parallel  sind. 

Hierdurch  ist  also  der  Begriff  eines  Produktes,  von  mehreren  Ele- 
mentargrössen  erster  Stufe  für  den  Raum  bestimmt;  und  wir  sind 
dabei  nur  zu  zwei  neuen  Grössen,  nämlich  der  Liniengrösse  und  der 
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Plangrosse  gelangt.  Auch  erhellt^  wie  das  Produkt  einer  Liniengrösse 
in  einen  Punkt  (oder  eine  Elementargrösse  erster  Stufe)  allemal  eine 
Plangrösse;  das  Produkt  zweier  Liniengrössen  und  das  eines  Punktes 
in  eine  Plangrösse  allemal  einen  Körperraum  liefert;  dass  diese  Pro- 
dukte aber  null  werden^  wenn  die  Stufenzahlen  der  Faktoren  zusammen- 
genommen grösser  sind,  als  die  des  Elementarsystemes,  in  welchem 
sie  liegen  y  also  zum  Beispiel  das  Produkt  zweier  Liniengrössen  null 
wird,  wenn  sie  in  derselben  Ebene  liegen.  Also  auch  hierdurch  ge- 
langen wir  zu  keinen  andern  Grössen,  als  zu  den  beiden  oben  genannten. 
Hingegen  gelangen  wir  durch  die  Addition  der  Liniengrössen  zu 
einer  eigenthümlichen  Summengrösse,  welche  besonders  für  die  Statik 
von  entschiedener  Wichtigkeit  ist.  Wir  zeigten  oben  (Kapitel  3  des 
ersten  Abschnittes),  dass  die  Summe  zweier  Produkte  w-ter  Stufe  nur 
dann  wieder  als  ein  Produkt  )i-ter  Stufe  erscheint,  |  wenn  jene  beiden  2^^ 
Produkte  demselben  Systeme  (n  -(-  l)-ter  Stufe  angehören,  hingegen 
eine  formelle  Summe,  die  wir  Summengrösse  nannten,  liefert,  wenn 
sie  nur  durch  ein  noch  höheres  System  umfasst  werden  konnten.  Der 
letztere  Fall  kann  für  den  Raum,  welcher  als  Elementarsystem  vierter 
Stufe  erscheint,  nur  eintreten,  wenn  Elementargrössen  zweiter  Stufe, 
das  heisst  Liniengrössen  addirt  werden  sollen,  und  diese  nicht  in  Einer 
Ebene  liegen.  Die  nähere  Erörterung  dieses  Falles  behalte  ich  der 
Anwendung  auf  die  Statik  vor,  in  welcher  diese  Summengrösse  eine 
selbststandige  Bedeutung  gewinnt. 

§  116,  117.     Hiohtsysteme  für  Elementargrössen. 

§  116. 

unter  den  zahlreichen  Anwendungen,  welche  die  Methode  unserer 
Analyse  auf  die  Geometrie  verstattet,  hebe  ich  hier  nur  diejenigen  her- 
vor, welche  mir  am  geeignetsten  erscheinen,  um  das  Wesen  jener 
Methode  in  ein  helleres  Licht  zu  setzen. 

Um  die  Beziehung  zu  der  sonst  üblichen  Koordinatenbestimmung 
hervortreten  zu  lassen,  will  ich  zuerst  den  Begrifif  der  Richtsysteme 
auf  die  Auffassung  des  Raumes  als  eines  Elementarsystemes  übertragen. 
Wir  hatten  im  fünften  Kapitel  des  ersten  Abschnittes  den  Begriff 
eines  Richtsystemes  für  Ausdehnungsgrössen  aufgestellt,  und  denmächst 
für  Elementargrössen  festgesetzt,  dass  alle  Definitionen,  welche  wir 
far  Ausdehnungsgrössen  aufgestellt  hatten,  auch  auf  jene  übertragen 
werden  sollen.  Während  dort  als  Grundmasse  Ausdehnungsgrössen  166 
erster  Stufe  auftraten,  so  werden  hier  Elementargrössen  erster  Stufe 
als  Grundmasse  auftreten,  und  dadurch  ist  dann  die  Bedeutung  aller 
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dort  in  §  87  und  88  aufgestellten  Begriffe  auch  fQr  Elementargrossen 
bestimmt;  namentlich  sind  die  Definitionen  von  Richtmassen ,  Richt- 
gebieten, Richtstücken,  Zeigern  hier  genau  dieselben  wie  dort;  nur  die 
Richtgebiete  erster  Stufe,  welche  wir  dort  Richtaxen  nannten,  werden 
wir  hier  Richtelemente  nennen  müssen.  Dabei  will  ich  dann  nur  noch 
bemerken,  dass,  da  auch  die  Strecken  als  Elementargrössen  erster  Stufe 
aufgefasst  werden  können,  unter  den  Grundmassen  beliebig  viele  als 
Strecken  auftreten  können,  und  nur  wenn  alle  Grundmasse  Strecken 
werden,  erhalten  wir  das  Richtsystem  für  Ausdehnungsgrossen.  Das- 
jenige Richtsystem,  was  diesem  am  nächsten  steht,  und  dennoch  zur 
Darstellung  und  Bestimmung  der  Elementargrossen  hinreicht,  ist  das- 
i^7  jenige,  in  welchem  Ein  Grundmass  ein  Element  ist,  alle  |  übrigen  aber 
Strecken  darstellen,  ein  Richtsystem,  was  seiner  Einfachheit  wegen 
besondere  Auszeichnung  verdient. 


§  117. 

Wenden  wir  dies  nun  auf  die  Geometrie  an,  so  erscheinen  für 
den  Raum  als  ein  Elementarsystem  vierter  Stufe  vier  von  einander 
unabhängige  Elementargrössen  erster  Stufe  als  Grundmasse,  welche 
zur  Bestimmung  hinreichen.  Die  Bedingung,  dass  sie  von  einander 
unabhängig  sein  sollen,  sagt  nur  aus,  dass  sie  nicht  in  Einer  Ebene 
liegen  dürfen,  und  wenigstens  eins  von  ihnen  eine  starre  Elementar- 
grösse  sein  muss  (während  von  den  übrigen  beliebige  auch  Strecken 
sein  dürfen). 

Nehmen  wir  vier  starre  Elementargrössen  (das  heisst  vielfache 
Elemente)  als  Grundmasse  an,  so  haben  wir  die  von  Möbius  in  seinem 
barycentrischen  Kalkül  zu  Grunde  gelegte  Art  der  Koordinatenbestim- 
mung, welche  mit  der  von  Plücker  in  seinem  System  der  analytischen 
Geometrie  dargestellten  ihrem  Wesen  nach  zusammenfällt.  Als  Richt- 
gebiete zweiter  Stufe  erscheinen  hier  sechs  gerade  Linien,  welche  je 
zwei  der  Richtelemente  verbinden,  und  als  Kanten  einer  Pyramide  er- 
scheinen, welche  jene  Richtelemente  zu  Ecken  hat;  als  Richtgebiete 
dritter  Stufe  vier  Ebenen,  welche  durch  je  drei  der  Richtelemente  ge- 
legt sind  imd  als  Seitenflächen  jener  Pyramide  erscheinen;  und  die 
Richtmasse  zweiter  und  dritter  Stufe  stellen  Theile  jener  Linien  und 
Ebenen  dar;  das  Richtmass  vierter  Stufe,  welches  hier  das  Hauptmass 
167  ist,  stellt  einen  Körperraum  dar.  Jede  Elementargrösse  |  erster  Stufe, 
mag  sie  nun  eine  starre  Elementargrösse  oder  eine  Strecke  sein,  kann 
im  Räume  als  Vielfachensumme  der  vier  Grundmasse  dargestellt  wer- 
den; jede  Elementargrösse  zweiter  Stufe,  mag  sie  nun  eine  Liniengrösse 
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oder  ein  Flächenraum  von  konstanter  Richtung,  oder  eine  Summen- 
groBse  sein,  kann  als  Summe  von  sechs  Liniengrössen  dargestellt  werden, 
welche  den  oben  erwähnten  sechs  Linien  angehören;  kurz  jede  Grösse 
kann  als  Yielfachensumme  der  Richtmasse  gleicher  Stufe,  oder  als 
Summe  Ton  Stücken,  welche  den  Richtgebieten  gleicher  Stufe  angehören, 
dargestellt  werden. 

Diese  Richtsysteme,  deren  Gnmdmasse  starre  Elementargrössen, 
das  lieisst  vielfache  Punkte  sind,  nennen  wir  mit  Möbius  barycentrische. 
Die  einfachste  Art  der  barycentrischen  Richtsysteme  ist  die,  bei  wel- 
cher die  Grundmasse  blosse  Punkte  darstellen.  Aber  die  barycentrischen 
Richtsysteme  selbst  erscheinen  nur  als  eine  besondere,  {  obwohl  2Lml68 
weitesten  reichende  Art  der  allgemeinen  Richtsysteme,  welche  aus  vier 
beKebigen  Elementargrössen  erster  Stufe  bestehen.  Denn  wir  zeigten, 
dass  sich  beliebig  viele  derselben  bis  auf  eine  in  Strecken  verwandeln 
können,  und  erhalten  so  ausser  dem  genannten  noch  solche  Richtsysteme, 
in  welchen  die  Richtgebiete  erster  Stufe  theils  Richtelemente,  theils 
Richtaxen  (konstante  Richtungen)  sind. 

Unter  diesen  heben  wir  besonders  diejenige  Art  der  Richtsysteme 
hervor,  welche  ein  Element  und  drei  Strecken  zu  Grundmassen  haben. 
Als  Richtmasse  zweiter  Stufe  treten  hier  auf  einestheils  drei  Linien- 
grössen, deren  Linien  durch  das  Richtelement  gehen,  und  deren  Aus- 
weichungen die  drei  andern  Gnmdmasse  sind;  andemtheils  drei  Flächen- 
räume  von  konstanter  Richtung,  welche  durch  die  drei  zwischen  jenen 
drei  Strecken  möglichen  Spathecke  (Parallelogramme)  dargestellt  wer- 
den. Als  Richtmasse  dritter  Stufe  erscheinen  einestheils  drei  Plangrössen, 
deren  Ebenen  durch  das  Richtelement  gehen  und  deren  Ausweichimgen 
die  Piachenräume  jener  drei  Spathecke  sind,  anderntheils  ein  als  Aus- 
dehnungsgrösse  aufgefasster  Körperraum,  welcher  durch  das  aus  jenen 
drei  Strecken  konstruirbare  Späth  dargestellt  ist.  Als  Hauptmass  endlich 
erscheint  derselbe  Körperraum  aufgefässt  als  Elementargrösse  vierter 
Stufe.  Die  Systeme,  welchen  diese  Richtmasse  angehören,  bilden  dann 
die  zugehörigen  Richtgebiete. 

Die  Richtstücke  eines  Punktes  in  Bezug  auf  ein  solches  Richt- 
system sind  nun  einestheils  das  Richtelement,  anderntheils  drei  |  Strecken,  168 
welche  den  drei  Richtaxen  parallel  sind,  und  als  Summe  von  solchen 
vier  Richtstücken  wird  jeder  Punkt  im  Räume  dargestellt  werden 
können;  die  Abweichung  eines  Punktes  im  Räume  vom  Richtelemente 
wird  daher  nach  diesem  Richtsysteme  durch  Richtstücke  von  kon- 
stanter Richtung  (durch  Parallelkoordinaten)  bestimmt,  also  ganz  auf 
dieselbe  Weise,  wie  eine  Ausdehnung  überhaupt  durch  Richtsysteme, 
welche  zur  Bestimmung  von  Ausdehnungen  dienen,  bestimmt  wird. 

OrasimaiiD,  Werke.    I.  18 
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§  118.     Verwandlting  der  Koordinaten. 

Indem  wir  nun  alle  diese  Richtsysteme  als  besondere  Arten  eines 
allgemeinen  RiChtsystems,  dessen  vier  Grundmasse  Elementargrossen 
sind,  darstellen:  so  haben  wir  damit  einestbeils  die  allgemeinste  Ko- 
i^dordinatenbestimmung  gefunden,  bei  welcher  die  Ebene  |  noch  als  Punkt- 
gebilde  erster  Ordnung  erscheint,  andererseits  sind  wir  dadurch  in  den 
Stand  gesetzt,  das  Verfahren,  durch  welches  wir  von  einer  Koordinaten- 
bestimmung  zu  einer  andern  derselben  Art  übergehen  konnten,  und 
welches  wir  in  §  92  für  Parallelkoordinaten  darstellten,  nicht  nur  auf 
jede  Art  der  Richtsysteme  anzuwenden,  sondern  auch  es  da  eintreten 
zu  lassen,  wo  aus  einer  Art  der  Eoordinatenbestimmung  zur  andern 
übergegangen  werden  soll,  sobald  beide  nur  jener  von  uns  dargestellten 
allgemeineren  Gattung  angehören.  Namentlich  können  wir  danach  un- 
mittelbar die  barycentrischen  Gleichungen  in  Gleichungen  zwischen 
Parallelkoordinaten  umwandeln  und  umgekehrt,  ohne  dass  wir  noch 
irgend  einer  besonderen  Vorschrift  bedürften.  -  Indem  wir  nun  femer 
den  Begriff  der  Richtstücke  (Koordinaten)  in  einem  allgemeineren  Sinne 
auffassten,  sofern  wir  auch  Richtstücke  höherer  Ordnung  annahmen, 
so  reicht  dieselbe  allgemeine  Art  der  Richtsysteme  auch  aus,  um  Ele- 
mentargrössen  höherer  Stufen,  namentUch  um  Liniengrössen  undEbenen- 
grössen  zu  bestimmen. 

Ehe  wir  die  Bedeutung  dieser  Bestimmungen  durchgehen,  haben 
wir  auf  einen  Unterschied  zwischen  der  von  uns  angegebenen  Bestim- 
mungsweise und  der  sonst  üblichen  aufmerksam  zu  machen  und  zu 
zeigen,  wie  dieser  Unterschied  ausgeglichen  werden  könne.  Nämlich 
wir  sind  überall  zu  der  Bestimmung  von  Elementargrössen,  das  heisst 
von  Punkten  mit  zugehörigen  Gewichten,  von  Liniengrössen  und  Ebenen- 
grössen  gelangt.  Bei  der  Bestimmung  durch  Koordinaten  kommt  es 
aber  nur  auf  die  Bestimmung  der  Punkte,  Linien  und  Ebenen  ihrer 
Lage  nach  an,  und  dadurch  erhalten  wir  bei  unserer  Betrachtungsweise 
169  stets  ein  Richtstück  oder  einen  Zeiger  mehr,  als  es  bei  jener  Bestim- 
mimg der  Lage  erforderlich  ist.  Dieser  Unterschied  lässt  sich  auf  der 
Stelle  ausgleichen,  indem  man  bedenkt,  dass,  wenn  alle  Richtstücke 
oder  Zeiger  einer  Grösse  mit  derselben  Zahlengrösse  multiplicirt  oder 
dividirt  werden,  dadurch  die  Lage  (das  Elementarsystem)  derselben 
nicht  geändert  wird.  Man  erhält  also  sogleich  die  Anzahl  der  Zeiger 
um  Eins  vermindert^  wenn  man  die  Richtstücke  (oder  die  Zeiger)  mit 
einem  der  Zeiger  jedesmal  dividirt,  und  dadurch  einen  der  Zeiger  jedes- 
mal auf  Eins  bringt.  Die  so  gewonnenen  Zeiger  genügen  dann  jedesmal 
zur  Bestimmung  der  Lage. 
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Indem  wir  nun  auf  solche  Weise  zum  Beispiel  die  Lage  einer 
Ebene  durch  |  ihre  Zeiger  bestimmen,  und  zwischen  den  als  veräuder- 170 
lieh  genommenen  Zeigern  eine  Gleichung  m-ten  Grades  aufstellen ,  so 
wird  dadurch  eine  unendliche  Menge  von  Ebenen  bedingt,  deren  Zeiger 
jener  Gleichung  genügen;  imd  von  allen  diesen  Ebenen  wird  eine 
Oberfläche  umhüllt  werden,  von  welcher  ich  späterhin  zeigen  werde, 
dass  sie  dieselbe  sei,  welche  man  als  Oberfläche  m-ter  Klasse  be- 
zeichnet hat.  Ebenso  führt  die  BestimiAung  der  geraden  Linie  durch 
ihre  Zeiger  zu  eigenthümlichen,  bisher  nicht  beachteten  Gebilden,  welche 
ich  zuerst  gelegentlich  in  einer  Abhandlung  im  Crelle'schen  Journal 
der  Betrachtung  unterworfen  habe.*)**)  Da  die  weitere  Erörterung 
dieses  Gegenstandes  die  Schranken  dieses  Werkes  überschreiten  würde, 
so  will  ich  mich  damit  begnügen,  hier  noch  die  Gleichung  für  die 
gerade  Linie  und  die  Ebene,  wie  sie  sich  durch  unsere  Wissenschaft 
ergiebt,  aufisustellen,  und  mit  den  sonst  bekannten  Gleichungen  für 
dieselben  in  Beziehung  zu  setzen. 

§  119.     Gleichung  der  Ebene. 

Die  allgemeinste  Aufgabe,  die  man  sich  hier  stellen  kann,  ist  die, 
die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  durch  drei  beliebige  gegebene  Punkte 
geht>  oder  die  Gleichung  einer  [geraden]  Linie,  welche  durch  zwei  be- 
liebige gegebene  Punkte  geht,  aufzustellen. 

Es  seien  die  gegebenen  Punkte  im  ersten  Falle  a,  /J,  y,  im  zweiten 
Falle  a,  /S;  der  veränderliche  Punkt,  welcher  als  Punkt  jener  Ebene 
oder  dieser  |  Linie  durch  eine  Gleichung  zwischen  ihm  und  den  ge- 170 
gebenen  Punkten  bestimmt  werden  soll,  sei  <y,  so  hat  man  sogleich 
aus  dem  Begriffe  eines  Elementarsystems  zweiter  und  dritter  Stufe  für 
den  ersten  Fall  die  Gleichung 

a  .  /J  .  y  .  <y  =  0, 
fär  den  zweiten 

a  .  /J  .  <y  ==  0, 

und  durch  diese  Formeln,  welche  den  grössten  Grad  der  Einfachheit 
besitzen,  ist  die  Aufgabe  im  allgemeinsten  Sinne  gelöst.  Will  man 
dann  aus  Vorliebe  für  die  gewöhnliche  Koordinatenbehandlung  oder 
aus  einem  andern  Grunde  die   entsprechenden  Koordinatengleichungen 

^)  Grelle,  Journal  für  die  reine  und   angewandte  Mathematik  Bd.  XXIV. 
[8.  262—282  und  372-380.] 

**)  Diese  Gebilde  sind  besonders  seit  Plücker's  letztem  Werke  „Neue  Geo- 
metrie des  Baumes,  1868**  vielfach  von  den  ausgezeichnetsten  Mathematikern 
bearbeitet  worden  und  bilden  den  Hauptgegenstand  der  heutigen  Linien- 
geometrie.    (1877.) 

13* 
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aufstellen^  so  kann  man^  wenn  man  nur  die  Mühe  des  Niederschreibens 
dieser  langgestreckten  Formeln  nicht  scheut^  dieselben  unmittelbar  aus 
jener  einfachen  Gleichung  ableiten. 
171  Will  man  zum  Beispiel  die  Gleichung  in  Parallelkoordinaten  dar- 
stelleU;  so  hat  man  sich  nur  des  am  Schlüsse  des  §  117  erwähnten 
Richtsystems  zu  bedienen.  Bei  diesem  Richtsysteme  wird  jeder  Punkt 
als  Summe  des  Richtelements  q  und  einer  Strecke  dargestellt.   Es  sei 

«  =  (>+i>i,     ß^Q-fPi,     y^Q+Ps^     <f  =  Q+Py 
so  hat  man  durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  Gleichung  der 
Ebene 

(Q  +Pi)  '  (q  +Pi)  •  (P  +  Pa)  •  ((>  +1>)  =  0, 

oder^  indem  man  die  Klammern  auflöst^  und  die  Produkte^  welche  null 
werden*),  weglässt, 

Q'P%'Ps'P+Pi'Q'Pi'P+Pi'P2'Q'P+Pi'P9'P$'Q  =  0, 

oder,  indem  man  mit  gehöriger  Beobachtung  des  Vorzeichens  p  überaU 
auf  die  erste  Stelle  bringt,  imd  es  dann  nach  §  112  weglässt, 

(Pi  'Ps  +PS  'Pl  +Pl  'Pi)'P=Pl  'Pi  'Ps- 

Um  nun  diese  Gleichung  in  die  Koordinaten-Gleichung  zu  verwandeln, 
hat  man  nach  §  88  nur  statt  jeder  Strecke  die  Summe  ihrer  Richt- 
stücke zu  setzen.    Es  sei 

l'i  =  ^1  +  »1  +  ^1 

•         «         •        « « 

wo  X,  y^  gy  , , .  die  Richtstücke  darstellen,  so  hat  man  nun 

+  (a^3  +  ys  +  ^3)  •  (^1  +  yi  +  ^1)  •  (^  +  y  +  ^)  + 
+  (^1  +  yi  +  ^1)  •  (^2  +  y2  +  ^2)  •  (^  +  y  +  ^)  = 
=  (^1  +  yi  +  ^1)  •  (^2  +  y2  +  ^2)  •  (^3  +  ys  +  ^s)  • 

Nun  hat  man  nur  die  Klammem  aufzulösen,  indem  man  beachtet, 
dass  die  mit  gleichen  Buchstaben  bezeichneten  Richtstücke  parallel 
sind,  und  somit  aus  jedem  Gliede  nur  sechs  geltende  Produkte  zu  je 
drei  Faktoren  hervorgehen,  und  hat  dann  die  Faktoren  der  so  ent- 
stehenden vierundzwanzig  Produkte  mit  Beobachtung  der  Zeichen  so 
zu  ordnen,  dass  die  Buchstaben  in  jedem  Produkte  auf  dieselbe  Weise 
auf  einander  folgen,  und  erhält  dann  eine  Gleichung,  in  welcher  man 
statt   der   Richtstücke   die   Zeiger   setzen    imd   sie   dadurch    zu   einer 


*)  Das  sind  nämlich  alle  die,  welche  q  öfter  als  einmal  als  Faktor  ent- 
halten,  und  das  Produkt  Pi  .p^  -Ps  .p. 
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arithmetischen  Gleichung  machen  kann,  in  welcher  |  wiederum  die  Ord- 172 
Dong  der  Faktoren  gleichgültig  ist.    Die  Gleichung,  welche  man  auf 
diese  Weise  gewinnt,  ist,  wenn  man  unter  x,  y,  Zj  .  . .  jetzt  die  Zeiger 
versteht,  folgende: 

(y2^8    -  ^8^2  +   Vi^l   -   »1^8  +   »1^2  —   y2^l)  ^  + 
+  (^2^3  —  ^8^2  +  ^8^1  —  ^1^8   +  ^1^2  "  ^2^l)  V  + 

+  (^2^8  —  ^8y2  +  ^sVi  —  ^iVz  +  ^1^2  -  ^2yi)  ^  = 
==  ^iVi^i  —  ^i^s^i  +  ^8yi^2  —  ^sy^^i  +  ^2y3^i  —  ^2yi^3- 

Diese  Gleichung,  welche  sich  durch  die  gewöhnliche  Analyse  nicht 
aof  eine  einfachere  Form  reduciren  lässt,  sagt,  so  weitläuftig  sie  auch 
erscheint,  dennoch  nic}its  weiter  aus,  als  jene  ursprüngliche  Gleichung 

a  .  /J  .  y  .  (T  =  0, 

und  enthält  die  kürzeste  Lösung  des  obigen  Problems,  welche  auf  dem 
Wege  der  Koordinaten  möglich  ist.  Man  sieht  hier  in  einem  recht 
schlagenden  Beispiel  den  Yortheil  unserer  Methode,  und  die  Formel- 
yerwickelungen,  in  die  man  hineingeräth,  sobald  man  diese  Methode 
anfgiebt. 

§  120.    Das  statisohe  Moment  als  Abweichung. 

Indem  ich  die  Darstellung  der  geometrischen  Abschattung  und 
Projektion,  wie  auch  der  verschiedenen  Verwandtschaftssysteme  einem 
späteren  Kapitel*),  in  welchem  diese  Begriffe  in  einem  noch  grösseren 
Umfange  ans  Licht  treten  werden,  vorbehalte,  so  schreite  ich  nun  zu 
den  Anwendungen  auf  die  Statik, 

Der  Begriff  |  des  Momentes  tritt  zuerst  hier  in  seiner  ganzen  Ein- 172 
fachheit  auf,  wie  auch  der  Begriff  der  Kraft  erst  hier  seine  Darstellung 
findet,  indem  wir  die  Kraft  als  Liniengrösse,  also  als  Elementargrösse 
zweiter  Stufe  auffassen.    Unter  dem  Moment  einer  Kraft  aß  m  Bezug 
auf  einen  Punkt  q  verstanden  wir  oben  das  Produkt 

[^a]  .  \aß]  oder  («  —  q)  -{ß  —  «)  5 

multiphciren  wir  diesen  Werth  noch  mit  dem  Elemente  q,  so  erscheint 
das  Moment  als  Ausweichung  der  so  entstehenden  Elementargrösse 
p .  (a  —  9)  'iß  —  ^)  5  diese  ist  aber  nach  dem  bekannten  Gesetz  der 
äusseren  Multiplikation  gleich 

somit  können  wir  das  Moment  in  Bezug  auf  einen  Punkt  definiren  als 
Ausweichung  eines  Produkts,  dessen  erster  Faktor  der  |  Beziehungs- i75 

*)  Kap.  4  dieses  Abschnittes. 
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punkt  und  dessen  zweiter  Faktor  die  Kraft  ist,  oder  als  Abweichung 
der  Kraft  von  dem  Beziehungspunkte.  Da  nun  jede  Gleichung  zwischen 
den  Elementargrössen  auch  zwischen  ihren  Ausweichungen  besteht,  so 
wird  auch  jede  Gleichung ,  welche  zwischen  jenen  Produkten  statt- 
findet, zwischen  ihren  Momenten  gleichfalls  stattfinden,  obwohl  nicht 
umgekehrt. 

Man  könnte  daher  selbst  zweifelhaft  sein,  ob  man  nicht  lieber 
jenes  Produkt  des  Beziehungspunktes  in  die  Kraft  als  Moment  defi- 
niren  und,  was  wir  bisher  als  Moment  fixirten,  nur  als  Ausweichung 
jener  Grösse  darstellen  soll.  —  Doch  behalten  wir  den  festgestellten 
Begrifi*  bei. 

Unter  dem  Moment  einer  Kraft  aß  in  Bezug  auf  eine  Axe  q6 
verstanden  wir  oben  (§  41)  das  Produkt 

[q6]  .  [6a]  .  [aß] 
oder 

((T  —  p)  .  (a  —  (f)  .  (/J  —  a). 

Multiplicireu  wir  dasselbe  mit  p,  so  erhalten  wir  das  Produkt 

Q  .  6  ,  a  ,  ß^ 

dessen  Ausweichung  eben  jenes  Moment  ist.  Also  erscheint  das  Mo- 
ment einer  Kraft  in  Bezug  auf  eine  Axe  als  Ausweichung  eines  Pro- 
duktes, dessen  erster  Faktor  die  Axe  und  dessen  zweiter  Faktor  die 
Kraft  ist,  oder,  einfacher  ausgedrückt,  als  Abweichung  der  Kraft  von 
der  Axe.  Da  übrigens  eine  Gleichung  zwischen  Elementargrössen  vierter 
Stufe  im  Räume,  als  einem  Elementarsystem  vierter  Stufe,  keine  andere 
173  Bedeutung  hat,  als  die  Gleichung  zwischen  ihren  |  Ausweichungen,  so 
kann  man  das  Moment  in  Bezug  auf  eine  Axe  auch  direkt  als  Pro- 
dukt dieser  Axe  in  die  Kraft  auffassen.*) 

§  121.     Neuer  Weg  für  die  Behandlung  der  Statik.      . 

Es  bietet  sich  auf  diesem  Punkte  der  Entwickelung  eine  Methode 
dar,  durch  welche  wir  alle  Gesetze  für  das  Gleichgewicht  fester  Körper 
ohne  Voraussetzung  aller  früher  bewiesenen  Sätze  der  Statik  auf  die 
einfachste  Weise  ableiten  können. 


*)  Da  der  Name  (statisches)  Moment  jetzt  überflüssig  erscheint,  indem  er 
durch  den  Namen  der  Abweichung  vollkommen  ersetzt  wird,  und  sich  dieser  sogar 
noch  leichter  handhaben  lässt,  so  wäre  es  gewiss  zweckmässig,  wenn  man  den 
Namen  Moment  nur  in  dem  Sinne  gebrauchte,  in  welchem  ihn  zum  Beispiel 
La  Orange  in  seiner  mScanique  analytigue  überall  gebraucht,  wo  er  von  dem 
Moment  ohne  weitere  Bestimmung  redet,  und  wenn .  man  das  sogenannte  statische 
Moment  eben  als  Abweichung  bezeichnete.  Doch  habe  ich  dies  nicht  ohne  wei- 
teres einführen  wollen. 
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Wir  bedürfen   dazu   nur    einestheils   des   Grundsatzes ^   dass    drei 
Kräfte,  \  welche  auf  einen  Punkt  wirken,  dann  und  nur  dann  im  Gleich- 174 
gewuM  sind,  wenn  ihre  Summe  null  ist,  oder^  indem  wir  zwei  Kräfte 
oder  Kraftsysteme  einander  gleichwirkend  ^nennen,  wenn  sie  durch  die- 
selben Kräfte  aufgehoben  werden  können,   dass  zwei  Kräfte,  die  auf 
einen  Funkt  unrken,  der  auf  denselben  Punkt  wirkenden  Summe  heider 
Kräfte  gleichwirkend  sind,  andemtheils^  dass  zwei  Kräfte,  welche  auf 
einen  festen  Körper  wirken,  dann  und  nur  dann  im  Gleichgewichte  sind, 
wenn  sie  in  derselben  geraden  Linie  unrken  und  einander  entgegengesetzt 
gleich  sind.    Hieraus  folgt  sogleich^  wenn  wir  den  soeben  aufgestellten 
Begriff  des  Gleichwirkens  festhalten,  dass  zwei  Kräfte,  welche  auf  einen 
festen  Körper  unrken,  dann  und  nur  dann  einander  gleichwirkend  sind, 
wenn  sie  in  derselben  Linie  wirken  und  einander  gleich  sind  oder  ein- 
facher ausgedrückt,  wenn  sie  als  Liniengrössen  einander  gleich  sind. 

Betrachten  wir  daher  die  Kräfte,  welche  auf  feste  Körper  wirken, 
als  Liniengrossen ;  so  zeigt  sich  sogleich,  wie  zwei  Kräfte,  deren 
Wirkungslinien  sich  schneiden,  ihrer  Summe  gleichwirkend  seien;  denn 
ist  a  dieser  Durchschnittspunkt,  so  werden  sich  beide  Kräfte  als 
Liniengrössen  darstellen  lassen,  deren  erster  Faktor  a  ist;  sind  dann 
a.p  und  cc.q,  wo  p  und  q  Strecken  bedeuten,  diese  Kräfte,  so  sind 
sie  nach  der  ersten  Voraussetzung  gleichwirkend  mit  «  •  (l>  +  ^)  oder 
mit  a  .p  -}-  a  .q,  das  heisst  sie  sind  der  Summe  der  |  Kräfte  gleich- 174 
wirkend,  auch  wenn  die  Kräfte  als  Liniengrössen  aufgefasst  werden. 

Sind  die  Kräfte  parallel,  zum  Beispiel  die  eine  gleich  cc.p,  die 
andere  gleich  mß .  p,  wo  p  wiederum  eine  Strecke  bedeutet,  so  können 
wir  die  beiden  gleichwirkende  Kraft  nach  demselben  Princip  nicht  un- 
mittelbar finden;  nehmen  wir  daher  zwei  sich  einander  aufhebende 
Kräfte  zu  HüKe,  nämlich  a.mß  und  mß.a*),  so  sind  jene  beiden 
Kräfte  gleichwirkend  den  vier  Ejäften 

cc.p,     a,mß,     mß.a,     mß.p, 

von  denen  die  beiden  ersten,  da  sie  auf  denselben  Punkt  wirken,  ihrer 
Summe  gleichwirkend  sein  werden,  und  ebenso  die  beiden  letzten,  und 
wir  erhalten  somit  die  beiden  Kräfte 

cc.^p  +  mß),     mß,(a+p) 

als    den    gegebenen    Kräften    gleichwirkend.     Diese    beiden  Produkte 
können  wir,  indem  wir  zu  dem  zweiten  Faktor  den  ersten  hinzuaddiren,  175 
wodurch   nach   den  Gesetzen  der   äusseren  Multiplikation   der  Werth 
des  Produktes  nicht  geändert  wird,  auf  einen  gemeinschaftlichen  Faktor 


•)  Beide  beben  einander  auf,  weil  a.mß  =^  —  mß  .a  ist. 
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bringen;  nämlich  es  werden  dann  jene  Kräfte  gleich 

a  .  (a  +  m/3  -t- 1)) ,     m/J  .  (a  +  mß  +p). 

Wenn  nun  m  nicht  gleich  —  1   ist,  so  stellt  der  zweite  Faktor  einen 

vielfachen  Punkt  dar  (mit  dem  Gewichte  1  +  »w);  beide  Kräfte  wirken 

dann  auf  einen  Punkt,  und   sind  somit  ihrer  Summe   gleich  wirkend; 

diese  Summe  ist 

(a  +  mß).{a  +  mß+p), 

das  heisst,  sie  ist  gleich 

(cc  +  w/J)  .p. 

Und  so  sind  also  die  beiden  Kräfte  a.j;  und  mß.p,  wenn  nicht  m 
gleich  —  1,  das  heisst  wenn  nicht  die  Summe  ihrer  Ausweichungen 
null  ist,  Einer  Kraft  (a  +  m/3).|>,  das  heisst  ihrer  Summe  gleich- 
wirkend. 

Da  nun  die  Wirkungslinien  zweier  Kräfte,  die  in  Einer  Ebene 
liegen,  sich  entweder  schneiden  oder  parallel  laufen,  so  folgt  überhaupt, 
dass  zwei  Kräfte,  welche  in  Einer  Ebene  liegen,  jedesmal,  wenn  ihre 
176  Ausweichungen  nicht  zur  Summe  Null  geben.  Einer  Kraft  |  gleich- 
wirkend sind,  welche  die  Summe  jener  Kräfte  ist. 

Betrachten  wir  nun  noch  den  Fall,  den  wir  bisher  ausschlössen, 
dass  nämlich  die  Ausweichungen  beider  Kräfte  zusammen  null,  das 
heisst  beide  Kräfte,  als  Strecken  betrachtet,  entgegengesetzt  gleich  sind, 
so  leuchtet  ein,  dass  beide  dann  aber  auch  nur  dann  im  Gleichgewicht 
sind,  wenn  sie  in  derselben  Richtungslinie  liegen,  das  heisst  die  Summe 
der  Kräfte  selbst  null  ist.  In  diesem  besonderen  Falle  können  wir 
also  auch  noch  sagen,  dass  beide  Kräfte  ihrer  Summe  gleichwirkend 
sind.  Es  bleibt  daher  nur  der  Fall  noch  zu  untersuchen,  wo  beide  Kräfte 
als  Strecken  zur  Summe  Null  geben,  als  Liniengrössen  aber  nicht. 

In  diesem  Falle  mm  ist  nach  der  zweiten  Voraussetzung  nicht 
Gleichgewicht  vorhanden;  aber  wir  können  auch  leicht  zeigen,  dass 
es  dann  keine  geltende  Kraft  gebe,  welche  jenen  beiden  Kräften  das 
Gleichgewicht  halte.  Denn  aus  den  beiden  Voraussetzungen,  die  wir 
zu  Anfang  dieses  Paragraphen  aufstellten,  geht  hervor,  dass  die  Aus- 
weichung der  Gesammtkraft  stets  die  Sunmie  ist  aus  den  Ausweichungen 
i7^der  einzelnen  Kräfte.  Also  müsste  hier  die  Ausweichung  der  |  frag- 
lichen Kraft  null  sein,  das  heisst,  diese  Kraft  selbst  müsste  null  sein 
und  die  gegebenen  Kräfte  schon  im  Gleichgewichte  stehen,  was  wider 
die  Annahme  ist.  Somit  haben  wir  in  der  That  gezeigt,  dass  zwei 
Kräfte,  welche  in  parallelen,  von  einander  getrennten  Linien  wirken, 
und  als  Strecken  entgegengesetzt  gleich  sind,  auf  keine  ihnen  gleich- 
wirkende einzelne  Kraft  zurückgeführt  werden  können.   Dieser  FaU  ist 
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aber  derselbe,  in  welchem  die  Kräfte  keine  Liniengrösse  als  Summe 
darbieten^  sondern  eine  Ausdehnung  zweiter  Stufe;  in  der  That  ist 
a.p  —  ß.p  gleich  (a  —  ß)'P}  was  eine  Ausdehnung  zweiter  Stufe 
darstellt  , 

Um  die  Bedeutung  dieses  Falles  für  die  Statik  näher  in's  Auge 
zu  &ssen,  bemerken  wir,  dass  das  Gesammtmoment  zweier  solcher 
Kräfte  in  Bezug  auf  alle  Punkte  im  Räume,  das  heisst  die  Gesammt- 
abweichung  derselben  von  allen  Punkten,  eine  konstante  Grösse  ist. 
In  der  That,  da  die  gesammte  Abweichung  gleich  der  Abweichung  der 
Summe  ist,  die  Summe  aber  hier  eine  Ausdehnung  zweiter  Stufe  ist, 
und  die  Abweichung  einer  Ausdehnung  immer  dieser  selbst  gleich  ist, 
so  folgt,  dass  die  Gesammtab  weichung  jener  beiden  Kräfte  von  jedem 
beliebigen  Punkte  der  Summe  dieser  beiden  Kräfte  selbst  gleich  ist, 
also  konstant  bleibt,  sobald  diese  Summe  es  bleibt.  Wir  sagen  daher, 
es  seien  beide  |  Kräfte  diesem  Moment,  welches  durch  ihre  Summe  176 
dargesteUt  wird,  gleichwirkend*).  Somit  können  wir  nun  den  Satz 
aufstellen: 

Zwei  oder  mehrere  Kräfte,  wdche  in  Einer  Ebene  tmrJcen,  sind  ihrer 
Summe  gUichtvirJcend. 

Nämlich  von  zwei  Kräften  lässt  sich  dies  sogleich  auf  beliebig 
viele  übertragen. 

§  122.     Allgemeines  Gesetz  für  das  Gleichgewicht. 

Gehen  wir  zur  Betrachtung  der  Kräfte  im  Räume  über,  so  haben 
wir  daran  zu  erinnern,  dass  die  Addition  von  Kräften  als  Elementar- 
grossen  zweiter  Stufe  nur  darm  eine  reale  Bedeutung  hat,  wenn  die- 
selben in  Einer  Ebene  als  einem  Systeme  dritter  Stufe  liegen,  hin- 
gegen eine  bloss  formelle  Bedeutung  gewinnt,  wenn  |  dies  nicht  der  177 
Fall  ist.  Vermöge  dieser  formellen  Bedeutung  wurden  zwei  solche 
Summen  einander  gleich  gesetzt,  wenn  sie  durch  Anwendung  der  realen 
Addition  und  der  allgemeinen  additiven  Verknüpfungsgesetze  sich  auf 
denselben  Ausdruck  zurückführen  lassen. 

Betrachten  wir  nun  zwei  solche  Summen  von  Kräften  im  Baume, 
welche  sich  auf  diese  Weise  auf  denselben  Ausdruck  zurückführen 
lassen,  und  bedenken,   dass  bei  der  realen  Addition,  weil  dabei  die 


*)  Es  ist  dies  also  als  eine  Erweiterung  des  Begriffs  des  Gleichwirkens  an- 
zusehen, indem  das  Moment  selbst  als  eine  eigenthümliche  Kraftgrösse  aufgefasst 
ist,  welche  mit  andern  Kräften  zusammenwirken  kann;  dadurch  ist  die  in  der 
Statik  so  wichtige  Theorie  der  Eräftepaare  in  ihrem  wahren  Gesichtspunkte  auf- 
gefasst. 
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Kräfte  in  Einer  Ebene  liegen,  die  Summe  der  Kräfte  jedesmal  der  6e- 
sammtheit  der  einzelnen  Kräfte ,  welche  ihre  Stücke  bilden,  gleich- 
wirkend sei :  so  folgt,  dass  bei  jener  Umwandlung  der  formellen  Summe 
•  in  eine  ihr  gleiche,  jedesmal  die  Kräfte,  welche  diese  Summe  bilden, 
einander  gleichwirkend  bleiben,  also  „dass  zwei  Vereine  von  Kräften, 
welche  gleiche  Summe  darbieten,  allemal  einander  gleichwirkend  sind '', 
also  auch,  „dass  eine  Reihe  von  Kräften,  deren  Summe  null  ist,  im 
Gleichgewicht  ist". 

Nun  können  wir  femer  jede  Summe  von  Kräften  auf  Eine  Kraft, 
deren  Angriffspunkt  willkührlich  ist,  und  Ein  Moment,  oder  auch  auf 
zwei  Kräfte  zurückführen.  In  der  That,  setzen  wir  die  Summe  mehrerer 
Kräfte  gleich 

wo  a  ein  Element,  p  eine  Strecke,  a  .p  also  eine  Krafb,  M  aber  eine 
17 7 Ausdehnung  zweiter  Stufe,  also  ein  Moment  darstellt:  so  werden  nach 
den  oben  dargestellten  Sätzen  beide  Ausdrücke  dann  und  nur  dann 
gleich  sein,  wenn  sie  gleiche  Ausweichung  und  von  irgend  einem  Ele- 
mente, zum  Beispiel  a,  gleiche  Abweichung  haben;  es  muss  also  dann 
p  gleich  der  Summe  aller  Ausweichungen,  welche  die  einzelnen  Kräfte 
darbieten,  imd  M  gleich  der  Summe  aller  Abweichungen  von  dem 
Elemente  a  sein;  da  aber  beide  Summen  stets  real  sind,  die  erste  als 
Summe  von  Strecken,  die  letzte  als  Summe  von  Ausdehnungsgrossen 
zweiter  Stufe  in  einem  Systeme  dritter  Stufe,  so  lässt  sich  jene  R^ihe 
von  Kräften  allemal  auf  die  angegebene  Form  bringen,  und  zwar  ist 
a  willkührlich,  dann  aber  p  und  31  bestimmt.  Kann  man  nun  jene 
Kraftsumme  auf  den  Ausdruck  a  .p  -{-  M  bringen,  so  kann  man  sie 
auch  auf  die  Summe  zweier  Kräfte  bringen ;  ist  zum  Beispiel  M  gleich 
r  .  5 ,  so  kann  man  von  dem  Gliede  a  .  p  das  Glied  a  .  s  subtrahiren 
und  dasselbe  Glied  zu  31  addiren,  ohne  den  Werth  der  Summe  zu 
ändern,  und  erhält  so 

178  a  .1?  +  Jtf  =  «  .  (p  —  s)  +  (a  +  r)  .  5, 

wo  die  rechte  Seite  zwei  Kräfte  darstellt.  Da  endlich  zwei  Vereine 
von  Kräften,  welche  gleiche  Summen  haben,  einander  gleichwirkend 
sind,  wie  wir  oben  zeigten,  so  hat  man  den  Satz,  „dass  sich  jede  Reihe 
von  Kräften  im  Räume  auf  zwei  Kräfte  oder  auf  eine  Kraft  und  ein 
Moment  zurückführen  lassen,  welche  ihnen  gleichwirkend  sind  und  die- 
selbe Summe  liefern,  wie  jene  Kräfte." 

Hieran  schliesst  sich  sogleich  die  Folgerung,  „dass  mehrere  Kräfte 
auch  nur  dann  im  Gleichgewicht  sind,  wenn  ihre  Summe  null  ist"; 
denn  auf  zwei  ihnen  gleichwirkende  Kräfte,  welche  auch  dieselbe  Summe 
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liefern^  lassen  sie  sich  zurückfahren,  aber  zwei  Kräfte  sind  nach  der 
zweiten  Voraussetzung  nur  dann  im  Gleichgewichte,  wenn  ihre  Summe 
nall  ist,  alsdann  wird  aber  auch  die  Summe  der  gegebenen  Kräfte,  da 
sie  dieselbe  ist,  null  sein;  also  ist  jener  Satz  bewiesen. 

Wenn  nun  zwei  Vereine  von  Kräften  einander  gleichwirkend  sind; 
so  müssen  die  des  einen  Vereins  mit  den  entgegengesetzt  genommenen 
Kräften  des  andern  (nach  der  Definition  des  Gleichwirkens)  zusammen- 
gesetzt Gleichgewicht  geben,  das  heisst  nach  dem  vorigen  Satze,  ihre 
Summe  muss  null  sein,  also  müssen  dann  die  Ktäfte  des  einen  Vereins 
dieselbe  Summe  liefern,  wie  die  des  andern;  somit  haben  wir  bewiesen, 
„dass  zwei  Vereine  gleichwirkender  |  Kräfte  noth wendig  gleiche  Sum-178  . 
men  liefern."  Fassen  wir  diesen  Satz  mit  dem  umgekehrten,  den  wir 
Yorher  bewiesen  haben,  zusammen,  so  erhalten  wir  den  Satz: 

Dass  fswei  Vereine  von  Kräften  dann  und  nur  dann  einander  gleich- 
wirkend  sind,  wenn  sie  gleiche  Summen  liefern. 

Dieser  Satz  berechtigt  uns,  die  Gesammtwirkung  mehrerer  Kräfte 
als  die  Wirkung  ihrer  Summe  aufzufassen,  auch  dann,  wenn  diese 
Summe  sich  nicht  mehr  als  einzelne  Kraft  darstellen  lässt;  wir  haben 
somit  den  allgemeinen  Satz: 

Zwei  oder  mehrere  Kräfte  sind  ihrer  Summe  gleichwirJcend,  und  sind 
nur  dann  im  Gleicligemchte,  wenn  ihre  Summe  null  ist. 

Dieser  Satz  umfasst  alle  früheren  und  erscheint  als  deren  End- 
resultat. .  '  • 

§  123.     Allgemeine  Beziehung  zwisohen  den  staüsohen  Momenten. 

Dass  nun  zwei  Vereine  gleichwirkender  Kräfte  in  Bezug  auf  jeden 
Punkt  und  jede  Axe  gleiches  Gesammtmoment  |  haben,  dass  zwei  Ver- 179 
eine  von  Kräften,  welche  gleiche  Gesammtaus  weichung  und  in  Bezug 
auf  irgend  einen  Punkt  gleiches  Moment  haben,  einander  gleichwirkend 
sind  und  in  Bezug  auf  jeden  Punkt  und  jede  Axe  gleiches  Moment 
haben,  sind  jetzt,  nachdem  wir  einen  Verein  von  Kräften  als  ihrer 
Summe  gleichwirkend  dargestellt  haben,  nur  andere  Ausdrucksweisen 
der  von  uns  in  der  abstrakten  Wissenschaft  aufgestellten  Sätze.  — 
Wir  halten  uns  daher  mit  der  Ableitung  jener  statischen  Gesetze  nicht 
weiter  auf,  und  wollen  statt  dessen  einen  allgemeinern  Satz  über  die 
Theorie  der  Momente  aufstellen,  welcher  alle  Sätze,  die  man  bisher 
über  diese  Theorie  aufgestellt  hat,  an  Allgemeinheit  weit  übertrifft, 
und  dennoch  durch  unsere  Analyse  sich  auf's  einfachste  ergiebt. 

Um  diesen  Satz  sogleich  in  einer  leichtfasslichen  Form  zu  geben, 
will  ich  einen  neuen  Begriff  einführen,  welcher  für  die  Betrachtung 
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der  Verwandtschaftsbeziehungen  überhaupt  von  der  grössten  Wichtig- 
keit ist.  Nämlich  ich  sage^  dass  ein  Verein  von  Grössen  in  derselben 
ZaMenrelaiion  stehe,  wie  ein  anderer  Verein  entdeckender  Grössen,  wenn 
jede  Gleichheit,  welche  ewischen  den  Vielfachensunifnen  aus  den  Grössen 
des  letsften  Vereins  stattfindet,  auch  bestefien  hleibt,  wenn  man  statt  dieser 
Grössen  die  entsprechenden  des  ersten  Vereins  setzt.  Der  Satz,  den  wir 
hier  beweisen  woUen,  lässt  sich  nun  in  der  Form  darstellen: 

179  Die  Gesammtniomente  eines  Kräftevereins  in  Bezug  auf  verschiedene 
Punkte  oder  Axen  stehen  in  derselben  Zahlenrelation,  wie  diese  Punkte 
oder  Axen. 

Denn  ist  S  die  Summe  des  Kräftevereins,  so  ist  das  Gesammt- 
moment  desselben  in  Bezug  auf  irgend  eine  Grosse  A  (sei  dieselbe 
nun  ein  Punkt  oder  eine  Axe)  gleich  der  Ausweichung  des  Produktes 
-4  .  *S;  sind  nun  verschiedene  Beziehungsgrössen  A,  B,  ...  gegeben, 
und  herrscht  zwischen  denselben  eine  Zahlenrelation,  welche  sich  in 
der  Form 

üA  +  hB  -{ =  0, 

wo  a,  6,  ...  Zahlengrössen  sind,  darstellen  lässt)  so  wird  auch,  wenn 
man  mit  S  multipUcirt, 

aA,S+hB.S+'"  =  0 

sein;   diese  Gleichung   bleibt  nun   nach   §  112  auch   bestehen,  wenn 
ISO  man  statt  der  Produkte  A  .  S,  ..  '  ihre  Ausweichungem,  das  heisst'  die 
Momente  von  S  in  Bezug  auf  jene  Grössen  setzt;  also  stehen  diese 
Momente  in  derselben  Zahlenrelation,  wie  die  Beziehungsgrössen. 

Vermittelst  dieses  Satzes  können  wir  also  aus  den  Momenten  in 
Bezug  auf  zwei  Punkte  das  Moment  in  Bezug  auf  jeden  andern  Punkt 
derselben  geraden  Linie  finden,  und  ebenso  aus  den  Momenten  in  Bezug 
auf  drei  Punkte,  die  nicht  in  Einer  geraden  Linie  liegen,  das  jedem 
andern  Punkte  derselben  Ebene  zugehörige;  aus  den  Momenten  in 
Bezug  auf  vier  Punkte,  die  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  das  jedem 
andern  Punkte  des  Baumes  zugehörige;  ferner  aus  den  Momenten  in 
Bezug  auf  zwei  Axen,  die  sich  schneiden,  das  Moment  in  Bezug  auf 
jede  andere  durch  denselben  Pimkt  gehende  und  in  derselben  Ebene 
liegende  Axe;  aus  den  Momenten  in  Bezug  auf  drei  Axen  derselben 
Ebene,  welche  nicht  durch  Einen  Punkt  gehen,  das  jeder  andern  Axe 
derselben  Ebene;  und  überhaupt  aus  den  Momenten  in  Bezug  auf  eine 
Reihe  von  Axen,  welche  in  keiner  Zahlenrelation  zu  einander  stehen, 
das  Moment  in  Bezug  auf  jede  Axe,  welche  zu  ihnen  in  bestimmter 
Zahlenrelation  steht. 
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§  124.     Wann  ein  Verein  von  Kräften  einer  einzelnen  Kraft 

gleiohwirkt. 

Ich  schliesse  diese  Anwendung  mit  der  Lösung  der  Aufgabe^  die 
Bedingungsgleichung  zu  finden,  welche  bestehen  muss,  wenn  ein  System 
von  Kräften  einer  einzelnen  Kraft  oder  einem  Moment  gleichwirkend 
sein  soU. 

In  beiden  Fallen  wird  die  Summe  der  Kräfte  S  als  Produkt  {  zweier  180 
Elementargrossen  erster  Stufe  dargestellt  werden  können ,  und  daraus 
folgt  für  diesen  Fall  sogleich  die  Gleichung 

5.5  =  0, 

eine  Gleichung,  welcher  nie  genügt  wird,  wenn  S  eine  formelle  Summe 
darstellt;  denn  dann  lässt  sich  S  als  Summe  zweier  Kräfte  darstellen, 
welche  nicht  in  derselben  Ebene  liegen;  es  seien  dies  A  und  J?,  also 

S^A  +  B, 

so  ist 

S.S={A  +  B).(A  +  B) 

=  2A.B, 

weil  nämlich  A.A  und  B.B  null  sind,  A.B  aber  gleich  B,A\  ist*);^^^ 
da  nun  A  und  B  nicht  derselben  Ebene  angehören,  so  kann  auch  A .  B 
nicht  null  sein,  also  ist  jene  Gleichung 

s.s~o 

die  nothwendige,  aber  auch  ausreichende  Bedingungsgleichung  für  den 
Fall,  dass  S  eine  einzelne  Kraft  oder  ein  einzelnes  Moment  darstellen 
soll;  und  zwar  wird  sie  ein  Moment  darstellen,  wenn  die  Ausweichung 
von  S  null  ist,  im  entgegengesetzten  Falle  eine  Kraft  von  geltendem 
Werthe. 
Ist 

so  wird 


S  =  A  +  B  +  C+'", 


S.S=2A,B  +  2A,C+2B.C+'', 

also  gleich  der  Summe  aus  den  Produkten  zu  zwei  Faktoren,  die  sich 
aus  den  Stücken  bilden  lassen**).    Daraus  folgen  sogleich  die  Sätze: 

Ein  Verein  von  Kräften  ist  dann  und  nur  dann  einer  einzelnen 
Kraft  oder  einem  einzelnen  Moment  gleichwiricend,  wenn  die  Summe  der 
Produkte  gn  zwei  Faktoren,  welche  sich  aus  den  Kräften  bilden  lassen, 
null  ist 


•)  Nämlich  weil  A  und  B  Grössen  zweiter,  also  gerader  Stufe  sind,  welche 
sich  nach  §  55  ohne  Zeichenwechsel  vertauschen  lassen. 

**)  Nämlich  gleich  der  einfachen  Summe,  wenn  man  die  Produkte  A.B 
und  B  .A  als  verschieden  gebildete  betrachtet. 
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Ferner 

Ztcei  Vereine  von  Kräften  können  nur  dann  einander  gleuAunrJcend 
181  sein,  tvenn  die  Produkte  eu  zwei  Faktoren,  welcJie  sich  \  aus  den  Kräften 
des  einen  Vereins  bilden  lassen,  gleiche  Summe  liefern  wie  die  aus  den 
Kräften  des  andern  gebildeten. 

Diese  Sätze  bleiben  auch  Doch  bestehen^  wenn  man  statt  der  Pro- 
dukte zweier  Kräfte  überall  ihre  sechsten  Theile,  nämlich  die  Pyra- 
miden^ welche  die  Kräfte  zu  gegenüberliegenden  Kanten  haben^  einführt. 


Drittes  Kapitel. 
Das  eingewandte  Prodakt"^). 

A.     Theoretische  Entwickelung. 

§  125.     Formelle  Erklärung  des  eingewandten  Produktes; 
Grad  der  Abhängigkeit  und  der  Multiplikation« 

182  '  Der  Begriff  des  Produktes  als  eines  äusseren  bestand  darin,  dass 
jedes  Stück  eines  Faktors,  welches  von  dem  andern  Faktor  abhängig 
war,  ohne  Werthänderung  des  Produktes  weggelassen  werden  konnte, 
worin  zugleich  lag,  dass  das  Produkt  zweier  abhängiger  Grössen  null 
sei.  Reale  Grossen,  das  heisst  solche,  die  sich  als  Produkte  aus  lauter 
einfachen  Faktoren  darstellen  lassen,  wurden  dann  „von  einander  un- 
abhängig'^ genannt,  wenn  jeder  einzelne  Faktor  derselben  ganz  ausser- 
halb desjenigen  Systems  lag,  was  durch  die  übrigen  Faktoren  bestimmt 
war,  oder,  mehr  abstrakt  ausgedrückt,  wenn  keine  Grösse,  die  dem 
Systeme  von  ßiner  der  Grössen  angehört,  zugleich  dem  durch  die 
sämmtlichen  übrigen  bestimmten  Systeme  angehört.  Da  nun  diese  Be- 
stimmung, welche  das  Produkt  als  ein  äusseres  charakterisirt,  nicht 
in  dem  Begriffe  des  Produktes  an  sich  liegt,  so  muss  es  möglich  sein, 
•  den  allgemeinen '  Begriff  des  Produktes  festzuhalten,  und  doch  jene 
'  Bestimmung  aufzugeben,  oder  durch  eine  andere  zu  ersetzen.  Um  nun 
diese  neue  Bestimmung  aufzufinden,  müssen  wir,  da  nach  ihr  auch 
das  Produkt  zweier  abhängiger  Grössen  soll  einen  geltenden  Werth 
haben  können,  die  verschiedenen  Grade  der  Abhäi^gkeit  untersuchen. 
Wenn  zwei  Systeme  höherer  Stufen  überhaupt  von  einander  ab- 
hängig sind,  so  wird  es  Grössen  geben,  welche  beiden  zugleich  ange- 
hören.   Da  nim  jedes  System,  welches  gewisse  Grössen  enthält,  auch 

•)   Vgl.  zu  diesem  Kapitel  den  zweiten  Anhang.     (1877.) 
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sammtliche  von  ihnen  abhängige  Grössen^  das  heisst  das  ganze  durch 
sie  bestimmte  System^  also  auch  das  äussere  Produkt  jener.  Grössen, 
enthalten  muss,  so  folgt ,  |  dass  Systeme ,  welche  gewisse  Grössen  ge-l82 
meinsehaftlich  enthalten,  auch  das  ganze  durch  diese  Grössen  bestimmte 
System,  also  auch  das  äussere  Produkt  derselben,  gemeinschaftlich  ent- 
halten werden;  nach  der  Stufenzahl  dieses  gemeinschaftlichen  Systemes 
wird  nun  auch  der  Grad  der  Abhängigkeit  bestimmt  werden  können, 
und  wir  werden  sagen  können,  zwei  Systeme  seien'  im  w-ten  Grade 
von  einander  abhängig,  wenn  sie  ein  System  m-ter  Stufe  gemein- 
schaftlich enthalten,  und  ebenso,  zwei  reale  Grössen  seien  im  m-ten 
Grade  von  einander  |  abhängig,  wenn  die  durch  sie  bestimmten  Systeme  183 
es  sind,  oder  wenn  sie  sich  auf  einen  gemeinschaftlichen  Faktor  m-ter 
Stufe  bringen  lassen  (und  auf  keinen  höheren).  Dies  letztere  nämlich 
folgt  aus  dem  Vorhergehenden,  da  nach  §  61  jede  Grösse,  welche  dem 
durch  eine  andere  Grösse  bestimmten  Systeme  angehört,  auch  als  Faktor 
der  letzteren  angesehen  werden  kann*). 

Jedem  Grade  der  Abhängigkeit  nun  entspricht  eine  Art  der  Multi- 
plikation; wir  fassen  alle  diese  Arten  der  Multiplikation  unter  dem 
Namen  der  eingewandten  Multiplikation  zusammen,  und  verstehen 
ins  Besondere  unter  dem  eingewandten  Produkt»  m-ter  'Stufe  dasjenige, 
in  welchem  ohne  Werthänderung  desselben  in  jedem  Faktor  nur  ein 
solches  Stück  weggelassen  werden  kann,  welches  von  dem  andern 
Faktor  in  einem  höheren,  als  dem  m-ten  Grade  abhängig  ist;  und 
zwar  nennen  vnr  das  eingewandte  Produkt  m-ter  Stufe  ein  reales, 
wenn  die  Faktoren  wenigstens  im  m-ten  Grade  von  einander  abhängen, 
hingegen  ein  formales,  wenn  in  einem  niederen  **J.  Der  Werth  des 
eingewandten  Produktes  besteht  dann  eben  in  demjenigen,  was  bei* 
jenen  verstatteten  Aenderungen  konstant  bleibt.  ^  Nur  das  reale  Pro- 
dukt ist  es  jedoch,  was  wir  hier  der  Betrachtung  unterwerfen,  indem 
das  formale  eine  andere  Behandlungs-  und  Bezeichnungsweise  erfordert, 
und  überdies  von  viel  geringerer  Bedeutung  ist. 

Das  reale  eingewandte  Produkt  hat  nun  entweder  einen  geltenden 
Werth,  oder  es  ist  null,  und  zwar  wird  es  nicht  nur,  wie  jedes  Pro- 
dukt, null,  wenn  ein  Faktor  es  wird,  sondern  auch,  wenn  die  |  beiden  183 
Faktoren  in  einem  höheren  Grade  von  einander  abhängen,  als  die  Stufe 
der  eingewandten  Multiplikation  beträgt.    Nämlich  dies  letztere  folgt 

*)  Von  den  unabhängigen  Grössen  würden  wir  also  sagen  können,  sie  seien 
im  nullten  Grrade,  das  heisst  eben  gar  nicht  abhängig  von  einander. 

••)  Der  formale  Begriff  des  eingewandten  (regressiven)  Produktes  ist  in  der 
Ausdehnungslehre  von  1862  als  unfruchtbar  aufgegeben  und  dadurch  die  ganze 
Sache  vereinfacht  worden.    (1877.) 
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daraus^  dass  man  dann  einen  Faktor  als  Summe  betrachten  kann,  deren 
eines  Stück  null  und  deren  anderes  er  selbst  ist,  und  dass  man  dann 
nach  der  vorhergehenden  Definition  dies  Stück  weglassen  darf,  wo- 
durch das  Produkt  gleich  Null  erscheint. 

§  126.    Besiehnng  swisohen  dem  gemeinsohaftliohen  und  dem 

n&ohstamfassenden  Systeme. 

Um  die  Bedeutung  des  realen  eingewandten  Produktes  darlegen 

zu  können,  haben  wir  das  Nullwerden  desselben  abhängig  zu  machen 

184YOI1  dem  Systeme,  welchem  beide  Faktoren  |  angehören,  während  wir 

es  bisher  von  dem  gemeinschaftlichen  Systeme  beider  Faktoren  oder 

von  dem  Grade  ihrer  gegenseitigen  Abhängigkeit  bedingt  sein  liessen. 

Wir  stellen  uns  zu  dem  Ende  die  Aufgabe:  „Wenn  das  zweien 
Grössen  gemeinschaftliche  System  gegeben  ist,  das  sie  zunächst  um- 
fassende System,  das  heisst  das  niedrigste*)  System,  welchem  beide 
zugleich  angehören,  zu  finden." 

Wir  erinnern  hierbei  daran,  dass  eine  Grösse  einem  Systeme  dann 
und  nur  dann  angehört,  wemi  sie  einer  aiidem  Grösse,  die  dies  System 
darstellt,  untergeordnet  ist,  das  heisst,  sich  dieselbe  als  äusserer  Faktor 
dieser  letzteren  Grösse  darstellen  lässt.  Wenn  daher  A  und  B  die 
beiden  Grössen  sind,  und  C  ihr  gemeinschaftliches  System  darstellt, 
so  wird  sich  C.  als  äusserer  Faktor  sowohl  von  A  als  von  B  darstellen 
lassen,  also  zum  Beispiel  B  auf  die  Form  CD  gebracht  werden  können. 

Indem  wir  C  als  das  gemeinschaftliche  System  für  A  und  B  setzen, 
so  meinen  wir  damit  nach  dem  vorigen  Paragraphen,  dass  C  alle 
Grössen  in  sich  enthalte,  welche  dem  A  und  B  gemeinschaftlich  an- 
gehören, aber  auch  keine  andern.  Daraus  folgt,  dass  D  keine  Grösse 
mit  A  gemeinschaftlich  haben  kann,  weil  sonst  auch  CD,  das  heisst 
B  noch  Grössen  mit  A  gemeinschaftlich  haben  würde,  welche  nicht 
dem  Systeme  von  C  angehörten,  wider  die  Annahme.  Da  nun  hier- 
nach A  und  D  von  einander  unabhängig  sind,  das  Produkt  AD  also 
als  äusseres  einen  geltenden  Werth  hat,  so  werden  zuerst  beide  Grössen 
A  und  B  diesem  Produkte  AD  untergeordnet  sein,  indem  A  unmittel- 
bar als  äusserer  Faktor  desselben  erscheint,  von  den  beiden  Faktoren 
der  Grösse  B  oder  CD  aber  der  eine  C  in  A  enthalten  ist,  der  andere 
184 unmittelbar  in  |  jenem  Produkte  AD  erscheint,  also  auch  B  selbst  als 
äusserer  Faktor  dieses  Produktes  darstellbar  ist.  Dass  es  aber  keine 
Grösse  von  niederer  Stufe  giebt,  welcher  beide  Grössen  A  und  B  unter- 


*)  Darunter  ist  natürlich  das  System,  was  die  kleinste  Stnfenzahl  hat,  zu 
verstehen. 
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geordnet  sind,  folgt  sogleich;  da  eine  solche  Grösse  sowohl  A  als  D 
zu  äusseren  Faktoren  haben  muss,  also^  da  beide  von  einander  unab- 
hängig sind;  auch  ihr  Produkt  AD  {%  125)  als  äusseren  Faktor  ent- 
halten muss.  Also  stellt^!)  das  jene  Grössen  A  und  B  zunächst  um- 
fassende System  dar^  und  die  Aufgabe  ist  gelöst.   Hierin  liegt  der  Satz: 

Wenn  zwei  Grössen  A  und  B  als  höchsten  gemeinschaftlichen  Faktor  i85 
eine  Grösse  C  haben,  und  man  setzt  eine  derselben,  zum  Beispiel  B,  gleich 
dem  äusseren  Produkt   CD,  so   stellt  das  Produkt  der  andern   in   die 
Grösse  D,  nämlich  das  Produkt  AD,  das  nächstiimfassetide  System  dar. 

Bezeichnen  wir  die  Stufenzahlen  der  vier  Grössen  A,  B,  C,  D 
mit  den  entsprechenden  kleinen  Buchstaben^  die  des  nächstumfassenden 
Systemes  mit  u,  so  haben  wir  n  gleich  a  ■■\-  d,  oder  da  jB  =  CD,  also 

i  =  c  +  d  ist, 

u  sa  a  -t~  ^  —  C] 
oder 

u  -{-  c  =  a  -{-  b, 

oder 

c  ==  a  -|-  6  —  u, 
das  heisst: 

Die  Stufenzahlen  zweier  Grössen  sind  zusammengenommen  ebenso 
gross,  als  die  Stufenzahl  des  ihnen  gemeinschaftlichen  Systemes  und  die 
des  sie  zunächst  umfassenden  zusammengenommen; 

oder 

aus  der  Stufenzahl  des  gemeinschaftlichen  Systems  zweier  Grössen 
findet  man  die  des  nächstumfassenden,  indem  man  jene  von  der  Summe 
der  Stufenzahlen,  welche  jenen  einzelnen  Grössen  zugehören,  subfrahirt; 

oder 

aus  der  Stufenzahl  des  zwei  Grössen  zunächst  umfassenden  Systemes 
findet  man  die  des  genieinschaftlicJiefi  durch  Subtraktion  der  ersteren  von 
der  Summe  der  Stufenzahlen  beider  Grössen. 

In  der  letzten  Form  ist  dieser  allgemeine  Satz   besonders  für  die 
Anwendung   bequem,   wie    sich    leicht  zeigt,  wenn  man   ihn   auf  die  185 
Geometrie  zu  übertragen  versucht.*) 


*)  Betrachte  ich  zum  Beispiel  die  Ebene  als  das  nächstumfassende  System 
zweier  Linien,  so  wird,  da  jene  als  Elementarsystem  von  dritter,  diese  von  zweiter 
Stufe  sind,  das  gemeinschaftliche  System  von  (2  +  2  —  3)-ter,  das  heisst  von 
erster  Stufe  sein,  und  somit  entweder  durch  einen  Punkt  oder  durch  eine  Rich- 
tung dargestellt  sein.  Somit  haben  wir  dann  den  Satz:  „Zwei  gerade  Linien, 
welche  in  derselben  Ebene  liegen,  ohne  zusammenzufallen,  schneiden  sich  ent- 
weder in  Einem  Punkte  oder  laufen  parallel."  Wird  der  Raum  als  nächstum- 
fassendes  System  gedacht,  so  haben  wir  die  Sätze:  „Zwei  Ebenen,  welche  nicht 
zusammenfallen,  schneiden  sich  entweder  in  einer  geraden  Linie,  oder  liegen  ein- 

Oraiimann,  Werke.    I.  14 
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§  127.     Einführung  des  Besiehungssystemes. 

ls6  Es  hatte  nach  §  125  ein  eingewandtes  Produkt  zweier  geltenden 
Werthe  dann  und  nur  dann  wiederum  einen  geltenden  realen  Werth, 
wenn  die  Stufe  des  ihnen  gemeinschaftlichen  Systems  gleich  war  der 
Stufe  der  eingewandten  Multiplikation ,  oder^  mit  Anwendung  des  im 
vorigen  Paragraphen  bewiesenen  Gesetzes,  wenn  die  Stufe  des  nächsir 
umfassenden  Systemes  und  die  der  eingewandten  Multiplikation  zu- 
sammen gleich  der  Stufensumme  beider  Faktoren  sind. 

Nennen  wir  nun  im  Allgemeinen  diejenige  Zahl,  welche  die  Stufe 
der  eingewandten  Multiplikation  zur  Stufensumme  beider  Faktoren  er- 
gänzt, die  Beziehungszahl  des  eingewandten  Produktes  oder  der 
eingewandten  Multiplikation,  so  folgt,  dass  das  eingewandte  Produkt 
zweier  geltenden  Werthe  nur  dann  und  immer  dann  einen  geltenden, 
realen  Werth  liefert,  wenn  die  Stufe  des  nächstumfassenden  Systemes 
gleich  der  Beziehungszahl  des  Produktes  ist.  Wurde  die  Stufenzahl 
des  gemeinschaftlichen  Systemes  grösser  als  die  Stufe  der  eingewandten 
Multiplikation,  so  wurde  das  Produkt  nach  §  125  null,  wurde  sie 
kleiner,  so  erhielt  das  Produkt  einen  bloss  formalen  Werth.  Bleiben 
nun  die  Stufen  beider  Faktoren  dieselben,  so  wird,  wenn  die  Stufe 
des  gemeinschaftlichen  Systemes  wächst,  die  des  nächstumfassenden 
Systemes  abnehmen  und  umgekehrt,  weil  beide  eine  konstante  Summe 
haben,  nämlich  die  Stufensumme  beider  Faktoren.  Daraus  folgt,  dass 
ein  eingewandtes   Produkt  zweier   geltender  Werthe   null  wird,  wenn 

Ige  die  Stufe  des  sie  zunächst  umfassenden  |  Systemes  kleiner  wird  als 
die  Beziehungszahl;  und  einen  formalen  Werth  erhält,  wenn  sie 
grösser  wird. 

Wenn  also  ein  System  von  A-ter  Stufe  gegeben  ist,  und  wir 
wissen,  dass  alle  in  Betracht  gezogenen  Grössen  diesem  Systeme  als 
Hauptsystem  (s.  §  80)  angehören,  so  sind  wir  auch  sicher,  dass  das 
eingewandte  Produkt,  dessen  Beziehungszahl  h  ist,  einen  realen  Werth 
haben  werde.  Wir  nennen  dann  diese  eingewandte  Multiplikation  eine 
auf  jenes     System   bezügliche,   und    nennen   dies    System   das    Be- 

JJ57 Ziehungssystem  |  des  Produktes*),  und  wenn  diesem  Beziehungs- 
systeme zugleich  beide  Faktoren  angehören,  so  nennen  wir  dasselbe 
auch    (der   früheren   Benennungsweise    gemäss)    das   Hauptsystem   des 


ander  parallel";  „eine  Linie,  welche  nicht  ganz  in  einer  Ebene  liegt,   schneidet 
diese  entweder  in  einem  Punkte,  oder  liegt  mit  ihr  parallel " ;  „zwei  Ebenen,  welche 
nicht  parallel  sind,  haben  eine  Richtung,  aber  auch  nur  Eine  gemeinschaftlich.*^ 
*)   Die   Stufenzahl    dieses   Systemes   ist   eben   die  Zahl,    die  wir  oben   Be- 
sdehungszahl  nannten. 
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Produktes.  Dann  können  wir  sagen,  das  eingewandte  Produkt  sei  immer 
ein  reales,  wenn  die  Faktoren  dem  Beziehungssysteme  angehören,  es 
sei  zugleich  von  geltendem  Werthe,  wenn  das  die  Faktoren  zunächst 
am&ssende  System  zugleich  das  Beziehungssystem  des  Produktes  ist, 
and  es  sei  null,  wenn  das  nächstumfassende  System  beider  Faktoren 
dem  Beziehungssysteme  des  Produktes  untergeordnet  und  [also]  von 
niederer  Stufe  ist. 

§  128.    Dadurch  ist  die  Einheit  der  äusseren  und  der  eingewandten 

Multiplikation  vermittelt. 

Das  äussere  Produkt  zweier  geltender  Grössen  zeigte  sich  nach 
§  55  dann  als  null,  wenn  sie  von  einander  abhängig  sind,  das  heisst, 
wenn  die  Stufe  des  sie  zunächst  umfassenden  Systemes  kleiner  ist  als 
die  Stufensumme  der  beiden  Faktoren;  oder,  da  wir  für  das  äussere 
Produkt  jedes  System,  welchem  die  Faktoren  untergeordnet  sind,  und 
dessen  Stufenzahl  grösser  oder  eben  so  gross  ist,  wie  jene  Summe,  als 
Beziehungssystem  ansehen  können,  so  können  wir,  tlas  Gesetz  des 
vorigen  Paragraphen  erweiternd,  sagen: 

Ein  Produkt  zweier  geltenden  Werthe  ist  dann  und  nur  dann  nuU, 
wenn  die  Faktoren  von  einander  abhängig  sind,  und  zugleich  ihr  nächst- 
umfassendes System  niedriger  ist  als  das  Beziehungssystem, 

Hierin  liegt  dann  zugleich,  „dass  ein  solches  Produkt  nur  dann 
einen  geltenden  Werth  hat|,  wenn  entweder  beide  Faktoren  von  ein- 
ander unabhängig  sind,  oder  ihr  nächstumfassendes  System  das  Be- 
ziehungssystem ist."  Und  zwar  ist  im  ersteren  Falle  das  Produkt  ein 
äusseres,  im  letzteren  ein  eingewandtes.  Wenn  beide  Bedingungen  |  zu- 187 
gleich  eintreten,  das  heisst  beide  Faktoren  von  einander  unabhängig 
sind  und  zugleich  ihr  nächstumfassendes  System  das  Beziehungssystem 
ist,  so  kann  die  Multiplikation  nicht  nur  als  äussere,  sondern  auch  als 
eingewandte  nullten  Grades  aufgefasst  werden.  Dadurch  erweitert  sich 
der  zweite  Satz  des  vorigen  Paragraphen  zu  folgendem  Satze: 

Wenn  in  einem  Produkte  zweier  geltenden  Werthe  die  Stufensumme  iss 
der  Faktoren  kleiner  ist  als  die  Beziditingszahl,  so  ist  das  Produkt  ein 
äusseres;  ist  jene  Summe  grösser,  so  ist  das  Produkt  ein  eingewandtes 
und  zwar  von  so  vielter  Stufe,  als  der  Ueberschuss  jener  Summe  über  die 
Beziehungszahl  beträgt;  ist  endlich  jene  Sumfue  dieser  Zahl  gleich,  so  kann 
das  Produkt  sowohl  als  äusseres,  wie  auch  als  eingewandtes  nullter  Stufe 
betrachtet  werden. 

Durch  die  Einführung  des  Beziehungssystemes  oder  des  Haupt- 
systemes  haben  wir  somit  den  wichtigen  Vortheil  errungen,  dass  es 

14* 
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null;  wenn  einmal  das  Beziehungssystem  als  Hauptsystem  feststeht, 
nicht  mehr  nöthig  ist,  fär  das  Produkt  zweier  Grössen  die  Multi- 
plikationsweise noch  besonders  festzustellen ,  dass  es  daher  nun  auch 
als  überflüssig  erscheint,  die  äussere  Multiplikation  von  der  einge- 
wandten, oder  die  verschiedenen  Grade  der  letzteren  durch  die  Bezeich- 
nung zu  unterscheiden.*) 

§  129.    Das  eingewandte  Produkt  in  der  Form  der  Unterordnung. 

188  Um  nun  den  geltenden  Werth  eines  realen  eingewandten  |  Pro- 
duktes in  einen  einfachen  Begriff  zu  fassen,  müssen  wir  für  das  ge- 
gegebene Produkt,  dessen  Werth  zu  ermitteln  ist,  alle  Formen  auf- 
suchen, in  welchen  es  sich  vermöge  der  in  der  Definition  festgestellten 
formellen  Multiplikationsgesetze  darstellen  lässt,  ohne  seinen  Werth 
zu  ändern.  Das,  was  dann  allen  diesen  Formen  gemeinschaftlich  ist, 
wird  den  Werth  dieses  Produktes  unter  einen  einfachen  Begriff  gefasst 
darstellen. 

189  Die  vermöge  der  |  Definition  verstatteten  Formänderungen  sind 
erstens  die  allgemein  multiplikative,  dass  man  die  Faktoren  in  umge- 
kehrtem Verhältnisse  ändern  darf,  und  zweitens  die  besondere,  dass 
man  aus  dem  einen  Faktor  ein  Stück  weglassen  darf,  was  von  dem 
andern  Faktor  in  einem  höheren  Grade  abhängt,  als  die  Stufe  des  ein- 
gewandten Produktes  beträgt;  oder,  aufs  Beziehungssystem  zurück- 
geführt, dass  man  aus  dem  einen  Faktor  ein  Stück  weglassen  darf, 
welches  mit  dem  andern  Faktor  zusammen  von  einem  Systeme  um- 
fasst  wird,  dessen  Stufe  kleiner  ist  als  die  Beziehungszahl. 

Als  einfachster  Fall  erscheint  der,  wo  der  eine  Faktor  das  Be- 
ziehungssystem darstellt,  der  andere  also  ihm  untergeordnet  ist,  oder 
kürzer  ausgedrückt,  wo  das  Produkt  in  Form   der  Unterordnung 


*)  Zugleich  haben  wir  hierdurch  den  Vortheil  einer  leichteren  Anwendbar- 
keit auf  die  Baumlehre  gewonnen.  Betrachten  wir  zum  Beispiel  die  Ebene,  also 
ein  Elementarsystem  dritter  Stufe,  als  Hauptsystem,  wie  dies  überall  in  der  Plani- 
metrie geschieht,  so  wird  das  Produkt  zweier  Elementargrössen  in  Bezug  auf  dies 
System  dann  und  nur  dann  null  sein,  wenn  sie  von  einander  abhängig  sind  und 
zugleich  einem  System  zweiter  Stufe  angehören,  das  heisst,  wenn  sie  Punkte  oder 
Richtungen  gemeinschaftlich  haben  und  zugleich  in  Einer  geraden  Linie  liegen. 
Betrachten  wir  femer  den  Baum,  das  heisst  also  ein  Elementarsystem  yierter 
Stufe  als  Hauptsystem,  wie  dies  in  der  Stereometrie  als  solcher  geschieht,  so  wird 
das  darauf  bezügliche  Produkt  zweier  Elementargrössen  dann  und  nur  dann  null 
sein,  wenn  sie  in  derselben  Ebene  liegen  und  zugleich  von  einander  abhängig 
sind,  das  heisst  Punkte  oder  Richtungen  gemeinschaftlich  haben;  zum  Beispiel 
das  Produkt  zweier  Liniengrössen,  welche  sich  schneiden  oder  einander  parallel 
sind,  das  zweier  Ebenen,  wenn  sie  in  einander  liegen,  und  so  weiter. 
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erscheint.  Da  hier  das  nächstumfassende  System  immer  zugleich  das 
Beziehongssystem  ist,  so  kami  keinem  der  Faktoren  ein  geltendes  Stück 
hinzugefügt  werden,  ohne  den  Werth  des  Produktes  zu  ändern.  Die 
einzige  Formänderung,  welche  den  Werth  des  Produktes  ungeändert 
lässt,  ist  daher  die  allgemein  multiplikative,  dass  nämlich  die  Faktoren 
sich  io  umgekehrtem  Verhältnisse  ändern  dürfen,  also 

A  ,B  =  mA  .  — 

in 

gesetzt  werden  kann,  wenn  m  irgend  eine  Zahlengrösse  darstellt.  Es 
bleiben  somit  bei  allen  verstatteten  Formänderungen  die  Systeme  der 
beiden  Faktoren  konstant,  und  ihre  Grösse  ändert  sich  dabei  nur  in 
umgekehrtem  Verhältnisse.  Die  Zusammenschauung  beider  Systeme 
nebst  dem  auf  beide  Faktoren  auf  multiplikative  Weise  zu  yertheilenden 
Quantum  bildet  daher  den  Werth  jenes  Produktes. 

§  130 — 132.     Beale  Bedentnng  des  eingewandten  Produktes;  der 
auf  ein  Hauptmass  bOEÜgliche  eigenthümliohe  Werth  desselben. 

§  130. 

Sind  in  dem  allgemeineren  Falle  A  und  B  die  beiden  Faktoren 
des  eingewandten  Produktes,  und  stellt  die  Grösse  (7,  deren  Stufen- 
zahl 0  sei,  das  beiden  Faktoren  gemeinschaftliche  System  dar,  so  wird, 
wenn  B  gleich  CD  gesetzt  wird,  AD  nach  §  126  |  das  nächstum- 189 
fassende  System,  also  auch  nach  §  128,  wenn  das  Produkt  nicht  null 
ist,  das  Beziehungssystem  darstellen.*) 

Nun  zeigten  wir  in  §  129,  dass  dann  ausser  der  allgemeinen 
multiplikativen  |  nur  die  Formänderung  verstattet  ist,  dass  der  einei<^ö 
Faktor  CD  um  ein  Stück  wachse,  welches  von  dem  andern  Faktor  A 
in  einem  höheren  als  dem  c-ten  Grade  abhängig  ist.  Es  ist  klar,  dass 
dies  Stück  nicht  mit  CD  gleichartig  sein  dürfe,  weil  ein  solches  mit 
^4  in  demselben  Grade  der  Abhängigkeit  stehen  würde,  wie  CD  selbst; 
es  muss  also  mit  CD  ungleichartig  angenommen  werden.  Für  die  Ad- 
dition der  ungleichartigen  Grössen  hatten  wir  einen  realen  und  einen 
formalen  Begriff  aufgestellt,  von  denen  der  erstere  dann  eintrat,  weim 
beide  zu  addirenden  Grössen  auf  eine  solche  Weise  in  einfache  Fak- 
toren zerlegt  werden  können,  dass  sie  alle  bis  auf  Einen  Faktor  ge- 
meinschaftlich enthalten.  Da  nun  die  formale  Addition  nur  als  abge- 
kürzte Schreibart  auftrat,  so  werden  wir  die  Bedeutung  unseröS  Produktes 
schon  auffinden,  wenn  wir  nur  die  reale  Addition  berücksichtigen,  und 


•)  Wir  setzen  hier  natürlich  voraus,  dass  das  Produkt  nicht  null  sei,  weil 
für  den  Fall,  dass  es  null  ist,  keine  Ermittelung  seines  Werthes  mehr  nöthig  ist. 
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also  annehmen;  das  hinzuzuaddirende  Stück  habe  mit  CD  alle  einfachen 
Faktoren  mit  Ausschluss  Eines  solchen  gemeinschaftlich.  Dieser  Eine 
einfache  Faktor  nun  wird,  da  das  hinzuzuaddirende  Stück  von  A  in 
einem  höheren  als  dem  c-ten  Grade  abhängen  soll,  nothwendig  dem 
Systeme  von  A  angehören,  während  unter  den  übrigen  einfachen  Fak- 
toren nothwendig  die  sämmtlichen  einfachen  Faktoren  von  C  vorkom- 
men müssen.  Es  wird  sich  also  dies  Stück  in  der  Form  CE  darstellen 
lassen  müssen,  wo  E  von  A  abhängig  ist.  Hiemach  wird  nun  das 
Produkt  in  der  Form 

A.{CD  +  CE) 
oder 

A.C{D  +  E) 

erscheinen,  wo  E  von  A  abhängig  ist.   Vergleichen  wir  nun  die  beiden 

Produkte 

A,CD  =  A,C{D  +  E), 

so  stellt  AD  das  nächstumfassende  System  für  die  Faktoren  des  ersten, 
A  (D  +  E)  das  für  die  Faktoren  des  zweiten  Produktes  dar;  und  da 
E  von  A  abhängig,  also 

AD=A(D  +  E) 

0 

190  ist,  so  ist  auch  das  nächstumfassende  System  für  beide  Produkte  dasselbe. 
Ausser  dieser  Formänderung  ist  nur  noch  die  allgemein  multi- 
plikative  verstattet,  dass  die  Faktoren  sich  in  umgekehrtem  Zahlen- 
verhältnisse ändern.    Da  hierdurch  die  Systeme  der  Faktoren  nicht  ge- 

191 'Ändert  werden,  also  das  gemeinschaftliche  imd  das  |  nächstumfassende 
System  auch  bei  dieser  Formänderung  dieselben  bleiben,  so  bleiben 
die  genannten  Systeme  überhaupt  bei  jeder  Formänderung  des  Pro- 
duktes dieselben  und  gehören  also  zu  demjenigen,  was  den  konstanten 
Werth  dieses  Produktes  ausmacht.  Setzt  man  den  gemeinschaftlichen 
äusseren  Faktor  C  als  den  mittleren,  so  dass  das  Produkt,  wie  vrir  es 
schon  oben  darstellten,  in  der  Form 

A.CD 

erscheint,  so  giebt  das  Produkt  der  äusseren  Faktoren  AD  das  nächst- 
umfassende System;  und  es  stellen  dann  also  sowohl  der  mittlere 
Faktor  als  das  Produkt  der  beiden  äusseren  AD  konstante  Systeme  dar. 
Vergleichen  wir  beide  Grössen  C  und  A  D  auch  ihrem  Werthe  nach, 
so  haben  wjr  nicht  bloss  diejenigen  Umgestaltungen  zu  berücksichtigen, 
durch  welche  der  Werth  der  eingewandten  Faktoren  A  und  CD,  aber 
nicht  der  ihres  Produktes  A  .  CD  geändert  wird,  sondern  auch  die- 
jenigen, welche  den  Werth  des  äusseren  Produktes  CD  und  das  System 
seines  ersten  Faktors  ungeändert  lassen.    Vermöge  der  ersten  Art  der 
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Umgestaltung  konnte  CD  um  ein  Stück  CE  wachsen,  in  welchem  E 
Ton  A  abhängig  ist,  vermöge  der  zweiten  kann  D  um  ein  von  ü  ab- 
hängiges Stück  wachsen,  welches  dann  gleichfalls  von  A  abhängig  sein 
muss,  weil  C  dem  A  untergeordnet  ist.  Bezeichnen  wir  daher  auch 
dies  Stück  mit  E,  so  verwandelt  sich  in  beiden  Fällen  das  Produkt 
A .  CD  in  das  ihm  gleiche  il .  C  (Z)  +  E),  Da  mm  E  von  A  ab- 
hängig, also 

A{p  +  E)~AD 

ist,  so  ist  in  beiden  Produkten  sowohl  der  Werth  des  mittleren  Pak- 
tors, als  auch  der  Werth  des  Produktes  aus  den  äusseren  Faktoren 
derselbe  geblieben.  Ausserdem  ist  mm  bei  beiden  Arten  der  Umge- 
staltung nur  noch  die  allgemeine  multiplikative  Formänderung,  nach 
welcher  sich  die  Faktoren  in  umgekehrtem  Verhältnisse  ändern  können, 
anwendbar.  Wendet  man  diese  Aenderimg  bei  beiden  Arten  der  Um- 
gestaltung an,  so  wird  jedesmal,  wenn  dem  einen  Faktor  eine  Zahl 
als  Faktor  hinzugefügt  wird,  einem  andern  dieselbe  '  Zahl  als  Divisor  I9i 
hinzugefügt  werden  müssen;  also  auch,  wenn  von  den  drei  Faktoren 
des  Produktes  einer,  zimi  Beispiel  0,  w-mal  grösser  wird,  so  muss 
das  Produkt  der  beiden  andern  m-mal  kleiner  werden,  das  heisst,  C 
und  AD  müssen  sich  dann  im  umgekehrten  Verhältnisse  {  ändern.*)  iP^ 
Da  nun  hierin  zugleich  schon  liegt,  dass  ihre  Systeme  konstant  bleiben, 
so  können  wir  als  Resultat  der  bisherigen  Entwickelung  den  Satz  aus- 
sprechen, „dass,  wenn  ein  eingewandtes  Produkt  auf  den  Ausdruck 
A  .  CD  gebracht  ist,  in  welchem  der  mittlere  Faktor  C  das  den  beiden 
Faktoren  des  eingewandten  Produktes,  A  und  CD,  gemeinschaftliche 
System  darstellt,  dann  C  und  AD,  das  heisst  der  mittlere  Faktor  und 
das  Produkt  der  beiden  äussern  sich  nur  im  umgekehrten  Verhält- 
nisse ändern  können,  wenn  das  ganze  Produkt  konstanten  Werth  be- 
halten soll.'' 

§  131. 

Um  die  Bedeutung  des  eingewandten  Produktes  vollständig  zu 
gewinnen,  bleibt  noch  die  Ffage  zu  beantworten,  ob  diese  beiden 
Systeme,  die  durch  den  mittleren  und  durch  das  Produkt  der  äusseren 
Faktoren  dargestellt  sind,  nebst  dem  auf  sie  in  multiplikativer  Weise 
zu  vertheilenden  Quantum,   dasjenige,  was  bei  ungeändertem  Werthe 


Gl) 
•)   Geht  zum  Beispiel  A  über  in  tn-4,  80  wird  CD  übergehen  in  — -  oder 

0  — ;  areht  zugleich  C  über  in  n  C7,   so  treht  —  über  in  —  :    das  Produkt  der 

AD 

äusseren  Faktoren  AD  ist  dann  übergegangen  in  ,  während  G  in  nC  über- 

gegangen  ist. 
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des  eingewandten  Produktes  konstant  bleibt,  vollständig  darstellen, 
oder  mit  andern  Worten,  ob,  wenn  sich  jene  Grössen  ü  und  AD  m 
umgekehrtem  Verhältnisse  ändern,  das  Produkt  A .  CD  stets  konstanten 
Werth  behalte,  vorausgesetzt,  dass  der  mittlere  Faktor  C  unausgesetzt 
das  den  beiden  Faktoren  A  und  CD  gemeinschaftliche  System  darstelle. 
Dass  dies  in  der  That  der  Fall  sei,  können  wir  leicht  beweisen, 
wenn  wir  noch  voraussetzen,  dass  die  eingewandten  Faktoren  gleiche 
Stufenzahl  behalten.  Zu  dem  Ende  seien  A.CD  und  A'.C'D'  zwei 
solche  Produkte,  in  welchen  der  mittlere  Faktor  C  oder  C  das  den 
beiden  eingewandten  Faktoren  A  und  CD  oder  A'  und  CD'  gemein- 
schaftliche System  darstellt.  Wir  setzen  voraus,  dass  beim  Uebergange 
aus  dem   einen  Ausdrucke  in   den  andern  AD  sich   im   umgekehrten 

192  Verhältnisse  geändert  habe  '  wie  C  (worin  schon  liegt,  dass  ihre  Systeme 
konstant  geblieben  sind),  und  dass  die  Stufenzahl  von  A  und  die  von 
CD  dieselben  geblieben  seien.  Wir  wollen  zeigen,  dass  beide  Produkte 
A,CD  und  Ä,C'D'  einander  gleich  seien. 

^^'^  Zunächst  können  wir  |  das  letztere  auf  die  Form  bringen,  dass 
der  mittlere  Faktor  derselbe  sei,  wie  in  dem  ersten  Produkte,  wodurch 
dann  auch  das  Produkt  der  beiden  äusseren  in  beiden  gleichen  Werth 
erhalten  wird.  Es  sei  dann  das  letztere  Produkt  übergegangen  in 
Ay^ .  CD^ ,  so  haben  wir  nun  die  einfachere  Voraussetzung,  dass 

AD  =  A^D^ 

ist,  und  A  und  A^  ebenso  wie  D  und  /),  von  gleicher  Stpfe  sind;  und 
zu  beweisen  bleibt  dann  nur,  dass 

A.CD  =  A^,  CD, 

sei.  Zwei  gleiche  äussere  Produkte,  deren  entsprechende  Faktoren  gleiche 
Stufenzahlen  haben  (wie  hier  AD  imd  A^D^j  müssen  aber  durch  eine 
Beihe  von  Formänderungen  aus  einander  erzeugbar  sein,  welche  theils 
darin  bestehen,  dass  die  Faktoren  sich  in  umgekehrtem  Verhältnisse 
ändern,  theils  darin,  dass  der  eine  Faktor  um  ein  von  dem  andern 
abhängiges  Stück  wächst.  Bei  der  ersten  Aenderungsart  ist  immittelbar 
einleuchtend,  dass  sich  auch  der  Werth  des  eingewandten  Produktes 
A,CD  nicht  ändere.  Bei  der  letzten  kann  entweder  D  um  ein  von  A 
abhängiges  Stück,  oder  A  um  ein  von  D  abhängiges  wachsen.  Geht 
also  zuerst  D  m  D  -^  E  über,  wo  E  von  A  abhängig  ist,  so  geht 
A.CD  in  A.C{D  +  E)  oder  in  A.{CD+CE)  über.  Da  hier  E 
von  A  abhängig,  C  aber  dem  A  untergeordnet,  also  im  c-ten  Grade 
von  ihm  abhängig  ist,  so  ist  CE  in  einem  höheren  als  dem  c-t«n 
Grade  von  A  abhängig,  kann  also  als  Stück  des  andern  Faktors  weg- 
gelassen werden,   es  ist  also   der  Werth  des  Produktes  noch  derselbe 
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geblieben.  Zweitens  konnte  der  Faktor  A  um  ein  von  7)  abhängiges 
Stück  wachsen.  Es  sei  A  gleich  CFy  so  muss  nun,  wenn  G  noch 
immer,  wie  wir  voraussetzten,  das  gemeinschaftliche  System  darstellen 
soll,  das  Wachsen  des  JFaktors  A  um  ein  von  D  abhängiges  Stück 
dadurch  bewirkt  werden,  dass  F  um  ein  Ton  D  abhängiges  Stück 
wächst;  dies  wird  dann,  aus  demselben  Grunde  wie  vorher  der  Zu- 
wuchs von  D,  den  Werth  des  ganzen  Produktes  ungeändert  lassen. 

Somit  sehen  wir,  dass  bei  allen  Aenderungen,  welche  den  Werth 
des  mittleren  Faktors  und  den  des  Produktes  i  der  beiden  äusseren  un-  19S 
g^dert  lassen,  auch  der  Werth  des  gesammten  Produktes  ungeändert 
bleibt;  oder,  indem  wir  noch  einen  Schritt  weiter  zurückgehen,  dass, 
wemi  sich  jene  Grössen  C  |  und  AD  in  umgekehrtem  Verhältnisse i94 
andern,  der  Werth  des  Produktes  A .  CD  unter  der  Voraussetzimg,  dass 
die  Stufenzahlen  von  A  imd  CD  dieselben  bleiben,  sich  nicht  ändere. 
Fassen  wir  hiermit  das  Resultat  des  vorigen  Paragraphen  zusammen, 
so- können  wir  sagen,  „der  Werth  eines  eingewandten  Produktes  bestehe, 
wenn  die  Stufenzahlen  der  Faktoren  gegeben  sind,  in  dem  gemein- 
schafthchen  und  nächstumfassenden  Systeme  beider  Faktoren  nebst  dem 
auf  beide  Systeme  multiplikativ  zu  vertheilenden  Quantum." 

§  132. 

Es  erscheint  hiemach  der  Begriff  des  eingewandten  Produktes 
noch  abhängig  von  den  Stufenzahlen,  sofern«  nach  den  bisherigen  Be- 
stimmungen zwei  Produkte  noch  nicht  als  gleich  betrachtet  werden 
konnten,  so  lange  ihre  Faktoren  ungleiche  Stufenzahl  besassen.  Diese 
Abhängigkeit  des  Begriffes  von  den  Stufenzahlen  ftlhrt  in  denselben 
eine  Beschränkimg  hinein,  welche  der  Einfachheit  des  Begriffs  schadet 
und  der  analytischen  Behandlung  widerstrebt.  Indem  wir  daher  diese 
Beschränkung  aufheben,  setzen  wir  fest,  dass  zwei  eingewandte  Pro- 
dukte von  geltendem  Werthe  A.CD  und  Ä ,C'D\  in  welchen  die  beiden 
letzten  Faktoren  durch  äussere  Multiplikation  verJcnüpß  sind,  der  mittlere 
aber  das  den  beiden  eingewandten  Faktoren  (A  und  CD,  oder  Ä  und 
CD')  gemeinschaftlich  System  darstellt,  einander  gleich  seien ^  sobald 
überhaupt  das  Produlct  der  äusserstcn  Faktoren  und  der  mittlere  in  beiden 
Ausdrücken  gleich  sind,  oder  in  umgekehrtem  Verhältnisse  stehcuy  gleich 
viel,  ob  die  Stufenzahlen  der  entsprechenden  Faktoren  übereinstimmen 
oder,  nicht.  *J    Namentlich  können  wir  durch  diese  Bestimmung  jedes 

•)  Zu  einer  aolchen  erweiterten  Definition  sind  wir  berechtigt,  da  über  die 
Vergleichung  von  eingewandten  Produkten  mit  ungleiclien  Stufenzahlen  ihrer 
F&ktoren  noch  nichts  festgesetzt  ist.  Wir  sind  dazu  gedrungen,  wenn  wir  der 
Wissenschaft  die  ihr  gebührende  Einfachheit  erhalten  wollen. 
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eingewandte    Produkt    auf   die    Form   der   Unterordnung    (s.   §   129) 
bringen. 

In  der  That  ist  hiemach 

A.CD  =  ÄD.C,  . 

wenn  im  ersten  Produkte  C  und  I)  durch  äussere,  A  und  CD  durch 
eingewandte  Multiplikation  verknüpft  sind,  und  C  das   gemeinschaft- 

194  liehe  I  System  der  beiden  eingewandten  Faktoren  darstellt.  Denn  in 
dem  letzten  Ausdrucke  kann  ^2)  als  erster,  C  als  mittlerer  imd  die 
Einheit  als   letzter  Faktor  vorgestellt  werden,  welcher  mit   C  (nach 

195  [Abschn.  I,]  Kap.  4)  durch  äussere  Multiplikation  verknüpft  ist,  wäh- 
rend C  noch  das  gemeinschaftliche  System  darstellt.  In  dieser  Form 
aufgefasst  bietet  der  zweite  Ausdruck  dasselbe  Produkt  der  äussersten 
Faktoren  und  denselben  mittleren  Faktor  dar,  wie  der  erste,  imd  beide 
sind  somit  einander  gleich. 

Noch  habe  ich  hier  daran  zu  erinnern,  dass,  wenn  das  Produkt 
der  äussersten  Faktoren  von  niederer  Stufe  ist  als  das  Beziehungs- 
system, dann  beide  Produkte  gleichzeitig  null  werden  (nach  §  127), 
also  auch  für  diesen  Fall  ihre  Gleichheit  bewahrt  bleibt.  Nehmen  wir 
endlich  einen  bestimmten  Theil  H  des  Hauptsystems  als  Hauptmass 
(§  87)  an,  so  können  wir  jedes  auf  jenes  Hauptsysteln  bezügliche  ein- 
gewandte Produkt  auf  die  Form  bringen,  dass  der  erste  Faktor  das 
Hauptmass  wird.  Nämlich  wir  können  nach  dem  vorher  Gesagten  jedes 
solche  Produkt,  wenn  es'  einen  geltenden  We/'th  hat,  auf  die  Form 
bringen,  dass  der  erste  Faktor  das  Beziehungssystem  oder  hier  das 
Hauptsystem  darstellt,  also  auch,  da  wir  die  Faktoren  in  umgekehrtem 
Verhältnisse  ändern  können,  auf  die  Form,  dass  der  erste  Faktor  irgend 
ein  bestimmter  Theil  des  Hauptsystems,  also  auch  dass  er  das  Haupt- 
mass wird.  Ist  das  eingewandte  Produkt  nuU,  so  können  wir  den  ersten 
Faktor  beliebig  setzen,  wenn  nur  der  zweite  null  ist,  also  kann  auch 
in  diesem  Falle  das  Produkt  auf  die  verlangte  Form  gebracht  werden. 

Wir  nennen  dann,  wenn  ein  Produkt  auf  diese  Form  gebracht  ist, 
den  zweiten  Faktor  desselben  den  eigenthümliclien  (specifischen)  Werth 
oder  Faktor  jener  Produktgrosse  in  Bezug  auf  das  Hatiptmass  ff,  und 
sein  System,  welches  zugleich  das  beiden  Faktoren  gemeinschaftliche 
System  ist,  „das  eigenthümliche  System  jener  Grösse;"  seine  Stufen- 
zahl, das  heisst  die  Stufenzahl  des  beiden  Faktoren  gemeinschaftlichen 
Systems*),  können  wir  als  Stufenzahl  der  Grösse  selbst  auffassen.   Erst 


*)  Ist  die  Produktgrösse  also  von  geltendem  Werthe  (und  nur  in  diesem 
Falle  lässt  sich  von  einer  Stufenzahl  derselben  reden)  so  ist  die  Stufenzahl  der 
Produktgrösse  gleich  der  Stufe  der  eingewandten  Multiplikation. 
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bei  dieser  Betrachtungsweise  tritt  der  Werth  des  eingewandten  Pro- 
duktes in  seiner  ganzen  Einfachheit  hervor. 

§  133.     Einföhrnng  der  Ergänzzahlen. 

Aus  dem  im  vorhergehenden  Paragraphen  aufgestellten  Begrifife  196 
des  eingewandten  Produktes  können  wir  nun  das  |  Vertauschungsgesetz  J96 
ableiten. 

Betrachten  wir  nämlich  zwei  Produkte  von  geltendem  Werthe, 

AB.  AC  und  AC.AB, 

in  welchen  der  Punkt  die  eingewandte  Multiplikation,  das  unmittelbare 
Zusammenschreiben  die  äussere  Multiplikation  andeuten  soll,  und  in 
welchen  der  Faktor  A  das  gemeinschaftliche  System,  ABC  oder  AGB 
also  das  nächstumfassende  System  oder  das  Beziehungssystem  darstellt, 
so  hat  man  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

AB.AÜ=ABC.A, 
AC.AB  =  ACB,A, 

Beide  Produkte  sind  also  einander  gleich  oder  entgegengesetzt,  je  nach- 
dem ABC  und  ACB  es  sind,  das  heisst,  je  nachdem  die  äusseren  Pak- 
toren B  und  C  sich  ohne  oder  mit  Zeichenwechsel  vertauschen  lassen. 
Nun  hat  man  bei  der  Vertauschung  zweier  äusseren  Faktoren,  welche 
auf  einander  folgen  (nach  §  55),  nur  dann  (aber  auch  stets  dann)  das 
Vorzeichen  zu  ändern,  wenn  die  Stufenzahlen  beider  Faktoren  ungerade 
sind.  Man  wird  also  auch  die  Faktoren  jenes  eingewandten  Produktes 
mit  oder  ohne  Zeichenwechsel  vertauschen  können,  je  nachdem  die 
Stufenzahlen  von  B  und  C  beide  zugleich  ungerade  sind  oder  nicht. 
Die  Stufenzahlen  von  5  und  C  ergänzen  aber  die  der  eingewandten 
Faktoren  AC  und  -4-B  zu  der  Stufenzahl  des  Beziehungssystemes  ABC. 
Nennen  wir  daher  diejenige  Zahl,  welche  die  Stufenzahl  einer  Grösse 
zu  der  des  Beziehungssystemes  ergänzt,  die  Ergänzzahl  jener  Grösse 
(in  Bezug  auf  jenes  System),  so  haben  wir  das  Gesetz: 

Die  beiden  Faktoren  eines  eingewandten  Produktes  lassen  sich  mit 
oder  ohne  Zeichenwechsel  vertauschen^  je  nachdem  die  Ergänzzahlen  der 
Faktoren  beide  zugleich  ungerade  sind  oder  nicht. 

Hierin  liegt  zugleich,  dass  ein  Faktor,  welcher  das  Beziehungs- 
System  darstellt,  sich  ohne  Zeichenänderuiig  vertauschen  lässt,  da  seine 
Ergänzzahl  null,  also  gerade  ist.  —  Es  entspricht  dies  Gesetz  dem  in 
§  55  för  die  äussere  Multiplikation  aufgestellten,  womit  noch  der 
Satz  in  §  68  über  die  willkührliche  Stellung  der  Zahlengrösse  zu  ver- 
gleichen ist. 
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196  Da  hier  die  Ergänzzahlen  in  die  Stelle  i  der  dort  yorkommendeu 
Stufenzahlen    eintreten^    so    erscheint   es   überhaupt   als   zweckmässige 

iP7auch  für  die  übrigen  Sätze  der  äusseren  \  Multiplikation  ^  welche  sich 
auf  die  Stufenzahlen  beziehen,  hier  die  entsprechenden  au£susuchen, 
was  natürlich  hier  nur  geschehen  kann  in  Bezug  auf  Produkte  aus 
zwei  Faktoren. 

Es  war  die  Stufenzahl  eines  äusseren  I^roduktes  von  geltendem 
Werthe  die  Summe  aus  den  Stufenzahlen  seiner  Faktoren.  Bei  der  ein- 
gewandten Multiplikation  ist  die  Stufenzahl  des  beiden  Faktoren  ge- 
meinschaftlichen Systems  (nach  §  132)  als  die  Stufenzahl  der  Produkt- 
grosse^  wenn  diese  einen  geltenden  Werth  hat,  aufgefasst.  Sind  a  und  b 
die  Stufenzahlen  der  Faktoren^  und  h  die  des  Beziehungssystems,  was 
hier  zugleich  das  nächstumfassende  System  ist;  so  ist  die  des  gemein- 
schaftlichen Systems  (g)  nach  §  12G  gleich  a  +  6  —  A.  Um  hier 
die  Ergänzzahlen  einzuführen  ^  kann  man  der  Gleichung  folgende  Ge- 
stalt geben 

h  —  /7  =  Ä  —  a  -{-  h  —  6, 

oder;  wenn  man  die  Ergänzzahlen  mit  a'y  V,  g   bezeichnet^ 

das  heisst,  die  Ergänzzahl  eines  eingewandten  Produktes  von  geltendem 
Werthe  ist  die  Summe  aus  den  Ergänzzahlen  seiner  beiden  Faktoren. 
Es  bleibt  uns  noch  der  Fall,  wo  das  Produkt  null  ist,  zu  berück- 
sichtigen. Bei  der  eingewandten  Multiplikation  trat  dieser  Fall  (nach 
§  125)  dann  ein,  wenn  das  beiden  Faktoren  gemeinschaftliche  System 
von  höherer  Stufe  war,  als  die  Stufe  der  eingewandten  Multiplikation, 
das  heisst  a  -{-}>  —  h,  betrug,  also  wenn 

das  heisst 

h  —  a  +  Ä  —  6>/i  —  g , 
oder  wenn 

a+V>  g', 

und  ausserdem  nur  noch,  wenn  einer  der  Faktoren  null  war,  das  heisst, 
ein  eingewandtes  Produkt  zweier  geltenden  Werthe  ist  nullj  wenn  die 
Ergänjsgahlen  beider  Faktoren  zusammengenommen  grösser  sind,  als  die 
ErgänzzaJil  des  beiden  Faktoren  gemeinschaftlichen  Systems.  Ein  äusseres 
Produkt  zweier  geltenden  Werthe  hingegen  erschien  als  null,  wenn 
die  Stufenzahlen  der  Faktoren  zusammengenommen  grösser  sind,  als 
die  des  beide  Faktoren  zunächst  umfassenden  Systemes. 

Es  stimmen  also   diese    Gesetze  für  beide    Multiplikationsweisen 

197  überein,  wenn  man  den  Begriff  der  Stufenzahl  gegen  den  der  Erplnz- 
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zahl  imd  den  des  Bächstumfassenden  Systems  gegen  den  |  des  gemein- 198 
schafUichen  austauscht;  eine  Beziehung,  welche,  wie  wir  sehen  werden, 
bei  der  weiteren  Entwickelung  ihre  Gültigkeit  beibehält. 

§  134.    Multiplikation  von  Produkten,  die  in  der  Form  der 

Unterordnung  eraoheinen. 

Das  Produkt  von  drei  und  mehr  Faktoren,  zu  welchem  wir  nun 
Qbej^ehen,  kann  stets  auf  das  von  zwei  Faktoren  zurückgeführt  werden, 
wenn  nur  die  Multiplikation  zweier  Faktoren  auch  für  den  Fall  fest- 
steht, dass  diese  Faktoren  wieder  Produkte  sind.  Da  nun,  wenn  die 
Faktoren  wieder  eingewandte  Produkte  sind,  der  Sinn  ihrer  Multi- 
plikation noch  nicht  festgestellt  ist,  so  bedürfen  wir  hier  einer  neuen 
Definition;  und  zwar  müssen  wir  festsetzen,  welche  Bedeutung  eine 
beliebige  Produktgrösse  als  erster  Faktor,  und  welche  sie  als  zweiter 
Faktor  habe. 

Wenn  eine  Grösse  als  zweiter  Faktor  auftritt,  so  wollen  wir  sagen, 
es  werde  mit  ihr  multiplicirt,  wenn  als  erster,  sie  selbst  werde  multi- 
plicirt.    Ich  setze  nun  fest,  „mit  einer  Produktgrösse,  welche  auf  die 
Form  der  Unterordnung  gebracht,  das  heisst,  so  dargestellt  ist,  dass 
jeder  folgende  Faktor  dem  vorhergehenden  untergeordnet  sei,   multi- 
pliciren,  heisse  mit  ihren  Faktoren  fortschreitend*)  multipliciren,"  und 
femer  „eine   Produktgrösse,  welche  auf  die  Form  der  Unterordnung 
.gebracht  ist,  mit  irgend  einer  Grösse  multipliciren,  heisse  den  letzten 
Faktor  der  ersteren  mit  der  letzteren  multipliciren  (ohne  die  früheren 
Faktoren  zu  anderny^    Hierbei  muss  dann  natürlich,  damit  der  Sinn 
der  gesammten  Multiplikation  klar  sei,   die  Stufe   für  eine  jede  der 
einzelnen   Multiplikationen,   auf  welche  jene  Eine   reducirt  wird,    be- 
stimmt sein. 

Dass  diese  Definitionen  für  jedes  reale  Produkt  ausreichen,  werde 
ich  sogleich  zeigen.  Das  Produkt  wird  nämlich  als  ein  reales  von 
geltendem  Werthe  erscheinen,  wenn  bei  den  einzelnen  Multiplikationen 
die  Stufe  der  eingewandten  Multiplikation  mit  dem  Grade  der  Ab- 
hängigkeit übereinstimmt;  hingegen  wird  es  null  werden,  wenn  der 
Grad  der  Abhängigkeit  bei  irgend  einer  dieser  Multiplikationen  die 
Stufe  der  Multiplikation  |  übersteigt,  indem  dadurch  dann  einer  deri98 
Faktoren  null  wird.  Bloss  formale  Bedeutung  wird  es  haben,  wenn 
der  Grad  der  Abhängigkeit  irgendwo  |  geringer  ist,  als  die  Stufe  der  lyg 


*)  Fortschreitend  mit  einer  Reihe  von  Grössen  verknüpfen,  heisst  nach  dem 
schon  früher  eingeführten  Sprachgebrauche,  so  verknüpfen,  dass  das  jedesmalige  Er- 
gebniss  der  Verknüpfung  mit  der  nächstfolgenden  Grösse  der  Reihe  verknüpft  ¥rird. 
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zugehörigen  Multiplikation ,  ohne  dass  anderswo  das  entgegengesetzte 
Verhältniss  eintritt. 

§  135.     Jedes  reale  Produkt  lässt  sich  auf  die  Form  der 

Unterordnung  bringen. 

Der  Nachweis  dafür,  dass  die  aufgestellten  Definitionen  für  das 
reale  Produkt  ausreichen,  fallt  zusammen  mit  dem  Beweise  des 
Satzes,  dass  jedes  reale  Produkt  sich  auf  die  Form  der  Unterordnung 
bringen  lasse. 

In  der  That  lässt  sich  nach  §  132  zunächst  das  Produkt  zweier 
reiner  Faktoren  (so  können  wir  solche  Faktoren  nennen,  die  nicht 
wieder  als  eingewandte  Produkte  erscheinen)  auf  die  Form  der  ünter- 
ordnimg  bringen.  Kommt  nun  zu  einem  solchen  Produkt  A.B,  wo  B 
dem  A  untergeordnet  sei,  ein  dritter  reiner  Faktor  hinzu,  welcher  mit 
B  im  c-ten  Grade  der  Abhängigkeit  steht,  mit  A  im  (c  +  d)-ten, 
während  seine  eigne  Stufenzahl  c  -{-  d  -{-  e  beträgt,  so  wird  er  sich 
darstellen  lassen  in  der  Form  CDE,  wo  C  dem  B  (also  auch  dem  A) 
untergeordnet  ist,  und  CD  dem  A^  während  sonst  keine  Abhängigkeit 
stattfindet,  vorausgesetzt  nämlich,  dass  c,  d,  e  die  Stufenzahlen  von 
C,  D,  E  sind.  Ist  dann  das  Produkt  ein  reales  von  geltendem  Werthe, 
das  heisst,  stimmt  die  Stufe  der  Multiplikation  mit  dem  Grade  der 
Abhängigkeit  überein,  so  lässt  sich  zeigen,  dass 

A.B,GDE  =  AE,BD.G 

sei. 

In  der  That,  da  hier  die  Produktgrösse  A,B  in  der  Form   der 

Unterordnung  erscheint,  so  wird  sie  mit  einer   andern  Grösse   ODE 

multiplicirt,  indem  man  den  letzten  Faktor  mit  derselben  multiplicirt; 

also  ist 

A.B.  CDE  =A.{B.  CDE). 

Es  ist  aber  B .  CDE,  da  C  dem  B  untergeordnet,  und   c  der  Grad 
der  Multiplikation  ist,  gleich  BDE.C  (nach  §  132),  also  jenes  Produkt 

=  A.(BDE.C). 

Da  hier  C  dem  JB,  also  auch  dem  BDE  untergeordnet  ist,  so  multi- 
plicirt man  nach  dem  ersten  Theil  der  Definition  (§  134)  mit  BDE.C, 
indem  man  zuerst  mit  BDE  imd  das  Ergebniss  dieser  Multiplikation 
mit  C  multiplicirt.  Nim  ist  aber  A  .  BDE,  da  B  imd  2),  also  auch 
199  BDy  dem  A  untergeordnet  sind,  und  (6  -j-  ^)  ^^^  Grad  |  der  Multi- 
plikation darstellt,  gleich  AE .  BD]  also  ist  der  obige  Ausdruck  ' 

=  AE.BD.C. 

^ÖO  Dieser  Ausdruck   hat   die    Form    der   Unterordnung,   da    C  dem  B, 
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also  auch  dem  BD,  BD  aber  dem  A,  also  auch  dem  AE  unter- 
geordnet ist. 

Somit  lasst  sich  das  fortschreitende  Produkt  von  drei  reinen  Fak- 
toren stets  auf  die  Form  der  Unterordnung  bringen. 

Kommt  nun  noch  ein  vierter  Faktor  hinzu,  so  kann  man  zuerst 
die  drei  ersten  auf  die  Form  der  Unterordnung  bringen.  Es  sei  ^ .  JB .  C 
diese  Form.  Tritt  nun  ein  vierter  Faktor  hinzu,  so  muss^  damit  der 
Sinn  der  Multiplikation  ein  bestimmter  sei,  festgesetzt  sein^  in  welchem 
Grade  der  Abhängigkeit  er  mit  jeder  der  drei  Grössen  A,  B^  C  stehen 
musS;  wenn  das  Produkt  einen  realen  geltenden  Werth  haben  soll;  es 
möge  dann  der  vierte  Faktor  von  C  im  ef-ten  Grade  abhängig  sein, 
von  B  im  (rf  +  e)-ten,  von  A  im  (d  +  ^  +  /^)-ten  Grade,  während  er 
selbst  zur  Stufenzahl  d -^  e -^  f -{- g  habe,  so  wird  er  sich  in  der 
Form  DEFG  darstellen  lassen,  wo  D  dem  C,  E  dem  B^  F  dem  A 
untergeordnet  ist,  und  d,  e,  f,  g  die  Stufenzahlen  von  Z),  JE,  Fy  G 
darstellen.    Dann  kann  man  zeigen,  dass 

A  ,  B  .  C .  DEFG  =  AG  ,  BF .  CE .  D 

sei.    Denn  es  ist 

A.B.  C.DEFG  =  A.B.  (C.DEFG) 

=  A.B,{CEFG,D), 

da  nändich  D  dem  C  untergeordnet  ist.  Da  nun  CEFG ,  D  in  der 
Form  der  Unterordnung  erscheint,  so  kann  man  mit  seinen  einzelnen 
Faktoren  CEFG  und  D  fortschreitend  multipliciren;  B  giebt  aber  mit 
CEFG  multiplicirt,  da  C  und  JB,  also  auch  CE  dem  B  untergeordnet 
sind,  den  Ausdruck  BFG  .  CE,    Man  erhält  also  den  obigen  Ausdruck 

=  A  .  (BFG  ,CE).D 

=  A.BFG.CE.D 

=  AG.BF.CE.D, 

da  nämlich  B  und  F,  also  auch  BF,  dem  A  untergeordnet  sind. 

Also  erscheint  auch  das  fortschreitende  Produkt  aus  vier  reinen 
Faktoren  in  der  Form  der  Unterordnung,  und  es  lässt  sich  schon  über- 
sehen, wie  ganz  auf  dieselbe  Weise  folgt,  dass  überhaupt  ein  fort- 
schreitendes I  Produkt  aus  beliebig  vielen  reinen  Faktoren  sich  auf  die  200 
Form  der  Unterordnung  bringen  lässt.  Ist  nun  aber  dies  der  Fall,  so 
wird,  da  nach  den  Definitionen  sich  die  Multiplikation  überhaupt  |  auf -ÖW 
die  fortschreitende  Multiplikation  reiner  Grössen  zurückführen  lässt, 
dasselbe  auch  von  beliebigen  realen  Produkten  gelten,  nämlich  dass 

jedes  reale  Produkt  sich  in  Form  der  Unterordnung  darstellen  lässt. 

Es   reichen   daher   in  der  That  die   obigen  Definitionen   für   dab 
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reale  Produkt  aus,  und  die  Form  der  Unterordnung,  als  die  einfachste, 
auf  die  sich  das  reale  Produkt  bringen  lässt,  bestimmt  die  Bedeutung 
desselben. 


§  136.     Mnltiplikatiou  mit  einander  eingeordneten  Grössen. 

Es  entsteht  uns  nun  die  Aufgabe,  die  verschiedenen  Umgestaltungen, 
welche  nach  der  bis  hierher  geführten  Darstellung  das  eingewandte 
Produkt  zulässt,  in  ein  einfaches  Hauptgesetz  zusammenzufassen,  auf 
welches  wir  dann  in  der  Folge  stets  zurückgehen  können,  wenn  es 
sich  um  solche  Umgestaltungen  handelt. 

Wir  brauchen,  um  dazu  zu  gelangen,  nur  die  im  vorigen  Para- 
graphen entwickelten  Umgestaltungen  weiter  fortzuführen  und  in  Worte 
zu  kleiden.     Es  ergab  sich  dort,  dass 

A.B.CDE^AE.BD.C 

sei,  wenn  B  dem  A  imtergeordnet  ist,  C  das  System  darstellt,  was 
CDE  mit  By  also  auch  mit  A  gemeinschaftlich  hat,  und  CD  das 
System  darstellt,  was  CDE  mit  A  gemeinschaftlich  hat^  und  überdies 
die  Art  der  Multiplikation  so  angenommen  ist,  dass  sie  unter  diesen 
Voraussetzungen  einen  geltenden  realen  Werth  liefert.  Unter  denselben 
Voraussetzungen  ergiebt  sich  nämlich  auch 

EDC  .B.A^EA.DB.C. 
Denn 

EDC.B,A  =  {EDC.B).A 

=  {EDB,  C).A', 

und  da  EDB  .  C  in  der  Form  der  Unterordnung  erscheint,  so  multi- 
plicirt  man  es  (nach  §  134)  mit  Aj  indem  man  C  ftiit  A  multiplicirt; 
da  C  dem  A  untergeordnet  ist,  so  ist  hier  nach  §  133  die  Ordnung 
gleichgültig;  man  erhält  also  den  zuletzt  gefundenen  Ausdruck 

'=:f^EDB.(A.C)] 

201  da  wieder  A  .  C  auf  die  Form  der  Unterordnung  gebracht  ist,  so    kann 

man  hier  mit  A  und  C  fortschreitend  -multipliciren,  und  erhält  den 

letzten  Ausdruck 
20:^  =-EA.DB.C. 

Auf  dieselbe  Form  nun  führt  der  Ausdruck 

EDCA.B  oder   EDC.(A.B) 

zurück;  nämlich  da  EDC »  A  gleich  EA  ,  DC  ist,  so  hat  man  jenen 

Ausdruck 

EDCA.B -^EA.DC.B 

^EA.DB.C. 
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Daraus  folgt  also,  dass  man  in  einem  Produkte  von  realem  gel- 
tenden Werthe  mit  zwei  einander  eingeordneten*)  Paktoren  fort- 
schreitend in  beliebiger  Ordnung  multipliciren,  oder  auch  mit  ihrem 
Produkte  auf  einmal  multipliciren  darf. 

Wenn  c,  d,  e  die  Stufenzahlen  von  C,  D,  E  sind,  so  ist  hier  an- 
genommen (s.  den  vorigen  Paragraphen),  dass  EDC  von  A  im  (€-{-  d)-ien 
Grade,  von  B  im  c-ten  Grade  abhänge,  und  da  in  beiden  Produkten 

EDC.A.B   und   EDC.B.Ä 

m 

die  Multiplikationsweise  als  eine  reale  von  geltendem  Werthe  ange- 
nommen ist,  wenn  der  soeben  bezeichnete  Grad  der  Abhängigkeit  statt- 
findet, so  wird  jedes  von  beiden  Produkten  dann  aber  auch  nur  dann 
null  werden,  wenn  der  Grad  der  Abhängigkeit  wächst,  also  vrird,  wenn 
eins  dieser  Produkte  null  wird,  auch  das  andere  null  werden  müssen. 
Somit  bleibt  das  angeführte  Gesetz  auch  bestehen,  wenn  das  Produkt 
nur  als  ein  reales  aufgefasst  ist^  und  da  es  sich  von  zwei  einander 
eingeordneten  Faktoren  unmittelbar  auf  mehrere  übertragen  lässt,  so 
haben  wir  den  Satz: 

Statt  mit  einem.  Produkte  von  einander  eingeordneten  Faktoren  zu 
muUipliciren^  kann  man  mit  den  einzelnen  Faktoren  fortschreitend  multi- 
pliciren und  zwar  in  beliebiger  Ordnung. 

Hierbei  haben  wir  die  Multiplikationsweisen  so  angenommen,  dass 
das  Produkt  bei  demselben  Abhängigkeitsve^yhältniss  in  allen  diesen 
Formen  gleichzeitig  als  real  erscheint.  Dies  Gesetz  drückt  somit  eine 
Erweiterung  des  ersten  Theils  der  Definition  (§  134)  aus,  dass  man, 
statt  mit  einem  Produkt,  welches  in  Form  der  |  Unterordnung  erscheint,  202 
mit  den  Faktoren  desselben  fortschreitend  multipliciren  darf.  Das  Ge- 
setz, was  den  zweiten  Theil  der  Definition  |  (§  134)  verallgemeinert,  näm-^03 
lieh,  dass  man  ein  Produkt  aus  einander  eingeordneten  Faktoren  mit 
einer  Grösse  multiplicirt,  indem  man  den  letzten  Faktor  mit  derselben 
multiplicirt,  ergiebt  sich  leicht  auf  ähnliche  Weise  wie  das  obige  Ge- 
setz, ist  aber  von  geringerer  Bedeutung,  üebrigens  ist  klar,  dass  in 
dem  obigen  Gesetz  zugleich  das  Gesetz  über  den  mittleren  Faktor  in 
§132  liegt;  nämlich 

BA.ÄC==BAC,A, 

indem  man,  statt  B  fortschreitend  mit  A  und  dem  ihm  übergeordneten 
-4C  zu  multipliciren,  auch  in  umgekehrter  Folge  multipliciren  darf. 


*)  Einander  «ingeordnete  Grössen  nennen  wir  solche,  von  denen  die  eine  der 
andern  untergeordnet  ist. 

Grassmann f  Werke.    I.  15 
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§  137.    Eigenthümlioher  Werth  eines  eingewandten  Produktes  ans 
mehreren  Faktoren.    Beines  nnd  gemischtes  Produkt. 

Wir  verlassen  den  allgemeinen  BegrifT  des  eingewandten  Produktes 
und  beschränken  die  Betrachtung  auf  den  Fall,  dass  die  Multiplikation 
sieb  stets  auf  dasselbe  Hauptsystem  beziehe.  Da  nun  ein  jedes  solches 
Produkt  nach  §  132,  wenn  es  auf  die  Form  der  Unterordnung  ge- 
bracht ist,  als  ersten  Faktor  entweder  nothwendig  eine  das  Haupt- 
sjstem  darstellende  Grosse  hat,  oder  doch  in  dieser  Form  dargestellt 
werden  kann,  so  folgt,  dass,  wenn  man  auf  ein  Produkt  aus  mehreren 
Faktoren,  welches  sich  auf  dasselbe  Hauptsystem  bezieht^  das  in  §  135 
mitgetheilte  Verfahren  anwendet,  das  Produkt,  sich  auf  die  Form 
bringen  l'ässt,  dass  alle  Faktoren  mit  Ausnahme  des  letzten  das  Haupt- 
system darstellen.*) 

Bringen  wir  alle  jene  vorangehenden  Faktoren,  welche  das  Haupt- 
system darstellen,  durch  Anwendung  der  allgemeinen  multiplikativen 
Formänderung  auf  denselben  Grössen werth,  und  fassen  diesen  Werth 
als  Hauptmass  auf,  so  können  wir  dann  den  letzten  Faktor,  wie  es 
in  §  132  schon  in  Bezug  auf  zwei  Faktoren  {estgestellt  ist,  „den 
eigenthümlichen  (specifischen)  Werth  oder  Faktor  jener  Produktgrösse 
208  in  Bezug  auf  dies  |  Hauptmass^^  und  das  System  desselben  „das  eigen- 
thümliche  System"  der  Produktgrösse  nennen,  und  die  Stufenzahl 
^04  dieses  Syiitems  als  Stufenzahl  jendr  Produktgrösse  selbst  auffassen. 
Wir  können  femer  die  Grössen,  welche  durch  eingewandte  Multiplikation 
reiner  Grössen  (s.  §  135)  hervorgehen,  Beniehungsgrössen  nennen,  weil 
sie  nur  in  ihrer  Beziehung  auf  ein  System  oder  jsin  Mass  eine  einfache 
Bedeutung  gewinnen.  Als  eigenthümlicher  Werth  einer  reinen  Grösse 
erscheint  natürlich  diese  Grösse  selbst. 

Es  gilt  hier  auch  noch  das,  was  wir  in  §  128  über  die  Bezeichnung 
der  Multiplikation  bei  zwei  Faktoren  sagten,  dass  es  nämlich,  wenn 
einmal  das  Hauptsystem  als  Beziehungssystem  feststehe,  als  überflüssig 
erscheine,  die  äussere  Multiplikation  von  der  eingewandten  oder  die 
verschiedenen  Grade   der   letzteren  durch  die  Bezeichnung   zu   unter- 

*)  Es  sei  zum  Beispiel  H.Ä,B  dies  Produkt,  in  welchem  H  das  Haupt- 
system darstelle,  indem  nämlich  das  Produkt  der  beiden  ersten  Faktoren  schon 
auf  die  verlangte  Form  gebracht  ist;  nun  sei  B  <=»  CD^  wo  im  Falle,  dass  das 
ganze  Produkt  geltenden  Werth  habe,  Äl)  das  Hauptsystem  darstelle.  Dann  ist 
jenes  ganze  Produkt  gleich  H.ÄD.C,  was  die  verlangte  Form  hat.  Ist  das 
ganze  Produkt  null,  so  kann  man  die  ersten  Faktoren  beliebig  setzen,  wenn  nur 
der  letzte  null  ist;  ako  kann  auch  dann  das  Produkt  auf  die  verlangte  Form 
gebracht  werden. 
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scheiden.*)    Dagegen  tritt  hier  ein  neuer  Unterschied  hervor,  nämlich 
der  zwischen  reinen  und  gemischten  Produkten. 

Nämlich  reine  Produkte  nenne  ich  solche,  deren  Faktoren  fort- 
schreitend stets  durch  dieselbe  Art  der  Multiplikation  verknüpft  sind, 
das  heisst,  entweder  nur  durch  äussere  Multiplikation  (äussere  Pro- 
dukte), oder  nur  durch  eingewandte  auf  ein  und  dasselbe  System  be- 
zügliche (reine  eingewandte  Produkte);  gemischte  hingegen  nenne  ich 
solche,  deren  Faktoren  fortschreitend  entweder  durch  beiderlei  Arten 
der  Multiplikation  (äussere  und  eingewandte)  verknüpft  sind,  oder  zwar 
bloss  durch  eingewandte  aber  auf  verschiedene  Systeme  bezügliche. 

Da  die  reinen  und  die  gemischten  Produkte  verschiedenen  Ge- 
setzen uiiterliegen,  so  ist  ihre  Unterscheidung  sehr  wichtig-,  und  ob- 
gleich eine  Unterscheidung  durch  die  Bezeichnung  nicht  nothwendig 
ist^  indem  durch  die  Stufenzahlen  der  Faktoren,  wenn  das  Hauptsystem 
als  Beziehungssystem  feststeht,  auch  schon  immer  bestimmt  ist,  ob 
das  Produkt  ein  reines  oder  gemischtes  sei,  so  erscheint  eine  solche 
Unterscheidung  doch  in  vielen  |  Fällen  als  sehr  bequem.  Ich  will  mich  204 
daher  in  solchen  \  Fällen  der  Punkte  bedienen^  um  durch  sie  die  Faktoren  205 
des  reinen  Produktes  von  einander  ab0usondem,  und  untt  daher  festseteen, 
dass,  wo  Punkte  zur  Bezeichnung  der  MüUiplikation  angewandt  werden, 
dann  auch  stets,  wenn  sie  gar  keiner  oder  derselben  Klammer  eingeordnet 
sindj  durch  sie  Faktoren  eines  reinen  Prodxüctes  von  einander  abgesondert 
werden,  wobei  dann  ein  Produkt  von  unmittelbar  zusammengeschriebenen 
Grössen  in  Bezug  auf  diese  Punkte  jedesmal  als  Ein  Faktor  erscheint; 
zum  Beispiel  bedeutet  AB  .  CD  .  EF  ein  reines  Produkt,  dessen  Faktoren 
AB,  CD,  EF  sind. 

§  138.     Gesetz  für  die  Erg&nzzahlen  reiner  Frodnkte. 

Wir  können  nun  die  in  §  133  für  zwei  Faktoren  erwiesenen  Sätze 
auch  auf  mehrere  Faktoren  übertragen. 

Zuerst  was  die  Yertauschung  betrifft,  so  zeigt  sich,  dass  auch  bei 
mehreren  Faktoren  die  Stellimg  eines  Faktors,  der  das  Beziehungs- 
system darstellt,  ganz  gleichgültig  ist;  und  daraus  folgt  dann  über- 


*)  Ganz  anders  würde  dies  bei  der  allgemeinien  realen  Multiplikation  sein, 
indem  bei  ihr  die  yerschiedenen  Grade  der  Abhängigkeit  zwischen  den  einzelnen 
Faktoren  festgestellt  werden  müssten,  bei  denen  das  Produkt  noch  einen  geltenden 
Werth  hätte.  Das  Produkt  aus  mehreren  Faktoren  würde  dann  seiner  Art  nach 
durch  eine  Reihe  Ton  Zahlen  bestimmt  sein,  welche  jene  Abhängigkeitsgrade  dar- 
stellten; diese  Bestimmung  würde  also  eine  zusammengesetzte  sein  und  nicht 
mehr  einen  einfachen  Begriff  darstellen,  und  dies  ist  der  Grund,  weshalb  wir 
diesen  allgemeinen  Fall  hier  übergangen  haben. 

16* 
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haupt^  dass  man,  um  zwei  Produktgrossen  zu  multipliciren,  nur  ihre 
eigenthümlichen  Werthe  in  Bezug  auf  irgend  ein  Hauptmass  zu  multi- 
pliciren,  und  diesem  Produkte  das  Hauptmass  so  oft  als  Faktor  hinzu- 
zufügen hat,  als  es  in  beiden  Grossen  zusammengenommen  als  Faktor 
vorkommt;  zum  Beispiel  ist  H^A  .  IPB,  wo  H  das  Hauptmass  dar- 
stellt, gleich  irff^A .  B  oder  gleich  E^'^^'A  .  B.  .Hierin  Uegt  dann, 
dass  zwei  Produktgrössen,  welche  als  Faktoren  zusammentreten,  gleich- 
falls mit  oder  ohne  Zeichenwechsel  vertauschbar  sind,  je  nachdem  ihre 
Erg'anzzahlen  beide  zugleich  ungerade  sind  oder  nicht. 

Die  folgenden  Sätze  jenes  Paragraphen  können  wir  nur  auf  reine 
eingewandte  Produkte  übertragen.  Da  nämlich  bei  zwei  Faktoren  eines 
eingewandten  Produktes  von  geltendem  Werthe  die  Ergänzzahl  des 
Produktes  die  Summe  ist  aus  den  Ergänzzahlen  der  Faktoren,  so  bleibt 
dies  Gesetz  bestehen,  wenn  zu  diesem  eingewandten  Produkte  wieder 
ein  eingewandter  Faktor  hinzutritt  und  das  Produkt  wieder  geltenden 
Werth  behält;  es  ist  dann  die  Ergänzzahl  des  Gesammtproduktes,  wie 
sogleich  durch  zweimalige  Anwendung  des  für  zwei  Faktoren  bewie- 
senen Gesetzes  einleuchtet,  die  Summe  aus  den  Ergänzzahlen  der  Fak- 
toren, und  so  fort  für  beliebig  viele  Faktoren.  Da  überdies  das  Produkt 
zweier  Faktoren  dann  und  nur  dann  als  ein  eingewandtes  erscheint, 
wenn  die  Summe  der  beiden  Stufenzahlen  grösser,  das  heisst,  die  Summe 

205  der  Ergänzzahlen  kleiner  ist  als  die  Stufenzahl  des  Hauptsystems,  so 

206  y^ird  auch  ;  das  geltende  Produkt  aus  drei  und  mehr  Faktoren  dann 
und  nur  dann  als  ein  reines  eingewandtes  erscheinen,  wenn  die  Summe 
der  Ergänzzahlen  stets  kleiner  bleibt  als  die  Stufenzahl  des  Haupt- 
systems, das  heisst,  wenn  die  Summe  aller  Ergänzzahlen  der  Faktoren 
noch  kleiner  bleibt  als  die  Stufenzahl  des  Hauptsystems. 

Um  endlich  auch  den  Satz  aus  §  133  über  das  Nullwerden  hier 
zu  übertragen,  erinnern  wir  daran,  dass  die  Summe  der  Ergänzzahlen 
zweier  Grössen,  welche  das  Beziehungssystem  als  nächstumfassendes 
System  haben  und  also  als  Produkt  einen  geltenden  Werth  darbieten, 
gleich  der  Ergänzzahl  ihres  gemeinschaftlichen  Systemes  ist;  dass  aber, 
wenn  das  nächstumfassende  System  niedriger  ist  als  das  Beziehungs- 
system, und  das  Produkt  also  null  ist,  die  Stufenzahl  des  gemeinschaft- 
lichen Systems  grösser,  seine  Ergänzzahl  also  kleiner  wird  als  die 
Summe  der  zu  den  Faktoren  gehörigen  Ergänzzahlen.  Tritt  nun  ein 
Faktor  hinzu,  so  ist  das  gemeinschaftliche  System  aller  Faktoren  das- 
jenige, was  der  hinzutretende  Faktor  mit  dem  allen  vorhergehenden 
J^aktoren  gemeinschaftlichen  Systeme  selbst  wieder  gemeinschaftlich 
hat  Es  wird  also,  sobald  das  gesammte  Produkt  geltenden  Werth  be- 
.hält,   die   Summe  aller  Ergänzzahlen  gleich   der  Ergänzzahl  des   den 
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sammtlichen  Faktoren  gemeinschaftliclien  Systemes  sein;  wenn  aber 
durch  irgend  einen  Faktor^  welcher  hinzutritt,  das  Produkt  null  wird^ 
ohne  dasB  der  hinzutretende  Faktor  selbst  null  ist,  so  wird  dort  die 
Erganzzahl  des  gemeinschaftlichen  Systemes  kleiner  werden,  und  somit 
auch,  wenn  noch  neue  Faktoren  hinzutreten,  kleiner  bleiben  als  die 
jedesmalige  Summe  aus  den  Ergänzzahlen  der  Faktoren.  Es  wird  also 
ein  reines  eingewandtes  Produkt,  dessen  Faktoren  geltende  Werthe 
haben,  dann  und  nur  dann  null  werden,  wenn  die  Er^nzzahl  des  allen 
Faktoren  gemeinschaftlichen  Systems  kleiner  ist  als  die  Summe  der 
Er^mzzahlen  der  Faktoren.  Auch  liegt  in  der  Art  der  Beweisführung, 
dass  der  eigenihümliche  Werth  eines  solchen  Produktes,  wenn  es 
nicht  null  ist,  das  den  sammtlichen  Faktoren  gemeinschaftliche  System 
darstellt. 

Fassen  wir  nun  die  über  die  Ergänzzahlen  aufgestellten  Gesetze 
zusammen  und  schliessen  die  entsprechenden  Gesetze  über  die  Stufen- 
zahlen äusserer  Produkte  mit  hinein,  so  erhalten  wir  den  Satz: 

Ein  Produkt  aus  beliebig  vielen  Faktoren  von  geltenden  \  Werthen207 
ist  ein  reines ,  wenn  entweder  die  Stufenzahlen  oder  die  \  Ergänszahlen^Oß 
der  Faktoren  zusammengenommen  kleiner  sind  als  die  Stufenzahl  des 
HauptsystemSj  und  zwar  im  ersteren  Falle  ein  äusseres,  im  letzteren  ein 
eingewandtes,  hingegen  ein  gemischtes,  wenn  keins  von  beiden  der  Fall  ist. 
Das  reine  Produkt  ist  nidl  im  ersten  Falle,  wenn  die  Stufenzahlen  der 
Faktoren  zusammengenommen  grösser  sind  als  die  Stufenzahl  des  die  Fak- 
toren zunächst  umfassenden  Systemes,  im  letzteren,  wenn  die  Ergänzzahlen 
der  Faktoren  zusammengenommen  grösser  sind  als  die  Ergänzzahl  des  den 
Faktoren  gemeinschaftlichen  Systemes.  Wenn  das  reine  Produkt  einen 
geltenden  Werth  hat,  so  stellt  der  eigenthümliche  Werth  desselben  im  ersten 
Falle  das  nächstumfassende,  im  letzteren  das  gemeinschaßliche  System  dar; 
und  im  ersteren  Falle  ist  die  StufenzaM  desselben  die  Summe  aus  den 
Stufenzahlen  der  Faktoren,  im  letzteren  ist  seine  Ergänzzahl  die  Summe 
aus  den  Ergänzzahlen  der  Faktoren. 


§  139.     Die  Faktoren  eines  reinen  Produktes  lassen  sich  beliebig 

zusammenfassen. 

Wir  schreiten  nun  zu  dem  multiplikativeii  Zusammenfassungsgesetz, 
das  heisst,  wir  untersuchen,  ob  und  in  welchem  Umfange 

PQR  =  P{QR) 

gesetzt  werden  könne.     Schon  aus   dem  Satze  in  §  136  geht  hervor, 
dass  für  das  gemischte  Produkt  dreier  Faktoren  jenes  Gesetz  im  All- 
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gemeinen  nicht  gelte*);  hingegen  wollen  wir  zeigen^  dass  dasselbe  für 
das  reine  Produkt  im  allgemeinsten  Sinne  gelte,  dass  also  nach  der  in 
§  137  eingeführten  Bezeichnung  allemal 

sei. 

Zunächst  leuchtet  ein,  dass,  wenn  die  Gültigkeit  dieses  Gresetzes 
nachgewiesen  ist  für  den  Fall,  dass  P,  Q,  R  reine  Grössen  sind,  sie 
damit  auch  zugleich  für  den  Fall,  dass  dieselben  sämmtlich  oder  zum 
;?&sTheil  Beziehungsgrossen  sind,  nachgewiesen  sei.  |  Denn  nach  dem 
vorigen  Paragraphen  hat  man  Beziehungsgrössen  so  mit  einander  zu 
multipliciren,  dass  man  ihre  eigenthümlichen  Werthe  in  Bezug  auf  ein 
'207  und  dasselbe  Hauptmass  mit  einander  {  multiplicirt  und  dem  Produkte, 
gleichviel  auf  welcher  Stelle,  so  oft  das  Hauptmass  als  Faktor  hinzu- 
fügt, als  es  in  beiden  Grössen  zusammen  als  Faktor  enthalten  war. 
Da  man  hiemach  also  in  einem  Produkte  überhaupt  jeden  Faktor,  der 
das  Hauptmass  darstellt,  auf  eine  beliebige  Stelle  setzen  und  beliebig 
aus  einer  Klammer  heraus  oder  in  eine  solche  hineinrücken  kann,  so 
folgt,  dass  jenes  Gesetz,  wenn  es  für  reine  Grössen  gilt,  auch  für 
Beziehungsgrössen,  also  allgemein  gelte.  Nun  gilt  es  zunächst  nach 
den  Gesetzen  der  äusseren  Multiplikation  für  äussere  Produkte  reiner 
Grössen,  also  auch  für  äussere  Produkte  überhaupt  Es  bleibt  also 
nur  zu  beweisen  übrig,  dass  es  auch  für  das  reine  eingewandte  Pro- 
dukt reiner  Grössen  gelte. 

In  diesem  Falle  kommt  es  darauf  an,  zu  zeigen,  dass  P,  Q,  Ey 
wenn  das  eingewandte  Produkt  einen  geltenden  Werth  hat,  sich  in  den 
Formen  ABC,  ABD,  ADC  darstellen  lassen,  so  dass  zugleich  AB  CD 
das  Hauptsystem  darstellt. 

Es  seien  die  Er^mzzahlen  der  Grössen  P,  Q,  B  beziehlich  d,  c,  &, 
so  ist  die  Ergänzzahl  des  Produktes  oder  des  den  drei  Faktoren  ge- 
meinschaftlichen Systemes  A  nach  §  138  (am  Schlüsse)  gleich  der 
Summe  jener  Zahlen,  also  gleich  &  +  ^  +  ^5  ^^^  is*  also  a  die  Stufen- 
zahl jenes  gemeinschaftlichen  Systemes,  so  ist  die  des  Hauptsystemes 
gleich  a  +  ^  +  ^  +  ^-  Zwei  der  Faktoren,  zum  Beispiel  P  und  Q, 
werden  nach  demselben  Satze  ein  System  gemeinschaftlich  haben,  dessen 
Ergänzzahl  die  Summe  ist  aus  den  Ergänzzahlen  jener  Faktoren,  also 
hier  gleich  c  +  d  ist;  also  ist  die  Stufenzahl  dieses  gemeinschaftlichen 
Systemes  gleich  a  +  &>  ^s  wird  somit  dies  System  durch  ein  Produkt 

*)  Allerdings  können  Fälle  aufgeführt  werden,  in  welchen  vermittelst  des 
Satzes  in  §  136  unser  Gesetz  auch  dann  noch  seine  Anwendung  findet;  allein  diese 
Fälle  sind  so  vereinzelt,  die  Bedingungen,  unter  denen  sie  eintreten,  so  zusammen- 
gesetzt, dass  aus  ihrer  Aufzählung  der  Wissenschaft  kein  Yortheil  erwächst. 
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A/R  dargestellt  werden  können ^^  in  welchem  B  von  &-ter  Stufe  und 
Ton  Ä  unabhängig  ist.  Ebenso  wird  das  dem  P  und  R  gemeinschaft- 
liehe System  von  (a  +  c)-ter  Stufe  sein,  und  also  eine  von  Ä  unab- 
hängige Grosse  c-ter  Stufe  C  in  sich  fassen.  Und  zwar  muss  dann  C 
von  4^  unabhängig  sein;  denn  wäre  es  davon  abhängig,  das  heisst, 
hätte  C  mit  AB  irgend  eine  Grösse  gemeinschaftlich,  so  würden  die 
drei  Faktoren  P,  Q,  R  diese  Grösse,  also  eine  von  Ä  unabhängige 
Grösse,  gemeinschaftlich  enthalten,  was  mit  der  Annahme  streitet 

Somit  sind  nun  der  Grösse  P  drei  |  von  einander  unabhängige  ;?09 
Grössen  Ä,  B,  C  untergeordnet,  also  auch  ihr  Produkt  ABC.  Es 
muss  sich  daher  P  als  Produkt  darstellen'  lassen,  dessen  einer  Faktor 
ABC  ist;  da  P  aber  selbst  von  (a  -{'  b  -\-  cyter  Stufe  ist,  so  wird 
der  andere  Faktor,  den  P  |  ausser  ABC  enthält,  von  nullter  Stufe,  208 
das  heisst^  eine  blosse  Zahlengrösse  sein,  also  P  sich  als  Vielfaches 
von  ABC  darstellen  lassen.  Q  und  R  endlich  werden  aus  demselben 
Grunde  einen  von  A  imabhängigen  Faktor  D  gemeinschaftlich  haben, 
und  so  werden  sich  die  Grössen  P,  Q^  R  beziehlich  als  Vielfache  von 
ABCj  ABD  und  ADC  darstellen  lassen;  ja,  da  für  die  Grössen 
A,  B,  C,  D  nur  die  Systeme,  welche  durch  sie  dargestellt  werden, 
bestimmt  sind,  sie  selbst  also  beliebig  gross  angenommen  werden 
können,  so  wii:d  man  dieselben,  wie  leicht  zu  sehen  ist,  auch  so  an- 
nehmen können,  dass  die  Grössen  P,  §,  jR  jenen  Werthen  selbst 
gleich  sind,  also 

P,Q.R  =  ABC  .ABD.  ADC 

ist.  Da  das  ganze  Produkt,  wie  wir  voraussetzten,  einen  geltenden 
Werth 'haben  soll,  also  auch  zum  Beispiel  das  Produkt  ABC .  ABDy 
so  muss  hier  das  nächstumfassende  System,  also  ABCD,  zugleich  das 
Beziehungssystem  sein.  Es  ist  daher  dies  Produkt  gleich  ABCD.AB] 
also  der  ganze  Ausdruck 

=  ABCD.AB ,  ADC 

=  ABCD.ABDC.A. 

*  m 

Auf  dieselbe    Form  nun  lässt  sich  das  andere  Produkt  P.{Q.B) 
bringen;  denn  Q.R  oder  ABD .  ADC  ist  gleich  ABDC .  ADy  also 

P.{Q,R)  =  ABC .  {ABDC .  AD). 

Da  nun  ABDC  das  Hauptsystem  darstellt,  so  können  wir  nach  §  138 
die  eigenthümlichen  Werthe  unter  sich  multipliciren  und  ABDC  als 
Faktor  hinzufügen.  Wir  erhalten  aber  ABC .  AD  gleich  ABCD  .  A, 
also  ist  der  obige  Ausdruck 

'^ABCD.ABDC.A. 
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Da  also  die  beiden  Produkte  P ,  Q  .  R  und  P  ,{Q  .  R)  demselben  Aus- 
drucke gleich  sind^  so  sind  sie  auch  unter  sich  gleich. 

Wir  nahmen  bei  dieser  BeweisfQhrung  an,  dass  die  Produkte  einen 
geltenden  Werth  hatten.  Nun  können  sie  aber  auch  nur  gleichzeitig 
null  werden,  weil  nach  §  138  das  Null  werden  dann  und  nur  dann  ein- 
tritt, wenn  das  den  Faktoren  gemeinschaftliche  System  von  höherer 
Stufe  ist,  als  die   [Stufenzahl  des  Beziehungssystems  vermindert  um 

210  die]  Summe  der  Ergänzzahlen  beträgt,  und  |  dies  bei  beiden  Produk- 
ten nur  gleichzeitig  eintreten  kann.  Also  bleibt  auch  für  diesen  Fall 
die  Gleichheit  beider  Produkte  bestehen.    Das  Gesetz  gilt  daher  allge- 

209  mein  fQr  reine  Grössen,  also  muss  es  nun  auch,  wie  wir  oben  sahen, 
für  Beziehungsgrössen  gelten,  so  dass  allgemein  für  die  reine  Multi- 
plikation überhaupt 

P.Q,R  =  P.(Q.R) 

ist.     Da  nun  endlich  das  Zusammenfassungsgesetz,  wenn  es  für  drei . 
Faktoren  gilt,  auch  für  beliebig  viele  gelten  muss  (§  3),  so  ergiebt 
sich  der  allgemeine  Satz: 

Die  Faktoren  eines  reinen  Produktes  lassen  sich  beliebig  zusammen- 
fassen. 

§  140.     Besiehiuig  zur  Addition  und  Subtraktion. 

Für  die  Addition  der  Beziehungsgrössen  bietet  sich  das  allgemeine 
multiplikative  Beziehungsgesetz  als  begriffsbestimmend  dar.  Man  hat 
dann  nur  beide  auf  die  Form  der  Unterordnung  zu  bringen.  Auf  diese 
Form  gebracht,  erscheinen  dann  beide  als  summirbar,'  wenn  einestheils 
das  Hauptmass  in  beiden  gleichvielmal  als  Faktor  erscheint,  und  andem- 
theils  die  Grössen  selbst  eine  gleiche  Stufenzahl  haben;  und  zwar  werden 
sie  dann  addirt,  indem  man  die  eigenthümlichen  Werthe  addirt,  und 
der  Summe  das  Hauptmass  so  oft  als  Faktor  hinzufügt,  als  es  in  jedem 
der  Produkte  als  Faktor  enthalten  war.*) 

Das  allgemeine  Beziehungsgesetz  ist,  dass 

P,{Q  +  R)  =  P.q  +  P.R, 
{Q  +  R).P=Q.P+R.P 

sei.  Die  Gültigkeit  desselben  haben  wir  zunächst  nur  für  den  Fall 
nachzuweisen,  dass  die  Grössen  P^  Q,  R  reine  sind,  indem  das  Hinzu- 
treten beliebiger  Faktoren,  die  das  Hauptmass  darstellen,  auf  welches 
sich  die  Grössen  beziehen,  nichts  ändern  kann.  Wir  nehmen  daher 
zuerst  an,  P,  §,  R  seien  reine  Grössen. 


*)  Diese  Bestimmung  dient  eben  als  Definition,  indem  wir  imter  der  Summe 
zweier  Beziehungsgrössen  die  auf  die  angegebene  Weise  gebildete  Summe  verstehen. 
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Es  sei;  um  die  Stücke  der  Summe 

P.  Q  +  P.R 

auf  die  Form  der  Unterordnung  zu  bringen,  Q  ==  AB,  wo  A  dem 
P  untergeordnet  ist,  PB  aber  das  Hauptsystem  darstellt,  auf  welches  ^ü 
sieb  die  Multiplikation  bezieht,  und  gleich  H  gesetzt  werden  mag,  und 
ebenso  sei  B  ^^  CD,  wo  C  dem  B  untergeordnet  ist  und  BD  das 
Hauptsystem  darstellt.  Da  hier  D  beliebig  gross  angenommen  werden 
kann  (indem  C  dann  nur  im  umgekehrten  Verhältnisse  wie  D  geändert  210 
werden  muss),  so  kann  mau  es  so  annehmen,  dass 

BD  =  BB  =  H 
wird.     Dann  ist 

B.Q  +  B,B  =  HA  +  HC  =  H{A-\-C), 

letzteres  nach  der  Definition. 

Auf  dieselbe  Form  nun  können  wir  auch  B  .{Q  -{-  B)  bringen. 
Nämlich  da  BD  gleich  BB  ist,  so  folgt,  dass  D  auch  gleich  B  plus 
einer  von  P  abhängigen  Grösse,  die  wir  K  nennen  wollen,  gesetzt 
werden  könne;  somit  ist  JB,  was  gleich  CD  gesetzt  war,  gleich  C{B'-\'  K), 
oder  gleich  CB  +  CK.     Also  ist 

B.{Q  +  B)  =^B.{AB  +  CB  +  CK). 

Da  hier  K  von  P  abhängig  ist,  CK  also  von  P  in   einem   höheren 

Grade    abhängt  als   CB,   so   kann  es  mit   P   kein    geltendes   Produkt 

liefern,  kann  also   nach  §  125  weggelassen  werden.     Es  ist  also   der 

obige  Ausdruck 

=  P  .  {AB  +  CB) 

=  B.(A  +  C)B. 

Da  hier  A  imd  (7,  also  auch  {A  +  C)  dem  P  untergeordnet  sind,  BB 
aber  oder  H  das  Hauptsystem  darstellt,  so  ist  der  letzte  Ausdruck 

wieder 

=  H(A  +  C). 

Also  sind  die  beiden  zu  vergleichenden  Ausdrücke  P .  (^  +  i?)  und 
B .  Q  -{-  B .  li  demselben  dritten  Ausdrucke  gleich,  also  auch  beide 
unter  sich  gleich. 

Kommt  nun  femer  zu  J*  das  Hauptmass  mehrmals,  etwa  m-mal, 
als  Faktor  hinzu,  und  ebenso  auch  zu  Q  und  U,  zu  den  letzteren  aber 
gleichvielmal,  damit  sie  summirbar  bleiben,  etwa  n-mal,  so  ist  das  so 
gut,  als  käme  H  zu  jedem  von  den  beiden  Ausdrücken  (m  +  w)-mal 
als  Faktor  hinzu,  also  bleiben  sie  gleich,  wenn  sie  es  vorher  waren. 
Da  nun  endlich  dasselbe  sich  auch  von  den  beiden  Ausdrücken  {Q-{-IC).B 
und   Q  .B '{'  B .  B  sagen  lässt,  so  folgt,  dass  das  multiplikative  Be- 
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Ziehungsgesetz  auch  ftlr  diese  neuen  Arten  der  Addition  und  Multi- 
;9l^  plikation  ganz  allgemein  |  gili    Somit  gelten  nun  auch  alle  Gesetze, 
die  darauf  gegründet  sind,  das  heisst: 

Alle  Gesetze^  wdche  die  Beeiehung  der  MtdHplikaiian  zur  Addition 
und  Subtraktion  ausdrücken,'  gelten  noch  immer  äUgemein  für  jede  Art 
der  Addition  und  Multiplikation,  die  bisher  festgestetU  ist. 

§  141.     Division  4n  Bezug  auf  ein  System;  Grad  der 

Beziehungsgrösse. 

211  Für  die  Division*)  ergiebt  sich  sogleich^  dass  sie  nur  dann  real 
ist,  wenn  Divisor  und  Dividend  einander  eingeordnet  sind,  das  heisst, 
wenn  entweder  der  Divisor  dem  Dividend  untergeordnet  ist,  oder  dieser 
•jenem. 

Im  ersteren  Falle  ist  die  Division  eine  äussere,  im  letzteren  eine 
eingewandte;  wenn  daher  beide  Fälle  zugleich  eintreten,  das  heisst, 
wenn  Divisor  und  Dividend  einander  gleichartig  sind,  so  kann  die 
Division  sowohl  als  äussere,  wie  auch  als  eingewandte  au%efasst  werden. 
Und  zwar  gelten  diese  Bestimmungen  nicht  nur,  wenn  die  zu. ver- 
knüpfenden Grössen  reine  Grossen,  sondern  auch,  wenn  sie  Beziehungs- 
grossen  sind. 

In  dem  letzteren  Falle  kommt  es  dann  darauf  an,  dass  die  eigen- 
thümlichen  Werthe  in  der  angegebenen  Beziehung  stehen,  während 
das  Hauptsystem,  auf  welches  sich  beide  Grössen  beziehen,  dasselbe 
ist.  Hierbei  kann  dann  der  Fall  eintreten,  dass  das  Hauptmass  im 
Divisor  öfter  als  im  Dividend  als  Faktor  vorkommt;  der  Quotient  er- 
scheint dann  als  eine  reine  Grösse,  welche  mehrmals  durch  das  Haupb- 
mass  dividirt  ist,  oder  welche  mit  einer  Potenz  des  Hauptmasses  multi- 
plicirt  ist,  deren  Exponent  negativ  ist.  Wir  fassen  daher  auch  diese 
neue  Grösse  als  Beziehungsgrösse  auf,  und  nennen  den  Exponenten 
derjenigen  Potenz  des  Hauptmasses,  mit  welcher  der  eigenthümliche 
Werth  einer  Beziehungsgrösse  durch  Multiplikation  verbunden  ist,  den 
Grad  der  Beziehimgsgrösse.  Es  ist  somit  die  neue  Grösse  eine  B^ 
ziehungsgrösse,  deren  Grad  negativ  ist,  während  der  Grad  der  vorher 
betrachteten  positiv  war,  und  auch  die  reine  Grösse  kann  nun  als  Be- 
ziehungsgrösse nullten  Grades  aufgefasst  werden. 

Hierbei  muss  ich  noch  bemerken,  dass  die  Grössen  nuUter  Stufe, 
und  die  das  Hauptsystem  darstellenden  Grössen,  das  heisst  die  Grössen 
nullter  und  h-ter  Stufe  (wenn  h  die  Stufenzahl  des  Hauptsystems  ist) 
auf  eine  zwiefache  Weise  aufgefasst  werden  können.    Nämlich  „eine 


*)  Vergleiche  die  Anmerkungen  zu  Seite  89  und  48.    (1877.) 
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Grosse  nullter  Stufe  und  n-ten  Grades  kann  als  Grösse  h-ter  Stufe 
und  (n  —  l)-ten  Grades  |  aufgefasst  werden",  indem  man  den  eigen- ;315 
tbümlichen  Werth  jener  Grösse,  welcher  eine  blosse  Zahlengrösse  ist, 
mit  einem  der  Faktoren,  welche  das  Hauptmass  darstellen,  multiplicirt 
denkt  und  dies  Produkt  als  eigenihümlichen  Werth  jener  Grösse  auf- 
fasst,  wodurch  natürlich  der  Grad  derselben  um  Eins  abnimmt.  Ebenso 
kann  umgekehrt  „jede  Grösse  h-ter  Stufe  und  n-ten  Grades  als  Grösse  212 
nullter  Stufe  und  (ii  +  l)-ten  Grades  aufgefasst  werden."  Im  Allge- 
meinen wollen  wir  es  vorziehen,  eine  solche  Grösse  als  Grösse  nullter 
Stufe  zu  betrachten. 

Es  kommt  uns  nun  darauf  an,  die  Eindeutigkeit  des  Quotienten 
zu  untersuchen. 

Es  sei  zu  dem  Ende  Ä  der  Dividend,  B  der  Divisor  als  erster 
Faktor,  C  ein  Werth  des  Quotienten,  so  dass 

B.C  =  A 

Ä 

ist,  und   der  Quotient  in  der  Form  -    erscheint.    Jeder  Werth  nun, 

welcher  statt  C  gesetzt  jener  Gleichung  genügt,  wird  auch  als  ein  be- 
sonderer Werth  dieses  Quotienten  aufgefasst  werden  können.  Jeder 
solche  Werth  wird  aus  dem  Werthe  C  durch  Addition  erzeugt  werden 
können,  und  zwar  muss  dann  das  zu  C  hinzuaddirte  Stück  mit  B  multi- 
pUcirt  Null  geben,  wenn  das  Produkt  gleich  Ä  bleiben  soll,  und  jedes 
solche  hinzuaddirte  Stück  wird  auch  das  Produkt  gleich  Ä  lassen; 
nun  können  wir  ein  solches  Stück,  was  mit  B  multiplicirt  Null  giebt, 

allgemein  mit  -w  bezeichnen,  und  daher  sagen,  wenn  C  ein  besonderer 

Werth  des  Quotienten  ist,  und  B  der  Divisor,  so  sei  der  vollständige 
Werth  des  Quotienten  gleich 

wie  wir  dies  schon  für  die  äussere  Division  in  §  62  dargethan  haben. 

Doch  müssen  wir  hierbei  stets  festhalten,  dass  hier  unter  -w  zugleich 

eine  mit  C  addirbare  Grösse  verstanden  sein  muss,  das  heisst  eine 
Grösse,  welche  mit  C  von  gleicher  Stufe  und  gleichem  Grade  ist.  Es 
wird  also  der  Quotient  eindeutig  sein,  wenn  unter  dieser  Yoraussetzimg 

-^  jedesmal  0  ist,  das  heisst,  es  keine  andere  Grösse  dieser  Art  X 

giebt^  die  mit  B  multiplicirt  Null  giebt^  als  Null  selbst 

Da  das  Produkt  einer  Grösse  nullter  Stufe,  welche  selbst  nicht -^^^^ 
null  ist,  oder  einer  Grösse,  die  das  Hauptsystem  darstellt,  jedesmal 
einen  geltenden  Werth  liefert,  wenn  der  andere  Faktor  einen  geltenden 
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Werth  hat,  so  folgt,  dass  wenn  li  einen  geltenden  Werth  hat  und  zu- 
gleich entweder  B  selbst  oder  auch  X  eine  Grösse  nullter  oder  Ä-ter 

213  Stufe  ist,  I  allemal  X  null  sein  müsse,  wenn  B  .  X  null  sein  solL  Es 
wird  also  auch  in  diesem  Falle  der  Quotient  eindeutig  sein;  aber  auch 
in  keinem  andern.  Denn  wenn  beide  Grössen  B  und  X  von  mittlerer 
Stufe  sind,  das  heisst,  wenn  ihre  Stufenzahlen  zwischen  0  und  h  liegen, 
so  wird  X,  ohne  dass  es  null  wird,  stets  so  angenommen  werden 
können,  dass  B  und  X  von  einander  abhängig  sind,  und  ihr  nächst- 
umfassendes System  doch  nicht  das  Hauptsystem  selbst  ist;  es  wird 
also  alsdann  nach  §  128  einen  geltenden  Werth  für  X  geben,  dessen 
Produkt  mit  B  Null  giebt,  das  heisst,  es  wird  dann  der  Quotient  nicht 
eindeutig  sein. 

Ist  der  Divisor  null,  so  wird,  da  Null  mit  jeder  Grösse,  die  wir 
bisher  kennen  gelernt  haben,  zum  Produkte  verknüpft  Null  giebt,  auch 
der  Dividend  null  sein  müssen,  wenn  der  Quotient  eine  der  bisher  ent- 
wickelten Grössen  sein  soll,  und  zwar  wird  dann  jede  dieser  Grössen 
als  ein  besonderer  Werth  des  Quotienten  aufgefasst  werden  können. 
Ist  der  Dividend  aber  eine  Grösse  von  geltendem  Werthe,  während 
der  Divisor  null  ist,  so  erscheint  der  Quotient  als  eine  Grösse  von 
ganz  neuer  Gattung,  die  wir  als  unendliche  Grösse  bezeichnen  können, 
während  die  bisher  betrachteten  als  endliche  erschienen. 

Fassen  wir  nun  die  soeben  gewonnenen  Ergebnisse  zusammen,  in- 
dem wir  zugleich  bedenken,  dass  wenn  C  von  nullter  oder  Ä-ter  Stufe 
ist,  Dividend  imd  Divisor  gleichartig  sind,  so  gelangen  wir  zu  dem 
Satze : 

Der  Quotient  stellt  dann  und  nur  dann  einen  einzigen,  endlichen 
Werth  dar,  wenn  der  Divisor  von  geltendem  Werthe  ist,  und  zugleich 
entweder  selbst  als  Grösse  nullter  Stufe  dargestellt  werden  kann*),  oder 
dem  Dividend  gleicliartig  ist.  Sind  Dividend  und  Divisor  null,  so  ist  der 
Quotient  jede  beliebige  endliche  Grösse.  Ist  der  Divisor  null,  der  Dividend 
215  nicht,  so  ist  der  Quotient  unendlich.  In  jedem  andern  Falle,  das  heisst, 
wenn  der  Divisor  nicht  null  ist,  und  zugleich  Divisor  und  Quotient  beide 
von  mittlerer  Stufe  sind,  ist  der  Quotient  nur  partiell  bestimmt,  und  zwar 
erhält  man  dann  oms  eitlem  besondem  Werthe  des  Quotienten  den  allge- 
meinen, indem  man  den  allgemeinen  Ausdruck  einer  Grösse,  die  mit  dem 
Divisor  multiplicirt  Null  giebt,  hineuaddirt 

214  Ein  besonderes  Interesse  gewähren  hier  noch  solche  Ausdrücke, 
deren  Dividend  die  Einheit  ist,  während  der  Divisor  eine  Grösse  von 

*)  Denn  auch  die  Grösse  /i-ter  Stufe  kann,  wio  wir  oben  sahen,  als  Grösse 
puUter  Stufe  dargestellt  werden. 
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geltender  Stufe  darstellt,  zum  Beispiel  der  Quotient  —r .   Ist  hier  ab  cd 
oder  H  das  Hauptmass,  so  ist 


i6  =  i(^^  +  ^)^ 


0 


wo  —r  jede  von  ab  abhängige  Grösse  zweiter  Stufe  darstellt. 

§  142.    Vollkommene  Analogie  zwischen  äusserer  und  eingewandter 

Multiplikation. 

um  die  Analogie  zwischen  der  äusseren  Multiplikation  und  der 
reinen  eingewandten  Multiplikation  zu  vollenden,  bleibt  uns  noch  eine 
Betrachtung  übrig.  Nämlich  es  liessen  sich  bei  der  äusseren  Multi- 
plikation alle  Grössen  höherer  Stufen  als  Produkte  der  Grössen  erster 
Stufe  darstellen ;  und  die  Gesetze  ihrer  Verknüpfung  liessen  sich  aus 
den  Verknüpfungsgesetzen  für  Grössen  erster  Stufe  auf  rein  formelle 
Weise  ableiten.  Den  Grössen  erster  Stufe  entsprechen  nach  §  138  bei 
der  eingewandten  Multiplikation  Grössen ,  deren  Ergänzzahl  Eins  ist, 
das  heisst  Grössen  (h  —  l)-ter  Stufe,  wenn  das  Beziehungssystem  für 
alle  Grössen  und  Produkte  dasselbe,  und  zwar  ein  System  von  h-ier 
Stufe  ist.  Durch  ihre  Multiplikation  entstehen  nach  §  138  Grössen, 
deren  Ergänzzahlen  die  Einheit  übertreffen,  das  heisst  also,  deren  Stufen- 
zahlen kleiner  sind  als  (h  —  1).  Es  konmit  daher,  um  die  vollständige 
Analogie  nachzuweisen,  nur  darauf  an,  die  Analogie  der  Gesetze  für 
diese  Grössen  erster  und  (Ji  —  l)-ter  Stufe  darzuthun. 

Die  Identität  dieser  Gesetze,  sofern  sie  nur  die  allgemeinen  Ver- 
knüpfungsgesetze der  vier  Grundrechnungen  (Addition,  Subtraktion, 
Multiplikation,  Division)  darstellen,  haben  wir  nachgewiesen.  Auch 
haben  wir  gezeigt,  dass  die  Gesetze  der  äusseren  Multiplikation  als 
solcher,  sobald  sie  nur  auf  den  Begriff  der  Stufenzahl  und  des  gemein- 
schaftlichen Systemes  |  zurückgehen,  auch  für  die  eingewandte,  auf  ein  ^16 
festes  Hauptsystem  bezügliche  Multiplikation  gelten,  wenn  man  statt 
des  Begriffs  der  Stufenzahl  den  der  Ergänzzahl,  und  statt  des  Begriffs 
des  gemeinschaftlichen  Systems  den  des  nächstumfassenden  einfiihrt, 
und  umgekehrt.  Sofern  daher  der  Begriff  der  Abhängigkeit,  auf  den 
alle  besonderen  Gesetze  der  äusseren  Multiplikation,  als  auf  ihre  Wurzel, 
gegründet  sind,  durch  den  des  gemeinschaftlichen  oder  nächstumfassen- 
den Systemes  bestimmt  ist,  werden  die  |  Gesetze  der  äusseren  Multi-216 
plikation  sich  auch  auf  die  reine  eingewandte  nach  jenem  Princip  über- 
tragen lassen. 

Aber  der  Begriff  der  Abhängigkeit,  welcher  zuerst  bei  Grössen 
erster  Stufe  hervortrat,  wurde  ursprünglich  ganz  anders  bestimmt,  und 
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viele  später  entwickelten  Gesetze  gründen  sich  auf  diese  ursprüngliche 
Bestimmung.  Nämlich  es  wurde  ursprünglich  eine  Grosse  erster  Stufe 
dann  als  abhängig  von  einer  Reihe  solcher  Grossen  dargestellt^  wenn 
sich  jene  als  Summe  von  Stücken  ausdrücken  lässt^  welche  diesen 
gleichartig  sind^  oder^  wie  wir  es  späterhin  ausdrückten,  wenn  sich  jene 
als  Vielfachensumme  von  diesen  darstellen  lässt;  und  so  nannten  wir 
überhaupt  mehrere  Grössen  erster  Stufe  von  einander  abhängig,  wenn 
sich  eine  derselben  als  Vielfachensumme  der  übrigen  darstellen  lässt, 
und  erst  daraus  folgte  dann  vermittelst  des  ursprünglichen  Begriffs  des 
Systemes,  dass  n  Grossen  erster  Stufe  dann  und  nur  dann  von  ein- 
ander abhängig  sind,  wenn  sie  von  einem  Systeme  von  niederer  als  der 
n-ten  Stufe  umfasst  werden,  und  vermittelst  des  Begriffis  der  äusseren 
Multiplikation,  dass  das  Produkt  abhängiger  Grössen,  aber  auch  nur 
ein  solches,  null  sei.  Wir  müssen  daher  zu  jener  ursprünglichen  Be- 
stimmung auf  unserm  Gebiete  das  Analoge  suchen. 

Wenn  zuerst  in  einem  Systeme  n-ter  Stufe  n  Grössen  erster  Stufe 
gegeben  waren,  deren  äusseres  Produkt  nicht  null  ist,  so  zeigte  sich, 
dass  jede  andere  Grösse  erster  Stufe,  die  diesem  Systeme  angehört, 
sich  als  Vielfachensumme  jener  ersteren  darstellen  lässt.  Der  analoge 
Satz  würde  hier  lauten:  Wenn  in  einem  Systeme  n-ter  Stufe  n  Grössen 
(n  —  l)-fer  Stufe  gegeben  sind^  deren  eingewandtes  auf  jenes  System  he- 
Bügliche  Produkt  nickt  nuU  ist,  so  lässt  sich  jede  andere  Grösse  (n  —  lyter 
Stufe  y  welche  diesem  Systeme  angehört^  als  Vielfachensumme  der  ersteren 
darstellen. 

217  Der  Beweis  dieses  Satzes  ergiebt  \  sich  aus  §  138.  Nämlich  nach 
dem  angeführten  Paragraphen  werden  je  (n  —  1)  von  den  n  Faktoren, 

•  welche  die  im  Satze  ausgesprochene  Beschaffenheit  haben,  als  gemein- 
schaftliches System  ein  System  erster  Stufe  haben,  während  alle  n 
Faktoren  kein  System  von  geltender  Stufe  gemeinschaftlich  haben 
dürfen,  wenn  das  Produkt  einen  geltenden  Werth  haben  soll.  Es  wird 
also  im  Ganzen  n  solcher  Systeme  erster  Stufe  geben,  wovon  immer 
je  (n  —  1)  einem  der  n  Faktoren  untergeordnet  sind.  Diese  n  Systeme 
erster  Stufe  müssen  aber  von  einander  unabhängig  sein;  denn  wäre 

216  eins  derselben  |  von  den  übrigen  (n  —  1)  abhängig,  so  müsste  es  in 
dem  durch  sie  bedingten  Systeme  Uegen  (nach  dem  ursprüngUchen  Be- 
griffe des  Systems);  es  sind  aber  diese  übrigen  einem  der  n  Faktoren 
untergeordnet,  folglich  müsste  auch  jenes  erste  System  diesem  Faktor 
untergeordnet  sein;  es  ist  aber  jenes  erste  System  das  den  übrigen 
(w  —  1)  Faktoren  gemeinschaftliche  System,  folglich  würde  dies  System 
allen  n  Faktoren  gemeinschaftlich  sein,  also  das  Produkt  nach  §  138 
null  sein,  gegen  die  Voraussetzung.    Es  sind  also  in  der  That  jene  n 
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Systeme  erster  Stufe  yon  einander  unabhängig.  Nehmen  wir  nun  n 
beliebige  Grössen  erster  Stufe  an^  welche  diesen  Systemen  angehören 
und  also  gleichfalls  von  einander  unabhängig  sind^  so  wird  zuerst  jeder 
der  gegebenen  n  Faktoren,  da  ihm  (n  —  1)  jener  Grössen  erster  Stufe 
untergeordnet  sind,  und  er  selbst  von  (n — l)-ter  Stufe  ist,  sich  als 
Vielfaches  von  dem  äusseren  Produkte  jener  Grössen  darstellen  lassen; 
femer  wird  jede  Grösse  erster  Stufe,  welche  dem  Hauptsysteme  (n-ter 
Stufe)  angehört,  sich  als  Yielfachensumme  jener  n  Grössen  erster  Stufe, 
also  auch  jede  Grösse  (n —  l)-ter  Stufe,  die  jenem  Hauptsysteme  an- 
gehörty  sich  als  äusseres  Produkt  aus  (n  —  1)  solchen  Vielfachensummen 
darstellen  lassen.  Das  Produkt  dieser  (n  —  1)  Vielfachensummen  ver- 
wandelt sich  aber  beim  Durchmultipliciren  in  eine  Yielfachensumme 
von  äusseren  Produkten  zu  (n  —  1)  Faktoren  aus  jenen  n  Grössen 
erster  Stufe,  folglich  auch,  da  diese  Produkte  den  n  gegebenen  Fak- 
toren gleichartig  sind,  in  eine  Vielfachensumme  dieser  Faktoren. 

Wir  haben  also  den  oben  ausgesprochenen  Satz  bewiesen.  Doch 
ist  damit  noch  nicht  unsere  Aufgabe  gelöst  Vielmehr  beruhte  das 
Wesen  der  äusseren  Multiplikation  als  äusserer  auf  dem  Satze,  dass 
ein  Produkt  von  Grössen  erster  Stufe  dann  {  und  nur  dann  null  sei,^iS 
wenn  sich  eine  derselben  als  Vielfachensumme  der  übrigen  darstellen 
liess;  und  ehe  wir  diesen  Satz  nicht  auf  unser  Gebiet  übertragen  haben, 
ist  die  Analogie  noch  nicht  vollständig. 

Dass  ein  Produkt  von  Grössen  (n  —  l)-ter  Stufe  dann  allemal 
null  sei,  wenn  eine  derselben  als  Vielfachensumme  der  andern  darstell- 
bar ist,  erhellt  sogleich  aus  dem  Gesetze  des  Durchmultiplicirens,  wenn 
man  zugleich  festhält,  dass  das  Produkt  zweier  gleichartiger  Grössen 
(n  —  l)-ter  Stufe  null  ist.  Um  zu  beweisen,  dass  das  Produkt  auch 
nur  dann  nvH  sei,  wenn  sich  einer  der  Faktoren  als  Vielfachensumme 
der  andern  darstellen  lässt,  müssen  wir  zeigen,  |  dass,  wenn  zu  einem  217 
geltenden  Produkt  von  m  Faktoren  (n  —  l)-ter  Stufe  in  einem  Haupt- 
systeme «-ter  Stufe  ein  Faktor  derselben  (n — l)-ten  Stufe  hinzutritt, 
welcher  das  Produkt  null  macht,  sich  dieser  als  Vielfachensumme  der 
ersteren  darstellen  lässt. 

Dass  ein  Produkt  aus  mehr  als  n  Faktoren  dieser  Art  null  wird, 
liegt  schon  in  dem  allgemeinen  Satze  §  138,  ergiebt  sich  aber  auch 
schon  sogleich  aus  dem  vorher  bewiesenen  Satze.  Wenn  femer  zu  n 
solchen  Faktoren,  deren  Produkt  einen  geltenden  Werth  hat,  ein  Faktor 
derselben  Stufe  hinzukommt,  so  wird  dieser  einestheils  das  Produkt 
immer  null  machen,  andemtheils  sich  als  Vielfachensumme  jener  n 
Faktoren  darstellen  lassen,  wie  wir  oben  zeigten.    Es  bleibt  uns  also, 
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um  den  Beweis  unseres  Satzes  zu  fähren,  nur  der  Fall  zu  berück- 
sichtigen übrig,  dass  die  Anzahl  der  Faktoren  (m)  kleiner  ist  als  die 
Stufe  des  Hauptsystemes  (n). 

In  diesem  Falle  können  wir  zur  Führung  des  Beweises  (n  —  m) 
Faktoren  (w  —  l)-ter  Stufe  zu  Hülfe  nehmen,  welche  mit  den  gegebenen 
m  Faktoren  ein  Produkt  von  geltendem  Werthe  liefern.  Dann  wird 
sich  der  Faktor  (n  —  l)-ter  Stufe,  welcher  zu  dem  Produkt  der  m  ge- 
gebenen Faktoren  (P)  hinzutreten  und  dasselbe  null  machen  soll,  nach 
dem  vorher  bewiesenen  Satze  als  Yielfachensumme  der  sämmtlichen 
n  Grossen,  deren  Produkt  geltenden  Werth  hat,  darstellen  lassen,  das 
heisst,  als  Summe,  deren  eines  Stück  (Ä)  eine  Yielfachensumme  der 
gegebenen  m  Faktoren,  und  deren  anderes  Stück  (B)  eine  Vielfachen- 
summe der  zu  Hülfe  genommenen  Faktoren  ist,  und  zu  beweisen  bleibt, 
dass  dies  zweite  Stück  null  sei.  Multipliciren  wir  nun  das  Produkt 
der  m  gegebenen  Faktoren  (P)  mit  dieser  Summe  (-4  -f-  jB),  so  können 
^19  wir  das  erste  Stück  (A)  \  weglassen,  da  es  als  Vielfachensumme  von 
den  ersten  m  Faktoren  erscheint,  also  mit  ihnen  multiplicirt  Null  giebt. 
Da  nun  das  Produkt  jener  Summe  und  der  m  gegebenen  Faktoren  Null 
betragen  sollte,  also  P.  (-4  +  jB)  =  0  sein  sollte,  so  folgt  jetzt,*  dass 
das  Produkt  ihres  zweiten  Stückes  in  die  m  gegebenen  Faktoren  auch 

null  sein  müsse;  also 

P.B  =  0. 

Dies  zweite  Stück  B  ist  aber  eine  Vielfachensumme  der  zu  Hülfe  ge- 
nommenen (n  —  $n)  Faktoren;  und  wir  können  zeigen,  dass  die  Koeffi- 
cienten  dieser  Vielfachensumme  sämmtlich  Null  betragen  müssen,  sie 
218  selbst  also  null  sei.  Zu  dem  Ende  multiplicire  man,  statt  mit  ;  der 
Vielfachensumme  JB,  mit  ihren  Stücken,  so  erhält  man  eine  Vielfachen- 
summe mit  denselben  Koefficienten,  und  zwar  enthält  jedes  Glied  ausser 
den  m  gegebenen  Faktoren  einen  von  den  zu  Hülfe  genommenen.  Um 
nun  zu  beweisen,  dass  der  Eoefficient  zu  irgend  einem  solchen  Gliede 
null  sei,  hat  man  nur  noch  mit  denjenigen  (n  —  m  —  1)  von  den  zu 
Hülfe  genommenen  Faktoren,  welche  diesem  Gliede  fehlen,  beide  Seiten 
der  obigen  Gleichung,  oder  vielmehr  deren  Glieder  zu  multipliciren; 
so  ist  klar,  dass  dann  alle  jene  Glieder  ausser  dem  Einen  wegfallen, 
und  die  Gleichung  dann  aussagt,  dass  dies  Glied,  also  auch  sein  Eoef- 
ficient null  sei.  Es  sind  somit  sämmtliche  Eoefficienten  der  Vielfachen- 
summe B  null,  also  sie  selbst  null;  also  [ist]  der  hinzutretende  Faktor, 
welcher  gleich  Ä  -{-  B  gesetzt  war,  gleich  -4,  das  heisst,  eine  Viel- 
fachensumme der  m  gegebenen  Faktoren,  was  wir  beweisen  wollten. 
Fassen  wir  daher  die  gewonnenen  Resultate  zusammen,  so  gelangen 
wir  zu  dem  Satze: 
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Ein  JPtoduki  von  Grössen  (n  —  l)-^er  Stufe  in  Bezug  auf  ein  Haupt- 
System  n-ier  Stufe  ist  dann  und  nur  dann  nuUy  wenn  sich  eine  derselben 

m 

als  Vielfachensumme  der  übrigen  darstellen  lässt. 

Dnrcli  dies  Gesetz  ist  nun  die  Analogie  zwischen  eingewandter 
und  äusserer  Multiplikation,  sobald  das  Beziehungssystem  ein  und  das- 
selbe ist  und  zugleich  das  Hauptsystem  darstellt,  dem  alle  in  Betracht 
gezogenen  Grossen  angehören,  vollendet,  und  alle  Gesetze  der  äusseren 
Multiplikation,  so  weit  die  nachgewiesene  Analogie  reicht,  das  heisst^ 
welche  auf  die  allgemeinen  VerknüpfungsbegrifiFe,  oder  auf  die  Begriffe 
von  Ueberordnung  und  Unterordnung  der  |  Grössen  und  auf  die  Stufen-  ^^0 
zahlen  zurückgehen,  werden  in  analoger  Form,  indem  man  nämlich  die 
Begriffe  der  Ueberordnung  und  Unterordnung  vertauscht,  den  Begriff 
der  Stufenzahl  aber  durch  den  der  Ergänzzahl  ersetzt,  auch  für  die 
eingewandte  auf  das  Hauptsystem  bezügliche  -  Multiplikation  gelten. 
Und  da  auch  das  Hinzufügen  von  Faktoren,  die  das  Hauptsystem  dar- 
stellen, wenn  es  nur  in  allen  Gliedern  einer  Gleichung  gleich  vielmal 
geschieht,  die  Gleichung  nicht  ändert,  so  bestehen  jene  Gesetze  auch 
noch,  wenn  man  statt  der  reinen  Grössen  die  Beziehungsgrössen  setzt, 
deren  Beziehungssystem  gleichfalls  das  Hauptsystem  ist. 

§  143*).     Doppelsystem  und  darauf  bezügUohes  Produkt. 

Nachdem  ich  nun  die  vollkommene  Analogie  zwischen  äusserer  219 
und   eingewandter  Multiplikation   dargethan   habe,  will   ich  noch   auf 
eine  Erweiterung  der  bisherigen  Betrachtungsweise  aufmerksam  machen. 

Hat  man  nämlich  mehrere  Grössen,  welche  demselben  Systeme 
a-ter  Stufe  übergeordnet  und  demselben  Systeme  (a  +  6)-ter  Stufe 
untergeordnet  sind,  so  kann  man  dieselben  als  Produkte  darstellen, 
deren  einer  Faktor  (Ä)  von  a-ter  Stufe  und  in  allen  derselbe  ist,  wäh- 
rend die  andern  Faktoren  demselben  Systeme  6-ter  Stufe,  jB,  welches 
von  A  unabhängig  ist,  angehören.  Dann  leuchtet  sogleich  ein,  dass  jede 
Zahlenrelation,  welche  zwischen  diesen  Faktoren,  die  dem  Systeme  B 
angehören,  statt  findet,  auch  zwischen  den  ursprünglichen  Grössen  (da 
sie  durch  Multiplikation  der  letzteren  mit  A  hervorgehen)  herrschen 
müsse,  und  umgekehrt,  dass  jede  Zahlenrelation,  welche  zwischen  diesen 
letzteren  herrscht,  auch  zwischen  den  ersteren  herrschen  müsse  (da 
man  nach  §  81  in  den  Gleichungen,  welche  jene  Zahlenrelation  dar- 
stellen, den  Faktor  A  weglassen  darf).   Nehmen  wir  namentlich  Grössen 


•)  Auch  die  hier  angedeutete  Erweiterung  des  Begriffes  ist  in  der  Ausgabe 
von  1862  von  mir  aufgegeben  worden.    (1877.) 

OrasBmanii,  Werke.    I.  IG 
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(a  +  l)-ter  Stufe  an,  zum  Beispiel  Ac,  Ad,  . . .,  wo  c,  d,  . ,  ^  dem 
Systeme  B  angehören,  ^so  werden  zwischen  Ac,  Ad,  ...  dieselben 
Zahlenrelationen  herrschen,  wie  zwischen  c,  d,  . . .,  und  umgekehrt. 

Setzt  man  daher  den  Begriff  des  Produktes  solcher  Grössen  Ac, 
Ad,  , . .  so  fest,  dass  es  null  wird,  wenn  das  l'rodukt  der  entsprechen- 
den Grössen  c,  d,  .  . »  es  wird;  so  wird  man  nun  alle  Begriffe  und 
Gesetze  von  Grössen  erster  Stufe  in  einem  Systeme  6-ter  Stufe,  also 
auch  alle  Begriffe  und  Gesetze  von  Grössen  höherer  Stufen  in  einem 
solchen  Systeme,  auf  jene  Grössen  (a  +  1)"*^^  Stufe  und  die  daraus 
auf  gleiche  Weise  erzeugten  Grössen   übertragen  können.    Hierdurch 

^^i  e4twickelt  sich  eine  Reihe  neuer  Begriffe,  von  denen  ich  die  wichtig- 
sten hier  kurz  zusammenstellen  will. 

Wir  können  diö  Vereinigung  zweier  solcher  Systeme,  von  denen 
das  eine  dem  andern  nntergeordnet  ist,  ein  Doppelsystem  nennen,  und 
sagen,  eine  Grösse  sei  diesem  Doppelsystem  eingeordnet,  wenn  sie  dem 
einen  der  beiden  Systeme,  aus  denen  das  Doppelsystem  besteht,  über- 
geordnet, dem  andern  untergeordnet  ist    Wir  können  das  höhere  von 

220  den  beiden  Systemen,  aus  denen  das  Doppelsystem  |  besteht,  das  Ober- 
System,  das  niedere  das  Untersystem  nennen.  Dann  zeigt  *sich,  wie  ein 
auf  ein  Doppelsystem  •bezügliches  Produkt  zweier  geltenden  Werthe, 
die  dem  Doppelsystem  eingeordnet  sind,  allemal  dann,  aber  auch  nur 
dann  null  ist,  wenn  das  den  beiden  Faktoren  gemeinschaftliche  System 
von  höherer  Stufe  als  das  untersystem,  und  zugleich  das  sie  zimächst 
umfassende  von  niederer  Stufe  als  das  Obersystem  ist,  dass  femer  ein 
Produkt  von  geltendem  Werthe  in  Bezug  auf  jenes  Doppelsystem  als 
äusseres  erscheint,  wenn  das  den  Faktoren  gemeinschaftliche  System 
das  Untersystem  ist*,  und  als  ein  eingewandtes,  wenn  das  sie  zunächst 
umfassende  System  das  Obersystem  ist,  und  dass  endlich  ein  solches 
Produkt  zugleich  als  äusseres  und  eingewandtes  aufgefasst  werden 
kann,  wenn  beide  Bedingungen  zugleich  erfüllt  sind.  Zugleich  erweitert 
sich  hierdurch  der  Begriff  der  Beziehungsgrösse,  indem  diese  nun  in 
der  Form  der  Unterordnung  als  Produkt  von  Grössen  erscheinen  kann, 
welche  drei  verschiedene  einander  eingeordnete  Systeme  darstellen,  von 
denen  die  erste  das  Ober  System,  die  letzte  das  Untersystem,  und  die 
mittlere  das  eigenthümliche  System  der  Grösse  ist.  Um  daher  den 
eigenthümlichen  Werth  einer  solchen  Beziehungsgrösse  aufzufassen, 
werden  zwei  Masse  erforderlich  sein,  von  denen  das  eine  dem  Ober- 
system, das  andere  dem  Untersysteme  zugehört;  und  nur  in  Bezug  auf 
ein  solches  Doppelmass  wird  diese  neue  Beziehungsgrösse  einen  be- 
stimmten eigenthümlichen  Werth  darbieten. 

Da   auch   die  Bezieh>mgsgrössen,  Welche   sich   auf  ein    einfaches 
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System  beziehen^  als  auf  ein  Doppelsjstem  bezügliche  angesehen  werden 
können,  dessen  Untersjstem  von  nullter  Stufe  ist^  so  zeigt  sich^  dass 
die  neu  gewonnene  Grossengattung  von  allgemeinerer  Natur  ist  und 
jene  erstere  als  besondere  Gattung  unter  sich  begreift.  Da  femer  die 
Beziehungsgrossen  als  allgemeinere  Grössengattung  zu  den  reinen 
Elementargrössen,  und  diese  wieder  als  allgemeinere  Grössengattung^^:? 
zu  den  reinen  Ausdehnimgsgrössen  auftraten,  so  bilden  die  Beziehungs- 
grossen überhaupt  die  allgemeinste  Grössengattung,  zu  welcher  wir 
auf  dieser. Stufe  gelangen.  Da  zugleich^ auch  die  reine  Multiplikation 
als  die  allgemeinste  Multiplikationsweise  sich  darstellt,  bei  welcher 
noch  die  allgemeinen  multiplikatiyen  Gesetze  und  namentlich  auch  das 
Zusammenfassungsgesetz  fortbesteht,  so  erscheint  hier  die  theoretische 
Darstellung  dieses  Theils  der  Ausdehnungslehre  als  |  vollendet,  insofern  221 
man  nicht  auch  die  Multiplikationsweisen  in  Betracht  ziehen  will,  für 
welche  das  Zusammenfassungsgesetz  nicht  mehr  gilt.''^) 

Wir  schreiten  daher  zu  den  Anwendungen,  und  behalten  dem  fol- 
genden Kapitel  nur  noch  die  specielle  Behandlimg  der  Verwandtschafts- 
verhaltnisse vor,  welche  am  geeignetsten  erscheint,  um  die  in  diesem 
Theile  gewonnenen  Ergebnisse  in  einander  zu  verflechten,  und  ihre 
g^enseitigen  Beziehungen  aus  Licht  treten  zu  lassen. 

B.     Anwendungen. 

§  144.     Eingewandtes  Produkt  in  der  Geometrie. 

Zunächst  ergeben  sich  aus  dem  allgemeinen  Begriffe  für  die  Geo- 
metrie folgende  Resultate: 

Das  Produkt  zweier  Liniengrössen  in  der  Ebene  ist  der  Durch- 
schnittspunkt beider  Linien,  verbunden  mit  einem  Theil  jener  Ebene 
als  Faktor;  sind  zum  Beispiel  ab  und  ac,  wo  a,  6,  c  Pimkte  vorstellen, 
die  beiden  Liniengrössen,  so  ist  ihr  Produkt  abc.a]  femer  das  Pro- 
dukt dreier  Liniengrössen  in  der  Ebene  ist  gleich  dem  zweimal  als 
Faktor  gesetzten  doppelten  Flächeninhalt  des  von  den  Linien  einge- 
schlossenen Dreiecks,  multiplicirt  mit  dem  Produkt  der  drei  Quotienten, 
welche  ausdrücken,  wie  oft  jede  Seite  in  der  zugehörigen  Liniengrösse 
enthalten  ist;  denn  sind  a,  6,  c  jene  dröi  Punkte,  und  mab,  naCy  pbCy 
wo  w,  n,  p  Zahlgrössen  sLad,  die  drei  Liniengrössen,  so  ist  das  Pro- 
dukt derselben  gleich 

7nnp  .  abc  .  abc, 

•)  Wie  solche  Produkte,  welche  allerdings  auch  eine  mannigfache  Anwendung 
gestatten,  zu  behandeln  seien,  habe  ich  am  Schlüsse  des  Werkes  anzudeuten 
g^esacht. 

IG* 
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Das  Produkt  zweier  Plangrossen  im  Räume  ist  ein  Theil  der  Durch- 
schnittskante multiplicirt  mit  einem  Theil  des  Raumes  ^  zum  Beispiel 
abc  ,  abd '=  abcd  ,  ab ,  ferner  das  Produkt  dreier  Plangrössen  ist  der 
^53  Durchschnittspunkt  der  drei  Ebenen  multiplicirt  mit  zwei  Theilen  des 
Raumes,  zum  Beispiel  abc  .  abd  .  acd  =  abcd  .  abcd .  a.  Das  Produkt 
von  vier  Plangrössen  stellt  drei  als  Faktoren  verbundene  Theile  des 
Raums  dar,  zum  Beispiel 

mabc  .  nabd  .paed  .  qbcd  =  mnpq  .  abcd .  abcd  .  abcd. 

Dies  letzte  Produkt  wird* null,  wenn  eine  der  Grössen  m, ...  g  es 
wird,  oder  wenn  der  eingeschlossene  Körperraum  null  wird,  das  heisst, 
die  vier  Ebenen  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  wie  dies  auch  schon 
im  BegriflF  liegt.  Das  Produkt  einer  Liniengrösse  und  einer  Plangrösse 
222  ist  !  ein  Theil  des  Raumes  multiplicirt  mit  dem  Durchschnittspunkt, 
zum  Beispiel  ab  .  acd  «=»  abcd  .  a. 

Ich  habe  oben  (§  118)  die  Methode,  die  Kurven  und  Oberflächen 
durch  Gleichungen  darzustellen,  mit  unserer  Wissenschaft  in  Beziehung 
gesetzt,  und  gezeigt,  wie  zum  Beispiel  eine  Oberfläche  als  geometrischer 
Ort  eines  Punktes  dargestellt  werden  kann,  zwischen  dessen  Zeigern 
(in  Bezug  auf  irgend  ein  Richtsystem)  eine  Gleichung  statt  findet.  Ich 
habe  dort  gezeigt,  wie  die  Oberfläche  auch  als  Umhülle  einer  veränder- 
lichen Ebene  oder  vielmehr  Plangrösse  dargestellt  werden  kann,  zwischen 
deren  Zeigern  eine  Gleichung  n-ten  Grades  statt  findet,  und  ich  habe 
dort  angedeutet,  dass  die  umhüllte  Oberfläche  dann  eine  Oberfläche 
n-ter  Klasse  sei;  dies  hängt  davon  ab,  dass  die  Gleichung  zwischen 
den  Zeigern  einer  veränderlichen  Ebene,  welche  einen  festen  Punkt 
umhüllt,  dann  von  erstem  Grade  ist. 

In  der  That,  ist  a  dieser  Punkt  und  P  die  Ebene,  so  hat  man 
sogleich  für  den  Fall,  dass  P  durch  a  geht,  die  Gleichung 

P.a  =  0. 

Sind  A,  B,  Cf  D  die  vier  Richtmasse  dritter  Stufe,  als  deren  Viel- 
fachensumme P  erscheint,  und  wird  einer  der  Zeiger,  zum  Beispiel  der 
von  D,  gleich  Eins  gesetzt  (was  immer,  da  es  auf  den  Masswerth*) 
von  P  nicht  ankommt,  verstattet  ist),  und  ist 

F  =  xÄ  +  yB  +  ßC+  D, 
so  erhält  man 

0  «=  Pa  =  xAa  +  yBa  +  ^Ca  +  Ba^ 
was  eine  Gleichung  ersten  Grades   ist;   somit  erscheint,  wie  es  sein 
-2^4muss,  der  Punkt  als  Oberfläche  erster  Klasse. 


•)  So  nenne  ich  das  Quantum  der  Grösse,  wenn  ihr  System  schon  feststeht. 
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Will  man  die  Gleichung  eines  Punktes  aufstellen ,  der  durch  drei 
feste  Ebenen  bestimmt  ist^  oder^  was  dasselbe  ist,  wiü  man  die  Be- 
dingung aufstellen,  unter  welcher  eine  Ebene  P  mit  drei  andern  A,  B,C 
durch  denselben  Punkt  geht,  so  hat  man  sogleich 

P.A.B  ,C=0, 

eine  Gleichui^,  welche  die  höchst  verwickelten  Gleichungen,  zu  |  denen  223 
die  gewohnliche  Koordinatenmethode  führt,  vollkommen  ersetzt. 

§  145.     Allgemeiner  Satz  über  algebralBohe  Kurven  und  Ober- 
flächen* 

Die  Gleichungen  für  die  Kurven  und  krummen  Oberflächen,  wie 
wir  sie  bisher  darstellten,  waren,  da  sie  zwischen  den  Zeigern  der  ver- 
änderlichen Grösse  statt  fanden,  rein  arithmetischer  Natur,  und  be- 
zogen sich  jedesmal  auf  bestimmte,  mit  der  Natur  des  durch  die 
Gleichung  dargestellten  Gebildes  in  keinem  Zusammenhang  stehende 
Richtsysteme*,  und  nur  die  Gleichungen  ersten  Grades  stellten  wir  in 
rein  geometrischer  Form  dar.  In  der  That  konnten  auch  nur  diese, 
wenn  wir  bei  dem  reinen  Produkte  stehen  blieben,  in  geometrischer 
Form  dargestellt  werden,  indem  die  veränderliche  Grösse  dann  nur 
einmal  als  Faktor  vorkommen  konnte.  Dagegen  bietet  uns  das  ge- 
mischte Produkt  ein  ausgezeichnetes  Mittel  dar,  um  die  Kurven  imd 
Oberflächen  höherer  Grade  in  rein  geometrischer  Form  darzustellen. 

Es  ist  nämlich  sogleich  klar,  dass,  wenn  tvir  eine  beliebige  Glei- 
chung zwischen  Ausdelinungsgrössm  haben,  deren  Glieder  getnischte  Pro- 
dukte sind,  der  Grad  der  Gleichung  in  Bezug  auf  eine  derselben  (P) 
stets  so  hoch  ist,  als  die  Anzahl  (m)  beträgt,  wie  oft  diese  Ausdehnungs- 
grosse  (P)  in  einem  und  demselben  Gliede  von  geltendem  Wertlie  höchstens 
als  Faktor  vorkommt,  das  lieisst,  dass  sie  durch  Zahlengleichungen  er-- 
setzt  wird,  von  denen  wenigstens  Eine  in  Bezug  auf  die  Zeiger  der  ver- 
änderlichen Ausdehnungsgrösse  einen  Grad  erreicht,  welcher  jener  Anzahl 
gleich  ist 

Dies  folgt  unmittelbar,  da  man,  um  zu  den  ersetzenden  Zahlen- 
gleichungen zu  gelangen,  nur  statt  jeder  Grösse  die  Summe  aus  den 
Produkten  ihrer  Zeiger  in  die  zugehörigen  Richtmasse  zu  setzen,  dann 
die  Gesetze  der  Multiplikation  bei  jedem  Gliede  der  gegebenen  Glei- 
chung anzuwenden  hat,  indem  man,  statt  mit  der  Summe  zu  multi- 
pliciren,  mit  den  einzelnen  Stücken  multiplicirt,  und  dann  die  Glieder, 
welche  demselben  Richtgebiete  gleichartig  '  sind,  jedesmal  zu  Einer ^^5 
Gleichung  vereinigt.  Es  ist  klar,  dass  dabei  die  Zeiger  der  veränder- 
lichen Grösse  P  in  einem  Gliede  so  oft  als  Faktoren  erscheinen,  als 
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P  in  dem  Gliede,  aus  welchem  das  erstere  hervorging,  als  Paktor  vor- 
kam. Somit  kann  also  der  Grad  dieser  Zeigergleichungen  nie  höher 
sein,  als  die  oben  bezeichnete  Anzahl  (m)  beträgt.  Aber  es  muss  auch 
wenigstens  eine  derselben  diesen  Grad  (m)  wirklich  erreichen;  denn 
224  wäre  dies  nicht  der  Fall,  ;  so  müssten  die  sämmtlichen  Glieder,  welche 
aus  demjenigen  Gliede  hervorgehen,  was  jene  Grösse  in  höchster  An- 
zahl als  Faktor  enthält,  null  werden,  also  auch  jenes  Glied  selbst  null 
sein,  wider  die  Voraussetzung.  Es  ist  also  die  Geltung  des  oben  auf- 
gestellten Satzes  bewiesen. 

Hierbei  haben  wir  noch  zu  bemerken,  dass  die  Gleichung  im  All- 
gemeinen nicht  nur  das  System  der  veränderlichen  Grösse  bestimmt, 
sondern  auch  ihren  Masswerth.  Bei  der  gewöhnlichen  Betrachtung  der 
Kurven  und  Oberflächen  kommt  es  aber  nur  auf  die  Bestimmung  des 
Systems  an*),  obgleich  auch  der  Masswerth  für  die  Theorie  nicht 
ohne  Interesse  ist.  Wollen  wir  also  uns  der  gewöhnlichen  Betrach- 
tungsweise annähern,  so  haben  wir  die  allgemeine  Gleichung  so  zu 
specialisiren,  dass  dadurch  der  Masswerth  nicht  mit  bestimmt  ist,  das 
heisst,  dass,  wenn  irgend  eine  Ausdehnungsgrösse  der  (ursprünglichen) 
Gleichung  genügt,  auch  jede  ihr  gleichartige,  das  heisst,  deren  Zeiger 
denen  der  ersteren  proportional  sind,  derselben  genügen  wird.  Es  ist 
sogleich  einleuchtend,  dass  dann  in  allen  Gliedern  der  Gleichung  die 
Grösse  P  in  gleicher  Anzahl  (w)  als  Faktor  vorkommen  muss,  und 
dass  dann  auch  die  Zeigergleichung  eine  symmetrische  desselben  Grades 
wird,  das  heisst,  in  allen  Gliedern  ebenso  viele  (w)  Zeiger  von  P  als 
Faktoren  vorkommen  werden.  Dividirt  man  dann  die  Gleichung  durch 
die  tn-te  Potenz  von  einem  der  Zeiger,  so  erhält  man  (unter  der 
Voraussetzung,  dass  jener  Zeiger  nicht  null  ist)  die  Gleichung  in  der 
gewöhnlichen  Form,  in  welcher  sie  ein  Gebilde  m-ten  Grades  bestimmt. 

§  146—148.    Allgemeiner  Satz  über  Kurven  in  der  Ebene  und 
Anwendung  desselben  auf  die  Kegelsobnitte. 

§  146. 

11^26  Wir  beschränken  uns,  um  die  Bedeutung  dieses  bisher  noch  un- 
bekannten Satzes,  welcher  über  den  Zusammenhang  der  Kurven  und 
Oberflächen  ein  bisher  wohl  kaum  geahntes  Licht  verbreitet,  zur  An- 


*)  Zum  Beispiel,  wenn  eine  Kurve  als  geometrischer  Ort  eines  Punktes  be- 
stimmt werden  soll,  so  kommt  es  nur  auf  die  Lage  dieses  Punktes,  nicht  auf  das 
ihm  anhaftende  Gewicht  an ;  oder  soll  die  Kurve  als  umhülle  einer  veränderlichen 
geraden  Linie  aufgefasst  werden,  so  kommt  es  eben  nur  auf  die  Lage  jener  Linie 
an,  nicht  auf  deren  Länge,  also  überall  auf  das  System,  nicht  auf  den  Masswerth. 
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schautuig  zu  bringen,  auf  die  Kurven  in  der  Ebene,  indem  die  analoge 

Betraclitmig  'der   Kurven   im  Baume   und   der  krummen   Oberflächen 

dann  kaum  noch  einer  Erläuterung  bedarf. 

Es  zeigt  sich  sogleich,  dass  die  geometrische  Gleichung  nur  dann 
eine  Kurve  darstellen  wird,  wenn  sie  durch  Eine  arithmetische  ersetzt  225 
wird,  das  heisst,  wenn  sie,  da  die  Ebene  ein  Elementars jstem  dritter 
StufQ  ist,  gleichfalls  von  dritter  Stufe  ist.  Hierdurch  ergeben  sich 
dann  aus  dem  allgemeinen  Satze  des  vorigen  Paragraphen  folgende 
Special^ätze: 

Wenn  die  Lage  eines  Punktes  (p)  in  der  Ebene  dadurch  beschränkt 
istj  dass  drei  Punkte,  u^elche  durch  Konstruktionen  vermittelst  des  Linecds 
aus  jenem  Punkte  (p)  und  am  einer  gegebenen  Reihe  fester  gerader 
Linien  oder  Punkte  hervorgelien,  in  Einer  geraden  Linie  liegen  (oder  drei 
solche  Gerade  durch  Einen  Punkt  gehen),  so  ist  der  Ort  jenes  Punktes 
(jp)  eine  algebraische  Kurve,  deren  Ordnung  man  durch  blosses  Nachzählen 
findet.  Nämlich  man  hat  nur  nadimzählen,  wie  oft  bei  den  angenommenen 
Konstruktionen  auf  den  beweglichen  Punkt  (jp)  zurückgegangen  wird,  ohne 
dass  man  auf  einen  andern  beweglichen  Punkt  zurückgeht;  die  so  erhaltene 
Zahl  (m)  ist  dann  die  Ordnungszahl  der  Kurve, 

Es  ist  hierbei  klar,  dass,  wenn  man  auf  einen  andern  beweglichen 
Punkt'  zurückgeht,  bei  dessen  Erzeugung  p  selbst  n-mal  angewandt 
ist^  es  dasselbe  ist,  als  wäre  man  auf  p  selbst  n-mal  zurückgegangen. 
Der  Beweis  besteht  nur  darin,  dass  ich  zeige,  wie  daraus  eine 
geometrische  Gleichung  hervorgeht,  in  der  p  so  oft  als  Faktor  eines 
Gliedes  erscheint.  Jede  Konstruktion  vermittelst  des  Lineals  in  der 
Ebene  besteht  nämlich  darin,  dass  entweder  zwei  Punkte  durch  eine 
gerade  Linie  verbunden,  oder  der  Durchschnittspunkt  zweier  gerader 
Linien  bestimmt  wird;  die  gerade  Linie  zwischen  den  beiden  Punkten 
ist  aber  das  Produkt  derselben,  und  der  Durchschnittspunkt  zweier 
gerader  Linien,  wenn  es  nicht  auf  das  Gewicht  ankommt,  gleichfalls 
ihr  Produkt;  folghch  kann  ich  jeder  linealen  Konstruktion,  bei  welcher 
ein  Pxmkt  oder  eine  Linie  angewandt  wird,  eine  Multiplikation  mit 
diesem  Punkte  oder  dieser  Linie  |  substituiren;  die  drei  Punkte  oder  ^^7 
Geraden,  welche  somit  durch  lineale  Konstruktionen  aus  den  gegebenen 
und  der  veränderlichen  Grösse  erfolgen,  werden  als  Produkte  derselben 
erscheinen;  und  da  jene  drei  Punkte  in  einer  geraden  Linie  liegen, 
oder  jene  drei  LLaien  durch  einen  Punkt  gehen  sollen,  so  heisst  das, 
ihr  Produkt  ist  null,  also  hat  man  eine  geometrische  Gleichung  aus 
einem  Gliede,  in  welchem  p  so  oft  als  Faktor  erscheint,  als  es  bei 

•jenen  Konstruktionen  angewandt  ist,  !  also  ist  die  entstehende  Kurve  226 
von  eben  so  vielter  Ordnung. 
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Den 'entsprechenden  Satz  für  die  durch  eine  veränderliche  Gerade 
umhüllte  Kurve  erhält  man  aus  dem  obigen,  wenn  man  die  Ausdrücke 
Piuikt  und  Gerade  verwechselt,  und  statt  des  Ausdrucks  „Ordnung" 
den  Ausdruck  „Klasse"  einführt.  Ich  will  hier  noch  bemerken,  dass 
diese  Sätze  ohne  alle  Einschränkung  gelten,  wenn  man  nur  fesl;hält, 
dass  der  Ort  eines  Punktes,  dessen  Koordinaten  durch  eine  Gleichung 
m-ien  Grades  von  einander  abhängen,  ohne  Ausnahme  als  Kurve  ^i?-ter 
Ordnung  aufzufassen  ist,  mag  diese  Kurve  nun  eine  Gestalt  annehmen, 
welche  sie  will,  mag  sie  zum  Beispiel  in  ein  System  von  ^m  geraden 
Linien  übergehen,  und  mögen  selbst  beliebig  viele  dieser  Geraden  zu- 
sammenfallen. 

§  147. 

Um  diesen  Satz  auf  einen  noch  specielleren  Fall  zu  übertragen, 
will  ich  die  geometrische  Gleichung  für  die  Kurven  gweiter  Ordnung 
aufstellen. 

Ist  p   der   veränderliche  Punkt,  so  hat   man   als  Gleichung   des 

zweiten   Grades,   wenn   die   kleinen   Buchstaben  Punkte,   die   grossen 

Linien  vorstellen, 

paBcDep  «=  0, 

oder,  in  Worten  ausgedrückt,  „wenn  die  Seiten  eines  Dreiecks  sich 
um  drei  feste  Punkte  a,  c,  e  schwenken,  während  zwei  Ecken*  sich  in 
zwei  festen  Geraden  B  und  D  bewegen,  so  beschreibt  die  dritte  Ecke 
einen  Kegelschnitt.'^ 

Die  Gleichung  eines  Kegelschnittes,  welcher  durch  fünf  Punkte 
a,  b,  Cy  dj  e  geht,  ist 

{pa  .  hc)  (pd  .  ce)  (db  .  ae)  =  0; 

dass  sie  nämlich  ein  Kegelschnitt  sei,  folgt  aus  dem  allgemeinen  Satze; 
dass  die  fünf  Punkte  a,  6,  c,  d,  e  in  ihm  liegen,  ergiebt  sich  leicht, 
indem  jeder  derselben  statt  p  gesetzt  der  Gleichung  genügt. 

Nämlich  zuerst  ist  klar,  dass,  wenn  man  p  gleich  a  oder  d  setzt, 
auch  ein  Faktor,  nämlich  pa  oder  pd  null  wird,  also  das  ganze  Pro- 
dukt null  wird;  also  sind  a  und  d  Punkte  des  Kegelschnittes.    Femer, 

-2^5  wenn  p  gleich  c  ist,  so  stellen  die  beiden  ersten  Faktoren  des  ganzen 
Produktes  beide  den  Punkt  c  dar,  also  ist  ihr  Produkt  null;  ist  p 
gleich  b,  so  stellt  der  erste  Faktor  des  ganzen  Produktes  die  Grösse 
b  dar,  das  Produkt  der  beiden  letzten  die  Grösse  bd,  und  bbd  ist  null; 
ist  p  gleich  e,  so  stellt  der  mittlere  Faktor  die  Grösse  e  dar,  das  Pro- 
dukt der  beiden  andern  stellt  die  Grösse  ae  dar,  und  eae  ist  wieder 

227  null.    Also  liegen  alle  fünf  Punkte  in  jenem  Kegelschnitt,  und  |  es  ist 
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also  die  Aufgabe^  die  Gleichung  eines  durch  fünf  Punkte  bestimmten 
Kegelsclmittes  aufzufinden,  dadurch  gelöst. 

Uebrigens  stellt  jene   Gleichung  nichts  anders    als  die  bekannte 
Eigenschaft  des  mystischen  Sechsecks  dar. 

§  148. 

Ich  kann  mich  hier  nicht  auf  die  Entwicklung  der  neuen  Kurven- 
theorie einlassen;  welche  durch  den  von  mir  aufgestellten  allgemeinen 
Satz  bedingt  ist;  ich  muss  mich  hier  damit  begnügen;  den  Satz  selbst 
in  seiner  Allgemeinheit  hingestellt;  und  durch  seine  Anwendung  auf 
die  einfachsten  Fälle  seine  Bedeutung  anschaulich  gemacht  zu  haben. 

Ich  bin  überzeugt;  dass  schon  hierdurch  sowohl  die  Einfachheit 
als  auch  die  ausgezeichnete  Allgemeinheit  jenes  Satzes  klar  geworden 
sein  wird;  indem  ja  in  der  That  alle  Sätze;  welche  auf  die  Abhängig- 
keit der  Kurven  von  linealen  Konstruktionen  sich  beziehen;  hieraus 
mit  der  grössten  Leichtigkeit  hervorströmen;  während  ihre  Ableitung 
bisher;  wenn  jene  Sätze  überhaupt  bekannt  waren,  vermittelst  weit- 
läufiger Theorien  erfolgte,  und  jeder  dieser  Sätze  eine  eigne  Ableitung 
erforderte.  Es  ist  auch  klar  genug,  wie  man  jetzt  diesen  allgemeinen 
Satz  auch  ohne  Hülfe  der  von  mir  angewandten  Analyse  ohne  Schwierig- 
keit beweisen  kann;  aber  erst  durch  sie  tritt  der  Satz  in  seiner  un- 
mittelbaren Klarheit  hervor,  wie  er  auch  durch  sie  aufgefunden  ist; 
und  zugleich  bietet  diese  Analyse  den  höchst  wichtigen  Vortheil  dar; 
die  durch  lineale  Konstruktionen  bestimmten  Kurven  auf  gleich  ein- 
fache Weise  durch  Gleichungen  darzustellen. 

Wie  der  Satz  ebenso  auf  Kurven  im  Räume  und  auf  krumme 
Oberflächen  übertragen  werden  kann,  bedarf  keiner  Auseinandersetzung, 
da  der  allgemeine  Satz  in  §  145  dies  schon  in  viel  grösserer  Allge- 
meinheit für  die  abstrakte  Wissenschaft  leistet. 


Viertes  Kapitel. 
Yerwandtschaftsbeziehungcn. 

§   149 — 151.     Allgemeiner  Begriff  der  (äusseren  und  eingewandten) 

Absohattiing  und  Projektion. 

§  149. 

Wir  knüpfen  die  Darstellung  der  Verwandtschaftsbeziehungen  an^^^ 
den  Begriff  der  Ahschattung, 
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unter  der  Abschattung  einer  Grösse  A  auf  ein  Grundsystem  G 
nach  einem  Leitsysteme  L  verstanden  wir  (§  82)  diejenige  Grösse  Ä\ 
228  welche  dem  Grundsysteme  |  G  zugehört,  und  mit  einem  Theile  des 
Leitsystemes  (L)  gleiches  Produkt  liefert,  wie  die  abgeschattete  Grösse 
(Ä),  wobei  vorausgesetzt  wurde,  dass  G  von  L  unabhängig  ist,  und 
das  System  LG  das  Hauptsystem  darstellt,  auf  welches  sich  jenes  Pro- 
dukt bezieht. 

Diese  Erklärung  stellten  wir  dort  (in  §  82)  nur  för  den  Fall 
fest^  dass  unter  den  Grössen  A,  L,  G  reine  Ausdehnungsgrössen  ver- 
standen seien,  und  die  Multiplikation  eine  äussere,  also  Ä  dem  Grund- 
systeme G  untergeordnet  sei.  Diese  Erklärung  erweiterten  wir  in  §  108, 
indem  wir  statt  der  Ausdehnungsgrössen  eine  allgemeinere  Grössen- 
gattung,  die  Elementargrössen  einführten,  und  in  §  142  deuteten  wir 
eine  noch  weiter  reichende  Verallgemeinerung  an,  indem  statt  der 
äusseren  Multiplikation  mit  den  nöthigen  Veränderungen  und  Be- 
schränkungen die  eingewandte  eingeführt  werden  konnte. 

Halten  wir  die  Bestimmung  fest,  dass  zwei  Grössen  einander  ein- 
geordnet genannt  werden,  wenn  eine  von  ihnen  der  andern  unter- 
geordnet ist,  so  können  wir  sagen:  Unter  der  AhschaUung  einer  reinen 
Grösse  A  auf  ein  Grundsystem  G  nach  einem  Leitsysteme  L  verstehen 
wir  diejenige  Grösse  A',  welche  dem  Grundsysteme  G  eingeordnet  ist^  und 
mit  einem  Theile  von  L  in  Bezug  auf  das  aus  Grundsystem  und  Leit- 
system Jcombinirte  System  LG  multiplicirt  dasselbe  JPtodukt  liefert ^  wie 
die  abgeschattete  Grösse  A.  Dabei  ist  also  vorausgesetzt,  dass  LG  ein 
äusseres  Produkt  darstellt  und  das  Hauptsystem  ist,  dem  auch  die 
Grösse  A  angehört,  und  auf  welches  sich  die  Multiplikation  bezieht. 

Es  ergiebt  sich  hieraus  sogleich  im  allgemeinsten  Sinne  die  höchst 
einfache  Gleichung 

jf        LA .  G 

230        In  der  That,  da,  LA  nach  der  Definition  gleich  LA'  ist,  so  ist  auch 

LA.G'^^LÄ.G-, 

und  da  hier  gleichfalls  nach  der  Definition  Ä  und  G  einander  ein- 
geordnet sind,  so  kann  man  Ä  und  G  nach  §  136  vertauschen  imd 
erhält  somit  den  Ausdruck  der  rechten  Seite 

=  LG  .  Ä. 

Somit  ist  nun,  indem  man  durch  LG  die  gewonnene  Gleichung 

LA.G  =  LG.A' 
dividirt,  die  Richtigkeit  der  oben  aufgestellten  Gleichung 
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Mt        LA .  G 
^  =  -LG-  229 

erwiesen^  das  heisst^ 

man  erhalt  die  Abschattung  einer  Grössey  wenn  man  das  Leitsysteni 
mit  ihr  und  dem  Grundsysteme  fortschreitend  multiplicirt,  und  das  Be- 
suUat  durch  das  Produkt  des  Leitsystems  in  das  Grundsystefn  dividirt 

EEierdurch  ist  die  in  §  85  gestellte  Aufgabe  ^  die  Abschattimg 
analytisch  auszudrücken,  wenn  die  abzuschattende  Grosse  und  der  Sinn 
ihrer  Abschattung,  das  heisst  Grundsystem  und  Leitsystem  gegeben 
sind,  fQr  reine  Grössen  aUgemein  gelöst. 

§  150. 

Für  Beziehungsgrössen  haben  wir  nur  festzusetzen,  dass  ihre  Ab- 
schattung gefunden  wird,  wenn  man  sowohl  ihren  eigenthümlichen 
Werth  in  Bezug  auf  irgend  ein  Mass,  als  auch  dies  Mass  abschattet, 
und  in  den  Ausdruck  der  Beziehungsgrösse  diese  Abschattungen  statt 

jener  Grossen  einführt.    Ist  zum  Beispiel  i?* .  ^  die  Beziehungsgrösse, 
U  ihr  Hauptmass  und  sind  H\  Ä  die  Abschattungen  von  H  und  A 

nach   irgend  einem  Richtsysteme  genommen,   so  ist  K'^ .  Ä  die  Ab- 
schattung der  Beziehungsgrösse  H^ .  A  nach  demselben  Bichtsysteme. 

Es  liegt  übrigens  in  der  ursprünglichen  Definition,  dass  die  Ab- 
schattung einer  Zahlengrösse  sowohl,  als  einer  Grösse,  die  das  Haupt- 
system LG  darstellt,  der  abgeschatteten  Grösse  selbst  gleich  ist.  Daraus 
folgt,  dass,  wenn  das  Beziehungssystem  einer  Beziehungsgrösse  mit 
dem  Hauptsysteme  LG  zusammenfallt,  man  dann,  um  die  Beziehungs- 
grösse abzuschatten,  nur  ihren  eigenthümlichen  Werth  abzuschatten 
braucht,  und  dass  dann  für  die  Abschattung  der  Beziehungsgrösse 
noch  die  für  reine  Grössen  aufgestellte  Definition  der  Abschattung  gilt. 

Wir  wollen  die  Abschattung  eine  äussere  oder  [eine]  eingewandte  ^3i 
nennen,  je  nachdem  das  Produkt  Z -4  ein  äusseres  oder  [ein]  eingewandtes, 
das  heisst,  je  nachdem  die  abzuschattende  Grösse  von  niederer  oder 
höherer  Stufe  ist,  als  das  Grundsystem.  Ist  sie  von  gleicher  Stufe,  so 
kann  LA  als  äusseres  und  auch  als  eingewandtes  Produkt  aufgefasst, 
die  Abschattung  dann  also  gleichfalls  auf  beiderlei  Arten  benannt 
werden. 

§  151. 

Nennt  man  das  System  des  Produktes  zweier  Grössen  |  die  Kom-230 
bination*)  dieser  Grössen   oder  ihrer  Systeme,  und  nennt  man  das 

*)  Nach  diesem  Begriffe  ist  die  Kombination,  wenn  das  entsprechende  Pro- 
dukt null  ist,  unbestimmt. 
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System  der  Abschattung  die  Projektion  des  Systenw  der  abge- 
schatteten Grösse^  so  kann  man  sagen,  die  Projektion  eines  Systemes 
werde  gefunden,  tvetin  man  das  System  fortschreitend  mit  dem  Leit- 
Systeme  und  dem  Grundsysteme  Jcombinirt.  Indem  wir  dann  die  Pro- 
jektion irgend  einer  Gesammtheit  von  Elementen,  deren  umfassendes 
System  von  gleicher  oder  niederer  Stufe  ist  als  das  Grundsystem,  als 
Gesammtheit  der  Projektionen  dieser  Elemente  definiren,  so  haben  wir 
den  gewöhnlichen  BegriflF  der  Projektion,  nur  in  etwas  erweiterter 
Form;  und  es  zeigt  sich,  wie  sich  die  Projektion  von  der  Abschattuug 
nur  durch  den  Masswerth  unterscheidet,  während  das  System  das- 
selbe ist. 

Um  dies   auf  die   Geometrie   anzuwenden,  wollen  wir   zuerst   als 
Grundsystem  eine  Linie  6r,  als  Leitsystem  eine  davon  unabhängige  Ele- 

mentargrösse  erster  Stufe  Z,  das  heisst,  da  es 
nur  auf  das  System  ankommt,  entweder  einen 
Punkt  oder  eine  Richtung  setzen.  Die  Pro- 
jektion eines  Punktes  a  ist  dann  der  Durch- 
schnitt der  Linie  al  mit  G  (Fig.  13),  während 


die  Abschattimg  a   gleich 


la.G 
IG 


ist.    Ist  l  eine 


a! 


G 


Fig.  14. 
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Richtung  (oder  eine  mit  dieser  Richtung  be- 
gabte Strecke),  so  ist  die  Projektion  der  Durch- 
schnitt einer  von  a  aus  nach  dieser  Richtung  gezogenen  Linie  mit  der 
Grundlinie  G. 

Ist  das  Grundsystem  ein  Punkt 
g,  das  Leitsystem  eine  Linie  Z,  so 
wird  eine  Linie  A  projicirt,  indem 
man  den  Durchschnitt  zwischen  A 
und  L  mit  g  verbindet  (s.  Fig.  14)*). 
Die  Abschattung  eines  Theiles  jener 
Linie,  |  den  wir  gleichfalls  mit  A  be- 
zeichnen, wird  dann  dargestellt  durch 
die  Gleichung 

Lg 

Nach  dieser  Analogie  wird  man  sich  leicht  eine  Anschauung  bilden 
können  von  der  Projektion  eines  Punktes  oder  einer  Linie,  wenn  das 
Grundsystem  eine  Ebene,  das  Leitsystem  ein  Punkt  oder  eine  Richtung 


^  Man  ist  zwar  nicht  gewohnt,  die  so  entstehende  Linie  als  Projektion  zu 
betrachten;  allein  die  Analogie  fordert  diese  Betrachtungsweise.  Die  Projektion 
ist  hier  nämlich  eine  eingewandte,  s.  oben. 
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ist;  femer  von  der  eines  Punktes  oder  einer  Ebene,  wenn  j  Leitsystem  231 
und  Grundsystem  Linien  sind;  endlich  von  der  einer  Linie  oder  Ebene, 
wenn  das  Grundsjstem  ein  Punkt,  das  Leitsystem  eine  Ebene  ist.  Ist 
die  abzuschattende  Grösse  von  gleicher  Stufe  mit  dem  Grundsystem, 
so  zeigt  sich  leicht,  dass  die  Projektion  ihres  Systemes  das  Grund- 
system selbst  ist,  dass  also  das  Wesen  der  Abschattung  dann  nur  in 
dem  Masswerthe  derselben  beruht. 

§  152.     Absohattung  der  Summe. 

Wir  haben  nun  die  Geltung  der  im  fünften  Kapitel  des  I.  Ab- 
schnittes (von  §  81  an)  für  die  dort  behandelte  Art  der  Abschattung 
erwiesenen  Gesetze  auch  für  den  soeben  dargestellten  allgemeineren 
Begriff  derselben  zu  untersuchen. 

Dass  diese  Sätze  noch  gelten,  wenn  man  statt  der  Ausdehnungs- 
grossen Elementargrössen  setzt,  folgte  schon  aus  der  vollkommenen 
"Uebereinstimmung  zwischen  den  Gesetzen,  die  für  beiderlei  Grössen 
gelten  (s.  §  108).  Es  ist  also  die  Geltung  derselben  nur  noch  für  die 
eingewandte  Abschattung  darzulegen,  und  zugleich  sind  jene  Sätze 
noch  so  zu  erweitem,  dass  man  auch  statt  der  äusseren  Multiplikation 
die  eingewandte  einführt. 

Vergleichen  wir  den  von  §  81  an  gewählten  Gang  der  Ent- 
wickelung,  so  können  wir  zunächst  den  am  Schlüsse  jenes  Paragraphen 
aufgestellten  Satz  für  das  eingewandte  Produkt  in  folgender  Form 
darstellen : 

Wenn  die  Glieder  einer  Gleichung  sämmtlich  eingewandte  Produkte 
0u  0wei  Faktoren  sind,  und  entweder  der  erste  oder  der  letzte  FcJctor  (L) 
in  allen  diesen  Gliedern  derselbe  ist,  die  ungleichen  Faktoren  aber  dem- 
selben Systetne  (G)  übergeordnet  sind,  und  dies  System  (G)  mit  dem  gleichen 
Faktor  L  mültiplicirt  das  Hauptsystem  liefert,  so  kann  man  den  Faktor 
L  in  allen  Gliedern  weglassen. 

In  der  That  werden  sich  dann  die  ungleichen  Faktoren  in  den 

Formen  AG,  BG,  .  . .  darstellen  lassen,  wo  A^  B,  ,  .  .  dem  L  unter- ^55 

geordnet  und  die  Produkte  äussere  sind;  dann  wird  die  Gleichung  in 

der  Form 

L.AG  +  L.BG-i =  0 

erscheinen,  oder  da 

L.AG  =  LG.A 

ist,  weil  A  dem  L  untergeordnet,  G  aber  und  L  kombinirt  das  Haupt- 
system darstellen,  und  ebenso 

L.BG  =  LG.B,  ..,,  282 
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so  erhält  man 

LG.A  +  LG.B-] 0, 

das  heisst; 

LG(A  +  B+''')  =  0, 

welcher   Gleichung,   da   LG  das  Hauptsystem   darstellt,  nur    genügt 

wird,  wenn 

A+  B  -] =  0, 

also  auch 

das  heisst 

AG  +  BG-] 

gleich  Null  ist,  und  somit  ist  jener  Satz  bewiesen. 

Aus  diesem  Satze  folgen  nun  ganz  auf  dieselbe  Weise,  wie  in 
§  82,  die  Sätze: 

Eine  Gleichung  bleibt  als  solche  bestehen,  wenn  man  alle  ihre  Glieder 
in  demselben  Sinne  abschattet, 
und 

Die  Abschattung  einer  Summe  ist  gleich  der  Summe  aus  den  Ab- 
schattungen  der  Stücke. 

In  der  That  erhält  man,  wenn  man  die  gegebene  Gleichung  glied- 
weise mit  dem  Leitsystem  (L)  multiplicirt,  und  statt  der  Glieder  der 
ursprünglichen  Gleichung  nun  in  diese  neue  Gleichung  ihre  Abschat- 
tungen auf  dasselbe  Grundsystem  G  setzt  (was  nach  der  Definition 
der  Abschattung  yerstattet  ist),  die  Gleichung  in  der  Form,  dass  man 
nach  dem  zuletzt  bewiesenen  Satze  den  Faktor  L  weglassen  darf;  wo- 
durch dann  der  erste  jener  beiden  Sätze  erwiesen  ist,  und  somit  auch 
der  zweite,  welcher  nur  eine  andere  Ausdrucks  weise  desselben  Satzes 
darstellt  *). 

§  153.    Absohattung  des  Frodoktes. 

234  Die  Sätze  in  §  84  setzen  die  Abscl^attung  eines  äusseren  Pro- 
duktes in  Beziehung  mit  den  Abschattungen  seiner  Faktoren,  und  wir 
haben  die  entsprechenden  Sätze  aufeustellen,  sowohl  wenn  das  Pro- 
dukt ein  eingewandtes,  als  auch  wenn  die  Abschattung  eine  einge- 
wandte wird. 

Ist  das  Produkt  ein  eingewandtes,  dessen  Beziehungssystem  zugleich 
das  Hauptsystem  der  Abschattung  ist,  und  ist  die  Abschattung  durch- 
weg eine  eingewandte,  das  heisst  nicht  nur  die  der  Faktoren  jenes 

233 Produktes,  sondern  auch  ins  Besondere  [die]  des  |  Produktes   selbst, 

*)  Was  dem  in  §  83  dargestellten  Satze  entspricht,  ist  seinem  wesentlichen 
Gehalte  nach  schon  früher  da  gewesen,  und  kann  daher  hier  übergangen  werden. 
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SO  gut  der  in  §  84  dargestellte  Satz,  dass  die  Abschattung  eines  Pro- 
duktes das  Produkt   ist  aus  den  Abschattungen  seiner  Faktoren,  auch 
f&r  den  soeben  bezeichneten  Fall,  indem  die  Beweisführung  genau  die- 
selbe ist,  wie  in  jenem  Paragraphen.    Nämlich,  sind  A,  B  die  Faktoren 
des  Produktes,  L  das  Leitsystem,  G  das  Grundsjstem,  so  ist  das  Pro- 
dukt L  .{A  .B)   ein   eingewandtes   aus   drei  Faktoren   in  Bezug   auf 
dasselbe  Hauptsystem;  da  man  hier  beliebig  zusammenfassen  und  mit 
Beobachtung   der  Vorzeichen  vertauschen  kann,   so  wird   der  Werth 
jenes   Produktes   nicht   geändert,  wenn  man  statt  A  und  B  Grössen 
setzt,  die  mit  L  dieselben  Produkte  liefern,  also  zum  Beispiel  ihre  Ab- 
schattungen A'  und  S  auf  das  Grundsystem  6r;  es  ist  also  dann 

L,{Ä.Br)  =  L,{A.B), 

und  da  Ä  sowohl,  als  B^  als  eingewandte  Abschattungen  dem  Grund- 
systeme übergeordnet  sind,  so  ist  es  auch  ihr  gemeinschaftliches  System, 
das  heisst  ihr  Produkt,  also  ist  Ä .  B'  die  Abschattung  von  A .  B  auf 
G  nach  dem  Leitsysteme  L. 

Es  ist  also  die  Geltung  des  Satzes  für  den  bezeichneten  Fall  be- 
wiesen; allein  es  zeigt  sich  bald,  dass  derselbe  allgemein  gilt,  sobald 
nur  die  Abschattungen  des  Produktes  und  der  beiden  Faktoren  ent- 
weder alle  drei  eingewandte,  oder  alle  drei  äussere  sind,  mag  nun  das 
Produkt  ein  äusseres  oder  eingewandtes  sein. 

Wir  setzen  zuerst  voraus,  dass  das  Produkt  einen  geltenden  Werth 
habe  und  seine  beiden  Faktoren  reine  Grössen  seien;  und  zwar  wollen 
wir  die  Geltung  des  Satzes  zuerst  für  den  Fall  beweisen,  dass  die  Ab- 
schattung durchweg  eine  äussere,  das  Produkt  ein  eingewandtes  ist. 
Es  seien  die  beiden  Faktoren  dieses  Produktes  M  und  Ny  B  stelle  ihr 
gemeinschaftliches  System  dar;  dann  werden  sich  M  und  N  als  äussere 
Produkte  in  den  Formen  AB  und  BG  darstellen  lassen;  und  zwar 
muss  dann  ABC  als  |  äusseres  Produkt  einen  geltenden  Werth  haben, ^35 
weil  C  mit  AB  keinen  Faktor  von  geltender  Stufe  gemeinschaftlich 
haben  kann;  denn  hätten  sie  einen  solchen  gemeinschaftlich,  so  würden 
auch  M  und  Ny  wie  leicht  zu  sehen  ist,  ein  System  höherer  Stufe  ge- 
meinschaftlich haben,  als  B  ist,  gegen  die  Voraussetzung.    Nun  ist 

M.N^AB.BC=  ABC.  B, 

indem  B  und  BC  einander  eingeordnete  Faktoren  sind,  welche  man 
daher  bei  der  fortschreitenden  Multiplikation  nach  §  136  vertauschen 
kann.  Wir  haben  nun  vorausgesetzt,  dass  die  Abschattung  durchweg  234 
eine  äussere  sei,  sowohl  für  die  Faktoren  M  und  N,  als  auch  für  deren 
Produkt^  das  heisst  für  ihr  gemeinschaftliches  System  B  und  ihr  nächst- 
xmdsssendes  ABC.  Sind  n\xnA\  B\  C,  M\  N'  beziehlich  die  äusseren 
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Abschattimgen  von  Ä,  By  C,  M,  N,  so  sind  (nach  §  84)  -4'JB',  B^C^ 
ÄSC  die  Abschattungen  von  AB,  BC,  ABC.  Ferner  da.  M .  N 
gleich  ABC .  B  ist,  so  ist  nach  der  in  §  150  aufgestellten  Definition 
die  Abschattung  von  M .  N  gleich  dem  Produkt  der  Abschattungen 
von  ABC  und  B,  also  gleich  ÄB'C  .B\    Femer  ist 

M'.N'  =  AB' .  B'C  =  A'B'C.B', 

also  das  Produkt  der  Abschattungen  M' .  N'  gleich  der  Abschattung 
des  Produktes  M .  N,  Somit  ist  für  den  in  Betracht  gezogenen  Fall 
die  Gültigkeit  des  obigen  Gesetzes  nachgewiesen. 

Es  bleibt  also  das  Fortbestehen  dieses  Gesetzes  nur  noch  fQr  den 
Fall  zu  beweisen ;  dass  die  Abschattung  durchweg  eine  eingewandte 
ist.  Der  Beweis  für  diesen  Fall  ist  genau  derselbe,  wie  für  den  soeben 
betrachteten  Fall,  wenn  man  nur  nach  dem  in  §  142  aufgestellten 
Princip  statt  der  äusseren  Multiplikation  die  auf  das  Ebuptsystem  der 
Abschattung  bezügliche  eingewandte  Multiplikation  einführt,  und  die 
dort  entwickelten  Umänderungen,  welche  durch  diese  Einführung  be- 
dingt sind,  eintreten  lässt.  Namentlich  ist  festzuhalten,  dass,  wie  jede 
Grosse,  welche  einer  andern  untergeordnet  ist,  als  äusserer  Faktor  der- 
selben dargestellt  werden  kann,  so  auch  jede  Grosse,  welche  einer 
andern  übergeordnet  ist,  als  eingewandter  Faktor  derselben  in  Be^ug 
auf  das  Hauptsystem  dargestellt  werden  könne.  Um  jedoch  die  Art 
dieser  Umänderung  an  einem  ziemlich  zusammengesetzten  Beispiele 
klar  an*s  Licht  treten  zu  lassen,  will  ich  die  Uebertragimg  des  obigen 

^55  Beweises  hier  ausführlich  folgen  |  lassen. 

Es  seien  die  beiden  Faktoren  des  eingewandten  Produktes  M  und 
Ny  B  stelle  ihr  nächstumfassendes  System  dar;  dann  werden  sich  31 
und  N  als  eingewandte,  auf  das  Hauptsystem  der  Abschattung  bezüg- 
liche Produkte  in  den  Formen  AB  und  BC  darstellen  lassen*);  und 

236 zwar  muss  dann  ABC  als  |  eingewandtes,  auf  das  Hauptsystem  der 
Abschattung  bezügliches  Produkt  einen  geltenden  Werth  haben,  weil 
AB  und  C  von  keinem  niederen  Systeme  als  dem  Hauptsysteme  um- 
fasst  werden  können**);  denn  würden  sie  von  einem  solchen  Systeme 


*)  In  der  That,  wenn  S  ein  System  darstellt,  welches  das  System  von  B 
zum  Haaptsysteme  der  Abschattang  ergänzt,  so  wird  man  nur 

.        SM       .  ^       NS 

A  =»  -FT^  und  C  =*  -=r-?7 

SB  BS 

zu  setzen  haben. 

**)  Hier  tritt  die  Analogie  in  dem  Wortausdrucke  nicht  so  klar  hervor.  SoDte 
sie  klar  hervortreten,  so  müsste  man  im  ersten  Falle  sagen:  „weil  das  System, 
welches  AB  und  C  gemeinschaftlich  haben,  von  keiner  höheren  Stufe  als  der 
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umfassty  so  würden  auch  M  und  N^  wie  leicht  zu  sehen  ist*),  von 
einem  Systeme  niederer  Stufe  umfasst  werden,  als  li  ist,  gegen  die 
Voraussetzung.    Nun  ist 

M.N=äB.BC=äBC.B, 

indem  B  und  BC  einander  eingeordnete  Faktoren  sind,  welche  man 
daher  bei  der  fortschreitenden  Multiplikation  nach  §  136  vertauschen 
kann.  Wir  haben  nun  vorausgesetzt,  dass  die  Abschattung  durchweg 
eine  eingewandte  sei,  sowohl  für  die  Faktoren  M  und  N^  als  auch 
far  deren  Produkt,  das  heisst,  für  ihr  nächstumfassendes  System  B 
und  ihr  gemeinschaftliches  ABC.  Sind  nun  Ä'y  B'y  C",  M',  N'  '  he- 237 
ziehlich  die  eingewandten  Abschattungen  von  A,  B,  C^  My  N,  so  sind 
(nach  §  153)  A'B\  B'C\  ÄB'C  die  Abschattungen  von  AB,  BC, 
ABC.  Femer,  da  M .  N  gleich  ABC .  B  ist,  so  ist  nach  der  in  §  150 
aufgestellten  Definition  die  Abschattung  von  M .  N  gleich  dem  Pro- 
dukt der  Abschattungen  Yon  ABC  und  B,  also  gleich  A'B'C .  B\ 

Femer  ist 

M\  N'  =  ÄB'.B'C  =  ÄB'C,  B\ 

also  das  Produkt  der  Abschattungen  Jf ' .  N'  gleich  der  Abschattung 
des  Produktes  M .  N.  Somit  ist  auch  für  diesen  Fall  die  Gültigkeit 
des  obigen  Gesetzes  nachgewiesen.  236 

Wir  setzten  in  beiden  Fällen  noch  voraus,  dass  das  abzuschattende 
Produkt  einen  geltenden  Werth  habe,  und  die  Faktoren  reine  Grössen 
seien.  Ist  das  abzuschattende  Produkt  null,  so  ist,  um  die  Geltung 
jenes  Gesetzes  auch  für  diesen  Fall  zu  erweisen,  nur  zu  zeigen,  dass 
das  Produkt  aus  den  Abschattungen  der  beiden  Faktoren  auch  null  sei. 

Wenn  einer  der  ursprünglichen  Faktoren  null  ist,  so  ist  auch  seine 
Abschattung  null,  also  auch  das  Produkt  der  Abschattungen  null. 
Wenn  aber  die  beiden  Faktoren  geltende  Werthe  haben,  und  das  Pro- 
dukt dennoch  null  ist,  so  muss,  da 

nullten  sein  kann^*,  und  im  letzteren  Falle:  ,,weil  das  System,  welches  AB  und  C 
umfasst,  Yon  keiner  niederen  Stufe  als  der  /i-ten  sein  kann**,  indem  nämlich  /* 
die  Stufe  des  Hauptsystems  bezeichnet. 

•)  N&mlich,  wenn  D  jenes  System  darsteDte,  was  AB^  oder  il/,  und  C  um- 
fassen sollte  und  doch  niedriger  wäre  als  das  Hauptsystem,  so  würde  sich  C  als 
eingewandtes ,  auf  das  Hauptsystem  bezügliches  Produkt  in  der  Form  1) .  E  dar- 
stellen lassen,  und  es  würde  N  ^=  B  .  C  =  B .  (D .  E)^  oder  da  dies  Produkt  ein 
reines  ist,  «>  (B .  D) .  E  sein ,  wo  das  nächstumfassende  System  zu  B  und  D  das 
Hauptsystem  sein  muss;  es  wird  also  das  den  Grössen  B  und  D  gemeinschaft- 
liche System  die  Grösse  .V  umfassen,  und  auch  die  Grösse  J/,  da  diese  sowohl 
von  B  als  von  J)  umfasst  wird.  Das  gemeinschaftliche  System  von  B  und  D 
umfasst  also  M  und  N^  ist  aber  von  niederer  Stufe  als  B^  da  D  nicht  das  Haupt- 
system ist,  und  B  und  D  als  nächstunifasscndcs  System  das  Hauptsystem  haben« 

Orasttmann,  W'crko.     T.  17 
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M.Nr=^ÄBC.B 

ist,  und  B  nicht  null  ist,  ABC.B  als  Produkt  in  der  Form  der  Ein- 
ordnung aber  nicht  anders  null  werden  kann,  als  wenn  einer  der  Fak- 
toren null  wird,  nothwendig  ABC  null  sein,  also  auch  seine  Abschat- 
tung, das  heisst 

also  muss  auch  Ä'B'C .  B\  das  heisst  M\N'  oder  das  Produkt  der 
Abschattungen  null  sein.  Es  bleibt  also  auch  noch  in  diesem  Falle 
die  Abschattimg  des  Produktes  gleich  dem  Produkt  aus  den  Abschat- 
tungen der  Faktoren. 

Es  ist  nun,  um  das  Gesetz  in  seiner  ganzen  Allgemeinheit  dar- 
zustellen, nur  noch  die  Beschränktmg  aufzuheben,  dass  die  Faktoren 
des  abzuschattenden  Produktes  reine  Grössen  sind. 

Sind  dieselben  Beziehungsgrössen,  deren  Beziehungssystem  {K) 
identisch  ist  mit  dem  Beziehungssysteme  des  eingewandten  Produktes, 
und  sind  ^  und  v  die  Gradzahlen  jener  Beziehungsgrössen,  M  und  j^ 
ihre  eigenthümlichen  Werthe  in  Bezug  auf  das  Mass  Kj  so  wird  sich 
das  Produkt  in  der  Form 

.258  darstellen  lassen.    Dies  Produkt  ist  nun  nach  §  138  gleich  K'''^*M,N 

oder,  wenn  M  .  N  gleich  K .  I  ist,  gleich  K^'^^K ,  L  Bezeichnen  wir 
die  Abschattungen  mit  Accenten  und  nehmen  dieselben  entweder  durch- 
weg als  äussere  oder  durchweg  als  eingewandte  an,  so  ist  die  Ab- 
schattung des  obigen  Produktes 

das  heisst,  gleich  dem  Produkte  der  Abschattungen.  Also  gilt  nun  das 
237  Gesetz  auch  noch,  wenn  die  Faktoren  Beziehungsgrössen  sind,  deren 
Beziehungssystem  mit  dem  Beziehungssysteme  des  eingewandten  Pro- 
duktes zusammenfällt.  Daraus  folgt  nun  auch,  dass  es  fiir  reine  ein- 
gewandte Produkte  aus  beliebig  vielen  Faktoren  gilt. 

Nachdem  wir  nun  alle  überflüssigen  Beschränkungen  aufgehoben 
haben,  können  wir  das  Gesetz  in  seiner  ganzen  Allgemeinheit  hin- 
stellen: 

Die  Abschattung  des  Produktes  ist  gleich  dem  Produkte  aus  deti 
Abschattungen  seiner  Faktoren,  wenn  für  alle  abzuschattenden  Grössen 
sowohl  der  Sinn  der  Abschattung  als  auch  das  Beaidmngssystetn  das- 
selbe ist. 
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Wir  sagen  nämlich,  dass  der  Sinn  der  Abschattung  mehrerer 
Grössen  derselbe  sei,  wenn  nicht  nur  Grundsystem  und  Leitsystem 
dieselben  sind,  sondern  auch  die  Abschattungen  entweder  sämmtüch 
äussere  oder  sämmtlich  eingewandte  sind. 

§  154.     Affinität.     Bildimg  affiner  Vereine. 

Daraus,  dass  jede  Gleichheit,  welche  zwischen  den  Vielfachen- 
summen einer  Reihe  von  Grössen  stattfindet,  auch  bestehen  bleibt, 
wenn  man  statt  der  Grössen  ihre  Abschattimgen  setzt,  oder  mit  an- 
dern Worten,  dass  die  Abschattungen  in  derselben  Zahlenrelation  stehen 
wie  die  abgeschatteten  Grössen,  folgt,  dass  die  Verwandtschaft  zwischen 
den  Abschattungen  und  den  abgeschatteten  Grössen  eine  besondere 
Art  einer  allgemeineren  Verwandtschaft  ist,  welche  darin  besteht,  dass 
die  zwischen  einer  Reihe  von  Grössen  herrschenden  Zahlenrelationen 
auch  für  die  entsprechenden  Grössen  der  zweiten  Reihe  gelten;  und 
wir  wollen  daher  diese  allgemeinere  Verwandtschaft  der  Betrachtung 
unterwerfen. 

Es  tritt  jedoch  diese  Verwandtschaft  erst  in  ihrer  ganzen  Ein- 
fachheit hervor,  wenn  die  Beziehung  eine  gegenseitige  ist,  das  heisst, 
wenn  jede  Zahlenrelation,  welche  zwischen  Grössen  der  einen  |  Reihe, -235 
welche  von  beiden  es  auch  sei,  stattfindet,  auch  zwischen  den  Grössen 
der  andern  Reihe  herrscht;  und  zwei  solche  Vereine  von  entsprechenden 
Grössen,  welche  in  dieser  gegenseitigen  Beziehung  zu  einander  stehen, 
nennen  wir  affin *j. 

Diese  Gegenseitigkeit  der  Beziehung  führt  das  Gesetz  herbei,  welches 
überall  jede  einfache  Beziehung  auszeichnet,  dass  nämlich,  wenn  zwei  238 
Vereine  von  Grössen  A  und  B  mit  einem  dritten  C  affin  sind,  sie  es 
auch  unter  sich  sind.  In  der  That,  da  dann  jede  Relation  in  Ä  auch 
in  C  stattfindet,  und  jede  Relation,  die  in  C  stattfindet,  auch  in  B 
herrscht,  so  muss  auch  jede  Relation  in  Ä  zugleich  in  B  stattfinden, 
und  aus  demselben  Grunde  jede  Relation,  die  in  B  herrscht,  zugleich 
in  Ä  stattfinden,  das  heisst,  A  imd  B  sind  einander  affin. 

Es  fragt  sich  nun,  wie  man  zu  einem  beliebigen  Vereine  von 
Grössen  überhaupt  einen  andern  Verein  bilden  kann,  welcher  mit  jenem 
in   derselben  Zahlenrelation   stehe,  und   ins  Besondere   einen   solchen, 


*)  Der  Begriff  der  Affinität,  wie  wir  ihn  hier  aufstellten,  stimmt  mit  dem 
gewöhnlichen  Begriff  derselben  in  sofern  überein,  als  er,  auf  dieselben  Grössen 
angewandt,  auch  dieselbe  Beziehung  darstellt;  ihr  Begriff  ist  hier  nur  in  sofern 
allgemeiner  gefasst,  als  er  sich  auch  auf  andere  Grössen  übertragen  lässt. 

17* 
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bei  welchem  diese  Beziehung  eine  gegenseitige  ist^  das  heisst^  welcher 
dem  ersteren  affin  sei. 

Hat  man  in  dem  gegebenen  Vereine  n  Grössen  (derselben  Stufe), 
zwischen  denen  keine  Zahlenrelation  stattfindet ,  als  deren  Yielfachen- 
summen  sich  aber  die  übrigen  Grössen  jenes  Vereins  darstellen  lassen, 
so  lässt  sich  zeigen,  dass  man,  um  zu  einem  zweiten  Vereine  zu  ge- 
langen, welcher  dieselben  Zahlenrelationen  darbietet,  die  in  dem  ersten 
Vereine  herrscheil,  in  dem  zweiten  Vereine  n  beliebige  Grössen,  welche 
unter  sich  von  gleicher  Stufe  sind,  als  jenen  n  Grössen  entsprechende 
annehmen  kann,  dann  aber  zu  jeder  andern  Grösse  des  ersten  Vereins 
die  entsprechende  im  zweiten  findet,  indem  man  die  erste  als  Viel- 
fachensumme jener  n  Grössen  der  ersten  Reihe  darstellt  und  dann  in 
dieser  Vielfachensumme  statt  jener  n  Grössen  die  entsprechenden  der 
zweiten  setzt,  dass  aber  diese  Beziehung  nur  dann  und  immer  dann 
eine  gegenseitige  ist,  die  Vereine  also  einander  affin  sind,  wenn  zu- 
gleich die  n  Grössen  des  zweiten  Vereins  keine  Zahlenrelation  unter 
sich  zulassen. 
^40  Die  Richtigkeit  |  dieser  Behauptung  beruht  darauf,  dass,  wenn  w 
Grössen  in  keiner  Zahlenrelation  stehen,  das  heisst,  keine  derselben 
sich  als  Vielfachensumme  der  übrigen  darstellen  lässt,  und  dennoch 
eine  Vielfachensumme  dieser  Grössen  gleich  Null  sein  soll,  nothwendig 
alle  Koefficienten  dieser  Vielfachensumme  einzeln  genommen  gleich 
Null  sein  müssen;  denn  hätte  einer  von  ihnen  einen  geltenden  Werth, 
so  würde  die  Grösse,  der  er  zugehört,  sich  als  Vielfachensumme  der 
übrigen  darstellen  lassen,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist.  Aus  diesem 
Satze  nun  ergiebt  sich  die  Richtigkeit  der  obigen  Behauptung  sogleich. 
Denn  sind  a,  i,  c,  . .  .  irgend  welche  Grössen  des  ersten  Vereins, 
zwischen  denen  eine  Zahlenrelation 

239  aa  +  /5i  +  •  •  •  =  0 

statt  findet,  und  man  drückt  a,  6,  ...  als  Vielfachensummen  jener  n 
Grössen  des  ersten  Vereins  ri,...r»  aus,  so  wird  sich  jene  Gleichung 
in  der  Form 

Qi^i  +  P2^2  H =  0 

darstellen  lassen,  in  welcher  nach  dem  soeben  erwiesenen  Satze  alle 
Koefficienten  null  sein  müssen;  also 

9i=0,     9a  =  0,  .... 

Diese  Grössen  ^j,  q^^  ...  sind  nur  von  den  Koefficienten  a,  /J,  .  .  .  und 
von  den  Koefficienten  der  Vielfachensummen,  in  wekhen  a,  b,  ...  dar- 
gestellt sind,  abhängig.  Sind  nun  a\  h\  , . .  und  ri,  ri,  ...  die  ent- 
sprechenden Grössen   des   zweiten  Vereins,   so  müssen  a,  Z>',  ...  aus 
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a,  hy  ...  dadurcli  hervorgehen;  dass  man  in  den  Yielfachensummen, 
welche  a,  b,  . . .  darstellen^  statt  r^^  r^^  , . .  die  entsprechenden  Grössen 
rl,  ri,  ...  setzt.   Folglich  wird  der  Ausdruck 

aa'  +  /J^  "j"  • ' •  =  Qi^i  4"  ^2 ^2  +  •  •  • 

sein,  und  also,  da  ^^^  (»^^  *  -  •  einzeln  genommen  null  sind^  selbst  gleich 
Null  sein  müssen ^  also 

aa'-f"  /?&'+•••  =  0, 
das  heisst;  zwischen  den  Grössen  des  zweiten  Vereins  bleibt  jede  Zahlen- 
relation  bestehen^  welche  zwischen  denen  des  ersten  besteht.  Sind  nun 
die  Grössen  /i,  . .  .  ri,  gleichfalls  von  der  Beschaffenheit ,  dass  zwischen 
ihnen  keine  Zahlenrelation  stattfindet  ^  so  lässt  sich  ebenso  der  Rück- 
schluss  machen,  die  Beziehung  ist  also  dann  eine  gegenseitige,  und 
die  beiden  Vereine  von  Grössen  sind  einander  affin.  Hingegen,  herrscht 
zwischen  diesen  Grössen  ri,  . .  .  ri  eine  |  Zahlenrelation,  so  ist  klar,^^i 
dass  man,  da  diese  Relation  zwischen  den  entsprechenden  Grössen  des 
ersten  Vereins  nicht  stattfindet,  auch  nicht  von  dem  Herrschen  einer 
Relation  innerhalb  des  zweiten  Vereins  einen  Schluss  auf  das  Fort- 
bestehen derselben  im  ersten  machen  darf,  dass  vielmehr  die  Beziehung 
dann  nur  eine  einseitige  ist. 

§  155,  156.     Entsprechen  der  Produkte  entsprechender  Grössen 

aus  zwei  affinen  Vereinen. 

§  155. 

Wenn  nun  zwei  Vereine  entsprechender  Grössen  einander  affin 
sind,  so  werden  auch  die  Produkte  aus  den  Grössen  des  einen  Vereins 
den  entsprechend  gebildeten  Produkten  des  andern  Vereins  affin  sein, 
wenn  nur  die  Multiplikationsweise,  durch  welche  diese  entsprechenden 
Produkte  gebildet  sind,  in  beiden  Vereinen  in  dem  Sinne  genommen 240 
ist,  dass  das  Produkt  dann,  aber  auch  nur  dann  als  null  erscheint, 
wenn  die  Faktoren  in  einer  Zahlenrelation  zu  einander  stehen. 

Ist  nämlich  die  Multiplikation  in  dieser  Weise  angenommen,  so 
kann  zuerst  zwischen  den  verschiedenen  Produkten,  welche  sich  aus 
den  n  Grössen  A^,  ...  An  des  einen  Vereins,  di§  in  keiner  Zahlen- 
relation zu  einander  standen,  bilden  lassen,  gleichfalls  keine  Zahlen- 
relation stattfinden;  das  heisst,  es  kann  keins  dieser  Produkte  sich  als 
Vielfachensumme  der  übrigen  darstellen  lassen.  Denn  gesetzt,  es  wäre 
dies  der  Fall,  so  könnte  man  in  der  Gleichung,  welche  jenes  Produkt, 
zum  Beispiel  j4i^j5 -ig,  als  Vielfachensumme  der  übrigen  darstellt,  jedes 
Glied  mit  den  sämmtlichen  Faktoren  Ä^  ,..  An  multipliciren,  die  jenes 
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Produkt  niclit  enthält;  durch  diese  Multiplikation  werden  dann  alle 
übrigen  Produkte  mit  Ausnahme  dessen^  was  als  Vielfachensumme  der 
übrigen  erscheinen  soll^  null^  weil  in  ihnen  wenigstens  einer  von  den 
hinzutretenden  Faktoren  schon  unter  den  vorhandenen  Faktoren  vor- 
kommt;  also  nun  zwischen  den  Faktoren  Gleichheit^  also  auch  eine 
Zahlenrelation  statt  findet;  man  erhält  daher  die  Gleichung 

das  heisst;  zwischen  Ä^^  ...  An  würde  eine  Zahlenrelation  statt  finden 
müssen ;  was  wider  die  Voraussetzung  ist. 

Betrachtet  man  nun  femer  ein  Produkt  PQR,  dessen  Faktoren 
Grossen  jenes  Vereins,  also  als  Vielfachensummen  von  Ai,  . .  .  An  dar- 
stellbar sind;  so  wird  auch  dies  Produkt,  wenn  man  die  einzelnen  Fak- 
toren als  Vielfachensummen  darstellt,  gliedweise  durchmultiplicirt  und 
die    Faktoren    der   einzelnen   Glieder   gehörig   ordnet,   als   Vielfachen- 

-24;? summe  \  der  aus  den  Faktoren  A^y  , , ,  An  gebildeten  Produkte  er- 
scheinen. Sind  nun  in  dem  andern  Vereine  Ai^  . ,  ,  A'n  als  die  den 
Grössen  A„  . .  ,  An  entsprechenden  angenommen,  und  werden  als  die 
ihren  Produkten  A^A^A^,  ...  entsprechenden  Grössen  die  Produkte  der 
entsprechenden  Faktoren  AtA^A'^,  ...  angenommen  (was  verstattet  ist, 
da  zwischen  jenen  Produkten  des  ersten  Vereins  keine  Zahlenrelation 
stattfindet),  so  wird  dem  Produkte  PQR  das  Produkt  P'Q'R'  der 
entsprechenden  Faktoren  gleichfalls  entsprechen.  Denn  man  erhält 
aus  PQIi  das  Produkt  P'Q'R',  wenn  man,  nachdem  P,  Q,  B  als 
Vielfachensummen  von  -.1,,  .  . .  An  dargestellt  sind,  statt  -4,,  . .  .  An  die 

241  entsprechenden  Grössen  A[,  , . ,  An  setzt.  Das  Gesetz  des  |  Durchmulti- 
cirens  ist  nun  für  beide  Produkte  dasselbe,  jedes  Produkt  ferner 
zwischen  A^^ ...  An,  was  gleiche  Faktoren  enthält  und  somit  null  wird, 
hat  auch  zum  entsprechenden  Produkte  ein  solches,  was  null  wird; 
imd  darin  liegt,  dass  auch  dasselbe  Vertauschungsgesetz  herrscht, 
indem  {A  +  B){A  +  B)  oder  AB -{-  BA  in  beiden  FäUen  nuU  ist, 
also  die  Faktoren  nur  mit  Zeichenwechsel  vertauschbar  sind.  Daraus 
nun  folgt,  dass,  wenn  PQB  als  Vielfachensumme  der  aus  den  Fak- 
toren A^j  , . .  An  gebildeten  Produkte  erscheint,  man  daraus  P'Q'R' 
erhält,  indem  man  statt  vlj, ...  -4«  die  entsprechenden  Grössen  Äiy  ...An, 
oder  statt  der  aus  den  ersteren  gebildeten  Produkte  die  aus  den  letz- 
teren gebildeten  setzt. 

Hierin  liegt  nun  vermittelst  des  obigen  Gesetzes,  dass  die  Pro- 
dukte des  zweiten  Vereins  in  derselben  Zahlenrelation  stehen,  wie  die 
entsprechenden  des  ersten,  und  dass  also,  wenn  die  beiden  Vereine 
einander  affin  sind,  auch  die  Produkte  des  einen  Vereins  den  ent- 
sprechenden des  andern  affin  sind. 
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§  156. 

Es  giebt  unter  den  bisher  betrachteten  Multiplikationsweisen  nur 
zwei,  welche  der  im  vorigen  Paragraphen  ausgesprochenen  Bedingung 
genügen,  dass  nämlich  das  Produkt  dann  und  nur  dann  als  null  er- 
scheinen soll;  wenn  zwischen  den  Faktoren  eine  Zahlenrelation  herrscht, 
das  sind  nämlich  erstens  die  äussere  Multiplikation  von  Grössen  erster 
Stufe  und  zweitens  die  eingewandte  Multiplikation  von  Grössen  (n — l)-ter 
Stufe  in  einem  Hauptsysteme  n-ter  Stufe  und  in  Bezug  auf  dasselbe. 

Dass  die  übrigen  Multiplikationsweisen,  welche  wir  bisher  kennen 
gelernt  haben,  nicht  den  Bedingungen  des  vorigen  Paragraphen  ge- 
nügen, leuchtet  sehr  |  bald  ein.  Zwar  würde  das  in  jenem  Paragraphen  ^43 
dargestellte  Verwandtschaftsgesetz  ein  vortreflFliches  Mittel  darbieten, 
um  in  die  Bedeutung  des  formalen  Produktes,  welches  wir  bisher  nicht 
der  Betrachtung  unterworfen  hatten,  hineinzudringen;  doch  wollen  wir 
uns  durch  solche  Betrachtungen,  welche  uns  jedenfalls  in  schwierige 
und  weitläuftige  Untersuchungen  verwickeln  würden,  nicht  den  Raum 
för  andere,  wichtigere  Gegenstände  verkürzen;  und  wir  bleiben  daher 
bei  den  beiden  Fällen  stehen,  auf  welche  unser  Gesetz  direkte  An- 
wendung erleidet. 

§  157.     Direkte  imd  reoiproke  Affinität.    Allgemeiner  Satz. 

Wir  gelangen  durch  Anwendung  des  in  §  155  dargestellten  Ge- 
setzes auf  die  beiden  in  §  156  aufgeführten  Multiplikationsweisen  zu 
zwei  Hauptgattungen  der  Affinität,  nämlich  der  direkten  und  der 
reciproken,  indem  eines  Theils  den  Grössen  erster  Stufe  des  einen 242 
Vereins  Grössen  erster  Stufe  des  andern  entsprechen;  und  andern  Theils 
den  Grössen  erster  Stufe  des  einen  Vereins  Grössen  (n  —  l)-ter  Stufe 
des  andern  entsprechen,  wenn  jeder  Verein  eiJi  System  w-ter  Stufe  als 
Hauptsystem  darbietet.  Wir  können  daher  folgenden  Hauptsatz  der 
Affinität  aussprechen: 

Wenn  man  zu  n  von  einander  unabhängigen  Grössen  erster  Stufe  n 
gleichfalls  von  einander  unabhängige  Grossen  erster  Stufe  oder  n  Grössen 
(n  —  l)'ter  Stufe,  welcJie  einem  System  n-ter  Stufe  angehören,  deren  ein- 
gewandtes Produld  ,aber  einen  geltenden  Werth  hat,  als  entsprechende 
nimmt,  so  bilden  die  aus  den  entspreclwnden  Grössen  durch  dieselben 
GrundverJcnüpfunge7i  gebildeten  Grössen  zwei  einander  affine  Vereine  von 
Grössen,  und  jede  Grundgleichung,  welche  zivischen  den  Grössen  des  einen 
Vereins  besteht,  bleibt  audi  bestehen,  wenn  man  statt  dieser  Grössen  die 
entsprechenden  des  andern  setzt.  Im  ersten  Falle  heissen  beide  Vereine 
direkt  affin,  im  zweiten  reciprok  affin. 
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Dieser  Satz  ist  von  so  allgemeiner  Geltung,  dass  er,  wie  wir 
späterhin  zeigen  werden,  die  allgemeinsten  linearen  Verwandtschaften, 
wie  die  Eollineation  und  Reciprocität,  unter  sieh  hegreitt  und  den  voll- 
ständigen Begriff  dieser  Verwandtschaften,  welche  bei  der  gewohnlichen 
Auffassungs weise  nur  in  unvollkommener  Gestalt  hervortreten,  dar- 
stellt. Namentlich  liegt  in  diesem  Satze,  dass,  wenn  m  Grössen  des 
einen  Vereins  irgend  einem  System  angehören,  dann  auch  die  ent* 
;9i4  sprechenden  Grössen  des  andern  Vereins  bei  der  direkten  !  Affinität 
einem  System  derselben  Stufe  angehören,  bei  der  reciproken  einem 
System  von  ergänzender  Stufe,  weil  nämlich  das  Produkt  derselben 
gleichzeitig  null  wird. 

§  158.     Znflammenhang  swisohen  Absohattung  und  Affinität. 

Wir  haben  nun  die  Absohattung  als  besondere  Art  der  konstanten 
Zahlenrelation  und  der  Affiuität  darzustellen,  und  anzugeben,  in  welchem 
Falle  die  allgemeine  Verwandtschaft  in  diese  besondere  übergeht. 

Wenn  zuerst  zwischen  den  Grössen  erster  Stufe  eines  Vereins  A 
dieselben  Zahlenrelationen  statt  finden,  welche  zwischen  den  entsprechen- 
den Grössen  erster  Stufe  eines  andern  Vereines  B  herrschen,  so  fragt 
sich,  welcher  Bedingung  beide  Vereine  unterworfen  sein  müssen,  wenn 
248  der  erste  Verein  A  zugleich  die  Abschattung  des  |  zweiten  B  sein  soll. 

Nennen  wir  das  System,  welches  einen  Verein  von  Grössen  erster 
Stufe  zunächst  umfasst,  das  System  dieses  VereinSy  so  leuchtet  ein, 
dass  A  nur  dann  die  Abschattung  von  B  sein  könne,  wenn  in  dem- 
jenigen Systeme  C\  welches  den  Systemen  beider  Vereine  gemeinschaft- 
lich ist,  die  entsprechenden  Grössen  beider  Vereine  zusammenfallen, 
das  heisst,  einander  gleich  sind,  wie  dies  unmittelbar  aus  der  Idee  der 
Abschattung  hervorgeht.  Wir  können  aber  auch  zeigen,  dass,  wenn 
diese  Bedingung  eintritt,  auch  jedesmal  der  Verein  A  als  Abschattung 
des  Vereines  B  aufgefasst  werden  könne,  und  der  Sinn  der  Abschattung 
dann  .bestimmt  sei. 

um  dies  zu  beweisen,  können  wir  zuerst  das  System  von  B  als 
Kombination  des  gemeinschaftlichen  Systemes  C  mit  einem  davon  un- 
abhängigen Systeme  darstellen.  Dies  System,  welches  dann  zugleich 
von  dem  Systeme  des  Vereines  A  unabhängig  sein  wird,  sei  von  tw-ter 
Stufe,  das  heisst,  es  sei  durch  das  äussere  Produkt  von  m  Grössen 
erster  Stufe  h^j  ...hm  dargestellt,  welche  alle  von  einander  unabhängig 
sind.  Wird  nun  vorläufig  L  als  das  Leitsystem  angenommen,  imd  sind 
ai, . . .  üin  die  den  Grössen  h^^  .,,hm  entsprechenden  Grössen  des  ersten 
Vereins  -4,  so  erhält  man,  wenn  zugleich  (i^^...njn  die  Abschattungen 
von  &!,...  h,n  nach  dem  Leitsysteme  L  sein  sollen,  die  Gleichungen:' 
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oder 

i  .  (a,  —  &i)  =  0,  . . . ,    i  .  (a,„  —  &^)  =  0, 

das  heisst,  die  Grössen  {a^  —  6,),  . . , ,  (am  —  &m)  sind  dem  Leitsysteme 
untergeordnet.  Es  sind  aber  diese  Grössen  sowohl  von  einander^  als -^45 
von  dem  Systeme  des  Vereins  A  unabhängig.  Denn  fände  eine  solche 
Abhängigkeit  statt,  so  würde  auch  eine  Vielfachensumme  von  Qi,  ,,,am 
und  den  andern  Grössen  erster  Stufe,  die  dem  Vereine  A  angehören, 
als  gleich  erscheinen  einer  Vielfachen  summe  der  Grössen  6, , . . .  ft« ,  das 
heisst,  es  würde  in  dem  Systeme  h^,h^  ...  h,n  eine  Grösse  geben,  welche 
den  Systemen  beider  Vereine  gemeinschaftlich  wäre,  das  heisst,  dem 
Systeme  C  angehörte,  was  wider  die  Voraussetzung  ist,  indem  jenes 
Produkt  von  C  unabhängig  angenommen  ist.  Da  nun  die  Grössen 
(a,  —  6,), ...,  (flr„,  —  6/„)  von  einander  unabhängig  und  dem  Systeme  L 
untergeordnet  sind,  so  ist  auch  ihr  äusseres  Produkt  diesem  Systeme 
untergeordnet;  und  wenn  wir  annehmen,  dass  das  Leitsystem  nicht 
von  höherer  als  m-ter  Stufe  ist,  so  folgt,  dass  es  durch  jenes  |  Pro- 244 
dukt  dargestellt,  also  vollkommen  bestimmt  ist,  oder  mit  andern  Worten, 
es  ist  dann  der  Sinn  der  Abschattung  bestimmt.  Setzen  wir  daher  L 
jenem  Produkte  gleich,  so  folgt  auch  umgekehrt  die  Gültigkeit  der 
Gleichungen 

und  da  L  von  dem  Systeme  von  A  unabhängig  ist,  so  folgt,  dass 
ttj, ...  am  in  der  That  die  Abschattungen  von  6j, ...  6m  auf  das  System 
von  A  nach  dem  Leitsysteme  L  sind.  Nimmt  man  nun  in  dem  Systeme 
von  B  irgend  eine  andere  Grösse  erster  Stufe  b  an,  so  wird  sich  die- 
selbe als  Vielfachensumme  von  den  Grössen  &,,...&,„  und  von  Grössen, 
die  dem 'Systeme  C  angehören,  darstellen  lassen.  Dann  wird  die  ent- 
sprechende Grösse  a  des  ersten  Vereins  sich  als  entsprechende  Viel- 
fachensumme von  den  entsprechenden  Grössen  ihres  Vereins  darstellen 
lassen,  das  heisst,  als  entsprechende  Vielfachensumme  von  den  Ab- 
schattungen jener  Grössen  erscheinen,  oder,  sie  selbst  ist  die  Abschat- 
tung jener  ersteren.  Wir  haben  somit  den  Satz  gewonnen: 

Wenn  ztmschen  den  Grössen  erster  Stufe  eines  Vereins  (A)  dieselben 
Zahlenrelationen  stattfinden,  welche  zwischen  den  entsprechenden  Grössen 
erster  Stufe  eines  andern  Ve^rins  (B)  herrschen:  so  ist  der  erste  Verein 
(A)  dann  und  nur  dann  als  Abschattung  des  zweiten  (B)  aufzufassen, 
wenn  in  detn  gemeinschaftlichen  Systeme  beider  Vereine  die  entsprechenden 
Grössen  zusammenfallen;  und  ztvar  ist  dann  der  Sinn  der  Abschattung 
vollkommen  bestimmt. 

Als  unmittelbare  Folgerung  aus  diesem  Satze  geht  hervor,  ,fdassii46 
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yon  zwei  affinen  Vereinen  dann  und  nur  dann  der  eine  als  Abschattung 
des  andern  erscheint,  wenn  in  dem  gemeinschaftlichen  Systeme  beider 
Vereine  je  zwei  entsprechende  Grössen  zusammenfallen,  und  dass  dann 
jeder  von  beiden  Vereinen  als  Abschattung  des  andern  aufgefasst 
werden  kann. 

§  159.     Affinität  in  der  Geometrie. 

Um  die  gewonnenen  Resultate  durch  geometrische  Anschauungen 
zu  verdeutlichen,  wird  es  genügen,  affine  Vereine  beiderlei  Art  in  der 
Ebene  zu  betrachten. 

Es  ist  klar,  wie  man  dann  zu  drei  nicht  in  gerader  Linie  Hegen- 
den Punktgrössen  (die  aber  auch  in  Strecken  übergehen  können)  drei 
beliebige  ebenfalls  nicht  in  gerader  Linie  liegende  Punktgrössen  als 
entsprechende  annehmen,  und  daraus  zwei  einander  direkt  affine  Ver- 
245  eine  ableiten  kann,  indem  man  die  |  aus  jenen  entsprechenden  Grössen 
auf  gleiche  Weise  gebildeten  Vielfachensummen,  oder  deren  auf  gleiche 
Weise  gebildete  Produkte  als  entsprechende  Grössen  setzt.  Ebenso 
erhält  man  zwei  reciprok  affine  Vereine,  wenn  man  zu  drei  Elementar- 
grössen  erster  Stufe,  die  nicht  in  gerader  Linie  liegen,  drei  Linien- 
grössen,  deren  Linien  ein  Dreieck  begränzen,  als  entsprechende  an- 
nimmt, und  ausserdem  je  zwei  durch  dieselben  Grundverknüpfungen 
aus  ihnen  erzeugte  Grössen  als  entsprechende  setzt. 

Es  ist  aus  dem  Früheren  klar,  wie  im  ersten  Falle  dreien  Punkt- 
grössen des  einen  Vereins,  die  in  gerader  Linie  liegen,  auch  drei  des 
andern  entsprechen,  die  gleichfalls  in  gerader  Linie  liegen,  und  ebenso 
dreien  Liniengrössen  des  einen,  die  durch  Einen  Punkt  gehen,  drei 
des  andern  entsprechen,  welche  gleichfalls  durch  Einen  Punkt  gehen; 
wie  ferner  im  zweiten  Falle  dreien  Punktgrössen  des  einen  Vereins, 
die  in  Einer  geraden  Linie  liegen,  drei  Liniengrössen  des  andern  ent- 
sprechen, die  durch  Einen  Punkt  gehen,  imd  umgekehrt.  Dabei  ist 
jedoch  festzuhalten,  dass  die  Punktgrössen  auch  in  Strecken,  die  Linien- 
grössen in  Flächenräume  umschlagen  können. 

§  160.     Lineare  Verwandtsohaft,  Kollineation  und  Beoiprcoität 

nach  dem  Frineip  der  gleichen  Zeiger. 

Unsere  bisherige  Betrachtungsweise  unterscheidet  sich  von  der 
gewöhnlichen  geometrischen  Anschauungsweise  dadurch,  dass  wir  die 
Punkte  nicht  für  sich,  sondern  behaftet  mit  gewissen  Zahlenkoefficienten, 
die  wir  Gewichte  nannten,  auffassten;  und  dies  war  nothwendig,  damit 
sie  eben  als  Grössen  erscheinen  konnten.    Der  Punkt  selbst  erschien 
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entweder  als  solche  Grösse  mit  dem  |  Gewichte  Eins,  oder  als  System,  547 
dem  die  Grösse  angehörte.    Ebenso  mussten  die  Linie,  die  Ebene,  der 
Kaum,   wenn    sie   als    Grössen   erscheinen    sollten,    einen    bestimmten 
Masswerth  darbieten,  und  so  als  Liniengrösse,  Plangrösse  und  begränzter 
Körperraum  aufgefasst  werden. 

Es  ist  besonders  die  erste  Betrachtungsweise  (der  Punkte  als 
Grössen),  welche  von  der  gewöhnlichen  gänzlich  abweicht.  Es  bleibt 
uns  daher  jetzt  noch  besonders  übrig,  für  die  in  diesem  Kapitel  dar- 
gestellten Gesetze  jene  Differenz  auszugleichen. 

Wir  knüpfen  diese  Betrachtung  an  die  allgemeine  Verwandtschaft 
der  Affinität,  und  nennen  zunächst  die  entsprechenden  Systeme  zweier 
affiner  *  Vereine  lifieär  verwandt,  und  zwar,  wenn  jene  Vereine  direkt 
affin  sind,  so  nennen  wir  die  Vereine  ihrer  Systeme  kollinear  verwandt, 
imd  wenn  sie  reciprok  affin  sind,  reciprok  verwandt]  oder  um  diese 
Begriffe  ,  sogleich  auf  die  Geometrie  zu  übertragen:  wenn  zwei  Ver-246 
eine  von  Grössen  (Elementargrössen,  Liniengrössen,  Plangrössen)  in 
direkter  oder  reciproker  Affinität  stehen,  so  nennen  wir  die  Vereine 
der  ihnen  zugehörigen  Systeme  (Punkte,  Linien,  Ebenen)  kollinear  oder 
reciprok  verwandt.  Wir  haben  nun  nachzuweisen,  dass  diese  Begriffe 
mit  den  sonst  unter  den  aufgeführten  Namen  verstandenen  Begriffen 
zusammen  fallen. 

Mob  ins,  der  Begründer  dieser  allgemeinen  Verwandtschafts- 
theorie, stellt  als  den  Begriff  der  Kollineation  auf*),  dass  bei  zwei 
ebenen  oder  körperlichen  Räumen,  welche  in  dieser  Verwandtschaft 
stehen,  jedem  Punkte  des  einen  Raumes  ein  Punkt  in  dem  andern 
Räume  dergestalt  entspricht,  dass,  wenn  man  in  dem  einen  Räume  eine 
beliebige  Gerade  zieht,  von  allen  Punkten,  welche  von  dieser  Geraden 
getroffen  werden,  die  entsprechenden  Punkte  des  andern  Raumes  gleich- 
falls durch  eine  Gerade  verbunden  werden  können.  Hieraus  folgt  ver- 
möge der  in  den  vorigen  Paragraphen  dargelegten  Gesetze,  dass  in  der 
That  die  Systeme,  welche  den  entsprechenden  Grössen  zweier  direkt 
affiner  Vereine  zugehören,  zwei  kollineare  Vereine  in  dem  von  Möbius 
dargestellten  Sinne  bilden;  aber  auch  umgekehrt  lässt  sich  zeigen,  dass, 
wenn  zwei  Räume  in  diesem  Sinne  als  kollinear  verwandt  erscheinen, 
die  entsprechenden  Punkte  auch  mit  solchen  Gewichten  behaftet  werden 
können,  dass  die  Vereine  der  so  gebildeten  Grössen  einander  affin ;2i8 
sind;  oder  mit  andern  Worten,  dass  zwei  Räume,  welche  nach  dem 
Princip  der  gleichen  Konstruktionen  einander  kollinear  sind,  es  auch 
nach  dem  Princip  der  gleichen  Zeiger  sind. 


♦)  in  seinem  barycentrischen  Kalkül,  §  217  [ges.  Werke,  Bd.  I,  S.  266]. 
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§  161;  162.   Kollineation  nach  dem  Prinoip  der  gleiohen  Zeiger  und 
nach  dem  Prinoip  der  gleichen  Konstruktion.  Identität  beider  Begriffe. 

§  161. 
Um  dies  zuerst  für  die  Ebene  zu  beweisen,  nehme  man  irgend 
vier  Punkte  in  der  einen  Ebene  an,  yon  denen  keine  drei  in  gerader 
Linie  liegen,  und  ebenso  in  der  andern  auch  vier  solche  Punkte,  und 
setze  sie  einander  entsprechend,  was  nach  dem  Princip  der  gleichen 
Konstruktionen  verstattet  ist,  weil  der  vierte  Punkt  von  den  drei  ersten 
durch  keine  lineare  Konstruktion  abhängt:  Nun  kann  man  in  jeder 
Ebene  dreien  von  den  Punkten  solche  Gewichte  hinzufQgen,  dass  der 
vierte  Punkt  als  Summe  der  so  gebildeten  drei  Elementargrössen  er- 
scheint; denn  wenn  man  nur  jene  drei  Punkte  als  Richtelemente  an- 
nimmt, so  sind  die  drei  Richtstücke^des  vierten  Punktes  die  verlangten 
247  Elementargrossen ;  nimmt  man  nun  diese  drei  Paare  von  Elementar- 
grossen als  einander  entsprechende  Grossen  zweier  affiner  Vereine  an, 
so  sind  auch  die  beiden  vierten  Punkte  entsprechende  Grössen  der- 
selben Vereine.   Nun  erhält  man  nach  dem  Princip  der  gleichen  linearen 

Pig.   15.  Flg.  16. 


Konstruktion  aus  vier  entsprechendenPunktenpaaren-4£  CDund  AB' CD' 
zweier  kollinearer  ebenen  Räume  (Fig.  15  u.  16)  ein  neues  Paar  durch 
das  Kreuzen  der  entsprechenden  Linien  AB  und  CD  einerseits,^  und 
AB'  und  CD'  andererseits,  indem  der  eine  Kreuzpunkt,  da  er  zweien 
Geraden  des  einen  Vereines  angehört,  auch  als  entsprechenden  Punkt 
denjenigen  Punkt  haben  muss,  welcher  den  entsprechenden  Geraden 
des  andern  Vereines  angehört,  also  den  Kreuzpunkt  beider  Geraden. 
Sind  nun  die  zu  jenen  Elementen  gehörigen  Elementargrössen  a,  6,  c,  d 
imd  a',  6',  c,  d'  einander  affin,  so  sind  es  auch  die  Produkte  ah  .  cd 
und  dl! ,  cd'  (§  157),  und  die  Elemente  dieser  Produkte,  das  heisst,  die 
oben  bezeichneten  Kreuzpunkte,  sind  also  dann  auch  nach  dem  Princip  der 
gleichen  Zeiger  einander  kollinear.  Also  je  zwei  Elemente,  welche  in  der 
Ebene  sich  als  entsprechende  nach  dem  Princip  der  gleichen  Konstruktion 
nachweisen  lassen,  sind  es  auch  nach  dem  Princip  der  gleichen  Zeiger. 


Vergleichung  mit  der  gewöhnlichen  Anffas sangsweise.  269 

§  162. 

Entsprechend  lässt  sich  der  Satz  für  Eörperräume  nachweisen, 
indem  man  dann  nur  statt  jener  vier  Punktenpaare  |  fünf  solche  nimmt,  249 
von  denen  keine  vier  in  Einer  Ebene  liegen.  Dann  zeigt  sich,  wie 
nach  dem  Princip  der  gleichen  Konstruktion  jeden  vier  Punkten  des 
einen  Vereins,  welche  in  Einer  Ebene  liegen,  auch  vier  Punkte  des 
andern  entsprechen  müssen,  welche  gleichfalls  in  Eiuer  Ebene  liegen. 

Denn  vier  Punkte,  welche  in  derselben  Ebene  liegen,  müssen  sich 
so  verbinden  lassen,  dass  ihre  Verbindungslinien  sich  kreuzen;  diesem 
Kreuzpimkte  muss  dann  auch  ein  Kreuzpunkt  der  entsprechenden  Ver- 
bindungslinien des  andern  Raumes  entsprechen,  also  müssen  auch  diese 
Verbindungslinien,  also  auch  die  Pimkte,  welche  durch  sie  verbunden 
werden,  in  Einer  Ebene  liegen.  Sind  nun  A,  B,  C,  D,  E  und  A\ 
-B',  C,  D',  JB'  die  fünf  entsprechenden  Punktenpaare,  so  wird  nach 
dem  Princip  der  gleichen  Konstruktion  dem  Durchschnitte  der  Ebene 
ABC  mit  der  geraden  Linie  DE  der  Durchschnitt  von  Ä B'C  mit 
D'-E'  entsprechen. 

Nun  können  wir  ganz  auf  dieselbe  Weise,  wie  vorher,  den  fönf 
Punktenpaaren  solche  Gewichte  geben,  dass  die  so  entstehenden  Ele- 
mentargrossen  a,  6,  c,  rf,  c  |  und  a',  6',  c',  d\  t  einander  affin  werden, 248 
indem  man  nur  in  jedem  Vereine  einen  jener  Punkte  als  VieKachen- 
summe  der  übrigen  desselben  Vereins  darzustellen,  und  diese  Vielfachen 
als  die  entsprechenden  Elementargrössen  zu  setzen  braucht.  Dann  sind 
nach  §  157  auch  die  Produkte  abc.de  und  aVc.d^e  einander  ent- 
sprechende Grössen  jener  affinen  Vereine;  die  Elemente  dieser  Pro- 
dukte, das  heisst,  die  oben  bezeichneten  Durchschnittspimkte,  sind  also 
dann  auch  nach  dem  Princip  der  gleichen  Zeiger  einander  kollinear 
entsprechend. 

Somit  wieder,  wenn  irgend  fünf  Elemente  des  einen  Vereines  nach 
beiden  Principien  fünf  Elementen  des  andern  entsprechen,  so  wird  auch 
jedes  sechste  Elementenpaar,  was  nach  dem  Princip  der  gleichen  Kon- 
struktion sich  als  entsprechendes  nachweisen  lässt,  sich  auch  nach  dem 
Princip  der  gleichen  Zeiger  als  solches  nachweisen  lassen. 

Es  ist  also  in  der  That  die  Identität  beider  Principien  für  ebene 
sowohl  als  körperliche  Räume  nachgewiesen.  Bei  Punkten  einer  geraden 
Linie  reicht  das  Princip  der  gleichen  Konstruktionen  nur  dann  aus, 
wenn  man  mit  den  Konstruktionen  aus  der  geraden  Linie  herausgeht, 
und  also  ein  entsprechendes  Punktenpaar  ausserhalb  derselben  an- 
nimmt; das  Princip  der  gleichen  Zeiger  |  hat  hingegen  auch  dann  noch,-25ö 
wie  überhaupt  immer,  seine  direkte  Anwendung. 
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§  163.     Identität  der  Beoiprooitöt  naoh  beiden  Frinoipien. 

Nach  dem  Princip  der  gleichen  Konstruktion  nennen  wir  zwei 
Vereine  einander  reciprok,  wenn  jedem  Punkte  des  ersten  Vereins  eine 
Gerade  des  andern  dergestalt  entspricht,  dass,  wenn  man  in  der  Ebene 
des  ersten  Vereines  eine  Gerade  zieht,  von  allen  Punkten,  welche  in 
dieser  Geraden  liegen,  die  entsprechenden  Geraden  des  andern  Ver- 
eines durch  einen  Punkt  gehen,  und  umgekehrt  zu  allen  Geraden  des 
zweiten  Vereines,  welche  durch  denselben  Punkt  gezogen  werden  können, 
die  entsprechenden  Pimkte  des  ersten  in  einer  geraden  Linie  liegen. 

Ebenso  werden  zwei  räumliche  Vereine  einander  nach  dem  Princip 
der  gleichen  Konstruktion  reciprok  sein,  wenn  die  Ebenen  des  zweiten 
Vereins,  welche  den  sämmtlichen  Punkten  einer  Geraden  im  ersten 
entsprechen,  sich  in  einer  und  derselben  Geraden  schneiden,  und  um- 
gekehrt die  Punkte  des  ersten  Vereins,  welche  den  sämmtlichen  Ebenen 
[entsprechen],  die  durch  dieselbe  gerade  Linie  gehen  und  dem  zweiten 
Vereine  angehörig  gedacht  werden,  sich  durch  eine  gerade  Linie  ver- 
binden lassen. 

Es  bedarf  kaum  noch  einer  Auseinandersetzung,  dass  die  auf 
249  diese  Weise  |  reciproken  Gebilde  es  auch  nach  dem  Princip  der  gleichen 
Zeiger  sind,  indem  sich  dies  genau  auf  dieselbe  Weise  ergiebt,  wie  es 
sich  oben  für  die  Kollineation  ergab. 

§  164.     Identität  des  AfAnitätsbegriffes  nach  beiden  Frinoipien 

für  Funktvereine. 

Setzen  wir  drei  Punkte,  die  nicht  in  einer  geraden  Linie  liegen, 
entsprechend  mit  drei  Punkten,  die  auch  nicht  in  gerader  Linie  liegen, 
und  bilden  daraus  durch  gleiche  Zeiger  zwei  Vereine  entsprechender 
Grössen:  so  wird  das  Gewicht  einer  jeden  Grösse  die  Summe  ihrer 
drei  Zeiger,  also  das  Gewicht  zweier  entsprechender  Grössen  dasselbe 
sein;  es  erscheinen  also  auch  die  Punkte  selbst  überall  als  entsprechende 
Grössen,  und  es  herrscht  also  zwischen  den  Vereinen  der  entsprechenden 
Punkte  selbst  Affinität.  Daraus  folgt,  dass,  wenn  a,  b,  c  drei  in  gerader 
Linie  liegende  Punkte,  a,  h\  c  drei  ihnen  entsprechende  Punkte  eines 
affinen  Punktgebildes  sind,  dann  nicht  nur  auch  a',  V,  o  in  gerader 
Linie  liegen,  sondern  auch  die  zwischen  ihnen  befindlichen  Abschnitte 
proportional  sein  müssen,  denn  wenn 

ah  =  mhCy 

-25ii8t,  wo  m  eine  Zahl  vorstellt,  so  wird   auch  nach  dem   allgemeinen 
Geöetz  der  Affinität 

'1.'  7  '    ' 

ab  =  mb  c 
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sein,  und  nach  der  Annahme  sollten  auch  a',  }>\  c  Punkte  sein^  wenn 
Gy  hy  c  es  waren.  Es  fällt  somit  unser  Begriff  der  Affinität  mit  dem  sonst 
üblichen  Begriff  derselben  zusammen^  sobald  er  auf  dieselben  Grössen^ 
nämlich  auf  blosse  Punkte  (mit  gleichen  Gewichten)  angewandt  wird. 
Die  Erzeugung  affiner  Punktvereine  tritt  noch  klarer  hervor,  wenn 
wir  ParaUelkoordinaten  zu  Grunde  legen,  oder  nach  unserer  Benennungs- 
weise, wenn  wir  zu  einem  Punkt  und  zwei  Strecken  des  einen  Vereins 
in  dem  andern  Vereine  einen  Punkt  und  zwei  Strecken  als  entsprechende 
setzen,  und  dann  die  entsprechenden  Grössen  durch  gleiche  Zeiger  er- 
zeugen: dann  wird  das  Gewicht  dieser  Grössen  gleich  dem  zu  jenem 
Punkte  gehörigen  Zeiger  sein,  und  also  gleich  Eins  erscheinen,  wenn 
jener  Zeiger  der  Einheit  gleich  wird.  Zieht  man  somit  in  dem  einen 
Gebilde  von  einem  Punkte  aus  zwei  Strecken,  und  in  dem  andern  von 
dem  entsprechenden  Punkte  aus  zwei  entsprechende  Strecken,  und  setzt 
diese  Strecken  als  Richtmasse  für  die  Richtstücke  der  demselben  Ge- 
bilde zugehörigen  Punkte,  so  haben  die  entsprechenden  Punkte  beider 
Vereine  stets  gleiche  Gewichte;  und  zugleich  sind  dadurch  aus  drei 
Paaren  entsprechender  |  Punkte  alle  übrigen  entsprechenden  Punkten- 250 
paare  zweier  affiner  Punktgebilde  bestimmt. 

§  165.     Die  metrischen  Belationen  zweier  kollinearer  Punktgebilde. 

Was  die  metrischen  Relationen  zweier  kollinearer  Punktgebilde 
betrifft,  so  sind  diese  auf  eine  höchst  einfache  Weise  dadurch  ausge- 
drückt, dass 

jede  Grundgleichungy  welche  unabhängig  ist  von  den  Masswerthen  der 
darin  vorkommenden  Grössen,  bestehen  bleibt,  wenn  man  statt  der  Grössen 
die  entsprechenden  eines  Jcollinearen  Vereines  setzt. 

Nämlich,  da  man  diese  Masswerthe  auch  so  setzen  kann,  dass 
beide  Vereine  von  Grössen  affin  werden,  und  für  affine  Grössenvereine 
die  Geltung  dieses  Satzes  erwiesen  ist,  so  gilt  er  nun  unter  jener 
Voraussetzung  auch  für  kollineare  Vereine. 

Eine  specielle  Folgerung  dieses   aDgemeinen   Satzes,  welcher  die 

metrischen  Relationen,  welche  zwischen  kollinearen  Gebilden  herrschen, 

in  ihrer    ganzen  VoDständigkeit    umfasst,  ist  zum  Beispiel  die,  dass 

jeder   Doppelquotient  \  zwischen   vier  Grössen  A,  B,  C,  D,  welcher ;255 

einen  Zahlenwerth  darstellt,  auch  denselben  Zahlenwerth  behält,  wenn 

man  statt  A,  B,  C,  D  die  entsprechenden  Grössen  Ä,  B\  G\  If  eines 

kollinear  verwandten  Gebildes  setzt;  nämlich  ein  solcher  Doppelquotient, 

da  er  sich  in  der  Form 

AB     CD 

BC  •  WÄ  =  ''* 
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darstellen  lässt,  ist  unabhängig  von  dem  Masswerthe  der  vier  Grössen 
Ay  Bf  C,  D,  weil  jede  im  Zähler  und  Nenner  einmal  vorkommt,  folg- 
lich wird,  wenn  man  diesen  gleich  einer  Zahl  m  setzt,  diese  Gleichung 
auch  fortbestehen,  wenn  man  statt  der  Grossen  A ,  B,  C,  7)  die  ihnen 
kollinear  entsprechenden  Grössen  Ä,  B\  C\  /)'  setzt,  und  man  hat 

somit 

AB     CD       AB'     CJy 


•    -    -  - 


251 


BC    DA        BC    DTA' 

Namentlich  hat  man,  wenn  a,  b,  c,  d  Punkte  einer  geraden  Linie  sind, 

und  a,  h\  Cy  d'  die  entsprechenden, 

ab     cd        ab'    d_d[ 
bc'  da'^  b'if'  d:a'' 

Ebenso  ist,  wenn  A  eine  Linie,  6,  c,  d  aber  Punkte  sind,  welche 
mit  A  in  derselben  Ebene  liegen  und  selbst  unter  einander  in  der- 
selben geraden  Linie  liegen, 

bA    cd       VA     d_d^ 
Äc'  db  ^  Äc''  db'' 

Femer,  wenn  A  und  C  gerade  Linien,  6  und  d  Punkte  sind,   und  A, 

0,  iy  d  in  derselben  Ebene  liegen,  so  ist 

Ab    Cd        Ab'     C'^ 
bC'  dA  '^  YC'  d Ä' 

Ferner,  wenn  A  und  C  Ebenen,  h  und  d  Punkte  sind,  so  ist 

Ah     Cd  _  A  V    C"  d 
bC  '  dÄ  ~  y&  '  d'A' 

Endlich,  weim  Ay  B,  Cy  D  Linien  im  Räume  sind,  so  ist 

AB     CJD        AR    CD' 
BC'  DA  ^  BC'TTÄ' 

Die  hinzugefügten  Bedingungen  entsprechen  nämlich  der  in  dem  all- 
gemeineren Satze  hinzugefügten  Bedingung,  dass  der  Doppelquotient 
eine  Zahl  darstellen  soU. 

§  166.     Zusaniinenhang  swisohen  Kollineation  und  Projektion. 

(Ferspektivität). 

25^  Wie  sich  nun  die  Eollineation  zur  Affinität  verhält,  so  verhält 
sich  die  Projektion  zur  Abschattung,  indem,  wie  wir  oben  zeigten,  bei 
Elementargrössen  das  System  der  Abschattung  die  Projektion  dar- 
stellte. Es  werden  also  auch  alle  Grundgleichungen,  welche  von  dem 
Masswerthe  ihrer  Grössen  unabhängig  sind,  bestehen  bleiben,  wenn 
man  statt  der  Gr()ssen  ihre  Projektionen  setzt;  namentlich  werden  auch 
jene  Doppelquotienten  bei  der  Projektion  denselben  Werth  beibehalten. 
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Wie  ferner  die  durch  Abschattung  aus  einander  erzeugbaren  Ver- 
eine eine  besondere  Art  der  Affinität  darstellten,  so  werden  nun  auch 
die  durch  Projektion  aus  einander  erzeugbaren  Vereine  eine  besondere 
Art  der  Kollineation  darstellen,  und  zwar  können  wir,  wenn  wir  die 
durch  Projektion  aus  einander  erzeugbaren  Vereine  perspektivische 
nennen,  den  Satz  aufstellen: 

Zu?ei  koUineare  Vereine  sind  dann  und  nur  dann  perspektivischy 
wenn  in  deni  Durchschnitte  der  beiden  SysteniCy  detn  jeyte  Vereine  ange- 
hören, je  zwei  entsprecliende  Punkte  misammenf allen  y  und  der  Sinn  der 
Projektion  ist  dann  bestimmt. 

Dieser  Satz  ist  eben  nur  eine  üebertragung  des  in  §  158  für  die 
Abschattung  aufgestellten  Satzes.  Namentlich  folgt  daraus  auch,  dass 
zwei  kollineare  Linien,  welche  nicht  in  Einer  Ebene  liegen,  stets  per- 
spektivisch sind,  weil  sie  sich  nicht  schneiden.  Endlich  wird  in  dem- 
selben Falle,  in  welchem  die  koDinearen  Vereine  zugleich  |  affin  werden,  252 
die  Projektion  mit  der  Abschattung  identisch  werden;  nämlich,  wenn 
die  Abschattung  und  die  abgeschattete  Grösse  Punkte  oder  überhaupt 
Elementargrössen  erster  Stufe  mit  gleichen  Gewichten  darstellen.  Dies 
wird  der  Fall  sein,  wenn  das  Leitsystem  ein  Ausdehnungssystem  ist 
(oder  anders  ausgedrückt,  als  Elementarsystem  ins  Unendliche  fallt). 
Dieser  Fall  trat  im  ersten  Abschnitte  (§  82)  ein,  weshalb  dort  Pro- 
jektion und  Abschattung  zusammenfielen. 

§  167.  Harmonisohe  Gleiohungen,  KonBtruktion  der  harmonisohen 
Mitte.    Harmonisohe  Summe ,  harmonische  Koeffioienten.    Folsystem. 

Fragen  wir  überhaupt  danach,  welche  Gleichungen  unabhängig 
sind  Ton  dem  Masswerthe  der  Grössen  geltender  Stufe,  die  darin  vor- 
kommen, und  welche  also  in  der  Projektion  und  überhaupt  in  der 
Kollineation  bestehen  bleiben,  so  sind  es  diejenigen,  bei  welchen  jede 
Grösse  von  geltender  Stufe  in  demselben  Ghede  eben  so  oft  als  Faktor 
des  Nenners  vorkommt,  wie  als  Faktor  des  Zählers,  und  nur  diejenigen 
Faktoren,  welche  sämmtlichen  Zählern  |  oder  Nennern  gemeüischaft-^54 
lieh  sind,  können  in  den  Gliedern  beliebig  oft  vorkommen,  wenn  nur 
in  allen  gleich  oft. 

Die  einfachste  Form  einer  solchen  Gleichung  ist  daher 

wo  a,  /J,  .  . .  Zahlengrössen  vorstellen,  und  wobei  wir,  damit  die  Glei- 
chung einen  bestimmten  Sinn  gewinne,  annehmen  müssen,  dass  die 
Nenner  PA ,  P JB,  . . .  einander  gleichartig  sind,  ohne  null  zu  werden. 

GrasHmanii,  Workc.     I.  18 
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Setzen  wir  dies  voraus,  und  nehmen  wir  Q  gleich  der  Einheit,  wodurch 
die  Gleichung  übergeht  in 

so  nennen  wir  dieselbe  eine  harmonische  »Gleichung,  a,  /3,  .  . .  die 
harmonischen  Koeffidenten  (harmonischen  Gewichte),  die  Systeme  von 
-4.,  .B,  ...  die  harmonischen  Systeme ^  V  das  Polsystem,  Verstehen  wir 
unter  A,  B, . ..  blosse  Systeme,  so  schreiben  wir  die  Gleichung  auch  so: 

P 

aA  +  ßB-] =  0, 

imd  sagen,  der  Ausdruck  a-4  +  /3-B  H sei  in  Bezug  auf  P  gleich  Null. 

Die  Bedingung,  dass  die  Grossen  PA^  PB,  ,  .  .  alle  einander 
gleichartig  sein  müssen,  ohne  null  zu  werden,  können  wir  auch  so 
ausdrücken,  dass  für  alle  diese  Produkte  das  nächstumfassende  System 
253  und  das  gemeinschaftliche  System  der  Faktoren  dieselben  sein  müssen. 
Wenn  das  nächstumfassende  System  in  allen  dasselbe  sein  soU,  so 
heisst  das,  es  muss  dasselbe  zusammenfallen  mit  demjenigen  Systeme, 
was  die  sämmtlichen  Grössen  P,  A,  B, . .  .  zunächst  umfasst,  das  heisst, 
mit  dem  Hauptsysteme  der  Gleichung.  Wenn  das  gemeinschaftliche 
System  in  einem  jener  Produkte,  also  auch  in  allen  von  nullter  Stufe 
ist,  so  sind  die  Produkte  äussere,  und  dann,  aber  auch  nur  dann  sind 

die  Werthe  der  Quotienten  -pjf  •-.   bestimmte  Grössen   (§  141).    In 

diesem  Falle  nennen  wir  die  harmonische  Gleichung  eine  harmonische 

von  reiner  Form.    Aber  obgleich  in  dem  andern  Falle   die  Quotienten 

aA 

-p-T  nur  partiell  bestimmte  Werthe  darstellen,  so   behält  die  harmo- 

^55nische  Gleichung  |  dennoch  auch  dann  ihre  bestimmte  Bedeutung,  welche 
wir  nun  aufsuchen  wollen. 

Da  P^l,  PBy  . .  .  einander  gleichartig  sind,  ohne  null  zu  werden, 
so  müssen  sich  solche  Masswerthe  von  A,  B, ...  annehmen  lassen,  dass 

PA  =  PB=' 

ist;  dann  wird  die  Gleichung  in  der  Form 

aA  +  ßB+-'- 
^Ä ^ 

erscheinen,   woraus   man   durch  Multiplikation   mit   PA   die   absolute 

Gleichung 

ccA  +  ßB-i =  0 

erhält.     Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  P,  so  erhält  man 

(a  +  /3+..)^lP  =  0, 
das  heisst 
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a  +  ß-] =0, 

oder: 

in  einer  harmonisdien  Gleichung  ist  die  Summe  der  harmonischen 
Koefficienten  auf  beiden  Seiten  gleich. 

Zugleich  erhält   man    hierdurch  ein  Mittel,  um  den  Werth  (fS, 

welcher  der  Gleichung 

P 

aA  +  ßB-] =  6S 

genügt)  zu  konstruiren^  das  heisst,  den  harmonischen  Koefficienten  und 
das  harmonische  System  dieses  Gliedes  zu  finden;  nämlich^  erstens  ist 

zweitens  ist,  wenn  A,  B,  .,,  so  gross  gemacht  sind,  dass  die  Pro- 254 
dukte  mit  P  einander  gleich  sind,  und  auch  S  in   solcher  Grösse  an- 
genommen wird,  nach  dem  Vorigen 

ccA  +  ßB-\ =  <yS 

oder 

S=  "^  +  P^H — 

wodurch  S  selbst,  wenn  nicht  etwa  6  null  ist*),  bestimmt,  also    B.uch256 
das  System  von  S  bestimmt,  die  Bedeutung  der  harmonischen  Gleichung 
somit  nachgewiesen  ist. 

Wir  nennen  das  System  von  S  die  harmonische  Mitte  zwischen 
den  Systemen  -4,  JB,  ...  in  Bezug  auf  die  zugehörigen  Koefficienten 
a,  /J,  . .  .  und  das  Polsystem  P,  und  dies  System,  verbunden  mit  dem 
harmonischen  Koefficienten  («  +  /?  +  •••)?  nennen  wir  die  auf  P  be- 
zügliche harmoniscJie  Summe  von  a-4,  /JP,  .... 

§  168.     Umgestaltung  reiner  harmonischer  Gleichungen. 

Im  vorigen  Paragraphen  haben  wir  gezeigt,  dass  eine  harmonische 
Gleichung  auch  als  absolute  besteht,  wenn  man  den  Systemen  solche 
Masswerthe  beilegt,  dass  ihre  Produkte  mit  dem  Polsysteme  einander 
gleich  werden.  Wir  können  nun  auch  umgekehrt  schliessen  und  sagen, 
eine  Gleichung  etvisdien  Vielfachensummen  von  Grössen  ^  deren  Produkte 
mit  einer  und  derselben  Grösse  P  gleichen  Werth  liefern  j  sei  eine  har- 


*)  Ist  c  null,  und  auch  aA-\'  ßB  -\ —  •  =  0,  so  ist  S  gänzlich  unbestimmt, 
wie  dies   auch  in  der  Idee  der  harmonischen  Gleichung  liegt.    Ist  c  null,  und 

aA-{-  ßB  -\ stellt  einen  geltenden  Werth  dar,  so  giebt  es  keinen  (endlichen) 

Werth  von  Ä,  welcher  der  Gleichung  genügt;  da  dann  auch  (aA-\-  ßB  -{-••*)  P 
gleich  Null  ist,  so  ist  klar,  dass  das  System,  was  jener  Summe  entspricht,  auch 
nicht  der  Bedingung,  mit  P  ein  Produkt  von  geltendem  Werthe  zu  liefern,  genügt. 

18* 


276       Aj.    Abschn.  U.  Kap.  4.   Verwandtschafbsbeziehungen.  ^§  168,  169. 

monischcy  wenn  man  die  Koefficienten  jener  Grössen  als  harmonische 
Koefficienten  der  durch  sie  dargestellten  Systeme  ^  das  System  von  P  aber 
als  Polsystem  setzt. 

In  der  That,  ist 

ccA  +  ßB-] «<yS 

die  gegebene  Gleichung,  und  ist 

PA=^PB PS, 

so  erhält  man,  indem  man  mit  PS  dividirt,  und  links,  statt  die  Summe 
zu  dividiren,  die  Stücke  dividirt,  indem  man  dann  statt  PS  die  ihm 
gleichen  Ausdrücke  setzt,  die  harmonische  Gleichung 

255  « A  +  M  + 'A 

Pä^  PB^  PS' 

oder 

P 

aA  +  ßB-^ =  0, 

wo  -4,  JS,  .  . .  nur  noch  blosse  Systeme  vorstellen. 

Durch  diese  Sätze  ergeben  sich  nun  leicht  die  Umwandlungen, 
welcher  eine  harmonische  Gleichung,  welche  in  reiner  Form  erscheint, 
fähig  ist. 

Zuerst  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass  man  einestheils  die  sämmt- 

liehen  harmonischen  Systeme,   andemtheils   das  Polsystem  nut  einem 

^57  Systeme  L  äusserlich  kombiniren  darf,  welches  von  dem  |  Hauptsysteme 

der  ursprünglichen  Gleichung  unabhängig  ist,  ohne  dass  die  Gleichimg 

aufhört,  eine  harmonische  zu  sein.   Denn,  wenn 

aÄ  +  ßB  -] =  0 

und 

PA  =  PB=- 

ist,  so  ist  klar,  dass,  wenn  L  von  PA  unabhängig  ist  und  PA,  wie 
wir  voraussetzten,  ein  äusseres  Produkt  ist,  auch 

LPA  =  LPB=     ' 

sei,  also  auch  LP  als  Polsystem  angenommen  werden  könne,  dass  ferner 

aAL  +  ßBL-^ =  0 

und 

PAL  =  PBL  =  '' 

sei,  also  diese  mit  L  kombinirte  Gleichung  noch  in  Bezug  auf  das- 
selbe Polsystem  P  eine  harmonische  sei. 

Ohne  Vergleich  wichtiger  als  diese  Umwandlungen  sind  diejenigen, 
bei  welchen  man  nicht  aus  dem  Hauptsysteme  der  ursprünglichen 
Gleichung  herausgeht.  Setzt  man  nämlich  P  gleich  Q.R,  sei  es  nun, 
dass   Q  .  P  ein  äusseres,  oder  dass   es  ein,  auf  das  Hauptsystem   der 
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Gleicliung  bezügliches,  eingewandtes  Produkt  darstelle,  so  wird,  da 
P.  A  als  äusseres  oder  auch  als  eingewandtes  Produkt  nullter  Stufe 
betrachtet  werden  kann,  das  Produkt  Q.R.A  ein  reines,  also  (nach 
§  139)  gleich  Q.{R.Ä)  sein.   Multiplicirt  man  daher  die  ursprüngliche 

Gleichnng 

aA  +  ßB'\ =  0, 

zu  welcher  die  Bedingungsgleichungen 

F.A  =  P,B=",  256 

oder 

Q.{R,A)  =  Q.{R.B)=-' 

gehören,  mit  It,  so  erhält  man 

aBA  +  ßBB-^ =  0, 

welche  vermöge  der  Bedingungsgleichungen  in  Bezug  auf  Q  harmonisch 
ist.     Also: 

Stellt  nmn  das  PoUystenh  einer  reinen  Jiarmonisclien  Gleichung  als 
Kombination  dar,  sei  es  als  äusserey  oder  als  eii^gewandte  auf  das  Haupt- 
System  der  Gleichung  heziigliclie:  so  bleibt  die  Gleichung  eine  reine  luzrnio- 
nisdie,  wenn  man  das  \  eine  Glied  jener  Kombination  mit  den  huntwni'258 
seilen  Systemen  kombinirt,  das  andere  als  Polsystem  setzt,  alles  übrige 
aber  unverändert  lässt 

Um  die  Allgemeinheit  dieses  Satzes  und  den  Reichthum  der  Be- 
ziehungen zu  übersehen,  welchen  er  in  sich  fasst,  haben  wir  auch  die- 
jenigen harmonischen  Gleichungen  in  Betracht  zu  ziehen,  welche  nicht 
in  reiner  Form  erscheinen. 

§  169.  Umwandlung  des  Folsystems  einer  harmonisohen  Gleichung. 

Ist  die  Gleichung 

aA  +  ßB  +'-  =  () 

mit  den  Bedingungsgleichungen 

PA  =  PB=-  ' 

gegeben,  und   sind   die   Produkte  PAj  . ...  eingewandte,  so  lässt  sich 

die  harmonische  Gleichung,  welche  daraus  hervorgeht,  in  reiner  Form 

darstellen.     In  der  That,  wemi  E  das   System  darstellt,  welches   den 

Faktoren   eines   jeden    dieser  Produkte   gemeinschaftlich    ist,  so  wird 

P  sich  als  äusseres  Produkt  in   der  Form  QE  darstellen  lassen,   und 

man  hat 

PA  =  QE.Ä=  QA.E-, 

also  gehen  die  Bedingimgsgleichungen  über  in 

QA,E=  QB.E='", 
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oder^  da  E  dem  QA,  ...  untergeordnet  ist;  in 

QA  =  QB , 

wo  QAy  ...  äussere  Produkte  sind;  und  die  Gleichung  ist  also  auch 
harmonisch  in  Bezug  auf  (^,  das  heisst 

Q 

aA  +  ßB  +  '"  =  0, 

267  und  sie  ist  nun  in  reiner  Form  dargestellt. 

Also  „eine  unreine  harmonische  Gleichung  bietet  stets  ein  System 
(E)  dar^  welches  den  sämmtlichen  harmonischen  Systemen  und  dem 
Polsysteme  derselben  (P)  gemeinschaftlich  ist,  und  man  kann  die 
Gleichung  in  reiner  Form  darstellen,  indem  man  als  Polsystem  irgend 
ein  System  (Q)  setzt,  dessen  äussere  Kombination  mit  jenem  gemein- 
schaftlichen Systeme  (E)  das  ursprüngliche  Polsystem  (P)  liefert.'* 
Da  man  nun  aus  den  zuletzt  gefundenen  Bedingungsgleichungen 

QA  =  QB 

för  den  Fall,  dass  Aj  By  ...  das  gemeinschaftliche  System  E  haben, 
;959und  jB,  dem  E  untergeordnet  ist,  die  neuen  Bedingungsgleichungen 

QA,E,  =  QB.E,==''', 

oder,  da  E^  auch  dem  A^  Bj  ...  untergeordnet  ist,  die  Bedingungs- 
gleichungen 

QE,.A  =  QE^.B 

ableiten  kann^  so  folgt,  dass  dieselbe  Gleichung  auch  noch  harmonisch 
ist  in  Bezug  auf  QE^.  Daraus  folgt,  dass  man  in  einer  reinen  har- 
monischen Gleichung  das  Polsystem  mit  einem  Systeme,  welches  allen 
harmonischen  Systemen  untergeordnet  ist,  kombiniren  und  diese  Kom- 
bination als  Polsystem  setzen  kann,  oder  allgemeiner: 

Wenn  die  harmonischen  Systeme  einer  Gleichung  ein  Systetn  von 
geltender  Stufe  gemeinschaftlich  haben,  so  kann  man  das  Polsystem  be- 
liebig ändern,  wenn  nur  dasjenige  System,  welches  jenes  gemeinschaftlictie 
System  und  dieses  Polsystem  zunächst  umfasst,  dasselbe  bleibt. 

Nehmen  wir  femer  an,  dass  in  einer  reinen  harmonischen  Glei- 
chung das  Polsystem  demjenigen  Systeme  R,  was  die  sämmtlichen 
harmonischen  Systeme  zunächst  umfasst,  nicht  untergeordnet  sei,  son- 
dern mit  ihm  nur  ein  System  E  gemeinschaftlich  habe  und  sich  also 
in  der  Form  QE  darstellen  lasse,  wo  Q  von  jenem  nächstumfassenden 
Systeme  unabhängig  ist,  so  kann  man  statt  der  Bedingungsgleichungen 

QEA  =  QEB='' 

auch;  da  Q  von  dem  Systeme,  welches  die   Faktoren  EA,  EB,  . .  . 


t- 
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zTinuchst    umfasst^   unabhängig   ist^   nach    §  81    mit  Weglassung   des 
Faktors  Q  die  Gleichungen 

EA  =  EB  =  •   •  258 

setzen^  das  heisst,  die  Gleichung  ist  auch  harmonisch  in  Bezug  auf  E] 
da  man  nun  nach  §  168  auch  E  wieder  mit  jedem  von  E  unabhängigen 
Systeme  äusserlich  kombiniren  darf^  so  haben  wir  den  Satz: 

Man  Tcann  in  einer  reinen  liarmonischen  Gleichung  das  Polsysteni 
beliebig  in  der  Art  ändern,  dass  dasjenige  System,  welclies  es  mit  defu,  alle 
harmonischen  Systeme  mnädist  umfassenden  Systeme  gemeinschafüidi  hat, 
dasselbe  bleibt. 

Dieser  Satz  entspricht  dem  vorhergehenden  und  lässt.  sich,  "wenn 360 
man   will,  in  die  ganz  entsprechende  Form  kleiden.     Auch  übersieht 
man  leicht,  wie  man  durch  Kombination  dieser  beiden  Gesetze  ein  all- 
gemeineres Gesetz  ableiten  könnte,  welches  jedoch  wegen  seiner  ver- 
wickelten Form  von  geringerer  Bedeutung  ist*). 

§  170.    Umwandlnng  harmonisoher  Gleichungen  bei  nnverändertem 
Folsysteme.     Allgemeiner  Satz  über  harmonisohe  Mitten. 

Vermittelst  dieser  Sätze  mm  können  wir  den  Satz  aus  §  168 
noch  in  einer  etwas  einfacheren  und  für  die  Anwendung  bequemeren 
Form  darstellen. 

Nämlich,  wenn  wir  die  dort  gewählte  Bezeichnung  wieder  auf- 
nehmen, so  können  wir  in  der  harmonischen  Gleichimg 

Q 

aRA  +  ßRB-^ =  0 

nach  den  beiden  Sätzen  des  vorigen  Paragraphen  statt  Q  auch  QR, 
das  heisst  P  setzen,  und  haben  somit  den  Satz: 

In  einer  reinen  harmoniscJwn  GleicJmng  kann  man  ohne  Aenderung 
des  Polsystetns  die  harmonischen  Glieder  mit  jedem,  dem  Polsystem  ein- 
geordneten Systeme  kombiniren. 

In  diesem  Satze  liegen  die  sämmtlicheu  Sätze  über  die  harmo- 
nischen Mitten  (centres  de  moyennes  harmoniques) ,  welche  Poncelet 
aufgestellt  hat**). 


•)  Es  würde  dies  Gesetz  etwa  so  ausgedrückt  werden  können:  Wenn  man 
ein  veränderliches  Polsystem  mit  dem  die  harmonischen  Systeme  zunächst  um- 
fassenden Systeme  kombinirt,  und  dabei  dasjenige  System,  welches  diese  Kom- 
bination und  das  allen  harmonischen  Systemen  gemeinschaftliche  System  zunächst 
umfasst,  konstiint  bleibt,  so  bleibt  die  harmonische  Gleichung  als  solche  in  Bezug 
auf  jenes  veränderliche  Polsystem  bestehen. 

**)  In  seinem  Memoire  8ur  les  centres  de  moyennes  harmoniqucs,  welches  im 
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lu  der  Tliat^  hat  man  zum  Beispiel  in  einer  Ebene  die  harmonische 
359  Mitte  mehrerer  Linien  in  Bezug  auf  gewisse  harmonische  Koefficienten 
und  einen  Punkt  der  Ebene  als  Pol,  und  man  zieht  durch  diesen 
Pimkt  eine  gerade  Linie,  so  wird  zwischen  den  Durchschnittspimkten 
dieser  Linie  mit  den  ersteren  nach  dem  zuletzt  angeführten  Satze  in 
Bezug  auf  denselben  Pol  auch  dieselbe  harmonische  Gleichung  herr- 
^6'i  sehen;  oder,  anders  ausgedrückt,  wenn  {  man  durch  einen  festen  Punkt 
eine  veränderliche  Gerade  zieht,  welche  eine  Reihe  von  n  festen  Ge- 
raden derselben  Ebene  schneidet,  und  man  bestimmt  in  Bezug  auf  jenen 
Punkt  als  Pol  die  harmonische  Mitte  zwischen  den  mit  konstanten 
harmonischen  KoefEcienten  behafteten  Durchsclmittspunkten,  so  liegt 
dieselbe  in  einer  festen  Geraden,  und  zwar  ist  diese  Gerade  die  har- 
monische Mitte  jener  n  Geraden  in  Bezug  auf  denselben  Pol  und  die- 
selben harmonischen  Koefficienten.  Hat  man  auf  der  andern  Seite  in 
Bezug  auf  eine  Axe  die  harmonische  Mitte  zwischen  einer  Reihe  von 
n  Punkten  derselben  Ebene,  und  man  legt  durch  irgend  einen  Punkt 
der  Axe  imd  jene  n  Punkte  gerade  Linien,  so  findet  zwischen  ihnen 
nach  dem  angeführten  Satze  in  Bezug  auf  die  Axe  dieselbe  harmonische 
Gleichung  statt,  wie  zwischen  jenen  n  Punkten.  Oder,  verbindet  man 
einen,  in  einer  festen  Geraden  liegenden,  veränderlichen  Punkt  mit  n 
festen  Punkten  derselben  Ebene,  so  geht  die  harmonische  Mitte  dieser 
Verbindungslinien  in  Bezug  auf  jene  Gerade  als  Axe  und  in  Bezug 
auf  eine  Reihe  konstanter  Koefficienten,  welche  jenen  Punkten  zu- 
gehören, durch  einen  festen  Punkt,  und  zwar  ist  dieser  Punkt  die  har- 
monische Mitte  der  gegebenen  n  Punkte  in  Bezug  auf  dieselbe  Axe. 

Wollen  wir  die  zweite  Ausdrucksform  in  ihrer  ganzen  Allgemein- 
heit darstellen,  so  gelangen  wir  zu  folgender  neuen  Form  des  oben 
aufgestellten  Satzes: 

Kombinirt  man  ein  veränderliches  System  R,  welches  einem  festen 
Systeme  P  als  Polsysteftie  eingeordnet  ist,  mit  n  festen  Systemen  A^B,  ,,.y 
deren  jedes,  mit  dem  Polsystetne  Jcombinirt,  das  Hauptsystem  liefert:  so  ist 
die  harmonische  Mitte  jener  n  Kmnhinationen  in  Bezug  auf  n  zugehörige 
feste  Koefficienten  a,  ß,  . . . ,  dereti  Summe  nicht  null  ist,  und  auf  jenes 
aco  Polsyste^n  P  |  einem  festen  Systeme  Q  eingeordnet,  und  zivar  ist  dies  feste 


dritten  Bande  des  Crelle^scben  Journals  [S.  213  —  272]  abgedruckt  ist.  —  Eine 
Erweiterung  dieser  Poncelot'schen  Theorie  habe  ich  in  einer  Abhandlung 
„Theorie  der  Centralen",  welche  im  24-ten  Bande  desselben  Journals  [auf  S.  262 
—  282  und  372  —  380]  abgedruckt  ist,  versucht.  [Die  Poncelet'sche  Arbeit  ist  in 
dem  „Traite  des  propri^tös  projectives  des  figures"  wieder  abgedruckt  und  zwar  in 
Bd.  2  auf  S.  1-50] 
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System  Q  die  liarmonische  Mitte  der  n  festen  Systeme  Ä,  B, ., »  in  Bezug 
auf  dieselben  Koefficienten  a,  /J,  . . .  und  auf  dasselbe  Polsystem  P. 

Diese  Ausdrucksform  ergiebt  sich  aus  der  ersteren  (im  vorigen 
Paragraphen  aufgestellten)  mit  vollkommener  Schärfe,  wenn  man  von 
dem  Satze  Gebrauch  macht,  dass  wenn  das  Polsystem,  die  harmonischen 
Systeme,  deren  jedes  mit  dem  Polsysteme  kombinirt  das  Hauptsystem 
liefert,  imd  die  zugehörigen  harmonischen  Koefficienten,  |  deren  Summe  ^(75 
aber  nicht  nuD  sein  darf,  gegeben  sind,  die  harmonische  Mitte  jedesmal 
bestimmt  ist. 

Die  letzte  Bestimmmig  in  diesen  Sätzen,  dass  nämlich  das  feste 
System  Q,  dem  jene  harmonischen  Mitten  eingeordnet  sind,  selbst  als 
harmonische  Mitte  erscheint,  fehlt  in  der  Poncele tischen  Darstellung, 
und  es  bieten  daher  die  hier  gefundenen  Ausdrucksformen,  da  die  har- 
monische Mitte  nach  §  167  leicht  konstruirt  werden  kann,  zugleich 
neue  und  einfache  geometrische  Beziehungen  dar. 

§  171.     Anwendung  auf  die  KrystallgeBtalten. 

Ich  will  diese  Darstellung  mit  einer  der  schönsten  Anwendungen 
schliessen,  die  sich  von  der  behandelten  Wissenschaft  machen  lässt, 
nämlich  mit  der  Anwendung  auf  die  Krystallgestalten.  Doch  will  icn 
mich  hier  auf  die  Mittheilung  der  Resultate  beschränken,  indem  ich 
die  Ableitung  derselben  dem  Leser  überlasse. 

Bekanntlich  stellen  die  Krystallgestalten  jede  ein  System  von 
Ebenen  dar,  welche  ihrer  Lage  nach  veränderlich,  ihren  Richtungen 
nach  aber  konstant  sind;  das  heisst,  statt  jeder  Ebene,  die  an  einer 
Krystallgestalt  hervortritt,  kann  auch  die  ihr  parallele  hervortreten, 
ohne  dass  dadurch  die  Krystallgestalt  als  solche  geändert  wird.  Die 
Abhängigkeit,  in  welcher  die  Richtungen  dieser  Ebenen  unter  einander 
stehen,  können  wir  vermittelst  der  durch  unsere  Wissenschaft  fest- 
gestellten Begriffe  so  ausdrücken: 

Wenn  man  vier  Flächen  eines  Krystalles  ohne  Äenderung  ihrer  Richr 
tungen  so  legt,  dass  sie  einen  Raum  einschliessen  *),  und  die  Stiicice,  weldie 
dadurdi  von  dreien  derselben  abgeschnitten  werden,  zu  Richtmassen  macht, 
so   lässt  sidi  jede  andere  Fläche  \  des  KrystalUs  als    Vielfachensumme 'i^^ 
dieser  Richtmasse  rational  ausdrücken. 

Darin,  dass  der  Ausdruck  ein  rationaler  ist,  liegt,  dass  die  Zeiget 
sich  als  rationale  Brüche,  und  also,  da  es  nur  auf  ihr  Verhältniss  an- 
kommt,  sich  als  ganze  Zahlen  darstellen  lassen.    Hierbei  bemerken 


*)  Hierin  liegt  schon,  dass  die  Flächen  keine  parallelen  Kanten  haben  dürfen. 
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wir  noch,  dass  im  Allgemeinen  diejenigen  Ebenen  am  häufigsten  am 
Erystalle  hervorzutreten  pflegen,  deren  Zeiger  sich  durch  die  kleinsten 
ganzen  Z^len  ausdrücken  lassen,  und  dass  es  schon  äusserst  selten 
263  ist^  wenn  die  Zeiger  einer  Erystallfläche  sich  nur  |  durch  ganze  Zahlen 
ausdrücken  lassen,  unter  denen  grössere  als  sieben  vorkommen.  Nament- 
lio^i  lässt  sich  die  abschneidende  Ebene,  da  ihre  drei  Projektionen  im 
Sinne  des  Richtsystemes  die  drei  Richtmasse  geben,  als  Summe  der- 
selben darstellen,  das  heisst,  ihre  Zeiger  sind   1,  1,  1. 

Aufgabe.  Es  sind  in  Bezug  auf  vier  Ebenen  -4,  B,  C,  -D,  von 
denen  die  letztere  die  abschneidende  ist,  die  Zeiger  von  vier  anderen 
Ebenen  Q^,  Q^y  Q^,  Q  und  die  Zeiger  einer  Ebene  P  gegeben,  man 
soll  die  Zeiger  x,  y,  z  von  P  suchen,  wenn  Q^y  Q^,  Q^  und  Q  als 
die* ursprünglichen  Ebenen,  und  zwar  Q  als  die  abschneidende  betrachtet 
werden  sollen. 

Auflösung.    Es  ist,  wenn  x,  y,  b  sich  auf  Q^,  Q^,  Q^  beziehen, 

.     Diese  Auflösung,  welche  sich  durch  die  Gesetze  unserer  Analyse 

„^^aufs  Leichteste  ergiebt*),  erscheint  in  höchst  einfacher  Gestalt,  ||  wäh- 

XßTaSi  bei  der  gewöhnlichen  analytischen  Methode  sowohl  die  Endformel 

als  auch  die  Mittelglieder  in  sehr  verwickelten  Formen  erscheinen.  Aus 

dieser  Auflösung  fliesst  sogleich  der  Satz: 


•)  Sind  nämlich  Pj ,  P, ,  Pg  die  durch  Q  von  Q^^Q^^  Q^  abgeschnittenen  Stücke, 
so  hat  man  die  Zeiger  x,  t/,  z  zu  suchen,  welche  der  Gleichung 


genügen.    Ist  nun 

also 

und  ist  femer 

so  ist  auch 


P^-^Qx.  P,-vQ,,  P.^wQ,, 

•  2)   P-^'öi+y'<?«  +  ^C,, 

U      ^         V      *         w      •* 


also  X  =  — ,  und  so  weiter. 
u 


Nun  ist  aus  1) 


find  aus  2)    . 


also 

X 


X 
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Wenn  sich  eine  Reihe  von  Ebenen  aus  vier  Ebenen,  die  einen  Baum 
einschliessen,  auf  die  angegebene  Weise  rational  ableiten  lässt,  so  lässt 
sich  auch  dieselbe  ReiJie  von  Ebenen  aus  jeden  vier  andern  Ebenen  dieser 
Beihey  welche  einen  Baum  einschliessen,  gleichfalls  rational  ableiten. 

Jede  Kante  der  Krystallgestalt  erscheint  als  Produkt  der  Flächen^ 
welche  sie  bilden,  und  dadurch  ergiebt  sich  die  Lösung  der  Aufgabe: 
„Wenn  die  Zeiger  zweier  Flächen  P,  P,  in  Bezug  auf  vier  Ebenen 
A,  Bf  C,  Dy  von  denen  die  letzte  die  abschneidende  ist,  gegeben  sind, 
dann  ihre  Kante  als  Vielfachensumme  der  von  den  Ebenen  A,  B,  C 
gebildeten  und  durch  D  begränzten  Kanten  zu  finden/'  Man  erhält, 
wenn  Aj  B,  C  die  durch  D  begränzten  Flächenräume  darstellen,  als 
die  Zeiger  dieser  Kante  die  Ausdrücke 

P.  P^.C       A  .  P.P^        P,.B.P 
A,B.G'       A .B .C^      A.B .C^ 

welche   sich  auf  die  durch  die  Produkte  AB,  BC,  CA  dargestellten 
Kauten   beziehen*).     Hieraus    fliesst,    da    man    beliebige    vier   raum- 
begränzende  Krystallflächen  als  Fundamentalflächen    annehmen    kann,  263 
der  Satz: 

Wenn  man  drei  Kanten  eines  Krystalles,  welche  nicht  in  derselben 
Ebene  liegen,  ohne  Aenderung  ihrer  Bichtung  an  einen  gemeinschaftlichen 
Anfangspunkt  legt^  und   als  ihre  Endpunkte  \  ihre  Durchschnitte  mit  ^6 5 
irgend  einer  Erystallfläche  setzte  so   lässt  sich  jede  andere  Kante  des 
Kry Stalles  als^Vielfachensurnfne  dieser  Strecken  rational  ausdrücken. 

Da  die  hindurchgelegte  Ebene  D  mit  den  drei  Kanten  a,  b,  c 
gleiche  Produkte  liefert,  so  wird  man  auch  jede  Grösse  p^  welche  als 
Vielfachensumme   von   a,  b,  c   dargestellt   ist,    als   harmonische   Viel- 


•)  Nämlich,  es  ist 

P.  P,.C 


A.B 


A.  B    C 

die  Projektion  von  P.  P,  auf  A  .  B  nach  C,  und  so  weiter,  und  daraus  folgt 

Nun  stellen  AB,  BC,  CA  jene  drei  Kanten  dar,  welche  zwischen  A,  B,  C  liegen 
und  durch  die  Ebene  D  begrenzt  werden;  denn  es  seien  c,  a,  h  diese  drei  Kanten, 
80  werden  die  Flächenräume  6c,  ca,  ah  den  drei  Flächenräumen  A,  B,  C  pro- 
portional sein  (da  diese  die  Hälften  von  jenen  sind),  und  also  AB,  BC,  CA  den 
Produkten  6c  .  ca,  ca  .  ab,  ab  .  6c,  das  heisst  den  Produkten  a6c  .  c,  abc  .  a, 
abc  .  b  oder  den  Grössen  c,  a,  6  proportional  sein,  und  diese  Grössen  können 
also  statt  jener  Produkte  gesetzt  werden. 
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facheiisumine  von   a,  b,  c  in  Bezug  auf  D  darstellen  können.     Somit 
hat  man  den  Satz: 

Nimmt  man  drei  Kanten  einer  Krystallgestalt  und  eine  Fläclie  der- 
selben (ohne  dass  die  Kambination  der  drei  Kanten^  oder  der  Fläche  mit 
einer  derselben  Null  giebt),  so  lässt  sicfi  jede  andere  Kante  des  Krystallcs 
als  harmonische  Vielfachensumme  jener  Kanten  in  Bemg  auf  jene  Ebene 
rational  ausdrücJcen. 

Dies  Gesetz  ist  dadurch  interessant^  dass  es  die  Beziehung  der 
Richtungen  (ohne  Rücksicht  auf  hypothetische  Masswerthe)  rein  aus- 
drückt. Ebenso  ergiebt  sich  leicht,  da  die  Flächen  ab,  bCy  ca  mit  der 
Kante  a  +  Z>  +  c  gleiches  Produkt  liefern,  der  Satz: 

Nimmt  man  drei  Flächen  einer  Krystallgestalt  und  eine  Kante  der- 
selben  (ohne  dass  die  Kombination  der  drei  Flädien  oder  der  Kante  mit 
einer  derselben  Null  gid)t),  so  lässt  sidi.  jede  andere  FläcJie  des  Krystalles 
als  harmofiische  Vielfachensumme  jener  Flädien  in  Bezug  auf  jene  Kante 
rational  darstellen. 

Da  die  sämmtlichen  Ausdehnungsgrossen  im  Räume  als  Elementar- 
grossen,  die  der  unendlich  entfernten  Ebene  angehören,  aufgefasst 
werden  kömien,  so  werden  die  Abschattungen  auf  irgend  eine  Grund- 
ebene nach  irgend  einem  Leitpunkte  ein  dem  ersteren  affines  System 
darsteUen,  und  also  zwischen  ihnen  genau  dieselben  Gleichungen  statt- 
finden, wie  zwischen  den  abgeschatteten  Grössen;  imd  umgekehrt  jede 
Gleichung,  welche  zwischen  den  Abschattungen  stattfindet,  wird  auch 
zwischen  den  abgeschatteten  Grössen  stattfinden,  und  der  Verein  dieser 
Abschattungen  wird  daher  alle  in  der  Krystallgestalt  herrschenden  Be- 

264  Ziehungen  vollkommen  treu  darstellen;  die  Krystallflächeu  I  werden 
durch  Liniengrössen,  die  Krystallkanten  durch  Pmiktgrössen,  oder  so- 
fern beide  bloss  ihren  Richtungen  nach  gegeben  waren,  durch  Linien 
imd  Punkte  dargestellt  sein.  Diese  Darstellung  in  der  Ebene,  da  sie 
alles,  was   bei   den  Krystallgestalten  als  wesentliches  vorkommt,  rein 

266 und  treu  '  abbildet,  ohne  4as  zufällige  mit  aufzunehmen,  eignet  sich 
besonders  schön,  um  die  Krystallgestalten  in  der  Ebene  zu  entwerfen. 
Diese  Andeutungen  mögen  genügen,  um  die  Fruchtbarkeit  der 
neuen  Analyse  auch  nach  dieser  Seite  hin  nachzuweisen. 


§  172.     Anmerkung  über  offne  Produkte. 

Ich  habe  mich  in  der  obigen  Darstellimg  hauptsächlich  auf  solche 
Produkte  beschränkt,  in  denen  sich  die  Faktoren  ohne  Werthänderung 
des   ganzen  Produktes   beliebig   zu  besonderen  Produkten  zusammen- 


Anwendung  auf  die  Krystallgestalten.  —  Begriff  offner  Produkte.        285 

fassen  lassen  (§  143);  und  es  schien  mir  diese  Beschränkung  noth- 
wendig,  damit  der  schon  überdies  so  mannigfaltige  Stoff  mehr  zusammen- 
gehalten werde,  und  der  Leser  nicht  durch  die  inmier  wieder  neu  her- 
vortretenden Begriffe  ermüde.  Ueberdies  erfordern  die  Produkte,  für 
welche  jene  Bedingung  nicht  mehr  gilt,  eine  ganz  differente  Behand- 
lung, neue  und  verwickeitere  Grössen  treten  in  ihnen  hervor,  und  wenn 
gleich  dieselben  eine  reiche  Anwendung  namentlich  auf  die  Mechanik 
und  Optik  gestatten,  so  kann  doch  diese  Anwendbarkeit  hier  nicht 
ganz  zur  Anschauung  gebracht  werden,  indem  dazu  erst  die  in  dem 
folgenden  Theile  zu  entwickelnden  Gesetze  erforderlich  sein  würden. 
Doch  will  ich  die  Art  ihrer  Behandlung  hier  wenigstens  an  einem  Bei- 
spiele erläutern,  und  zugleich  auf  die  interessanten  ^Grössenbeziehungen 
hindeuten,  welche  sich  dadurch  aufschliessen 

Es  war  bisher  nur  das  gemischte  Produkt  (§  139)^  welches  jenem 
Zusammenfassungsgesetze  nicht  unterlag,  obgleich  die  allgemeine  multi- 
plikative  Beziehung  zur  Addition,  vermöge  welcher  man  statt  eines 
zerstückten  Faktors  die  einzelnen  Stücke  setzen  und  die  so  entstehenden 
einzelnen  Produkte  addiren  kann,  für  dasselbe  ihre  Geltung  behielt. 
Aber  auch  diese  Beziehung  erscheint  hier  |  noch  als  eine  einseitige,  in- 265 
sofern  zwar  gemischte  Produkte,  in  welchen  Ein  Faktor  verschieden 
ist,  während  die  übrigen  gleichartig  sind,  danach  zu  Einem  Produkte 
vereinigt  werden  können,  aber  nicht  solche,  in  welchen  mehr  als  Ein 
Faktor  verschiedenartig  ist,  es  müsste  denn  sein,  dass  diese  ver- 
schiedenartigen I  Faktoren  schon  zu  einem  Produkte  zusammengefasst;3(>7 
seien.  In  der  Aufhebung  dieser  Einseitigkeit  nun  liegt  das  Princip  der 
Behandlung  jener  Produkte. 

Es  sei  ^jP.^i  4"  Ä^P^  B2  eine  solche  Summe  zweier  gemischten 
Produkte,  in  welchen  P  der  gemeinschaftliche  Faktor  ist,  und  die  beiden 
letzten  Faktoren  nicht  zu  Einem  Produkt  vereinigt  werden  dürfen;  so 
kann  man  statt  dessen  auch  nicht  +  (-^i-iBi  -|-  A^B^.P  setzen;  son- 
dern, wenn  wir  einen  solchen  Ausdruck,  wie  es  die  Analogie  der  Multi- 
plikation fordert,  einführen  wollen,  so  müssen  wir  die  Stelle  des  Pro- 
duktes, in  welche  P  einrücken  soll,  bezeichnen.  Es  sei  diese  Stelle 
durch  eine  leer  gelassene  Klammer  bezeichnet,  so  dass 

[A{).E\P  =  AP.B 
und 

sei,  und  es  werde  ein  solches  Produkt  mit  leer  gelassener  Stelle  ein 
offnes  genannt.  Treten  mehrere  Faktoren  hinzu,  von  denen  nur  Einer 
in  die  Lücke  eintreten  soll,  so  kann  dieser  durch  dieselbe  Klammer 
ausgezeichnet   werden,  durch  welche   die  Lücke  bezeichnet  ist.     Sind 


286  A,.    Anmerkung  über  ofl&ie  Produkte.   §  172. 

zwei  oder  mehr  Lücken  in  dem  Produkte^  so  müssen  die  Klammer- 
b^zeichnungen  verschieden  sein,  wenn  verschiedene  Faktoren  in  die- 
selben eintreten  sollen. 

Wir  betrachten  hier  indessen  nur  die  Produkte  mit  Einer  Lücke, 
deren  Summe  formell  dadurch  bestimmt  ist,  dass  die  multiplikative 
Beziehung  bestehen  bleibt.  Wir  werden  daher  zwei  Summen  von  ofl&ien 
Produkten,  da  sie  nur  durch  ihre  Multiplikation  mit  andern  Grössen 
ihrem  Begriffe  nach  bestimmt  sind,  dann  und  nur  dann  als  gleich  zu 
setzen  haben,  wenn  sie  mit  jeder  beliebigen,  aber  beide  mit  derselben 
Grosse  multiplicirt,  gleiches  Produkt  liefern.*)  Es  kommt  also  darauf 
an,  die  konstanten  Beziehungen  zwischen  den  in  jenem  Summenaus- 
drucke vorkommenden  Grössen,  die  wir  als  veränderlich  setzen  können, 
auszumitteln,  wenn  eben  der  Summenwerth  konstant  bleiben  soll.    Je 

266  einfacher  und  [  anschaulicher  diese  konstanten  Beziehungen  aufgefasst 
sein  werden,  desto  einfacher  und  anschaulicher  wird  der  Begriff  jener 

;9^$  Summe  sein,  welcher  eben  als  die  |  Gesammtheit  jener  konstanten  Be- 
ziehungen selbst  aufgefasst  werden  kann. 

Es  lassen  sich  sehr  leicht  diese  konstanten  Beziehungen  als  Zahlen- 
beziehungen in  Bezug  auf  irgend  ein  zu  Grunde  gelegtes  Richtsystem 
darstellen.  Nämlich  man  hat  dann  nur  die  sämmtlichen  Grössen  in 
jenem  Summenausdruck  S,  so  wie  auch  die  Grösse  P,  mit  welcher 
multiplicirt  werden  soll,  als  Yielfachensummen  der  Richtmasse  von 
gleicher  Stufe  darzustellen,  dann  das  Produkt  SP  gleichfalls  als  Viel- 
fachensumme von  Richtmassen  zu  gestalten,  so  wird  in  diesem  Pro- 
dukte der  Eoefficient  eines  jeden  Richtmasses  (nach  §  89)  konstant 
sein,  wie  sich  auch  die  Grössen  in  S  ändern  mögen,  wenn  eben  jenes 
Produkt  oder  jene  Vielfachensumme,  auf  welche  dasselbe  zurückgeführt 
ist,  konstant  bleiben  soll.  Ein  jeder  solcher  Koefficient  kann  wiederum 
als  Vielfachensumme  von  den  Zeigern  der  Grösse  P  dargestellt  werden; 
und  da  für  jeden  bestimmten  Werth  dieser  Zeiger  jene  Vielfachen- 
summe konstant  bleiben  soll,  so  muss  auch  in  ihr  der  Eoefficient  eines 
jeden  Zeigers  von  P  konstant  sein. 

♦  Es  ist  nun  sogleich  einleuchtend,  dass  hierdurch  die  konstanten 
Beziehungen  zwischen  den  Grössen  in  S  vollständig  dargestellt  sind, 
indem  aus  ihnen  die  Beständigkeit  des  Summenausdruckes  mit  Noth- 
wendigkeit  hervorgeht.    Wir  erläutern  dies  an  einem  Beispiele. 

Es  sei  die  Summe 
S  =  Ci().<',  +  e,().e,  +  --.  =  i5[e().c] 

*)  Wenn  auch  nur  mit  jeder  Grösse  von  gegebener  Stufe,  wobei  dann  jener 
Summenwerth  zugleich  von  der  Stufenzahl  abhängig  bleibt. 
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• 

ZU  behandeln^  in  welcher  e^  e^,  e^y  ...  Strecken  im  Räume  vorstellen, 
und  wo  bei  der  letzteren  Bezeichnung  das  Summenzeichen  sich  auf 
die  yerschiedenen  Anzeiger  1,  2,  ...  bezieht.  Es  ist  klar,  dass,  wenn 
die  Strecken  e  nicht  etwa  Einer  Ebene  angehören,  die  Grösse  P,  welche 
mit  jener  Summe  multipUcirt  werden  soll,  von  zweiter  Stufe,  das  heisst 
ein  Flächenraum  sein  muss,  sobald  die  Produkte  der  einzelnen  Glieder 
summirbar  bleiben  sollen,  ohne  null  zu  werden.  Es  seien  nun  a,  h,  c 
die  Richtmasse  erster  Stufe  des  zu  Grunde  gelegten  Richtsjstems,  hCj 
ca,  ah  also  die  Richtmasse  zweiter  Stufe,  und 

e   =   aa  +  /5&  +  yc,     ' 

P=  xhc  +  yca  +  ^«&; 
so  hat  man 

SP  =  Z{eF .  e)  =  Z{eF .  (aa  +  ßh  +  yc)). 

Hier   müssen  die  zu  den  Richtmassen  a,  6,  c   gehörigen  Zeiger   des  ^67 
ganzen  Ausdrucks  konstant  sein;  das  heisst,  es  müssen 

Z{eP.a),     2](eP.ß),     Z{eP.y)  269 

konstant  sein  für  jeden  Werth  von  a?,  y,  Zy  wobei 

eP  =  ahc  {ax  +  /*!/  +  Y^) 
ist.     Daraus  ergeben  sich  folgende  sechs  konstante  Grossen: 

p(«*),      Sif),      2;(y*), 
U(/3y),     Z{ya),     Z{aß). 

Bezeichnen  wir  diese  sechs  Grössen  beziehlich  mit 

A,  B,   C 

Ä,  B',  C, 
SO  ist 

[SP  =  ahc  {Ax  +  Cy  +  B'e)  a  + 

+  ahc  {C'x  +  By  +  Az)  h  + 

+  ahc  {Pfx  +  Ay  +  Cß)  c. 

Es  hat  demnach  jene  Summe  S  dann  und  nur  dann  einen  kon 
stanten  Werth,  wenn  iu  Bezug  auf  irgend  ein  festes  Richtsystem  diese 
sechs  Zahlengrössen  konstant  sind.  So  haben  wir  nun  zwar  die  kon- 
stanten Beziehungen,  welche  zwischen  den  in  jener  Summe  vorkonunen- 
den  Grossen  herrschen  müssen,  wenn  die  Summe  konstant  bleiben  soll, 
bestimmt;  allein  der  einfache  Begriff  jener  Summe  ist  dadurch  noch 
nicht  gefunden,  weil  in  diese  Bestimmungen  ein  ganz  fremdartiges, 
mit  dem  Begriffe  jener  Summe  in  keinerlei  Beziehung  stehendes  Ele-* 
ment,  nämlich  das  zu  Grunde  gelegte  Richtsystem,  eingeführt  ist. 
Es  dienen   daher  jene  sechs  Grössen   nur  zur  Uebertragung  auf  ge- 


(1) 


(2) 
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gebene  Richtsysteme,  während  der  einfache  BegriiF  der  Summe  noch 
zn  realisiren  ist. 

Wir  können,  um  uns  der  Lösung  dieser  Aufgabe  zu  nähern,  zu- 
erst versuchen,  jene  Summe  auf  eine  möglichst  geringe  Anzahl  von 
Gliedern  zurückzuführen. 

Da  jede  Strecke  drei  Zeiger  darbietet,  so  scheint  für  den  ersten 
Anblick  jene  Summe  auf  zwei  Glieder  reducirbar,  in  sofern  zur  Be- 
stimmmig  der  sechs  Zeiger  jener  Strecken  sechs  Gleichungen  erscheinen; 
allein  es  erhellt  leicht,  dass,  wenn  nicht  etwa  sämmtliche  Grössen  in 
S  derselben  Ebene  angehören,  jene  sechs  Zeiger  nicht  so  gewählt 
werden  können,  dass  diesen  sechs  Gleichungen  genügt  wird.  Denn,  da 
das  Richtsystem  willkührlich  ist,  so  kann  es  auch  so  genommen  werden, 
dass  jene  zwei  Strecken  mit  zweien  der  Richtmasse,  etwa  mit  a  und  h 
zusammenfallen;  dann  ist  klar,  wie 

268  SF^aP.a  +  bP,b 

^70 stets  eine  Strecke  der  Ebene  ab  darstellt;  es  müsste  also  das  Glied 
von  SP,  was  der  dritten  Axe  c  angehört,  stets  null  sein,  das  heisst, 
B'y  A',  C  müssten  null  sein.  C  aber,  was  die  Summe  der  Quadrate  von  y 
vorstellt,  kann  nicht  [anders]  null  werden,  als  wenn  sämmtliche  Werthe 
von  y  null  sind,  das  heisst,  sämmtliche  Werthe  e  der  Ebene  ab  an- 
gehören. Es  lässt  sich  daher  die  Summe  S  auf  keine  geringere  An- 
zahl reeller  Glieder  zurückfahren  als  auf  drei.  Da  aber  drei  Strecken 
neun  Zeiger  darbieten,  so  werden  dieselben  durch  jene  sechs  Glei- 
chungen nicht  bestimmt  sein,  sondern  noch  für  drei  Zahlenbestim- 
mungen  Raum  lassen. 

Um  nun  eine  gegebene  Summe  S  von  der  Form  2J[c().r],  in 
welcher  die  verschiedenen  Grössen  e  nicht  derselben  Ebene  angehören 
sollen,  das  heisst,  A,  B,  C  stets  geltende  (positive)  Werthe  darstellen, 
auf  drei  Glieder  zu  reduciren,  gehen  wir  auf  die  Gleichung  (2)  zurück. 

Setzen  wir  hier 

P  =  ab, 
das  heisst 

so  ist 

5P  =  S  (ab)  =  abc  {B'a  -f  Ab  -f  Cc). 

Da  hier  C  nicht  null  werden  kann,  so  ist  S  (ab)  nie  der  Ebene  ab 
parallel.  Also  können  wir,  da  die  Annahme  des  Richtsysteuis  will- 
kührlich ist,  wenn  nur  die  drei  Richtaxen  von  einander  unabhängig 
sind,  die  dritte  Richtaxe  c  parallel  S  (ab)  annehmen.     Daim  wird 

Ä  =  B'  =  0 

und  S  (ab)  gleich  abc ,  Cc,    Da  auch  der  Masswerth  c  willkührlich  ist, 
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und  C  positiv  ist,  so  kann  man  c  so  annehmen,  dass  C  gleich  Eins 

ist*) 5  dann  ist 

S  {ah)  =  abc  .  c. 
Nimmt  man  nmi  ferner 

V=ca,    is  =  x  =  0,    y==l, 
so  ist 

S  (ca)  =  abc  (Ca  +  56)**), 

was  noth wendig  in  der  Ebene  ah  liegen  muss,  aber  da  B  nicht  null 
werden  kann,   von  a  unabhängig  ist.    Da  nun  h  innerhalb  der  Ebene 269 
ah  willkührlich  angenommen  werden  kann,  wenn  es  nur  von  a  unab-^7i 
hangig  bleibt,  so  kann  man  h  selbst  diesem  Ausdrucke  S(ca)  parallel 
setzen.     Man  hat  dann  noch  C'  =  0,  also 

A'  =  JS'  =  C  =  0, 

und   S{ca)   wird  gleich  abcB.h,  oder,  wenn  man   wieder  den  Mass- 
werth  von  h  so  annimmt,  dass  B  gleich  Eins  wird, 

S(ca)  =  ahc  .  h. 

Endlich  wird  S(hc)  gleich  ahcA  .  a,  oder  bei  einer  solchen  Annahme 
von  a,  dass  A  gleich  Eins  wird, 

S  (bc)  =  ahc  .  a. 

Die  Bedingungsgleichungen,  die  wir  auf  solche  Weise  realisirt  haben, 

sind  also 

(A'=B'=C'=^0 

^^^  \a=b  =  ü  =  1, 

woraus  folgt 

(4)  /S  =  a  0  .  a  +  6  0  .  6  +  c  0  .  c. 

Es  ist  also   auf  die  angegebene  Weise  jene  Summe  in  der  That 

auf  drei  reale  Glieder  zurückgeführt;  und  für  die  Grössen  c,  6,  a  haben 

wir  die  Gleichimgen 

f  S  (ah)  e=  ahc  .  c 

S  (ca)  ==  ahc  .  h 

S  (bc)  =  ahc  .  a. 

Zu  diesen  Gleichungen  (5)  würde  man  direkt  gelangen,  wenn  man 
einmal  voraussetzt,  dass  sich  jene  Summe  auf  drei  Glieder  zurück- 
führen lässt.  Denn,  sind  a,b,c  die  diesen  Gliedern  zugehörigen  Strecken, 


(5) 


c 

*)  Man  hat  zu  dem  Ende  nur  statt  c  zu  setzen  -;- ,   dann  verwandelt  sich 

y'  m  ~  und  2^(yO  '^  —?(     »  ^^^  heisst,  in  1. 
•♦)  Da  A'  gleich  Null  ist. 

Grassmaun,  Werke.    I.  19 
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SO  hat  man  aus  (4)  sogleich  durch  Multiplikation  mit  ab,  ca^  hc  die 
Gleichungen  (5).  Betrachtet  man  eine  dieser  Gleichungen,  zum  Beispiel 
die  erste,  so  ist  sie  von  dem  Masswerthe  des  Faktors  («6),  mit  wel- 
chem S  multiplicirt  ist,  unabhängig;  setzt  man  daher  irgend  eine  mit 
ab  parallele^  Grösse  gleich  Qj  so  hat  man 

(6)  S()=<;>..6  =  (r0.r)^, 

und  da  Q  ursprünglich   willkührlich  angenommen  werden  konnte,   so 

wird  jede  Grösse  c,  welche  dieser  Gleichung  für  irgend  ein  Q  genügt, 

als  eine  der  drei  Strecken  betrachtet  werden  können,  auf  welche  sich 

S  zurückführen  lässt*,  dann  ist  Q  selbst  die  Ebene  der  beiden  andern, 

^^und  in  ihr  kann  dann  noch  die  eine  der  beiden  andern  Strecken  von 
270 

;97;9willkührlicher  Richtung  angenommen  werden,  |  wodurch  dann  alles 
bestimmt  ist.  Jene  willkührUche  Annahme  der  Richtung  der  Ebene 
Q  und  der  Richtung  der  einen  Strecke  in  ihr  vertritt  die  Stelle  der 
drei  willkührlich  anzunehmenden  Zahlenbestinunungen,  von  denen  oben 
die  Rede  war. 

Um  nun  den  Begriff  zu  vollenden,  haben  wir  die  Beziehung  zwi- 
schen je  drei  solchen  Strecken  aufzustellen;  dies  wird  geschehen,  in- 
dem wir  die  Gleichung  der  Oberfläche,  deren  Punktträger  jene  Strecken 
sind,  wenn  sie  an  denselben  Anfangspunkt  gelegt  sind,  aufstellen,  und 
zwar  in  Bezug  auf  je  drei  beliebige  Strecken,  auf  die  S  zurückgeführt 
werden  kann. 

Man  hat,  wenn  p  dieser  Träger  ist,  und  in  die  Gleichung  (6)  ;) 
statt  c  gesetzt  wird, 

(7)  SQ=Qp.p. 

Ist  nun 

2)  =:     a;a      -f-     y6     +     zc 

S=  a{).a  +  b().b  +  cQ.c 

Q  ==    x'bc    -|-    yca    +  -^'^t, 
so  ist 

SQ  =  nhr.  .  [xa  +  yb  +  Zc), 

Aus  (7)  folgt  also,  dass  xa  +  i/'^  +  zc  parallel  p  ist,  das  heisst, 
dass  X  :y  :  z  =  xiy  :  z  ist.  Da  nun  in  der  Gleichung  (7)  statt  Q  jede 
mit  Q  parallele  Grösse  gesetzt  werden  kann,  so  können  wir  nun 

Q  =  xbc  +  yca  +  ^«^ 
setzen,  dann  erhalten  wir  aus  (7) 

abc  =  Qp  ="  {x^  +  !/*'  +  ^^)  (^bcj 
das  heisst 

(8)  x'  +  y'  +  z^^\. 
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Dies  ist  aber  die  Gleichung  eines  Ellipsoides,  in  welchem  die 
Grundmasse  a,  6,  c  konjugirte  Halbmesser  sind.*)  Nennen  wir  einen 
Ausdruck  wie  a() ,a  ein  ofiEues  Quadrat  von  a,  so  können  wir  die  ge- 
wonnenen Resultate  in  folgendem  Satze  darstellen: 

Eine  Summe  von  offnen  Quadraten  im  Baume  ist  gleich 
der  Summe  aus  den  offnen  Quadraten  von  je  drei  beliebigen 
konjugirten     Halbmessern,    welche     einem     konstanten     El- 
lipsoid  angehören. 

Da  dies  Ellipsoid  demnach  der  vollkommen  treue  Ausdruck  jener 
Summe  ist,  so  können  wir  auch  sagen,  diese  Summe  sei  eine  solche 
Grösse,  die  ein  Ellipsoid  darstellt  und  selbst  als  Ellipsoid  gedacht 
werden  könne.  Auf  diese  Weise  nun  ist  der  Begriff  jener  Summe, 
welcher  Anfangs  bloss  formell  auftrat,  auf  seine  reale  Bedeutung  zurück- 
geführt. 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  die  Gleichung  des  Ellipsoids,  welches 
zu  einem  gegebenen  Summenausdruck 

S=i:(e(),e) 

gehört,  zu  finden.    Wir  haben  zu  dem  Ende  in  der  Gleichung  (7) 

SQ=pQ.p 

nur  entweder  p  oder  Q  zu  eliminiren,  indem  p  der  Träger  eines  Punktes 
der  Oberfläche  ist,  Q  aber,  da  es  die  Ebene  der  zu  p  gehörigen  kon- 
jugirten Halbmesser  darstellt,  der  Tangentialebene  parallel  ist.  Um  im 
ersteren  Falle  (wenn  p  eliminirt  ist)  das  Ellipsoid  als  Umhüllte  dar 
zustellen,  können  wir  uns  der  in  §  144  erwähnten  Methode  bedienen, 
wonach  der  Masswerth  von  Q  so  angenommen  wurde,  dass,  wenn  Q 
in  die  Lage  der  Tangentialebene  versetzt  wird,  seine  Abweichung  vom 
Ursprung  der  Träger  eine  konstante  Grösse  ist,  die  wir  der  Einheit 
gleich  setzen  können.  Es  ist  aber  jene  Abweichung  gleich  pQ^  also 
pQ  gleich  der  Einheit.    Multiplicirt  man  daher  obige  Gleichung  mit 

Qy  so  hat  man 

SQ.Q==pQ^pQ-=l, 

was  die  geometrische  Gleichung  jenes  Ellipsoids  als  umhüUter  Fläche 
ist.    Es  ist  aber 

*)  Wenn  man  unter  x\  y\  z   die  Koordinaten  selbst  versteht,  welche  zu  den 

Zeigern  x,  y,  z  gehören,  so  hat  man  x  =  .ra,  . . . ,  oder  a;  =  — ,  ...  und  die 
Gleichung  (8)  wird  dann 

a»   ^   fc»    ^  c» 
was  die  gewöhnliche  Form  der  Gleichung  eines  Ellipsoids  ist. 


IQ* 
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SQ.Q==Z(eQ,e).Q^I]{eQy, 
und  die  Gleichung  des  Ellipsoids  ist  also 

(9)  i:ieQy=i. 

Will  man  diese  Gleichung  auf  ein   gegebenes  Richtsystem  a,  6^  c  zu- 
rückführen, so  nehme  man 

Q  =  xhc  +  yca  +  zab 
an,  und 

c  =  aa  +  /36  +  y^> 
also 
%\  eQ  =  {cix  +  ßy  +  yB), 

wenn  ahc  (das  Hauptmass)  der  Einheit  gleich  gesetzt  ist,  und   man 

hat  also 

2;(aa;  +  /3y  +  y/)-'=l, 

oder,  mit  Beibehaltung  der  obigen  Bezeichnung 

Ax^  +  By^  +  Cz^  +  2Ayz  +  2B'zx  +  2C'xy  =  1. 

Wir  haben  bisher  nur  die  Summe  von  offenen  Quadraten  be- 
trachtet. Nehmen  wir  auch  die  Differenzen  in  die  Betrachtung  auf, 
so  können  die  Ellipsoide  auch  übergehen  in  Hyperboloide ,  und  wir 
gelangen  dann  zu  dem  aUgemeinen  Begriffe  einer  Grösse,  die  im  Räume 
durch  eine  Oberfläche,  in  der  Ebene  durch  eine  Kurve  zweiter  Ord- 
nung  dargestellt  wird,  und  die  wir,  da  sie  ursprünglich  als  Ellipsoid 
oder  Ellipse  erscheint,  eine  elliptische  Grösse  nennen  könnten.  Doch 
scheint  es  kaum  nöthig,  dies  noch  weiter  auszuführen,  indem  der  Gang 
der  weitern  Entwicklung  keine  Schwierigkeiten  mehr  darbietet.  Auch 
übersieht  man  leicht,  wie  die  ganze  Eutwickelung  so  hätte  geführt 
werden  können,  dass  gar  nicht  auf  willkührliche  Koordinatensysteme 
zurückgegangen  [worden]  wäre;  und  ich  habe  den  eingeschlagenen 
Weg  nur  darum  gewählt,  um  zugleich  die  Behandlungsweise  für  die 
offenen  Produkte  überhaupt  hindurchblicken  zu  lassen. 


Anhang  I.    (1877.) 

lieber  das  Verhältuiss  der  nichteuklidiseheii  Geometrie 

zur  Ausdehnuugslehre. 

(Vgl.   §  16-23.) 

Es  ist  die  ganze  Darstellung  in  §  15 — 23  zum  Schaden  der  Wissen- 273 
Schaft  bisher  fast  ganz  unbeachtet  geblieben.  Weder  Riemann  in 
seiner  Habilitationsschrift*)  vom  Jahre  1854,  die  zuerst  1867  veröffent- 
licht wurde,  noch  Helmholtz**)  in  seiner  Abhandlung  „Ueber  die  That- 
sachen,  welche  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen.  1868",  noch  auch  in 
seinem  vortrefflichen  Vortrage  „üeber  den  Ursprung  und  die  Bedeu- 
tung der  geometrischen  Axiome.  1876"  thut  derselben  Erwähnung, 
obgleich  darin  die  Grundlagen  der  Geometrie  in  viel  einfacherer  Weise 
zur  Anschauung  kommen  als  in  jenen  späteren  Schriften. 

In  der  Ausdehnungslehre  erscheint  ganz  speciell  und  im  Gegen- 
satz gegen  Euklid  die  gerade  Linie  als  Gnmdlage  der  geometrischen 
Definitionen.  Die  Ebene  wird  in  §  16  definirt  als  Gesammtheit  der 
Parallelen,  welche  eine  gerade  Linie  schneiden,  und  der  Raum  als  Ge- 
sammtheit der  Parallelen,  welche  eine  Ebene  schneiden,  und  weiter 
kann  die  Geometrie  nicht  fortschreiten,  während  die  abstrakte  Wissen- 
schaft keine  Gränzen  kennt.  Da  alle  Punkte  einer  geraden  Linie  sich 
aus  zwei  Punkten  derselben  numerisch  ableiten  lassen,  so  erscheint  die 
gerade  Linie  als  einfaches  Elementargebiet  zweiter  Stufe  und  ent- 
sprechend die  Ebene  als  einfaches  Elementargebiet  dritter,  der  Raum 
als  ein  solches  vierter  Stufe***). 


*)  [Gemeint  ist  seine  Habilitationsrede:   Ueber  die  Hypothesen,  welche  der 

Geometrie  zu  Grunde  liegen.     Ges.  Werke,  1.  Ausg.  S.  254  ff. ,    2.  Ausg.  S.  272  ff.] 

**)    [Die  Abhandlung  steht  in  den  Göttinger  Nachrichten  von  1868,  S.  193 

— 221,  6.  auch  seine  ges.  wiss.  Abh.  Bd.  H,  S.  618—639.    Den  Vortrag  findet  man 

in  seinen  „Vorträgen  und  Reden'*,  Bd.  E,  S.  iff.,  Braunschweig  1884.] 

***)  Um  Verwechselungen  vorzubeugen,  benyrke  ich,  dass  die  Strecken 
einer  Ebene  ein  einfaches  Ausdehnungsgebiet  zweiter  Stufe,  die  des  Raumes 
ein  einfaches  Ausdehuungsgebiet  dritter  Stufe  und  überhaupt  die  Strecken  eines 
einfachen  Elementargebietes  (n -f- l)-ter  Stufe  ein  einfaches  Ausdehnungs- 
gebiet n-ier  Stufe  bilden. 
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274  Es  sind  also  zum  Beispiel  |  die  Punkte  einer  Ebene  aus  drei 
nicht  in  gerader  Linie  liegenden  Punkten  numerisch  ableitbar,  etwa 
durch  die  Zahlen  a:,,  x^,  x^.  Wird  nun  zwischen  diesen  drei  Zahlen 
eine  homogene  Gleichung  festgesetzt,  so  reducirt  sich  die  Gesammt- 
heit  der  Punkte,  welche  der  Gleichung  genügen,  auf  ein  Gebiet  zweiter 
Stufe.  Ist  diese  homogene  Gleichung  vom  ersten  Grade,  so  wird  das 
so  bestimmte  Gebiet  zweiter  Stufe  ein  einfaches,  das  heisst,  eine  gerade 
Linie;  ist  aber  jene  Gleichung  von  höherem  Grade,  so  entstehen  krumme 
Linien,  für  welche  nur  ein  Theil  der  für  die  gerade  Linie  gültigen 
longimetrischen  Gesetze  gelten  wird. 

Geht  man  zum  Raum  über,  so  ist  jeder  Punkt  desselben  aus  vier 
Punkten,  welche  ein  Tetraeder  bilden,  durch  vier  Zahlen  x^,  ...  i\^ 
immerisch  ableitbar.  Herrschen  zwischen  diesen  vier  Grossen  zwei  von 
einander  unabhängige  homogene  Gleichungen,  von  denen  keine  vom 
ersten  Grade  ist,  so  erhalten  wir  Linien  doppelter  Krümmung,  für 
welche  wieder  nur  ein  Theil  jener  longimetrischen  Öesetze  gilt. 

Schreiten  wir  nun  vom  Räume,  als  einem  Gebiet  vierter  Stufe,  zu 
einem  Gebiet  filnfter  Stufe  vor  (welches  nicht  mehr  geometrisch 
existirt),  so  hat  man  für  dasselbe  fünf  Ableitungszahlen  :i\,  ,  . .  Xr^,  und 
besteht  zwischen  diesen  eine  homogene  Gleichung  ersten  Grades,  so 
kommt  man  auf  das  einfache  Elementargebiet  vierter  Stufe,  das  heisst, 
auf  den  Euklidischen  Raum  zurück.  Herrscht  dagegen  zwischen  ihnen 
eine  homogene  Gleichung  höheren  Grades,  so  kommt  man  zwar  auch 
zu  Elementargebieten  vierter  Stufe,  indessen  zu  solchen,  für  welche 
die  Euklidischen  Axiome  nicht  mehr  gelten,  also  gewissermassen  zu 
nichteuklidischen  Räumen*);  ja  man  kann  zu  einem  Elementargebiete 
sechster  Stufe  übergehen  imd  zwischen  den  sechs  Ableitungszahleu 
zwei  höhere  homogene  Gleichungen  annehmen,  und  erhält  so  abermals 

276 neue  Elementargebiete  vierter  Stufe**)  und  kann  '  somit  eine  unendliche 
Menge  nichteuklidischer  Räume  bilden,  aus  deren  Gleichungen  sofort 
hervorleuchtet,  in  wie  weit  die  Euklidischen  Axiome  noch  gelten. 

So  bietet  also  die  Ausdehnungslehre  die  vollkommen  ausreichende 
und  ganz  allgemeine  Grundlage  auch  für  diese  imd  ähnliche  Betraeh- 
tungen. 


*)  So  zum  Beispiel  entsteht  der  Helmboltz'Bche  sphärische  Raum,  wenn 
man  zwischen  den  genaimten  fünf  Ableitungszahlen  eine  gewisse  homogene  Glei- 
chung zweiten  Grades  annimmt  (oder  allgemeiner  ein  gekriimmter  Raum  bei  An- 
nahme einer  Gleichung  beliebigen  Grades). 

**)  Man  könnte  einen  solchen  Raum  im  Gegensatz  zu  dem  eben  genannten 
(einfach)  gekrümmten  Raum  etwa  einen  doppelt  gekrümmten  Raum  nennen. 
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Anhang  II.    (1877.) 

lieber  das  eingewandte  Produkt. 

(Vgl.  das  dntte  Kapitel  des  zweiten  Abschnitts.) 

Da  in  dem  ganzen  Kapitel  nur  der  Begriff  des  auf  ein  Haupt- 
gebiet bezüglichen  Produktes  zur  Evidenz  entwickelt  ist,  und  alle 
übrigen  formellen  Begriffe  nach  und  nach  fallen  gelassen  sind,  so  wäre 
es  zweckmässig  gewesen,  die  ganze  Entwickelung  auf  jenen  Begriff  zu 
beschränken.  Doch  hätte  sich  auch  in  dieser  Beschränkung  die  Dar- 
stellung einfacher  fassen  lassen,  was  ich  hier  versuchen  will.  Ich  gehe 
dabei  auf  den  Satz  am  Schlüsse  von  §  126  zurück,  wonach,  wenn 
a  und  b  die  Stufenzahlen  zweier  Grössen,  u  die  des  sie  zunächst 
umfassenden  Gebietes  und  c  die  des  gemeinschaftlichen  Gebietes  ist, 
c  =:^  a  -{-  b  —  u  ist. 

Der  Begriff  des  eingewandten  (regressiven),  auf  ein  Hauptgebiet 
bezüglichen  Produktes  ist  dahin  festgestellt,  dass  dasselbe  dann  und 
nur  dann  null  ist,  wenn  das  die  Faktoren  zunächst  umfassende  Gebiet 
von  geringerer  Stufe  ist  als  das  Hauptgebiet.  Hierauf  und  auf  den 
allgemeinen  Begriff'  der  Multiplikation,  das  heisst,  auf  die  bekannte  Be- 
ziehung derselben  zur  Addition,  ist  der  formale  Begriff  des  betrach- 
teten Produktes  gegründet.  Um  zu  dem  realen  Begriff  desselben  zu 
gelangen,  kommt  es  zunächst  darauf  an,  dasjenige,  was  bei  einer  Form- 
änderung des  Produktes,  die  den  Werth  desselben  nicht  ändert,  kon- 
stant bleibt,  in  möglichst  anschaulicher  Form  darzustellen. 

Es  sei  Ä.  B  das  eingewandte  Produkt,  dessen  Werth  nicht  null 
ist,   und  seien  a  und  b  die   Stufenzahlen  von   Ä  und  JB,   u  die  des 
Hauptgebietes,  so  zeige  ich  zuerst,  dass  bei  jeder  Formänderung  des 276 
Produktes  A .  B,  welche  dessen  Werth  unverändert  lässt,  das  den  beiden 
Faktoren  gemeinschaftliche  Gebiet  unverändert  bleibt. 

Unmittelbar  leuchtet  dies  ein,  wenn  die  beiden  Faktoren  denselben 
Werth  behalten  oder  sich  in  umgekehrtem  Zahlenverhältnisse  ändern, 
weil  dann  auch  deren  Gebiete  dieselben  bleiben.  Aendert  nun  einer  der 
beiden  Faktoren,  zum  Beispiel  der  zweite  B  seinen  Werth  in  B  +  B^, 
ohne  dass  sich  der  Werth  des  Produktes  ändert,  so  folgt  daraus,  dass 
A  .  B^  ==  0  sein,  das  heisst,  das  die  Faktoren  A  und  B^  zunächst  um- 
fassende Gebiet  von  niederer  als  n-iex  Stufe,  oder,  was  dasselbe  ist, 
das  ihnen  gemeinschaftliche  Gebiet  [von]  höherer  als  c-ter  Stufe  sein 
muss.   Da  nun  die  Summe  zweier  Grössen  höherer  Stufe  nach  §  51  sich 
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stets  auf  den  Fall  zurückführen  lilsst,  wo  die  beiden  Grössen  in  einem 
Gebiete  nächsthöherer  Stufe,  also  in  unserm  Falle  in  einem  Gebiete 
(b  +  l)-ter  Stufe  liegen,  so  brauchen  wir  auch  hier  nur  diesen  Fall 
zu  berücksichtigen.  Aber  dann  haben  B  und  B^  ein  Gebiet  (/> — l)-ter 
Stufe  gemeinsam,  und  man  kann  also  ifj  in  b  einfache  Faktoren  zer- 
legen, von  denen  b  —  1  in  JB  liegen  und  einer  ausserhalb  B]  nun  soll 
B^  mit  A  aber  c  -\-  1  einfache  Faktoren  gemeinsam  haben,  was  nur 
möglich  ist,  wenn  c  von  jenen  b  —  l  einfachen  Faktoren  zugleich  in 
Ä  liegen,  das  heisst,  dem  gemeinsamen  Gebiete  C  angehören,  und  der 
eine  ausserhalb  B  liegende  Faktor  von  Bi  gleichfalls  in  A  liegt.  Es 
liegt  somit  das  ganze  Gebiet  C  in  B^,  das  heisst^  C  ist  das  gemein- 
same Gebiet  von  Ä  und  £,,  also  auch  von  A  und  B  -^  B^]  das  den 
beiden  Faktoren  gemeinsame  Gebiet  bleibt  [mithin]  unverändert,  wenn 
das  Produkt  denselben  Werth  behält.  Denn  für  die  Aenderung  des 
ersten  Faktors  gilt  dieselbe  Schlussreihe. 

Um  nun  den  metrischen  Werth  des  Produktes  zu  finden,  setzen 
wir  B  =  CD,  also  A  .  B  =  A  ,  CD,  dann  stellt  AD  das  umfassende, 
hier  also  das  Hauptgebiet  dar.  Nun  können  wir  einen  Theil  des  Haupt- 
gebietes gleich  Eins  setzen  (zum  Beispiel  das  äussere  Produkt  der 
in  ihrer  Reihenfolge  genommenen  ursprünglichen  Einheiten).  Dann 
stellt  A .  D  eine  Zahl  dar.   Wenn  dieselbe  =  A  ist,  so  kann  man  statt 

C  und   D   die   Grössen   C\  =  IC  und   D^  =  -r-  einführen,   ohne   den 

Werth  des  Produktes  C  D  zu   ändern-,  daim  wird  aber  A  .  Di=  \ , 
und  A.CD^A.C^D^. 

Ich  behaupte  nun,  dass  G^  bei  der  oben  besprochenen  Form- 
277  änderung  des  Produktes  ungeändert  bleibt.  Es  •  kann  nach  dem  Obigen 
J5^  =  Cj .  jEj  gesetzt  werden,  wo  E^  einen  einfachen  Faktor  mit  A  ge- 
mein hat,  das  heisst,  ^ .  jB^  =  0  ist;  dann  wird  also  in  A.C^  {D^  -|-  £,) 
das  Produkt  A  .  {D^  -|-  E^  =  -4  .  D,  =  1 ,  und  es  bleibt  das  so  be- 
stimmte (\  ungeändert.  Wir  können  daher  C^  als  den  wahren  Werth 
des  Produktes  betrachten  und  können  dann  allgemein,  auch  wenn  A .  D 
nicht  gleich  Eins  ist,  stets  A.CD  =^  AD.C  setzen,  wo  AD  [ein]  Theil 
des  Hauptgebietes  und  also  eine  Zahl  ist,  und  können  dies  als  die 
reale  Definition  des  eingewandten  Produktes  auffassen. 
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Anhang  III.    (1877.) 

Kurze  Uebersicht  über  das  Wesen  der  Ausdehnuugslehre. 

(In   Folge  einer  Aufforderung  Grunerts  in  dessen  Archiv  Bd.  VI  (1846) 

veröflfentlicht  vom  Verfasser.) 

I.     Tendenz  der  Ansdehnxmgslehre  als  solcher.  [337] 

1.  Meine  Ausdehuungslehre  bildet  die  abstrakte  Grund- 
lage der  Raumlelire  (Geometrie)^  das  heisst,  sie  ist  die  von 
allen  räumlichen  Anschauungen  gelöste^  rein  mathematische 
Wissenschaft,  deren  specielle  Anv^endung  auf  den  Raum  die 
Raumlehre  ist. 

Die  Raumlehre,  da  sie  auf  etv^as  in  der  Natur  gegebenes,  nämlich 
den  Raum,  zurückgeht,  ist  kein  Zweig  der  reinen  Mathematik,  |  sondern  [338] 
eine  Anwendung  derselben  auf  die  Natur;  aber  nicht  eine  blosse  An- 
wendung der  Algebra,  auch  dann  nicht,  wenn  die  algebraische  Grösse, 
wie  in  der  Funktionenlehre,  als  stetig  veränderlich  betrachtet  wird; 
denn  es  fehlt  der  Algebra  der  der  Raumlehre  eigenthümliche  Begriff 
der  verschiedenen  Dimensionen.  Daher  ist  ein  Zweig  der  Mathematik 
noth wendig,  welcher  in  den  Begriff  der  stetig  veränderlichen  Grösse 
zugleich  den  Begriff  von  Verschiedenheiten  aufnimmt,  welche  den 
Dimensionen  des  Raumes  entsprechen,  und  dieser  Zweig  ist  meine  Aus- 
dehnungslehre. 

2.  Doch  sind  die  Sätze  der  Ausdehnungslehre  nicht  etwa  278 
blosse  üebertragungen  geometrischer  Sätze  in  die  abstrakte 
Sprache,  sondern  haben  eine  viel  allgemeinere  Bedeutung; 
denn,  während  die  Raumlehre  gebunden  bleibt  an  die  drei 
Dimensionen  des  Raumes,  so  bleibt  die  abstrakte  Wissen- 
schaft von  diesen  Sehranken  frei. 

In  der  Raumlehre  können  durch  die  Bewegung  von  Punkten 
Linien,  durch  die  der  Linien  Flächen,  durch  die  der  Flächen  Körper- 
räume erzeugt  werden,  aber  weiter  kann  die  Raumlehre  nicht  fort- 
schreiten. Hingegen,  stellt  man  sich  vor,  dass  an  die  Stelle  des  Punktes 
und  der  Bewegung  abstrakte,  vom  Räume  unabhängige  Begriffe  ein- 
geführt werden  (s.  unten,  Nr.  4 — 6),  so  verschwinden  diese  Schranken. 

3.  Dadurch  geschieht  es  nun,  dass  die  Sätze  der  Raum- 
lehre eine  Tendenz  zur  Allgemeinheit  haben,  die  in  ihr  ver- 
möge ihrer  Beschränkung  auf  drei  Dimensionen  keine  Be- 
friedigung findet,  sondern  erst  in  der  Ausdehnungslehre  zur 
Ruhe  kommt. 
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Zwei  Beispiele  mögen  dies  erläutern. 

1)  Zwei  gerade  Linien  derselben  Ebene  schneiden  sich  in  Einem 
Punkte,  ebenso  eine  Ebene  und  eine  Gerade,  zwei  Ebenen  in  Einer 
geraden  Linie,  vorausgesetzt,  dass  die  Geraden,  oder  die  Ebene  und 
die  Gerade,  oder  die  Ebenen  nicht  zusammenfallen,  und  die  Durch- 
schnitte im  Unendlichen  mitgerechnet  werden.  Werden  der  Pimkt,  die 
Gerade,  die  Ebene,  der  Körperraum  beziehlich  als  Gebiete  erster, 
zweiter,  dritter,  vierter  Stufe  aufgefasst,  so  liegt  darin  der  allgemeine 
Satz  angedeutet,  dass  ein  Gebiet  von  a-ter  und  eins  von  i-ter  Stufe, 
wenn  sie  in  einem  Gebiete  von  c-ter  Stufe,  aber  auch  in  keinem  Ge- 
biete von  niederer  Stufe  vereinigt  sind,  ein  Gebiet  (a  +  b  —  c)-ter 
Stufe  gemeinschaftlich  haben;  aber  die  Raumlehre  kann  diesen  Satz 
nur  für  c  gleich  oder  kleiner  als  vier  zur  Anschaumig  bringen. 

2)  Der  Flächenraum  eines  Dreiecks  ist  die  Hälfte  von  dem  eines 
Parallelogramms,  dessen  Seiten  mit  zwei  Seiten  des  Dreiecks  gleich 
lang  und  parallel  sind,  der  Körperraum  des  Tetraeders  ein  Sechstel 
von  dem  des  Spathes  (Parallelepipedums),  dessen  Kanten  mit  drei  in 
einem  Punkte  zusammentreflFenden  Kanten  des  Tetraeders  gleich   lang 

27U  und  parallel  sind.  Darin  scheint  der  Satz  j  angedeutet:  der  Baum, 
welcher  zwischen  n  Punkten  liegt,  die  in  einem  Gebiete  «-ter  Stufe 
(und    in.  keinem    Gebiete    von     niederer  Stufe)    vereinigt    sind,    ist 

T— ^— - — -T   von    dem   Räume    eines   Gebildes    (einer   Figur,   eines 

331)]  Körpers),  dessen  Begränzungsliuien  j  (Seiten,  Kanten)  den,  von  einem 
der  //  Punkte  zu  den  übrigen  gezogenen  geraden  Linien  gleich  und 
parallel  sind.  Aber  auch  dieser  Satz  kommt  hier  nicht  in  seiner  All- 
gemeinheit heraus. 

Hingegen  in  der  Ausdehnungslehre  treten  in  diesen  beiden  und 
in  allen  andern  Fällen  die  ganz  allgemeinen  Sätze  vollkommen  hervor. 
So  nimmt  also  überall  die  Raumlehre  einen  Anlauf  zur  Allgemeinheit, 
stösst  sich  aber,  ohne  diese  Allgemeinheit  erreichen  zu  können,  an  den 
ihr  durch  den  Raum  gesteckten  Schranken,  welche  nur  die  abstrakte 
Wissenschaft  der  Ausdehnungslehre  zu  durchbrechen  vermag. 

4.  Das  der  Linie  entsprechende  Gebilde  der  Ausdehnungs- 
lehre ist  die  Gesammtheit  der  Elemente,  in  die  ein  seinen 
Zustand  stetig  änderndes  Element  übergeht. 

Die  Linie  kann  als  Gesammtheit  der  Punkte  betrachtet  werden, 
in  die  ein  seinen  Ort  stetig  ändernder  Punkt  übergeht.  Substituiren 
wir  hier  dem  Punkte  allgemeiner  irgend  ein  Ding,  welches  einer 
stetigen  Aenderung  irgend  eines  Zustandes,  den  es  hat,  fähig  ist,  und 
abstrahiren  nun  von  allem  anderweitigen  Inhalte  des  Dinges  und  aller 
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Besonderheit  dieses  seines  Zustandes,  und. nennen  dos  von  allem  ander- 
weitigen Inhalte  abstrahirte  Ding  das  Elementy  so  gelangen  wir  zu 
dem  aufgestellten  Begriffe. 

5.  Wenn  hierbei  das  Element  seinen  Zustand  stets  auf 
gleiche  Weise  ändert,  so  dass,  wenn  aus  einem  Elemente  a 
des  Gebildes  durch  Eine  solche  Aenderung  ein  anderes  Ele- 
mient  h  desselben  hervorgeht,  dann  durch  eine  gleiche  Aen- 
derung aus  h  ein  neues  Element  c  desselben  Gebildes  her- 
vorgeht, so  entsteht  das  der  geraden  Linie  entsprechende 
Gebilde,  das  Gebiet  zweiter  Stufe. 

Die  gerade  Linie  wird  von  dem  Punkte  konstruirt,  wenn  dieser 
seinen  Ort  stets  nach  derselben  Richtung  hin  .ändert;  |  substituiren  wir  280 
daher  der  Richtung  die  Art  und  Weise  der  Aenderung,  so  geht  der 
aufgesteUte  Begriff  hervor  *). 

6.  Wenn  man  alle  Elemente  eines  Gebietes  w-ter  Stufe 
einer  und  derselben  Aenderungsweise  unterwirft,  welche  zu 
neuen  (in  jenem  Gebiete  nicht  enthaltenen)  Elementen  führt, 
so  heisst  die  Gesammtheit  der  durch  diese  Aenderungsweise 
und  die  entgegengesetzte  erzeugbaren  Elemente  ein  Gebiet 
(w  +  l)-ter  Stufe;  das  Gebiet  dritter  Stufe  entspricht  der 
Ebene,  das  vierter  dem  ganzen  Räume. 

Wenn  die  Punkte  einer  geraden  Linie  sich  alle  nach  einer  und 
derselben  Richtung  bewegen,  die  zu  neuen  (in  jener  Geraden  nicht  ent- 
haltenen) Punkten  führt,  so  ist  die  Gesammtheit  der  durch  diese  Be- 
wegung und  die  entgegengesetzte  erzeugbaren  Punkte  die  Ebene;  und 
wenn  man  ebenso  mit  den  Punkten  der  |  Ebene  verfährt,  so  erhält  man  [340] 
den  ganzen  Raum.  Substituirt  man  hier  den  räumlichen  Begriffen  die 
vorher  angegebenen  abstrakten  und  hält  den  Fortgang  von  einer  Stufe 
zur  nächst  höheren  allgemein  fest,  so  ergiebt  sich  der  obige  Begriff. 

n.    Tendenz  der  in  meiner  Ausdehnungslehre  angewandten 
Rechnungsmethode,  an  der  Geometrie  erläutert. 

7.  In  meiner  Ausdehnungslehre  tritt  eine  eigenthüm- 
liche  Rechnungsmethode  hervor,  welche,  auf  die  Raumlehre 
übertragen,  von  unerschöpflicher  Fruchtbarkeit  ist,  und  hier 
(in    der   Raumlehre)    darin    besteht,  dass    räumliche    Gebilde 

*)  Soll  die  gerade  Linie  und  das  ihr  entsprechende  Gebilde  nach  beiden 
Seiten  unendlich  sein,  so  muss  der  Punkt  (das  Element)  auch  nach  der  entgegen- 
gesetzten Richtung  (Aenderungsweise)  fortschreiten,  was  wir  hier  der  Einfachheit 
wegen  übergangen  haben. 
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(Punkte,  Linien  und  so  weiter)  unmittelbar  der  Rechnung 
unterworfen  werden. 

Zum  Beispiel  wird  die  durch  zwei  Punkte  'gefülirte  Gerade  ihrer 
Grösse  und  Lage  nach  als  Verknüpfung  jener  Punkte  und  zwar  als 
eine  eigenthümliche  Art  der  Multiplikation  aufgefasst  (s.  unten,  Nr.  15), 
ebenso  das  zwischen  drei  Punkten  liegende  Dreieck  seinem  Flächen- 
*281  räum  und  der  Lage  seiner  Ebene  nach  als  Produkt  dreier  Punkte,  '  so 
dass  dies  Produkt  null  ist,  wenn  der  Flächenraum  jenes  Dreiecks  es 
ist,  das  heisst,  die  drei  Punkte  in  gerader  Linie  liegen;  ferner  der 
Durchschnittspunkt  zweier  gerader  Linien  in  einem  unten  (Nr.  "22  und 
Aufgabe  19)  näher  zu  bezeichnenden  Sinne  als  Produkt  dieser  Linien. 

8.  Die  Tendenz  dieser  Rechnungsmethode  für  die  Geo- 
metrie ist,  die  synthetische  und  analytische  Methode  zu  ver- 
einigen, das  heisst,  die  Vorzüge  einer  jeden  auf  den  Boden 
der  andern  zu  verpflanzen,  indem  jeder  Konstruktion  eine 
einfache  analytische  Operation  zur  Seite  gestellt  wird,  und 
umgekehrt. 

Zur  Erläuterung  diene  folgendes  Beispiel.  Bekanntlich  beschreibt 
eine  Ecke  y  eines  veränderlichen  Dreiecks,  dessen  beide  andere  Ecken 
a,  ß  sich  in  festen  geraden  Linien  A  und  B  bewegen,  und  dessen 
Seiten  durch  drei  feste  Punkte  a,  b,  c  gehen,  einen  Kegelschnitt.  Sind 
rt,  &,  c  die  festen  Punkte,  durch  welche  beziehlich  die  den  Ecken 
ttj  ßy  y  gegenüberliegenden  Seiten  gehen,  so  sieht  man,  dass  (s.  Nr.  7) 
yaB  die  Ecke  /i,  yaBcA  die  Ecke  «  darstellt,  und  da  die  Punkte  «, 
6,  y  in  Einer  geraden  Linie  liegen,  also  ihr  Produkt  null  ist  (Nr.  7), 
80  hat  man  die  Gleichung 

yaBcÄby  =  0 

als  Gleichung  eines  von  y  beschriebenen  Kegelschnittes.  Man  sieht, 
dass  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  y  vom  zweiten  Grade  ist,  und  man 
wird  schon  hierin  ein  auf  alle  algebraischen  Kurven  gehendes  wich- 
tiges Gesetz  ahnen. 

IIL  Einfachste  Reohnungsregeln  für  die  neue  Analyse. 

Die  Verknüpfungen,  die  in   diesem  Theile   der  Ausdehnungslehre 
vorkommen,  sind  Addition,  Subtraktion,  kombinatorische  Multiplikation, 
kombinatorische  Division. 
[341J  0.   Für  alle  Arten  der  Addition  und  Subtraktion  gilt  das 

gewöhnliche  Rechnungsverfahren. 

10.  Für  alle  Multiplikations-  und  Divisionsweisen  gilt  das 
Gesetz:  Statt  ein  Aggregat  von  Gliedern  mit  einem  zeichen- 
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losen  Ausdrucke  auf  irgend  eine  Weise  zu  multipliciren  oder 
zu  dividiren,  kann  man  ohne  Aenderung  des  letzten  Ergeb- 
nisses die  I  einzelnen  Glieder  mit  diesem  Ausdrucke  auf  ^ie-282 
selbe  Weise*)  multipliciren  oder  dividiren,  und  die  einzelnen 
Produkte  oder  Quotienten  so  zu  einem  Aggregate  verknüpfen, 
dass  man  einem  jeden  das  Zeichen  desjenigen  Gliedes  vor- 
setzt, durch  dessen  Multiplikation  oder  Division  es  entstan- 
den ist;  ein  Zahlfaktor  kann  überdies,  wenn  er  irgend  einem 
Faktor    des    Produktes    zugeordnet    ist,    auch  jedem   andern 

oder  auch  dem  Produkte  zugeordnet   werden;  endlich     -    ist 
allemal  Eins,  wenn  A  nicht  null  ist. 

11.  Ein  Produkt  a.h,c,,,  nenne  ich  ein  kombinatorisches, 
wenn  ausser  dem  Gesetze  Nr.  10  für  dasselbe  noch  das  Ge- 
setz gilt,  dass,  wenn  von  den  einzelnen  Faktoren  a,  fc,  c,  . . . 
zwei  aufeinanderfolgende  vertauscht  werden,  das  Produkt 
entgegengesetzten  Werth  annimmt;  und  zwar  nenne  ich 
a,  fc,  c,  . . .  und  deren  Summen  oder  Differenzen  dann  Fak- 
toren erster  Ordnung. 

Hiernach  ist  also  zum  Beispiel  a,b.c.d.  =  —  a.c.b.d, 

12.  Wenn  in  einem  kombinatorischen  Produkte  zwei  Fak- 
toren erster  Ordnung  einander  gleich  sind,  so  ist  das  Pro- 
dukt null. 

Zum  Beispiel  a .  fc .  fc .  d  ==  0  (wie  sich  auch  sogleich  ergiebt,  wenn 
man  in  dem  Beispiel  zu  Nr.  11  6  und  c  gleich  setzt). 

Folgende  Aufgaben  mögen  zur  Erläuterung  dieser  Multiplikations- 
weise dienen: 

Aufgabe   1.    Das  kombinatoriscJie  Produkt 

(«1^1  +  «2^2  +  «s^s)  •  (/^i^i  +  ßi^t  +  A^a)  •  (ri^  +  ^2^2  +  ys^s) 

ZU'  entwickeln,    tve^m    «i,  a^,  «3;    ßu  ß^y  ß^'i    Yiy  Y^y  Yz    Zohlgrössen, 
6,,  e^,  6*3  aber  kombinatorische  Faktoren  erster  Ordnung  bezeichnen. 

Man  erhält  durch  Anwendung  der  Rechnungsregeln  (9 — 12)  schliess- 
lich den  Ausdruck 

(«1/52^3  —  ^ißzY2  +  ^nßiY2  —  ^ßiYi  +  ^iß^Yi  —  «iftys)  ^i  .^2-^8- 
Aufgabe  2.   Drei  Gleichungen  ersten  Grades  mit  drei*  Unbekannten  m^ 
durch  die  Regeln  der  kcmbinatorisclien  Multiplikation  zu  lösen  (§  45). 

Die  drei  Gleichimgen  seien 

•)   Dieser  Ausdruck  bezieht  sich  nicht  nur  auf  die  Verknüpfungsweise  im 
Allgemeinen,  sondern  auch  auf  die  Stellmig  des  Faktors  in  dem  Produkte. 


(2) 
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(1)  I  «2^  +  ßiV  +  n^  =  *2? 

•  l  «s^  +  ßsV  +  Vz^  =  ^3- 

[342]  Man  multiplicire  die  drei  Gleichungen  beziehlich   mit  drei  kom- 

binatorischen Faktoren  erster  Ordnung  r,,  r^,,  Cj,  deren  Produkt  nicht 
null  ist^  addire  sie^  und  setze 

so  erhält  man  die  Gleichung 

(3)  xa  ■\'  yh  -\'  »c  '^^  d. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  kombinatorisch  mit  b.c,  so  erhält 
man^  weil  b.b.c  und  c.h,c  nach  Nr.  12  null  sind,  die  Gleichung 

X .a .b.c  =  (^.&.c,  also  x  ■=  -—£—  • 

und  auf  ähnliche  Weise  findet  man  y  und  ;?,  und  erhält 
/.v  d.b.c  a.d.c  a.h.d  * 

(4)  a;«=  "^--,     y  =  — t — ,     0= — r — 

Diese  Ausdrücke  (in  welchen  die  Gesetze  der  kombinatorischen  Multi- 
plikation kein  Heben  der  einzelnen  kombinatorischen  Faktoren  ge- 
statten) sind  äusserst  bequem  für  die  Analyse.  Will  man  die  Unbe- 
kannten in  der  gewöhnlichen  Form  ausgedrückt  erhalten,  so  hat  man 
nur  aus  Gleichung  (2)  zu  substituiren,  nach  Aufgabe  1  zu  entwickeln 
und  61^2 C3  nach  Nr.  10  im  Zähler  und  Nenner  zu  heben;  zum  Beispiel 
findet  man 

Man  sieht,  wie  dies  Verfahren  nicht  nur  überhaupt  für  n  Glei- 
chungen ersten  Grades  mit  n  Unbekannten  anwendbar  ist,  sondern  wie 
man  auch  bei  einiger  Geläufigkeit  hiemach  sogleich  das  Endresultat 
hinschreiben  kann,  sobald  die  n  Gleichungen  gegeben  sind. 

284         rv.    AnBOhanliohe  Begriffe  der  verschiedenen  Grössen  und 

Verknüpfangsweisen  in  der  Geometrie. 

13.  Die  räumlichen  Grössen  erster  Stufe  sind  einfache 
oder  vielfache  Punkte,  und  gerade  Linien  von  bestimmter 
Länge  und  Richtung.     (§  13— §  19.) 
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Sind  A  und  B  Punkte,  so  bezeichne  ich  die  gerade  Linie  von 
A  nach  B,  so  fern  an  ihr  zugleich  Länge  und  Richtung,   aber  auch 
niclits  weiter,  festgehalten  wird,  mit  B  —  A\  ich  sage  also,  dass  B  —  A 
dann  und  nur  dann  gleich  B^  —  A^  sei,  wenn  die  geraden  Linien  |  von  [348] 
A  nach  B  und  von  A^  nach  B^  gleiche  Länge  und  Richtung  haben. 

14.  Die  räumlichen  Grössen  n-ter  Stufe  entstehen  durch 
kombinatorische  Multiplikation  von  n  Grössen  erster  Stufe, 
welche  als  Faktoren  erster  Ordnung  angenommen  werden. 

Li  diesem  Falle,  wenn  nämlich  die  Faktoren  erster  Ordnung 
zugleich  Grössen  erster  Stufe  sind,  nenne  ich  die  Multiplikation  eine 
äussere. 

15.  Sind  A,  B,  C,  D  Punkte,  so  bedeutet  (§  106—115) 

1)  A  .  B  die  Linie,  welche  A  und  B  zu  Gränzpunkten  hat, 
aufgefasst  als  bestimmter  Theil  der  durch  A  und  B  be- 
stimmten unendlichen  geraden  Linie. 

2)  A,B.C  das  Dreieck,  dessen  Ecken  A,  J5,  C  sind,  auf- 
gefasst als  bestimmter  Theil  der  durch  A,  B,  C  bestimmten 
unendlichen  Ebene. 

3)  A.B. CD  das  Tetraeder,  dessen  Ecken  ^,  J5,  C,  2)  sind, 
aufgefasst  als  bestimmter  Theil  des  unendlichen  Körper- 
raumes. 

Das  heisst,  wir  setzen  A  .  B  =  A^ .  B^j  wenn  beide  Produkte 
gleiche  und  gleichbezeichnete*)  Theile  derselben  geraden  Linie  vor- 
stellen; ferner 

Ji.  .  Jlj  .  O  ^=  ^j  •  jL)|  .  Ci, 

wenn    beide  Dreiecke   gleiche  und   gleichbezeichnete   Theile   derselben 
Ebene  sind;  endlich 

A.B.C.D  =  A^.B,.C^.D^, 

wenn  beide  Tetraeder  gleichen  und  gleichbezeichneten  Lihalt  haben. 

16.  Sind  a,  hj  c  Linien  von  bestimmter  Länge  und  Rieh- 286 
tung,  so  bedeutet  (§  28  —  36) 

1)  a  .h  das  Parallelogramm,  dessen  Seiten  gleich  und 
parallel  a  und  h  sind,  und  zwar  aufgefasst  als  Flächenraum 
von  bestimmter  Grösse  und  Ebenen-Richtung**). 

2)  a.b.c   das   Späth   (Parallelepipedum),  dessen  Kanten 

*)  Gleichbezeichnet  nenne  ich  zwei  Grössen,  welche  entweder  beide  posi- 
tiveu,  oder  beide  negativen  Werth  haben. 

**)  Von  zwei  parallelen  Ebenen  sage  ich,  dass  sie  gleiche  Ebenen  -  Richtung 
haben. 
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gleich  und  parallel  a,  b,  c  sind,  und  zwar  aufgefasst  als 
Körperraum  von  bestimmter  Grösse. 

Das  heisst^  wir  setzen 

o  .  6  =  Oj .  6j, 

wenn  die  Parallelogramme,  welche  durch  diese  Produkte  dargestellt 
sind,  in  parallelen  Ebenen  liegen  und  gleichen  und  gleichbezeichneten 
Flächenraum  haben; 

a  .  &  .  c  =  a^ .  fcj .  C| , 

[344]  wenn   die   durch   diese   Produkte    dargestellten    Spathe    gleichen    und 
gleichbezeichneten  Inhalt  haben. 

17.  Die  Seite  (rechte  oder  linke),  nach  welcher  die  Kon- 
struktion einer  räumlichen  Grösse  erfolgt,  bestimmt  ihren 
positiven  oder  negativen  Werth,  nämlich 

1)  Zwei  Theile  derselben  Linie,  Ä.B  und  Aj^.Bj^,  setzen  wir 
als  gleichbezeichnet,  wenn  B  von  A  aus  nach  derselben  Seite  liegt, 
wie  B^  von  Ä^  aus. 

2)  Zwei  Theile  derselben  Ebene,  Ä.B.C  und  A^.Bi.Cu  setzen 
wir  als  gleichbezeichnet,  wenn  C  von  A,B  aus  nach  derselben  Seite 
hin  liegt,  wie  C^  von  A^.B^  aus,  oder  deutlicher,  wenn  dem,  der  in 
A  stehend  nach  B  sieht,  C  nach  derselben  Seite  hin  liegt,  wie  C,  dem 
liegt,  der  in  A,  stehend  nach  B^  sieht. 

3)  Zwei  Körpertheile  A,B ,C.D  und  -4^ .  JB, .  C, .  Z),  setzen  wir 
als  gleichbezeichnet,  wenn  D  von  A.B.C  aus  nach  derselben  Seite 
hin  liegt,  wie  D^  von  A^.Bi.Ci  aus;  oder  deutlicher,  wenn  einer 
menschlichen  Figur,  die  den  Kopf  nach  -4,  die  Füsse  nach  B,  das  Auge 

286  nach  C  hin  gerichtet  hat,  der  Punkt  D  nach  derselben  |  Seite  liegt, 
wie  D^  einer  Figur,  die  den  Kopf  nach  -4j,  die  Füsse  nach  -B,,  das 
Auge  nach  Cj  hin  gerichtet  hat. 

4)  Zwei  parallele  Flächenräume  a .  b  und  a^ .  b^  setzen  wir  als 
gleichbezeichnet,  wenn  die  Richtung  b  von  der  Richtung  a  aus  nach 
derselben  Seite  liegt,  wie  6i  von  a^  aus. 

5)  Zwei  Körperräume  a.b.c  und  a^.bi, q  setzen  wir  als  gleich- 
bezeichnet, wenn  die  Richtung  c  von  a,b  aus  nach  derselben  Seite  hin 
liegt,  wie  c^  von  a^ .  fcj  aus,  das  heisst,  wenn  einer  menschlichen  Figur, 
welcher  die  Richtung  a  von  den  Füssen  zum  Kopfe  geht,  und  deren 
Augen  in  der  Richtung  fcj  vorwärts  sehen,  die  Richtvmg  c  nach  der- 
selben Seite  liegt,  wie  die  Richtung  c^  einer  Figur,  und  so  weiter. 

18.  Es  giebt  sieben  Gattungen  räumlicher  Grössen,  in 
vier  Stufen  vertheilt: 
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I.  Stufe 


IT.  Stufe 


1)  Einfache  oder  vielfache  Punkte. 

2)  Gerade  Linien  von  bestimmter  Länge  und  Rich- 
tung. 

3)  Bestimmte  Th#ile   bestimmter   unendlicher  ge- 
rader Linien. 

4)  Ebene    Flächenrliume    von    bestimmter    Grösse 
und  Ebenen-Richtung. 

5)  Bestimmte     Theile     bestimmter     unendlicher 
IIT.  Stufe  {       Ebenen. 

6)  Bestimmte  Körperräume. 

IV.  Stufe      7)  Bestimmte  Eörperräume. 

Hier  kommen  die  Körperräume  zweimal  vor,  theils  als  Grössen 
dritter  Stufe,  theils  als  Grössen  vierter  Stufe,  je  nachdem  sie  als  Pro- 
dukte dreier  gerader  Linien  von  bestimmter  Richtung  und  Länge,  oder 
als  Produkte  von  vier  Punkten  aufgefasst  werden. 

19.  Gleichbezeichnete  Theile  eines  und  desselben  Ganzen 
geben  als  Summe  einen  ebenso  bezeichneten  |  Theil  desselben  [345] 
Ganzen,  welcher  so  gross  ist,  als  jene   beiden  zusammenge- 
nommen.    (§  8.) 

Zum  Beispiel  A .  B  und  A^ .  B^  geben,  wenn  sie  gleichgerichtete 
Theile  derselben  unendlichen  geraden  Linie  sind,  zur  Summe  einen 
eben  so  gerichteten  Theil  derselben  Linie,  welcher  so  gross  ist,  als 
jene  beiden  Theile  zusammengenommen. 

20.  Je   zwei    Grössen   derselben   Stufe,    &ber    auch   |  nur  287 
solche,  können  addirt  werden;  der  Begriff  für  die  Addition 
solcher  Grössen  lässt  sich  allemal  bestimmen,  wenn  man  die 
vorher   gegebene  Bezeichnung   dieser  Grössen   festhält,   und 
die  Rechnungsregeln  aus  III  anwendet. 

Aufgabe  3.    Zwei  Punkte  A  und  B  m  addiren. 

Setzt  man  A  +  B  =  2S,  so  erhält  man  B  —  A  =  2{S  —  A), 
das  heisst,  S  ist  die  Mitte  zwischen  A  und  B,  Also  die  Summe  zweier 
Punkte  ist  die  doppelt  genommene  Mitte  zwischen  beiden. 

Aufgabe  4.  Zwei  vielfache  Punkte  aA  und  ßB  zu  addiren,  wenn 
die  Koefficienten  a  und  ß  positiv  sind,  das  heisst,  den  Punkt  S  m  finden, 
welcher  der  Gleichung 

aA  +  ßB  =  {a  +  ß)S 
genügt.    (§  94—98.) 

Soll  dieser  Gleichung  genügt  werden,  so  muss 

Orassmann,  Werke.    I.  20 
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ß(B-Ä)  =  (a+ß)iS-A) 

sein,  und  umgekehrt  erhält  man  aus  der  letzten  die  erstere.  Aus  der 
letzten  folgt  aber  die  Konstruktion:   Man   nimmt  von   der  Linie  AB 

von  A  aus  den  Theil  — f-5  (oder  voÄ  B  aus  den  Theil  —r-^),  so  ist 

a  +  p    \  a  +  p/  ' 

der  Endpunkt  dieses  Theiles  der  Punkt  S.  —  Also  ^die  Summe  zweier 
vielfachen  Punkte  mit  positiven  Koefficienten  ist  ein  mit  der  Summe 
der  Koefficienten  multiplicirter  Punkt,  welcher  in  der  geraden  Linie 
zwischen  beiden  Punkten  so  liegt,  dass  seine  Entfernungen  von  diesen 
beiden  Punkten  sich  umgekehrt  verhalten,  wie  die  zu  diesen  Punkten 
gehörigen  Koefficienten  *) /' 

Aufgabe  5.  Einen  Punkt  A  und  eine  gerade  Linie  von  bestimmter 
Ixinge  und  Richtung  C  —  B  jsu  addiren. 

Man  konstruire  eine  gerade  Linie  von  A  aus,  welche  mit  C — B 
gleich  lang  und  gleich  gerichtet  ist;  diese  sei  D  —  Aj  so  ist  7)  die 
gesuchte  Summe;  denn  da  C —  B  ^=s  D  —  A  ist,  so  ist 

A-\-{C-B)  =  A  +  {D  —  A)^D. 

Also  „die  Summe  eines  Punktes  A  und  einer  geraden  Linie  von  be- 
288  stimmter  Länge   und  Richtung  ist  der  Endpunkt   dieser  Linie,  wenn 
A  ihr  Anfangspunkt  ist/* 

[346]  Aufgabe  6.  Einen  vielfachen  Punkt  aA  und  eine  gereute  Linie  von 

bestimmter  Länge  und  Richtung  C  —  B  zu  addiren. 

Man  konstruire  eine  gerade  Linie  von  A  aus,  welche  mit  C  —  B 

gleiche  Richtung  hat,  aber  nur         so  lang  ist;  diese  sei  7)  —  A,  so 

ist  uD  die  gesuchte  Summe.    Denn  da 

C—B=tt{I)-A) 
ist,  so  ist 

aA  +  (C  —  B)  =  uA  ■}■  a(D  —  A)  =  uD. 

Aufgabe  7.  Zwei  gerade  Linien  von  bestimmter  Länge  und  Ridi- 
tung  B  —  A  und  D  —  C  zu  addiren. 

Man  mache  E  —  B  =  D  —  C,  so  ist 

(B  --  A)  +  (D  —  C)  =  {B  ^  A)  +  (E  --  B)  =  E  —  A, 

Also  „zwei  Linien  von  bestimmter  Länge  und  Richtung  addirt  mau, 
indem  man,  ohne  die  Länge  und  Richtung  zu  verändern,  auf  den  End- 
punkt der  einen  den  Anfangspunkt  der  andern  legt,  dann  ist  die  gerade 


•)  Man  sieht,  dass  dieser  Punkt  der  Schwerpunkt  ist,  wenn  die  Koefficienten 
Gewichte  vorstellen. 
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Linie  vom  Anfangspunkte  der  ersten  zum  Endpunkte  der  letzten  die 
gesuchte  Summe." 

Aufgabe  8.    n  gerade  Linien  von  bestimmter  Länge  und  Richtung 
jsu  addiren. 

Die  wiederholte  Anwendung  der  Auflösung  von  Aufgabe  7  führt 
sogleich  zu  der  Lösung  dieser  Aufgabe,  nämlich  „«  gerade  Linien  von 
bestimmter  Länge  und  Richtung  addirt  man,  indem  man  die  einzelnen  ^ 
Linien,  ohne  ihre  Richtung  und  Länge  zu  ändern,  nach  der  Reihe 
stetig,  das  heisst,  so  an  einander  legt,  dass,  wo  die  eine  aufhört,  die 
nächstfolgende  anfangt;  dann  ist  die  gerade  Linie  vom  Anfangspunkte 
der  ersten  zum  Endpunkte  der  letzten  die  gesuchte  Summe." 

Aufgabe  9.   Die  Summe  von  n  Punkten  Ä^,  A^,  , . ,  An  ßu  finden, 
das  heisst,  den  Punkt  S  m  finden,  welcher  der  Gleichung 

Ai-j-  A^-^ [-  An  =  nS 

genügt. 

Subtrahirt  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  nR,  wo  R 

ein  beliebiger  Punkt  ist,  so  erhält  man 

(A,  -  li)  +  (A,-E)  +  .-.  +  {Än-B)  =  n{S-E), 

und,  da  aus  dieser  Gleichung  wieder  die  erstere  sich  ableiten  lässt,  so 
folgt:  „Um  n  Punkte  zu  addiren,  zieht  man  von  einem  beliebigen 
Punkte  R  die  geraden  Linien  nach  den  n  Punkten,  legt  sie,  ohne  ihre  289 
Richtung  und  Länge  zu  ändern,  stetig  an  einander  und  zwar  so,  dass 
der  Anfangspunkt  der  ersten  auf  jR  fällt,  verbindet  R  mit  dem  End- 
punkte der  letzten  durch  eine  gerade  Linie  und  theilt  diese  Verbin- 
dungslinie in  n  gleiche  Theile,  so  ist  der  erste  Theilpunkt  von  R  aus 
der  Punkt  S,  dessen  w-faches  die  gesuchte  Summe  ist." 

Aufgabe  10.    Beliebig  viele  vielfache  Punkte  aA,  ßB,  . . .  eu  ad- 
diren, wenn  die  Summe  der  Koefficienten  «  -j-  jS  -(-  . . .  nicht  null  ist. 
Setzt  man 

aA-\-  ßB  +  '''  =  {a  +  ß-\-'")S, 

und  subtrahirt  auf  beiden  Seiten  («  +  /5  +  •••)^>  ^^  22  ein  beliebiger  [347] 
Punkt  ist,  so  erhält  man 

a(4  -  2?)  +  ß{B  —  R)  +  ...  =  (a  -f  /3  H ){S—R). 

Also,  da  auch  hieraus  wieder  die  erste  Gleichung  sich  ableiten  lässt,  so 
folgt  „die  Suinme  von  beliebig  vielen  vielfachen  Punkten  aA,  ßB, ..., 
deren  Koefficienten-Summe  nicht  null  ist,  findet  man,  indem  man  von 
irgend  einem  Punkte  R  aus  die  Linien  nach  A,B,  . , .  legt,  diese  dann 
beziehlich  mit  a,  ß, . . .  multiplicirt  *),  die  so  gewonnenen  Linien,  ohne 

*)  Durch  solche  Multiplikation  mit  einer  Zahlgrösse  a  ändert  sich,  wie  man 

20* 
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ihre  Richtung  und  Länge  zu  lindem,  stetig  an  einander  legt,  so  dass 
der  Anfangspunkt  der  ersten  in  R  fällt,  dann  72  mit  dem  Endpimkte 
der  letzten  verbindet  und  von  der  Verbindungslinie   von  R  aus   den 

Theil  -t-gM'~  ^^^^^^^^*?  s^  ^^^  ^^^  ™^  (<^ +  /'  +  ••*)  öiultiplicirte 
Endpunkt  dieses  Theiles  die  gesuchte  Summe/' 

Aufgabe  11.  Die  Summe  ton  vielfachen  Punkten  aA,  ßB,  . . .  £:n 
finden,  wenn  a  -^  ß  -\ «=  0  ist. 

Man  subtrahire  von  der  Summe  aA  -\-  ßB  -^  "-  den  Ausdruck 
(a -f" /*  +  •••)  ^>  ^^  wird,  da  diese  subtrahirte  Grosse  null  ist,  der 
Werth  der  Summe  nicht  geändert,  also  ist 

aA  +  ßB-^ =  a(A-'R)-\-  ß(B  -  JR)  +  .... 

Also  „die  Summe  von  vielfachen  Pimkten,  deren  Eoefficientensumme 
null  ist,  ist  eine  gerade  Linie  von  bestimmter  Länge  und  Richtung, 
290  die  I  man  dadurch  findet,  dass  man  von  einem  beliebigen  Punkte  li 
die  geraden  Linien  nach  den  gegebenen  Punkten  zieht,  diese  mit  den 
diesen  Punkten  zugehörigen  Eoefficienten  multiplicirt,  und  die  Pro- 
dukte addirt." 

Aufgabe  12.  Zwei  Theüe  A.B  und  CD  von  Linien,  die  sich  in 
E  schneiden,  zu  addiren. 

Man  mache  E.F  gleich  A.B  und  E.G  gleich  CD,  so  ist 

A.B  +  C.D  =  E.F-\-E,G  =  E.(F-\-  G)  =  2E.S, 

wenn  S  die  Mitte  von  F  und  G  ist  (vgl.  Aufgabe  3).  Also  „zwei  Theile 
von  Linien,  welche  sich  schneiden,  addirt  man,  indem  man  diesen 
Theilen  den  Durchschnittspunkt  als  Anfangspunkt  giebt;  dann  ist  die 
doppelte  gerade  Linie  vom  Durchschnittspunkte  zu  der  Mitte  der  beiden 
Endpunkte  die  gesuchte  Summe*).'' 

Aufgabe  13.  Zwei  parallele  Linientheile  A.B  und  CD  zu  ad- 
diren, wenn  beide  nicht  gleichlafig  und  zugleich  entgegengesetzt  ge- 
richtet sind. 

Wenn  A.B  und  G.D  parallel  sind,  so  muss  D  —  C  gleich 
[348]  cc{B  —  A)  sein,  wo  a  irgend  eine  positive  oder  negative  Zahl  ist.  |  Da 
nun  A.B  gleich  A.{B  —  A)  ist,  weil  A.A  nach  Nr.  12  null  ist,  so 
hat  man 


leicht  sieht,  wenn  a  positiv  ist,  die  Richtung  nicht,  während  die  Länge  im  Ver- 
hältnisB  1 :  cc  sich  ändert;  und  ist  a  negativ,  so  wird  die  Richtung  die  entgegen- 
gesetzte. 

*)  Diese  ist  zugleich  die  Diagonale  des  Parallelogramms,  welches  jene 
Linientheile  zu  Seiten  hat,  woraus  man  sieht,  dass  die  Summe  der  Linientheile 
die  zusammengesetzte  Kraft  ist,  wenn  die  Linientheile  Kräfte  vorstellen. 
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A.B+C.D  =  A.(B  —  A)  +  G.(D'-'C) 

=  A.{B  —  A)  +  aC,{B-~-A) 
=  {A-\-  aC)  {B  -  A). 

Ist  die  Summe  A'\-  aC  gleich  (1  +  a))S  (vgl.  Aufgabe  4),  so  wird  der 
letzte  Ausdruck 

=  S .{\  +  a)  {B  —  A)  =  S .{B  —  A  -^  D  —  C), 

worin  eine  einfache  Konstruktion  jener  Summe  liegt. 

Aufgabe  14.  2jwei  gleich  lange  und  entgegengesetzt  gerichtete  Linien- 
Üieile  A,B  und  CD  m  addiren. 

Liegen  beide  in  derselben  geraden  Linie  ^  so  ist  die  Simime  null. 
Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  ist,  weil  D  —  C  =  —  (B  —  A)  ist, 

A.B-^C.D  =  A.{B'-A)-^C.{D  —  C) 

=  a\B-A)  —  C.{B^A) 
=  {A  —  C).{B-  A). 

Dann  ist  die  Summe  also  ein  Flächenraum  von   bestimmter  Grösse  291 
und  Ebenen-llichtung*). 

Aufgabe  15.  Zwei  Flächenräume  von  bestimmter  Grösse  und  Ebenen- 
richtung  a.b  und  cd  m  addiren» 

Sind  die  Ebenen  parallel,  so  können  sie  schon  nach  Nr.  19  addirt 
werden;  sind  sie  es  nicht,  so  werden  beide  Ebenen  eine  Richtung  ge- 
meinschaftlich haben.  Es  sei  e  eine  gerade  Linie,  welche  diese  Rich- 
tung hat,  und  a.b  gleich  e./*,   cd  gleich  e.g^  so  ist 

a  .b  -\-  c  .d  =  e  .f-\-  e  .g  =  e  .{f-\-  g). 

Aufgabe  16.  Zwei  Theile  A.B .0  und  D.E.F  bestimmter  Ebenen^ 
die  nicht  parallel  sind,  zu  addiren. 

Sind  die  Ebenen  nicht  parallel,  so  werden  sie  sich  schneiden.  Es 
sei  G .H  ein  Theil  der  Durchschnittslinie ,  und  es  sei  A.B .0  gleich 
G.H.J,   D.E.F  gleich  G.U.K,  sojst 

A.B.C+D.E.F=G.H.J+G.H.K 

=  G.H.{J+K)  =  2G.H.Sy 

wenn  S  die  Mitte  zwischen  J  und  K  ist.  Also  „Zwei  Theile  nicht 
paralleler  Ebenen  addirt  man,  indem  man  sie  als  Dreiecke  darstellt, 
deren  gemeinschaftliche  Grundseite  in  dem  Durchschnitt  beider  Ebenen 


*)  Wie  die  Summe  zweier  Linientheile,  die  nicht- in  derselben  Ebene  liegen, 
zu  behandebi  sei,  kann  ich  hier  nicht  ausführen  (Tgl.  Ausdehnungslehre  §  51 
u.  §  122). 
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1849J  liegt;  dann  ist  das  Doppelte  des  Dreiecks,  '  was  dieselbe  Grundseitu  hat, 
und  dessen  Spitze  die  Mitte  ist  zwischen  den  Spitzen  jener  Dreiecke, 
die  gesuchte  Summe/' 

Aufgabe  17.  Zwei  Theile  A,B.C  md  D . E . F paralleler  Ebenen 
gu  addiren. 

Sind  die  Ebenen  parallel,  so  muss  (E  —  D) .  (F  —  D)  gleich 
a{B  —  A),(ü — -4)  gesetzt  werden  können,  wo  a  eine  Zahlengrösse 
ist.    Dann  ist 

Ä.B,C+D.E.F~A.(B  —  A),{C—A)  +  D.(E''D).(F—I))*) 

=  (A  +  al))  ,{B  —  A).{C-A) 
=  S.(l  +a).{B'-  A).{C-A), 

wenn  (1  +a))S  die  Summe  von  A-^-aD  ist.    Der  letzte  Ausdruck  ist 

=  S\iB  -  Ä)  .  (C  -A)-\'  {E  -  D)  .  {F  -  D)], 

*j92  worin  wieder  eine  einfache  Konstruktion  liegt.  Ist  jedoch  «  =  —  1 , 
das  heisst,  sind  beide  Flächenräume  gleich  gross,  aber  entgegengesetzt 
bezeichnet,  so  ist  ^  +  ^^  ^üic  gerade  Linie  von  bestimmter  Kichtung 
und  Länge  (Aufgabe  11);  ist  diese  gleich  H —  Cr,  so  ist 

A.B,C+I).E.F={H'-G).(B—A).{C-A), 

also  die  Summe  dann  ein  Körperraum. 

Aufgabe  18.  Einen  Theil  A.B.C  einer  bestimmten  Ebene  und 
einen  Körperraum  (J)  —  A)  ,{B  —  A)  .{C—  Ä)  eu  addiren, 

A.B.C+{D  —  A).{B^A).{C-Ä)  = 
=  A.{B  —  A),{C-A)-\-{D  —  A).{B  —  A).{C—  A) 
=  D.(B  —  A).{ü—A)y 

woraus  der  BegriflF  dieser  Addition  leicht  hervorgeht. 

21.  Ein  kombinatorisches  Produkt,  dessenFaktoren  erster 
Ordnung  Grössen  (u —  l)-ter  Stufe  sind,  welche  aber  alle  in 
einem  und  demselben  Gebete  n-ter  Stufe  liegen,  nenne  ich 
ein  eingewandtes  Produkt,  und  zwar  ein  auf  jenes  Gebiet 
bezügliches; 

zum  Beispiel  ein  kombinatorisches  Produkt  von  Linientheilen  in 
der  Ebene,  oder  von  Ebenentheilen  im  Räume. 

22.  Wird  von  jetzt  an  die  äussere  Multiplikation  durch  blosses 
Aneinanderschreiben,  die  eingewandte  Multiplikation  durch  einen  zwi- 
schen die  Faktoren   gesetzten  Punkt  bezeichnet,  so  verstehen  wir 

*)  vgl.  Nr.  12. 
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unter  dem  eingewandten  Produkte  AB.AC,  wo  A^  JB,  C  be- 
liebige Grossen  sind,  das  Produkt  ABC.A,  in  welchem  ABC 
wie  ein  zu  A  gehöriger  Koefficient  behandelt  wird,  voraus- 
gesetzt, dass  das  Produkt  auf  das  Gebiet  von  niedrigster 
Stufe,  in  welchem  Ay  B  und  C  zugleich  liegen,  bezogen  wird. 

Aufgabe  19.    Das  auf  die  Ebene  ABC  hezügliche  Trodtikt  zweier 
Linientheile  AB.AC  zu  finden. 

Nach  Nr.  22  ist  dasselbe  gleich  ABC ,  A'^  das  heisst  „das  Pro- 1 360] 
dukt  zweier  Linientheile,  deren  Linien  sich  schneiden,  ist  der  Durch- 
schnittspunkt, verbunden  mit  einem  Theil  der  Ebene  als  Koefficienten." 
Denkt  man  sich  einen  Theil  der  Ebene  als  Einheit  angenommen,  so 
werden  die  Ebenentheile,  mit  denen  die  Punkte  behaftet  sind,  wirk- 
liche Zahlgrössen  imd  die  Produkte  erscheinen  als  vielfache  Punkte; 
doch  müssen  dann  alle  zu  vergleichenden  Grössen  in  derselben  Ebene, 
auf  die  sich  die  Produkte  beziehen,  liegen  (wie  dies  in  der  Plani-  293 
metrie  immer  der  Fall  ist). 

Aufgabe  20.  Das  Produkt  dreier  Linientheile  AB,  ACy  BC  in 
Bezug  auf  die  Ebene  ABC  zu  findest. 

Auflösung.    AB.AC.BC=ABC.ABC={ABCy. 

Aufgabe  21.    Das  eingewandte  Produkt  zweier  EbenentJunle  ABC 
und  ABD  (in  Bezug  auf  den  Körperraum)  zu  finden. 
Auflösung.    ABC,ABD  =  ABCD.AB. 

Aufgabe  22.  Das  eingewandte  Prodtikt  dreier  Ebenetitheüe  ABC, 
ABD,  ACD  zu  finden, 

Auflösung.    ABC.  ABD  .  ACD  =  ABCD  .  ABCD  .  A 

^{ABCDy.A. 

Aufgabe  23.  Das  eingewandte  Produkt  von  vier  Ebenentlieilen 
ABC,  ABD,  ACD,  BCD  zu  finden. 

Auflösung.    ABC.  ABD  .  ACD  .  BCD  =  {ABCDf. 

Anmerkung.  Das  Produkt  zweier  Ebenentheile  giebt  also  einen 
Linientheil,  das  dreier  einen  Punkt,  aber  jener  Linientheil  und  dieser 
Punkt  haben  dann  noch  einen  Raumtheil  oder  ein  Produkt  von  Kaum- 
theilen  als  Koefficienten,  und  nimmt  man  einen  Raumtheil  als  Einheit 
an,  so  gehen  diese  Koefficienten  in  wirkliche  Zahlgrössen  über. 

—     —      —        • 

Dies  etwa  sind  die  wesentlichsten  BegriflFe,  welche  in  dem  ersten 
Theile  meiner  Ausdehnungslehre  vorkommen.  Aber  es  ist  unmöglich, 
von  der  unendlichen  Fruchtbarkeit  dieser  neuen  Methode  für  die  Be- 
handlimg  nicht  nur  der  Raumlehre,  sondern  überhaupt  aller  Wissen- 
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Schäften^  welche  auf  räumliche  Verhältnisse  zurückgehen^  hier  auch 
nur  einen  oberflächUchen  Begriff  zu  geben.  Ebenso  wenig  konnte  ich 
hier  die  Beweise  liefern,  dass  in  der  That  die  in  DI  gegebenen  Kech- 
nungsregeln  für  die  einzelnen  hier  dargelegten  Verknüpfungsweiseu 
gelten,  sondern  auch  hier  muss  ich  auf  meine  ausftihrUche  Schrift 
verweisen,  in  welcher  diese  Beweise  in  aller  Strenge  geführt  sind,  und 
wo  zugleich  die  Entwickelung  überall  in  der  Art  fortschreitet,  dass 
alles  Willkührliche,  was  noch  in  der  Aufstellung  der  verschiedenen 
Begriffe  zu  Kegen  scheint,  verschwindet. 
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Die  Kiinslaaadrficke,  welche  ich  später  ganz  au%egeben  habe,  sind  eingeklammert. 
Za  deigenigen,  welche  ich  in  der  Ausdehnungslehre  TOn  1862  durch  andere  er- 
seist  habe,  sind  die  letzteren  hinzugefügt  und  durch  ein  Gleichheitszeichen  mit 

jenen  yerbunden. 
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Wenn  die  eigenthümliche  Kraft  eines  über  seine  Zeit  hervor-  1 
ragenden  Geistes  schon  darin  sich  offenbart,  dass  er  die  Ideen,  auf 
welche  die  Zeitentwickelung  hindrängt,  aufzufassen  und  fortzubilden 
weiss,  und  er  so  als  Repräsentant  seiner  Zeit  erscheint:  so  tritt  jene 
Kraft  noch  eigenthümlicher  hervor  in  solchen  Gedankenreihen,  welche 
der  Zeit  vorangehen  und  ihr  auf  Jahrhunderte  die  Bahn  der  Ent- 
wickelung  gleichsam  vorzeichnen. 

Während  die  Ideen  ersterer  Art,  wenn  eben  die  Zeit  bis  zu  einem 
solchen  Punkte  der  Entwickelung  herangereift  war,  oft  gleichzeitig 
von  den  hervorragenden  Geistern  der  Zeit  ausgebildet  wurden  (wie 
zum  Beispiel  die  Differenzialrechnung  gleichzeitig  von  Newton  und 
Leibniz):  so  erscheinen  die  der  letzteren  Art  als  das  besondere  Eigen- 
thum  des  Einzelnen,  als  die  innerste  Werkstätte  seines  Geistes,  in 
welche  nur  wenigen  Geweihten  derselben  Zeit  vergönnt  ist  einzutreten 
und  ahnend  gleichsam  anzuschauen  den  *Reichthum  der  Entwickelung, 
welcher  von  da  aus  über  eine  künftige  Zeit  sich  ausbreiten  wird. 
Während  jene  ersten  Gedankenreihen  in  der  Zeit,  in  welcher  sie  her- 
vortreten, da  sie  eben  den  Höhenpunkt  dieser  Zeit  selbst  darstellen, 
mächtigen  Anklang  finden,  grosse  Bewegungen  und  Entwickelungen 
hervorrufen:  so  verhallen  diese  meistens  fast  wirkungslos  in  der  Gleich- 
zeit, indem  sie  nur  von  wenigen  verstanden  werden,  und  von  keinem 
vielleicht  ganz.  Oft  erst  nach  Jahrhunderten,  wenn  die  Zeit  bis  zu 
demjenigen  Punkte  der  Entwickelung  gediehen  ist,  welchen  jene  Geistes- 
kraft vorbildend  schuf,  wird  dann  jener  Gedanke  eine  Aussaat  für  eine 
reiche  Aerndte. 

Dass  nun  die  grossartige  Idee  Leibnizens,  deren  Auffassung  und 
Fortbildung  den  Gegenstand  dieser  Abhandlung  ausmacht,  nämlich  die 
Idee  einer  wahrhaft  geometrischen  Analyse,  zu  diesen  vorbildenden 
und  gleichsam  prophetischen  Ideen  gehört,  kann  keinen  Augenblick 
zweifelhaft  sein,  wie  sie  denn  auch  das  Schicksal  solcher  Ideen  getheilt 
hat.  Ja  durch  eine  besondere  Ungunst  der  Verhältnisse  ist  dieselbe 
bis  weit  über  den  Zeitpunkt  hinaus  verborgen  geblieben,  von  welchem 
an  sie  hätte  kräftig  in  die  Zeitentwickelung  eingreifen  können.  Denn 
ehe  noch  jene  Leibnizsche  Idee  durch  Uylenbroek  aus  der  Verborgen- 
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heit  hervorgezogen  wurde,  waren   schon  von  verschiedenen  Seiten  her 
Wege  zu  einer  ganz  verwandten  Analyse  angebahnt. 

Dessenungeachtet  erscheint  es  als  eine  wichtige  Aufgabe,  durch 
jene  Idee,  und  durch  die  besondere  Gestaltung,  welche  ihr  Leibniz 
verliehen  hat,  die  verwandte  Analyse  der  Neueren  zu  befruchten  und 
*2  so  den  lange  todt  gelegenen  Keim  ins  Leben  zu  rufen.  Denn  |  wenn 
auch  durch  jene  mehr  als  hundertjährige  Verborgenheit  jene  Idee 
gleichsam  ausgeschieden  ist  aus  dem  historischen  Entwickelungsprocesse: 
so  ist  sie  dennoch,  indem  sie  nun  hervortritt,  keinesweges  eine  schon 
veraltete,  sondern  schliesst  einen  noch  frischen  imd  lebenskräftigen 
Keim  in  sich,  dem  mm  sein  Recht,  mit  der  historischen  Entwickelung 
zu  verwachsen,  nicht  länger  vorenthalten  werden  darf.  Denn  einerseits 
ist  das  Ideal  dieser  geometrischen  Analyse,  wie  es  Leibnizen  als  Ziel 
einer  künftigen  Entwickelung  vorschwebte,  keinesweges  schon  voll- 
kommen erreicht,  noch  von  den  Mathematikern  hinreichend  als  solches 
erkannt,  andererseits  ist  auch  die  eigenthümliche  Gestaltung,  welche 
er  dieser  Idee  durch  seine  freilich  mehr  beispielsweise  gegebene  Be- 
zeichnungsart verliehen  hat,  keinesweges  schon  durch  einen  neueren 
Mathematiker  auf  ähnliche  Weise  ausgebildet  worden;  vielmehr  sind 
alle  Neueren  von  andern,  wenn  auch  oft  —  dem  Fortschritte  der  Zeit 
gemäss  —  von  viel  fruchtbareren  Gesichtspimkten  ausgegangen. 

Leibniz  selbst  unterscheidet  auf  das  Bestimmteste  seinen  Gedanken 
einer  rein  geometrischen  Analyse,  deren  Ausbildung  und  Vollendung 
ihm  als  ein  fernes  Ziel  vor  Augen  schwebte,  deren  Wichtigkeit  er 
aber  gleichwohl  vollkommen  erkannte,  und  andererseits  seinen  Versuch 
einer  neuen  Charakteristik,  welchen  er  daran  anschliesst,  um  die  Mög- 
lichkeit der  Verwirklichung  jenes  Gedankens  glaublicher  zu  machen, 
und  der  Nachwelt,  wenn  er  selbst  an  der  Ausluhrung  gehindert  werden 
sollte,  ein  Denkmal  zu  hinterlassen,  welches  irgend  einem  Andern 
späterhin  zur  Verwirklichung  jenes  Gedankens  Veranlassung  geben 
möchte.  Beides  ist  daher  immer  scharf  auseinander  zu  halten,  wenn 
man  das  Verdienst  Leibnizens  um  die  Ausbildung  der  geometrischen 
Analyse  richtig  würdigen  will. 

In  der  That  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  die  von  Leibniz  ver- 
versuchte Charakteristik  nicht  im  mindesten  das  leistet,  was  er  von 
der  geometrischen  Analyse  überhaupt  verheisst,  dass  sie  vielmehr  hinter 
dem  von  ihm  selbst  gesteckten  Ziele  so  unendlich  weit  zurückbleibt, 
dass  sie  nur  als  ein  roher,  wenn  gleich  sehr  anerkennungswerther  An- 
fang zu  einer  Annäherung  an  jenes  Ziel  angesehen  werden  kann.  Auch 
kann   man   nicht   behaupten   wollen,   Leibniz   habe   noch  andere   Be- 
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zeichnungsarten  in  Bereitschaft  gehabt,  welche  der  Erreichung  jenes 
Zieles  näher  ständen,  denn  dann  würden  sie  auch  die  Erreichbarkeit 
desselben  glaubhafter  gemacht  haben,  und  also  von  ihm  entweder 
geradezu  statt  jener  andern  Bezeichnungsarten  angeführt,  oder  doch 
wenigstens  andeutimgsweise  berührt  sein,  wovon  sich  keine  Spur  findet. 
Man  würde  somit  ein  ganz  schiefes  und  ungerechtes  Urtheil  über 
Leibnizens  Leistungen  auf  diesem  Gebiete  gewinnen,  wenn  man  nicht 
eben  streng  festhielte,  dass  er  jene  Vorzüge,  welche  er  der  geometri- 
schen Analyse  überhaupt  in  reichem  Masse  zuspricht,  keinesweges  seinem 
Versuche  als  schon  beiwohnend  zuschreiben  will. 

Woher  aber  nun,  wenn  es  so  steht,  diese  gewaltigen  Lobsprüche 
über  eine  Sache,  deren  Gestaltung  er  nicht  kannte?  woher  dies  ent- 
schiedene Anpreisen  ihrer  Wichtigkeit,  dies  Aufzählen  aller  der  ans 
Unglaubliche  gränzenden  Früchte,  die  sie  tragen  müsste  auch  für  alle 
verwandten  Gebiete  des  Wissens? 

Wir  können  hierauf  nur  antworten,  dass  darin  eben  eine  besondere 
Bevorzugung  eines  höher  begabten  Geistes  besteht,  dass  er  die  Wichtig- 
keit I  eines  Gedankens  bis  in  seine  fernsten  Folgerungen  hinein  vor-  3 
ahnend  anschaut,  während  kleinere  Geister,  das  Geringfügige  für  wichtig 
haltend,  an  dem  wahrhaft  Grossen  gedankenlos  vorübergehn.  Eben 
dies  hervorragende  Talent  Leibnizens,  eine  ganze  Entwickelungsreihe, 
ohne  sie  durchzumachen,  dennoch  ahnend  zu  überschauen,  und,  ohne 
sie  vorher  zu  zergliedern  und  auseinander  zu  legen,  sie  dennoch  mit 
prophetischem  Geiste  sich  zu  vergegenwärtigen  und  so  ihre  Folge- 
wichtigkeit zu  erkennen,  dies  Talent  ist  es  eben,  was  ihn  zu  so  gross- 
artigen Entdeckungen  fast  auf  allen  Gebieten  des  Wissens  geführt  hat. 
Ich  hoflfe,  im  Verlauf  dieses  Aufsatzes  zu  zeigen,  dass,  abgesehen  von 
einzelnen  üebertreibungen,  welche  aber  überall  mehr  im  Ausdrucke 
als  in  der  Sache  selbst  liegen,  Leibniz  hier  durchaus  recht  gesehen, 
indem  ich  eine  Analyse  wenigstens  in  ihren  Grundzügen  aufstellen 
werde,  welche  im  Allgemeinen  wirklich  das  leistet,  was  er  als  das  Ziel 
der  geometrischen  Analyse  ansieht;  ja  es  wird  sich  zeigen,  dass  selbst 
die  wesentlichen  Vorzüge  dieser  Analyse  von  ihm  mit  einer  gewissen 
Vollständigkeit  aufgezählt  sind.  Hierdurch  wird  sich  dann  am  besten 
die  wissenschaftliche  Bedeutung  seiner  Idee  einer  geometrischen  Ana- 
lyse darlegen. 

Um  auch  andrerseits  die  wissenschaftliche  Bedeutung  seiner  eigen- 
thümlichen  Charakteristik  ans  Licht  treten  zu  lassen,  und  damit  sein 
wissenschaftliches  Verdienst  auf  diesem  Gebiete  auch  nach  der  andern 
Seite  hin  zur  Anschauung  zu  bringen,  will  ich  bei  der  Ableitung  und 
Entwickelung  der  neuen  Analyse  den  Weg  einschlagen,  dass  ich  von 
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der  Leibniz*8chen  Charakteristik  ausgehe  und  zeige,  wie  von  diesem 
Keime  aus  bei  konsequenter  Durchführung  und  Fortentwickelung,  bei 
gehöriger  Ausscheidung  des  Fremdartigen  und  Befruchtimg  durch  die 
Ideen  der  geometrischen  Verwandtschaften,  die  Analyse  hervorgeht, 
welche  ich  als  die,  wenn  auch  nur  relative,  Verwirklichung  der  Leibniz- 
schen  Idee  einer  geometrischen  Analyse  anzusehen  geneigt  bin.  Dass 
dieä  nicht  der  Weg  ist,  auf  welchem  ich  zu  dieser  Analyse  gelangt 
bin,  bedarf  wohl  kaum  einer  Erwähnung. 

[§  1.     Die  Leibniz*80he  Oliarakteristik.] 

Das  Wesentliche  bei  der  Leibniz'schen  Bezeichnungsart  ist,  dass 
er  Punkte,  welche  ihrer  Lage  nach  unbekannt  oder  veränderlich  sind, 
gleichfaUs  zu  bezeichnen  sich  erlaubt,  wozu  er  dann  der  in  der  Algebra 
eingeführten  Sitte  gemäss  die  letzten  Buchstaben  des  Alphabets  wählt, 
während  er  die  ihrer  Lage  nach  bekannten  oder  unveränderlichen 
Punkte  durch  die  übrigen  Buchstaben  markirt.  Diese  Bezeichnung 
wendet  er  dann  in  der  von  ihm  mitgetheilten  Probe  besonders  auf  die 
Kongruenz  an,  indem  er  ganz  allgemein  zwei  beliebige  Vereine  von 
entsprechenden  Punkten  kongruent  setzt,  wenn,  ohne  dass  sich  in 
irgend  einem  der  beiden  Vereine  die  gegenseitige  Lage  der  Punkte 
ändert,  beide  zum  Decken  gebracht  werden  können,  so  nämlich,  dass 
jeder  Punkt  des  einen  Vereins  den  entsprechenden  des  andern  deckt, 
wobei  er  dann  stets  die  entsprechenden  Punkte  auf  die  entsprechenden 
Stellen  der  als  kongruent  bezeichneten  Vereine  setzt.  Diese  einfache 
Betrachtungs-  und  Bezeichnungsweise  wird  ihm  nun  der  Keim  zu  einer 
Reihe  höchst  überraschender  Resultate;  ja  er  ist  dadurch  in  den  Stand 
gesetzt,  wirklich  auch  schon  an  dieser  Probe  nachzuweisen,  wie  eine 
rein  geometrische  Analyse  möglich  ist,  imd  zwar  eine  solche,  welcher 
4  alle  räumlichen  Beziehungen  unterworfen  ;  werden  können. 

In  der  That  sieht  man  sogleich,  wenn  man  mit  Leibniz  />  als 
Zeichen  der  Kongruenz  wählt,  und  unter  x  einen  seiner  Lage  nach 
veränderlichen  Punkt,  unter  a,  h  und  c  aber  feste  Punkte  versteht,  dass 

(1)  ax  li  hc 

eine  Kugel  (deren  Mittelpunkt  a  und  deren  Halbmesser  bc  ist)  und 

(2)  ax  H  bx 

eine  Ebene  (welche  ab  senkrecht  hälftet)  als  geometrischen  Ort  des 
Punktes  x  liefert.  Da  nun  aber  durch  Kugel  und  Ebene  (ja  schon 
durch  die  Kugel  allein)  sich  alle  Konstruktionen  im  Räume  ausführen, 
und   somit  durch   sie   alle  Arten   räumlicher  Abhängigkeit   sich   ver- 
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niitteln  lassen,  so  folgt,  dass  das  erwÜhnte  Princip  ausreichen  muss 
für  jede  räumliche  Betrachtung.  Ja  es  können  diese  beiden  Ausdrücke 
(1)  und  (2)  als  Definitionen  der  Kugel  und  Ebene  gefasst,  und  somit 
auf  ihnen  das  ganze  Gebäude  der  Geometrie  selbständig  aufgeführt 
werden.  Die  Formel  (2)  kann  als  Ausdruck  für  den  geometrischen  Ort 
der  Mittelpunkte  aller  Kugeln,  welche  durch  zwei  feste  Punkte  a  und  b 
gehen,  aufgefasst  werden.    Ebenso  liefert  die  Formel 

(3)  ax  6bx  8  ex 

die  gerade  Linie,  als  geometrischen  Ort  der  Mittelpimkte  aller  Kugeln, 
welche  durch  drei  feste  Punkte  a,  b,  c  gehen.  Endlich  erscheint  die 
Kreislinie  als  Durchschnitt  zweier  Kugeln,  also  ist  ihr  Ausdruck 

ax  H  ac 

bx  8  bc, 
oder  zusammengezogen 

(4)  abx  II  abc. 

Man  sieht  hieraus,  wie  sich  alles  auf  den  Ausdruck  für  die  Kugel 
zurückführen  lässt,  imd  daher  ein  solcher  Aufbau  der  Geometrie  auf 
jenem  Fundameutalausdruck  (1)  vermöge  dieser  Einheit  imd  Einfach- 
heit des  Princips  von  hoher  wissenschaftlicher  Bedeutung  sein  würde. 
Doch  würde  es  mich  zu  weit  von  dem  vorgesteckten  Ziele  abführen, 
wenn  ich  auch  nur  die  Grundzüge  einer  solchen  Konstruktion  der 
Wissenschaft  hier  entwerfen  wollte,  wozu  ja  nothwendig  die  Ableitung 
der  erforderlichen  Grundsätze  und  der  Nachweis,  dass  sie  für  die  Kon- 
struktion der  Wissenschaft  hinreichen,  gehören  würde ;  imd  diese  Unter- 
suchung wird  immer  eine  der  schwierigsten  bleiben.  Dagegen  will  ich 
nun  die  Anwendbarkeit  der  Leibniz'schen  Rechnungsmethode  an  der 
Lösung  der  beiden  Fundamentalaufgaben  der  Geometrie  prüfen,  indem 
ich  den  Ausdruck  einer  durch  zwei  gegebene  Punkte  gehenden  Geraden 
und  den  einer  durch  drei  gegebene  Punkte  gehenden  Ebene  suche. 

Soll  zuerst  der  Ausdruck  einer  durch  zwei  Punkte  a  und  b  gehen- 
den Geraden  gefunden  werden,  so  muss  derselbe  die  Form  des  Aus- 
drucks (3)  erhalten,  in  welchem  statt  a,  i,  c  drei  Hülfspunkte  a',  b\  c 
eingeführt  werden  müssen,  die  jedoch  nicht  in  gerader  Linie  liegen 
dürfen.    Man  hat  dann  die  Formeln: 

ax  HVx  Sc'Xj 
(o)  a'a  8b'a8c'a, 

ab  8Vb  8cb, 

welche  in  ihrer  Vereinigung  die  gerade  Linie  als  geometrischen  Ort  5 
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des  Punktes  x  bestimmeiL  Mau  kauu  hier  noch  die  beiden  letzten 
Kongruenzreihen  in  Eine  zusammenziehen 

aba  II  ahV  8  abc. 

Diese  drückt  dann  aus,  dass  die  Hülfspunkte  a'y  b\  c  in  einer  Kreis- 
linie liegen,  deren  Ebene  von  ab  senkrecht  in  dem  Mittelpunkte  der 
Kreislinie  getroffen  winl. 

Ebenso  verwickelt  sind  die  Ausdrücke  für  eine  durch  drei  Punkte 
(I,  6,  c,  die  nicht  in  gerader  Linie  liegen,  gehende  Ebene.  Da  der 
Ausdruck  die  Form  (2)  haben  muss,  so  muss  man  zwei  Hülfspunkte 
a  und  V  annehmen,  und  da  a,  &,  c,  x  in  der  durch  diese  Hülfspunkte 
bestimmten  Ebene  liegen  müssen,  so  hat  man  die  vier  Formeln 

ax  H  b'x 
da  H  Ha 
dbHb'b 
de  li  Vc,  . 

Die  drei  letzten  Kongruenzreihen  lassen  sich  in  Eine  zusammenziehen, 

nämlich  in 

abcd  8  abcV . 
Somit  hätte  man 

ax    8   bx 

abcd  8  abcV 


(6) 


(von  denen  übrigens  die  letzte  aus  dreien  zusammengesetzt  ist,  und 
ausdrückt,  dass  d  und  V  symmetrisch  gegen  abc  liegen)  als  Formeln 
für  die  durch  die  drei  Punkte  a^  b,  c  gehende  Ebene. 

Wollte  man  diesen  Systemen  von  Formebi  (5)  und  (6)  die  er- 
forderliche Einfachheit  geben,  so  müsste  man  im  Stande  sein,  die  will- 
kührlichen  Hülfspunkte,  welche  mit  der  Natur  der  Aufgabe  nichts  zu 
thim  haben,  herauszuschaffen  \md  das  System  von  Formeln  jedesmal 
in  eine  einzige  zusammenzuziehen.  Man  sieht  sogleich,  dass  dies  nach 
der  Leibnizschen  Bezeichnung,  so  weit  er  sie  entwickelt  hat,  unmöglich 
ist.  Bleibt  man  daher  bei  ihr  stehen,  so  ist  wohl  leicht  zu  sehen,  wie 
die  Menge  der  Formeln  bei  einer  einigermassen  verwickelten  Aufgabe 
bald  ins  Ungeheure  wachsen  muss,  und  wie  man  dabei  eine  Menge 
von  Elementen  mit  in  die  Betrachtung  hineinziehen  muss,  welche  mit 
der  ursprünglichen  Aufgabe  nichts  zu  schaffen  haben. 

[§  2.     KongmenB  und  Kollineation.] 

Man  erkennt  hier  das  Ungenügende  dieser  Charakteristik.  Worin 
beruht  dies? 
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Zuerst  offenbar  darin  ^  dass  statt  der  einfachen  Beziehung  der 
Gleichheit,  welche  allein  in  mathematischen  Formeln  hervortreten  darf, 
damit  man  überall  substituiren  kann,  die  Beziehung  der  Kongruenz 
eingeführt  ist.  Wohl  gilt  für  diese  Beziehung  der  Kongruenz  das  Ge- 
setz, dass,  was  demselben  dritten  kongruent  ist,  es  auch  unter  sich 
sei ;  aber  keinesweges,  dass  man  überhaupt  in  einer  Kongruenzgleichung 
statt  jedes  Ausdrucks  den  ihm  kongruenten  setzen 
könne.  Es  sei  zum  Beispiel  ac  8hc  und  ein 
Punkt  d  liege  ausserhalb  des  von  c  auf  ah  ge- 
fällten Lothes,  so  ist  nicht 

acd  8  hcdy 
obgleich  doch 

ac  H  bcy 

so  dass  man  also  in  acd  fi  acd  nicht  auf  der 
einen  Seite  statt  ac  das  ihm  kongruente  hc  setzen  darf.  Oder  noch 
einfacher,  da  alle  Punkte  kongruent  sind,  so  würde  man,  wenn  man 
das  Kongruente  sich  gegenseitig  substituiren  könnte,  ahc  kongruent 
setzen  können  mit  jedem  Vereine  von  drei  beliebigen  andern  Punkten, 
was  ein  Unsinn  ist. 

Diese  Möglichkeit  der  Substitution,  welche  bei  der  obigen  Be- 
zeichnung abgeschnitten  ist,  müssen  wir  aber  nothwendig  bei  jeder 
mathematischen  Bezeichnimg  aufrecht  erhalten,  wemi  sie  zu  frucht- 
reichen Ergebnissen  führen  soll.  Daher  haben  wir  zunächst  die  Be- 
zeichnung zu  ändern,  und  die  wesentliche  Beziehung  der  Gleichheit 
einzuführen,  indem  wir  nur  das  als  schlechthin  gleich  setzen,  was  wir 
in  jedem  Urtheile  gegenseitig  substituiren  können. 

Wir  fragen,  wenn  abc  kongruent  ist  defy  was  ist  dann  das  Gleiche 
zwischen  beiden  Vereinen  von  Punkten?  Offenbar  muss  dann  irgend 
eine  geometrische  Funktion  der  drei  Punkte  a,  &,  c  gleich  der  ent- 
sprechenden Funktion  der  drei  Pimkte  d,  c,  f  gesetzt  werden.  Wir 
wollen  diese  Funktion  vorläufig  mit  dem  Zeichen  flgura  oder  fig.  be- 
zeichnen, und  setzen  statt 

ahc  H  def 

jetzt 

fig.  (rt,  6,  c)  =  fig.  (d,  Cy  f) 
und  ebenso 

fig.  (a,  h)  =  fig.  (dy  e)y 

wenn  ab  gleich  lang  ist  mit  de. 

Es  kommt  dann  darauf  an,  die  Form  dieser  Funktion  zu  finden, 
namentlich  bei  zwei  Punkten  also  die  Form  der  Funktion  fig.  (a,  b). 
Denn  die  Gleichung 
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fig.  (a,  hy  c)  =  fig.  (rf,  e>,  f) 
ist  nur  eiue  Zusammenfassung  der  drei  Gleichungen* 

fig-  («7  &)  =  fig-  (^,  0 

fig-  (6;  c)  =  fig.  (^  /") 
fig.  {Cy  a)  =  fig.  (/;  d). 

Erst,  wenn  es  uns  gelingt,  die  Form  dieser  Funktion  auszumittebi  und 
die  Gesetze,  welchen  dieselbe  unterliegt,  sind  wir  im  Stande,  vollkommen 
frei  zu  substituiren. 

Um  dazu  zu  gelangen,  wollen  wir  zuerst  die  Leibniz'sche  Idee 
erweitem,  indem  wir  sie  auf  andere  Verwandtschaften  übertragen.  So 
könnten  wir  zum  Beispiel  bei  ähnlichen  Figuren  sagen,  ihre  Gestalt  sei 
gleich,  und  könnten  also  statt 

ahc  r^  def 
schreiben 

form  (a,  6,  c)  «=  form  (d,  e,  f). 

So  könnten  wir  die  Gleichheit  des  FlUchenraums  zwischen  je  drei 
Punkten  oder  die  Gleichheit  des  Körperraums  zwischen  je  vier  Punkten 
oder  auch  die  Affinität  durch  besondere  Zeichen  ausdrücken. 

Wir  schreiten  indessen  sogleich  zu  der  allgemeinsten  linearen  Ver- 
wandtschaft, der  Kollineation,  und  setzen  für  zwei  kollineare  Vereine 

a,  h,  c,  d,  e,  f  und   «',  h\  c,  d\  e'  f 
die  Gleichung 

coUin  (a,  6,  c,  d,  e,  f)  =  collin  (a,  fc',  c\  it,  e\  /"). 

Unter  allen  diesen  Verwandtschaften  erscheint  nun  allerdings,  von 
einer  gewissen  Seite  aus  betrachtet,  die  Kongruenz  als  die  einfachste, 
sofern  sich  hier  alles  auf  Funktionen  von  zwei  Punkten  zurückführen 
lässt;  und  in  derselben  Beziehung  erscheint  die  Kollineation  als  die 
verwickeltste,  sofern  hier  fünf  Punkte,  von  denen  keine  vier  in  Einer 
Ebene  liegen,  mit  beliebigen  solchen  fünf  andern  kollinear  verwandt 
gesetzt  werden  können,  und  erst  für  den  sechsten  Punkt  tritt  eine 
Bestimmung  ein  von  der  Art,  dass,  wenn  in  dem  einen  System  der 
sechste  Punkt  gegeben  ist,  dann  der  entsprechende  sechste  des  andern 
Systemes  bestimmt  ist.  Die  einfachste  Funktion,  auf  die  sich  also  bei 
der  Kollineation  im  Räume  alles  zurückfahren  lässt,  ist  eine  Funktion 
von  sechs  Punkten,  und  man  sieht  leicht  ein,  dass  zwei  Systeme  von 
beliebig  vielen  Punkten  dann  und  nur  dann  kollinear  verwandt  sein 
werden,  wenn  zwischen  je  sechs  Punkten  beider  Systeme  jene  ein- 
fachste kollineare  Beziehung  statt  findet. 

Während  also  die  Kongruenz  auf  eine  Funktion  zweier  Punkte 
zurückführte,  so  führt  die  Kollineation  auf  eine  Funktion  von  sechs 
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Punkten  zorack.  Sieht  man  hingegen  auf  die  Art,  wie  hei  der  Eon- 
gra^iz  der  zweite  und  bei  der  Kollineation  der  sechste  Punkt  bedingt 
ist,  so  erscheint  umgekehrt  die  Kollineation  als  die  einfachste  Ver- 
wandtschaft. 

Denn,  wenn  zwei  Punkte  eines  Systems  und  von  den  ihnen  ent- 
sprechenden Punkten  des  kongruenten  Systems  nur  der  eine  gegeben 
ist^  so  kann  der  andere  dann  willkührlich  auf  einer  Eugelfläche  liegen, 
welche  den  ersteren  Punkt  zum  Mittelpunkte  und  die  gegenseitige  Ent- 
fernung der  beiden  Punkte  des  ersten  Systems  zum  Halbmesser  hat; 
die  erste  Bestimmung,  welche  hier  eintritt,  ist  also  eine  partielle,  an 
den  Begriff  der  Eugelfläche  geknüpfte.  Hingegen,  wenn  fQnf  Punkte 
eines  Systems,  von  denen  keine  vier  in  Einer  Ebene  liegen,  und  f&nf 
entsprechende  Punkte  eines  kollinear  verwandten  Systems,  Yon  denen 
dann  auch  keine  vi^r  in  Einer  Ebene  liegen  dürfen,  gegeben  sind,  so 
ist  zu  jedem  sechsten  Punkt  des  ersten  Systems  der  entsprechende  des 
andern  vollkommen  bestimmt^  und  die  erste  Bestimmung  also,  welche 
bei  der  Eollineation  hervortritt,  ist  eine  vollkommene.  Auch  ist  be- 
kannt, dass  die  Art,  wie  der  sechste  Punkt  des  koUinear  verwandten 
Systems  von  den  gegebenen  Punkten  abhangt,  nur  durch  Ebenen  (oder, 
wenn  man  will,  durch  gerade  Linien)  vermittelt  ist,  während  die  Eon- 
gruenz  durch  Eugelflächen  vermittelt  war.  Nun  schliesst  aber  der  Be- 
griff der  Eugelfläche  den  der  Ebene  ein,  in  sofern  die  letztere  als 
Eugelfläche  mit  unendlich  entferntem  Mittelpunkte  aufgefasst  werden 
kann,  hingegen  nicht  umgekehrt  dieser  jenen;  denn  es  lässt  sich  ein 
selbständiger  Theil  der  Geometrie  ausbilden,  in  welchem  der  Begriff 
der  Kugel  auch  nicht  einmal  der  Anlage  nach  voraussgesetzt  ist,  wie 
dies  von  Grassmann  in  seiner  Ausdehnungslehre  nachgewiesen  ist.  Es 
erscheint  also  in  Bezug  auf  die  Art  der  Abhängigkeit  —  und  auf  diese 
kommt  es  bei  der  vorliegenden  Untersuchung  nur  an  —  die  Kollineation 
als  die  einfachere  Verwandtschaft. 

Daher  gehe  ich  von  dieser  aus,  betrachte  jedoch  zunächst  nur 
kollineare  Systeme  in  derselben  Ebene.  Da  lassen  sich  dann  zu  vier 
Punkten,  von  denen  keine  drei  in  Einer  geraden  Linie  liegen,  beliebige 
vier  andere  solche  Punkte  als  entsprechende  eines  kollinear  verwandten 
Systems  setzen,  aber  dann  ist  zu  jedem  fünften  Punkte  des  einen 
Systems  der  entsprechende  des  kollinear  verwandten  |  Systems  voll-  8 
kommen  bestimmt,  und  es  fragt  sich,  welches  die  Art  dieser  Bestim- 
mung ist 

Um  mich  im  Folgenden  kürzer  ausdrücken  zu  können,  will  ich 

s^en,  die  gerade  Linie,  welche  durch  zwei  Punkte  geht,  sei  aus  diesen 

.  Punkten,  und  der  Durchschnittspunkt  zweier  Geraden  aus  diesen  6e- 
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raden  durch  lineale  Konstruktion  abgeleitet;  und  zwar  die  Gerade 
zwischen  zwei  Punkten  a  und  6  sei  aus  diesen  Punkten,  oder  der 
Durchschnittspunkt  zweier  Geraden  A  und  B  sei  aus  diesen  Geraden 
durch  die  entsprechende  Konstruktion  abgeleitet,  wie  die  Gerade  zwischen 
den  beiden  Punkten  a  und  V  aus  diesen  Punkten  oder  der  Durch- 
schnittspunkt zweier  Geraden  Ä  und  B'  aus  diesen  Geraden  abge- 
leitet ist. 

Wenn  nun  a,  6,  c,  d,  e  und  a,  h\  c',  d\  t  entsprechende  Punkte 
zweier  kollinearen  ebenen  Vereine  sind,  also 

coUin  (a,  6,  c,  d,  c)  =»  collin  (a',  6',  c',  d',  e') 

ist,  so  folgt  aus  dem  Princip  der  KoUineation  (s.  Mobius  baryc.  Kalkül 
§  217),  dass,  wenn  c  aus  a,  6,  c,  d  durch  lineale  Konstruktionen  sich 
ableiten  liisst,  dann  t  sich  aus  a',  &',  c,  d'  durch  die  entsprechenden 
Konstruktionen  ableiten  lasse.  Ferner  ist  bekannt  (s.  Mobius  baryc. 
Kalkül  §  205),  dass,  wenn  von  den  Punkten  a,  6,  c,  d,  welche  in 
Einer  Ebene  liegen,  keine  drei  in  gerader  Linie  liegen,  jeder  andere 
Punkt  derselben  Ebene  sich  durch  lineale  Konstruktionen  entweder 
genau,  oder  so  annähernd,  als  man  will,  ableiten  lässt;  also  genügt 
das  erwähnte  Princip  der  linealen  Konstruktion  für  die  Auffassung  der 
obigen  Kollineationsgleichung. 

Man  sieht  also,  dass  die  ganze  Art,  wie  der  fünfte  Punkt  von  den 
vier  übrigen  abhängt,  nur  gegründet  ist  auf  jene  einfachen  Kon- 
struktionen, und  dass  also,  wenn  man  den  fünften  Punkt  analytisch 
ausdrücken  will  durch  die  vier  andern,  man  nur  die  Verbindungslinie 
zweier  Punkte  als  Verknüpfung  derselben  und  den  Durchschnitt  zweier 
Geraden  als  Verknüpfung  dieser  Geraden  ausdrücken  und  die  Gesetze 
dieser  Verknüpfungen  aufstellen  muss. 

[§  3.     Punktgrössen  nnd  Liniengrössen.] 

Hierbei  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  weder  die  Punkte  an  sich, 
noch  die  unendlichen  Linien  können  als  Grössen  aufgefasst  werden, 
indem  zu  der  Grösse  wesentlich  gehört  ein  der  Vergrösserung  und 
Verkleinerung  fähiger  Mass  wert  h  (metrischer  Werth).  Sollen  es  daher 
räumliche  Grössen  sein,  welche  der  Verknüpfung  unterworfen  werden, 
so  muss  man  an  ihnen  ein  Zwiefaches  unterscheiden,  nämlich  einer- 
seits ihre  Lage  im  Räume  und  andererseits  ihren  Masswerth,  welcher 
auch  möglicher  Weise  eine  blosse  Zahlgrösse  sein  kann;  und  zwei 
räumliche  Grössen  wird  man  nur  dann  einander  gleich  setzen  können, 
wenn  sowohl  die  Lage  im  Räume,  welche  an  ihnen  haftet,  als  auch  ihr 
Masswerth  gleich  ist. 
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So  zum  Beispiel  stellt  der  Punkt  als  solcher  nur  einen  Ort  im 
Ranme  dar,  der  Punkt  aber,  der  mit  einem  bestimmten  Zahlkoeffi- 
cienten  behaftet  ist,  erscheint  als  räumliche  Grösse.  Dieser  Zahl- 
koefficient  kann  Eins  sein,  dann  erscheint  also  der  Punkt  selbst  auch 
als  Grösse,  aber  nur  in  sofern  an  ihm  der  Zahlkoefficient  Eins  als 
besonderer  Werth  eines  der  Veränderung  fähigen  Zahlkoefficienten  auf- 
gefasst  wird;  dadurch  erscheint  dann  auch  der  Punkt  als  der  Ver- 
grösserung  und  Verkleinenmg  fähig,  also  als  Grösse.  So  erscheint,  um 
ein  anderes  Beispiel  zu  geben,  ein  begränztes  Stück  einer  geraden 
Linie  als  räumliche  Grösse,  indem  die  Linie  (als  unendliche)  die  Lage 
im  Räume  darstellt,  ihre  Länge  aber  den  Masswerth.  Wenn  der  Mass- 
werth  einer  |  Grösse  null  wird,  so  verschwindet  die  Grösse,  und  sie  9 
muss  also  selbst  dann  gleich  Null  gesetzt  werden. 

Ich  will  nun  solche  mit  bestimmten  Masswerthen  versehene  Punkte 
und  Gerade  kurzweg  Punktgrössen  imd  Liniengrössen  nennen,  und 
will  unter  der  Kombination  ah  zweier  Punktgrössen  a  und  6,  das. 
heisst,  zweier  Punkte  mit  zugehörigen  Koefficienten,  eine  Liniengrösse 
verstehen,  deren  Linie  durch  die  beiden  zu  a  und  h  gehörigen  Punkte 
geht,  und  deren  Masswerth  späterhin  noch  festgesetzt  werden  soll;  und 
ebenso  unter  der  Kombination  AB  zweier  Liniengrössen  A  und  B 
(das  heisst,  zweier  begränzter  gerader  Linien)  eine  Punktgrösse,  deren 
Punkt  der  Durchschnittspunkt  der  zu  A  und  B  gehörigen  geraden 
Linien  ist,  und  deren  Koefficient  späterhin  bestimmt  werden  solL  Zu- 
nächst will  ich  nur  noch  die  Voraussetzung  hinzufügen,  dass  das  Er- 
gebniss  dieser  Verknüpfung  stets  einen  bestimmten  Werth  haben  soll, 
um  daraus  die  Fälle  zu  entwickeln,  in  denen  der  Masswerth  der  durch 
die  Verknüpfung  gewonnenen  Grössen  nidl  wird. 

Zuerst  betrachte  ich  die  Kombination  zweier  Punktgrössen.  Fallen 
die  Punkte  beider  zusammen,  so  ist  die  gerade  Linie  ihrer  Kombination 
unbestimmt,  das  Ergebniss  der  Verknüpfung  würde  also  wider  die 
Voraussetzung  unbestimmt  sein,  wenn  man  nicht  annähme,  dass  dann 
der  Masswerth  null  werde.  Also  wenn  die  obige  Voraussetzung  be- 
stehen bleiben  soll,  so  müssen  wir  die  Kombination  zweier  Punkt- 
grössen null  setzen,  wenn  ihre  Punkte  zusammenfallen,  und  aus  dem- 
selben Grunde  die  zweier  Liniengrössen  null  setzen,  wenn  die  zugehörigen 
Linien  zusammenfallen.  Femer,  wenn  von  den  beiden  Punktgrössen  die 
eine  gleich  Null  istj  so  kann  ihr  Punkt  jede  beliebige  Lage  haben;  also 
ist  dann  auch  die  Linie  ihrer  Kombination  mit  der  andern  Punktgrösse 
unbestimmt;  soll  also  die  Voraussetzung  aufrecht  erhalten  werden,  so 
muss  auch  in  diesem  Falle  die  Kombination  null  gesetzt  werden.  Und 
aus  demselben  Grunde  wird  auch  die  Kombination  zweier  Liniengrössen 
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null  gesetzt  werden  müssen,  wenn  eine  derselben  null  ist.  Da  nun 
aber  auch  in  keinem  andern  Falle  als  den  erwähnten  die  räumliche 
Li^e  des  Ergebnisses  unbestimmt  ist,  so  können  wir  auch  festsetzen, 
dass  in  keinem  andern  Falle  da8  Ergebniss  null  sein  solle.  So  gelangen 
wir  zu  der  vorläufigen  Definition: 

Zwei  Punktgrössen  oder  zwei  Liniengrössen  geben  komhinirt  dann 
und  nur  dann  Null,  wenn  entweder  eine  derselben  null  ist  oder  beide  die- 
selbe Ijage  haben. 

Durch  diese  Bezeichnungsweise  ist  man  nun  im  Stande,  jede  lineale 
Abhängigkeit  in  Form  einer  Gleichung  darzustellen,  deren   eine  Seite 

null  ist,  während  die  andere  keine  andern  Ver- 
knüpfungen in  sich  schliesst  als  die  oben  bezeich- 
neten.   Zum  Beispiel  bedeutet 

a6  =  0, 

dass  die  Punkte  a  und  b  zusammenfallen;  ferner 

(ab)  (cd)  c  =  0, 

dass  e  der  Durchschnittspunkt  der  beiden  Geraden 
ab  und  cd  ist.  Denn  (ab)  (cd)  drückt  (Jen  Durch- 
10  Schnittspunkt  der  Linien  ab  und  cd  aus,  und  die  Gleichung  (ab)  (cd)  e=0 
drückt  aus,  dass  e  mit  diesem  Punkte  zusammenfällt.  Auch  kann  man 
in  solchen  Gleichungen  statt  jeder  Punktgrösse  oder  Liniengrösse,  die 
nicht  null  ist,  eine  andere  solche  von  gleicher  Lage,  das  heisst,  welche 
mit  ihr  kombinirt  Null  giebt,  substituiren.  Auch  ist  klar,  dass  man 
das  Princip  der  KoUineation  jetzt  auch  vermittelst  des  Begriffs  dieser 
Kombinationsgleichungen  so  aussprechen  kann,  dass  jede  Kombinations- 
gleichimg  zwischen  den  Pfinkten  eines  Systems  auch  auf  gleiche 
Weise  zwischen  den  entsprechenden  Punkten  des  kollinearen  Systems 
statt  finde. 

Es  bleibt  noch  die  Kombination  einer  Pimktgrösse  mit  einer 
Liniengrosse  zu  betrachten  übrig;  für  diese  haben  wir  dem  Früheren 
analog  nur  festzusetzen,  dass  sie  dann,  aber  auch  nur  dann  null  werde, 
wenn  entweder  eins  der  Verknüpfungsglieder  null  ist,  oder  der  Punkt 
in  der  Geraden  liegt 

Wie  fruchtbar  schon  diese  einfache  Idee  ist,  und  zu  welchen  un- 
erwarteten Aufschlüssen  über  die  Natur  der  Kurven  sie  führt,  hat 
Grassmarm  in  seiner  Abhandlung  über  diesen  Gegenstand  in  Crelle's 
Journal  für  Math.,  Band  31  gezeigt  Auch  ist  man  dadurch  schon  im 
Stande  eine  Gleichung  aufzustellen  zwischen  zehn  Punkten  der  Ebene, 
von  denen  fünf  den  fünf  übrigen  kollinear  entsprechen  sollen;  denn 
man  hat  nur  nöthig  die  bekannte  Konstruktion  des  fünften  entsprechenden 
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Punktes  vermittelst  des  Lineals  in  die  eingeführte  Bezeichnungsweise 
umzusetzen,  um  zu  dieser  Gleichung  zu  gelangen.  Doch  würde  die- 
selbe in  sehr  komplicirter  Gestalt  erscheinen  und  keinesweges  geeignet 
sein,  um  das  Wesen  der  KoUineation  unmittelbar  darzustellen. 

[§  4.     Addition  der  Punktgrössen  und  der  Liniengrössen.] 

Um  zu  einer  solchen  Gleichung,  die  dies  in  der  That  leistet,  zu 
gelangen,  müssen  wir  den  BegriflF  der  Kombination  dadurch  erweitern, 
dass  wir  auch  auf  die  Masswerthe  Rücksicht  nehmen.  Hierbei  kann 
uns  die  Analogie  mit  der  Multiplikation,  welche  hier  sogleich  in  die 
Augen  springt,  leiten.  Diese  Analogie  zwischen  der  Multiplikation  und 
der  Kombination  der  Punktgrössen  und  Liniengrössen  zeigt  sich  nach 
dem  bisher  bemerkten  besonders  darin,  dass,  wenn  eins  der  Ver- 
knüpfungsglieder bei  der  Kombination  null  ist,  auch  das  Ergebniss 
derselben  null  ist,  und  dass,  wenn  das  Ergebniss  null  ist,  es  auch  null 
bleibt,  wenn  man  die  Masswerthe  derjenigen  Verknüpfungsglieder,  die 
nicht  null  sind,  in  beliebigem  Verhältnisse  wachsen  oder  abnehmen 
lässt.  Wir  dehnen  daher  diese  Analogie  noch  weiter  aus,  indem  wir, 
wenn  a  und  ß  Zahlgrössen,  Ä  und  B  Punktgrössen  oder  Linien- 
grössen sind, 

(aA)  (ßB)  =  aß  {AB) 

setzen.  Sind  also  zum  Beispiel  A  und  B  Punkte,  so  ist  die  Kom- 
bination der  Punktgrössen  gleich  der  mit  dem  Produkte  der  Koeffi- 
cienten  multiplicirten  Kombination  der  Punkte. 

Die  wesentliche  Bedeutimg  der  Multiplikation  liegt  (siehe  Grass- 
manns Ausdehnungslehre  §  10)  in  ihrer  Beziehimg  zur  Addition,  dass 
man  nämlich,  statt  eine  Summe  zu  multipliciren,  ohne  Aenderung  des 
Ergebnisses  auch  ihre  Stücke  einzeln  auf  gleiche  Weise  multipliciren 
und  diese  Produkte  addiren  könne.  Wir  haben  daher  zu  versuchen, 
ob  wir  nicht  den  Begriff  der  Addition  der  Punktgrössen  imd  der  Linien- 
grössen, so  wie  auch  die  Bestimmimg  der  Masswerthe  der  jetzt  als 
Produkte  aufgefassten  Kombinationen,  in  der  Art  zu  vollziehen  ver- 
mögen, dass  jene  Beziehung  der  Multiplikation  zur  Addition  und  Sub- 
traktion ihre  Geltung  behalte. 

Wir  nehmen  an,  die  Summe  zweier  Punktgrössen  sei  wieder  eine 
Punktgrösse,  und  betrachten  zuerst  die  Summe  zweier  Punkte  a  +  &. 
Da  nach  dem  Begriffe  jeder  Summe  a  +  &  =  &  +  «  |  sein  und  die  Summe  11 
eine  bestimmte  Grösse  sein  muss,  so  ergiebt  sich,  dass  der  Summen- 
punkt gegen  a  und  b  gleiche  Lage  haben  und  seiner  Lage  nach  bestimmt 
sein  muss,  also,  dass  sein  Ort  nur  die  Mitte  zwischen  a  und  b  sein  kann. 

GrasBinann,  Werke.    I.  22 
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Es  sei  s  die  Mitte  zwischen  a  und  by  und  x  der  Koefficient  der 
Summe,  also 

(7)  xs  =  a  +  h, 

Soll  nun  die  multiplikative  Beziehung  gelten,  so  muss 

xss  =  sa  +  s6 

sein;  also,  da  ss  null  ist  (als  Kombination  zusammenfallender  Punkte), 

so  hat  man 

0  =  sa  +  56    oder    sa  =  —  sb, 

das  heisst,  sa  und  sb  (was  zwei  gleich  lange  aber  entgegengesetzt  ge- 
richtete Strecken  sind)  müssen  fär  die  in  Bede  stehende  Analyse  als 
gleiche  aber  entgegengesetzte  Grössen  aufgefasst  werden.  Femer  durch 
Multiplikation  mit  a  hat  man 

xas  =  aa  -[-  a6  =  ab , 

da  aa  null  ist.   Nun  ist  ab  doppelt  so  lang  als  as  und  gleichgerichtet 

mit  as.    Bezeichne  ich  das  Doppelte  von  as,  wenn  es  in   derselben 

Linie  nach  gleicher  Richtung  liegt,  mit  2a5,  so  ist  also  ab  =  2as, 

mithin 

xas  =  2as, 
also  X  =  2  imd  somit 

(8)  a+b  =  2sy 

das  heisst,  die  Summe  zweier  Punkte  ist  ihre  Mitte  mit  dem 
Koefficienten  2. 

Betrachte  ich  nun  irgend  einen  Punkt  r,  so  muss,  wenn  die  Be- 
ziehung der  Multiplikation  zur  Addition  allgemein  gelten  soll, 

(9)  ra  +  r6  =  r  (a  -f  6)  ==  2rs 

sein.    Daraus  folgt  sogleich,  dass  die  Summe  von  ra  und  rb  die  Dia- 
gonale rd  des  Parallelogramms  arbd  ist,  und  dass,  wenn  ra  und  rb 
j..    3  dieselbe  Richtung  haben,  die  Summe  so  gross 

ist  als  beide  Stücke  zusammengenommen,  dass 

also  dann  die    Summe   dieselbe   ist,  als   wenn 

man.  beide   Strecken   wie   Zahlgrössen  addirte. 

Namentlich  ist,  wenn  a,  6,  c  Punkte  derselben 

geraden    Linie    sind,    allemal    ab  -}-  bc  =  ac. 

Hieraus  folgt  dann  auch,  dass  aaby  wo  a  eine 

Zahl  ist,  als  eine  Liniengrösse  aufzufassen  ist, 

welche  dieselbe  Lage  hat,  aber  a-mal  grösser 

ist  als  ab]  und  dass  also  die  Strecke  ab  genau  den  Masswerth  der 

Kombination  ab  darstellt,  während  die  Linie  ab  als  unendliche  ihre 

Lage  darstellt. 
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Nun  lässt  sich  auch  die  Summe  aa  +  ßhj  wo  «  und  ß  Zahlen, 

a  und  b  Punkte  sind,  leicht  tfusmitteln,  wenn  a  +  /J  nicht  null  ist. 

Nämlich,  es  sei 

aa  +  /36  =  xSy 

so  muss  für  jeden  Punkt  r 

r(aa  +  ßb)  =  xrSj 
das  heisst 

(10)  ara  +  ßrb  ==  xrs 

sein,  also  namentlich  auch,  wenn  r  in  ^  fallt,  also  rs  null  ist.    Dann 
hat  man 

(11)  asa  +  ßsb  =  0, 

das  heisst,  s  ist   der  Schwerpunkt  zwischen  den   Punkten  a  und  6,  12 
wenn  diesen  Gewichte  beigelegt  sind,  die  den  Zahlen  a  und  ß  pro- 
portional sind.    Ferner,  fällt  in  der  Gleichimg  (10)  r  in  a,  das  heisst, 

wird  ra  null,  so  hat  man 

ßab  =  xaSy 

und,  wenn  in  (10)  r  gleich  6,  also  rb  null  wird, 

aba  =  xbs. 

Also  die  zweite  Gleichung  subtrahirt  von  der  ersteren: 

ßab  —  aba  =  x  {as  —  bs) 

oder,  da  —  ba  =  aby  —  bs  ^=  sb  und  as  -{-  sb  =  ab  ist, 

(ß  -f-  a)  o&  =  xaby 
also  X  =  cc  '\-  ßj  also 

(12)  aa  +  ßb  =  (a  +  ß)s. 

Also,  die  Summe  zweier  Punktgrössen,  deren  Koefficienten- 
summe  nicht  null  ist,  ist  der  Schwerpunkt  mit  einem  Koef- 
ficienten,  der  die  Summe  jener  Koefficienten  ist. 

Wie  man  nun  diese  Verknüpfung  der  Punkte  oder  Punktgrössen, 
die  wir  hier  als  Addition  bezeichnet  haben,  in  der  That  als  solche 
nachweisen  kann,  wie  daraus  eine  entsprechende  Subtraktion  sich  ent- 
wickelt, wie  als  die  DiflFerenz  zweier  Punkte  eine  Strecke  von  kon- 
stanter Richtung  und  Länge  erscheint*),  wie  daraus  eine  Addition  und 

*)  Um  Missyerständnissen  vorzubeugen,  will  ich  hier  noch  bemerken,  dass 
die  LiniengröBse  ah  und  die  Strecke  h  —  a  hiemach  zwar  eine  Terwandte, 
aber  doch  eine  wesentlich  verschiedene  Bedeutung  haben,  insofern  die  Gleichung 
h  —  a  =  d  —  c  nur  ausdrückt,  dass  die  von  a  nach  b  gezogene  Linie  gleich  lang 
und  gleichgerichtet  ist  mit  der  von  c  nach  d  gezogenen,  wohingegen  die  Gleichung 
ab  SS  cd  nicht  nur  dies  ausdrückt,  sondern  zugleich,  dass  ab  und  cd  Theile  einer 
und  derselben  unendlichen  geraden  Linie  sind. 

22  ♦ 
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Subtraktion  solcher  Strecken  hervorgeht,  alles  das  kann  hier  nicht  der 
Betrachtung  unterworfen  werden^  da  dies  schon  aus  den  Werken  und 
Abhandlungen  von  Mobius  und  Grassmann  als  bekannt  vorausgesetzt 
werden  darf,  und  jetzt  schon  klar  zu  Tage  liegt,  wie  man  auf  dem 
hier  eingeschlagenen  Wege  weiter  fortschreiten  kann,  um  auch  zu 
diesen  Verfahrungsarten  und  Gesetzen  zu  gelangen.  Doch  werde  ich 
weiter  unten  diese  Gesetze  wenigstens  für  Punkte  und  deren  Vielfache 
entwickeln. 

Aus  eben  dem  Gninde  kann  ich  hier  nicht  darauf  eingehen,  zu 
zeigen,  wie  die  hier  als  Kombination  bezeichnete  Verknüpfung  mit 
der  algebraischen  Multiplikation  unter  Einen  Begriff  zusammengefasst 
werden  kann,  wobei  ich  für  die  erstere  den  Namen  der  äusseren  oder 
kombinatorischenMultiplikation  beibehalte,  wie  ferner  sich  hieraus 
eine  Multiplikation  der  Strecken  (als  Linien  von  konstanter  Richtung 
und  Länge)  und  der  Punktgrössen  mit  den  Strecken  entwickelt,  wie 
femer  die  Liniengrössen  unter  sich  und  mit  Punktgrossen  kombina- 
torisch multiplicirt  werden  können,  und  daraus  wieder  entsprechende 
Gesetze  für  die  Multiplikation  von  Flächenräumen  unter  sich  und  mit 
Strecken  hervorgehen.  In  Bezug  auf  alles  dies  muss  ich  auf  Grass- 
manns Ausdehnungslehre  verweisen. 

Daher  schreite  ich,  nachdem  ich  noch  die  Anwendung  auf  die 
KoUineation  gegeben,  zu  der  Entwickelung  der  wirklich  neuen  Rech- 
13  nungsmethoden,  |  wobei  ich  aber  die  in  den  angeführten  Schriften  ge- 
wonnenen Ergebnisse  voraussetzen  muss. 

[§  5.    Die  Kollinear -Funktion.] 

Wir  suchten  oben  die  Form  der  Kollinear-Funktion.    Nun  ergiebt 

sich,  wenn 

collin  (a,  6,  c,  d,  e)  =  coUin  (a',  6',  c ,  d',  e') 

gesetzt  ist  und  iinter  ahc  der  Inhalt  des  Dreiecks,  dessen  Ecken  a,  h 
und  c  sind,  verstanden  ist,  und  zwar  als  positiv  genommen,  wenn  c 
von  ah  aus  nach  links  liegt,  dass  dann  (Ausdehnungslehre  §  165) 

eah     ehe        taU     tV  c' 


dab'dbc        d'ah'  '  d'h' c 

ist.  Doch  ist  durch  Eine  solche  Beziehung  der  Punkt  e  noch  nicht 
durch  die  übrigen  bestimmt,  also  die  kollineare  Beziehung  nicht  voll- 
ständig ausgedrückt;  wohl  aber  genügen  zwei  solche  Beziehmigeii,  also 

(eah  ^  ehe  ^  eea\  le  ah'  ^  eV  e   ^  e  c  a\ 
d^'dhc'  dcä)  ~  ISV^  •  (rb'c  '  Wl'a') ' 

WO  die  Klammer  auf  beiden  Seiten  die  Gleichheit  je  zweier  entsprechender, 


Die  Kollinear -Funktion.  —  Rückkehr  zur  Kongruenz.  341 

durch  das  Zeichen  :  gegliederter  Verhältnisse  ausdrücken  soll,  und  wir 
können  also 

^-o\  /eab  ^  ehe  ^  eea\ 

^      ^  \dah  '  dbc  '  dca) 

als  die  gesuchte  Kollinear- Funktion  für  die  Ebene  ansehen. 

Für  den  Raum  würde  man  übrigens,  wenn  unter  abcd  der  Inhalt 
des  Tetraeders  verstanden  ist,  dessen  Ecken  a,  6,  c,  d  sind,  aus 

collin  (a,  6,  c,  dj  e,  f)  =  coUin  (a ,  V,  c,  d\  e,  / ') 

erhalten : 

/^^4\  ffahc    fbcd    fcda    fdab\ 

^     ^  \eabc  '  ebcd  "  ecda  '  edab) 

gleich  dem  entsprechenden  Ausdruck  in  a\  V,  c',  rT,  c',  /",  worin  dann 
die  Gleichheit  dreier  Verhältnisse  ausgedrückt»  liegt,  und  der  Aus- 
druck (14)  würde  selbst  die  Kollinear- Funktion  für  den  Raum  dar- 
stellen. 

[§  6.     Büokkehr  zur  Kongruenz.    Gleichungen  zwischen  räumlichen 

Grössen.] 

Die  Ableitung  der  neuen  Rechnungsmethode  knüpfe  ich, nun  wieder 
an  Leibnizens  Idee  an,  indem  ich  von  der  nach  der  einen  Seite  hin 
einfachsten  Verwandtschaft,  der  Kollineation,  sogleich  zu  der  nach  der 
andern  Seite  hin  einfachsten,  der  Kongruenz,  schreite,  von  welcher 
Leibniz  ursprünglich  ausgegangen  war;  und  durch  die  bisher  aus  der 
Kollineation  abgeleiteten  oder  vielmehr  als  ableitbar  nachgewiesenen 
und  nun  als  bekannt  vorausgesetzten  Verknüpfungen  wird  es  nun  mög- 
lich^ auch  die  Kongruenz  auf  entsprechende  Weise  zu  behandeln. 

Aus  den  bisher  betrachteten  Verknüpfungsweisen  nämlich  lässt 
sich  das  Princip  der  Kongruenz  nicht  ableiten,  da  sich  jene  nur  auf 
das  Ziehen  von  geraden  Linien  oder  das  Hindurchlegen  von  Ebenen 
durch-  gegebene  Punkte  beziehen,  aber  nicht  die  Natur  des  Kreises 
oder  der  Kugel  mit  in  sich  aufnehmen,  wie  dies  bei  der  Kongruenz 
der  Fall  ist.  Da  sich  auch  der  bisher  erschienene  Theil  von  Grass- 
manns Ausdehnungslehre  nur  auf  solche  Verknüpfungs weisen  |  erstreckt,  14 
welche  bloss  von  den  Begriffen  der  geraden  Linie  und  der  Ebene  ab- 
hängen, so  werden  wir  auch  in  diesem  Werke,  mit  Ausnahme  einiger 
Andeutungen  in  der  Vorrede  desselben,  keine  Entwickelungen  mehr 
vorfinden,  welche  den  im  Folgenden  darzulegenden  Verknüpfungsweisen 
zur  Seite  gehen.  Deshalb  werde  ich  von  nun  an,  um  an  Schärfe  nichts 
vermissen  zu  lassen,  den  Weg  wählen,  dass  ich  jedesmal  nach  Ableitung 
eines  Begriffes  diesen  Begriff  in  Form  einer  Definition  noch  einmal 
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hiiisU'lk\  und  die  Gesetze;  welche  daraus  entspringen^  ohne  irgend  einen 
liei  der  Ableitung  des  Begriffes  vorläufig  angewandten  Satz  voraus- 
»us^tseiiy  iu  streng  mathematischer  Form  entwickele. 

Der  einfachste  Kongruenzfall;  auf  den  sich  jeder  andere  zurück- 
fuhren liesS;  war  der,  dass  zwei  gleich  lange  gerade  Linien  als  kon- 
gruent gesetzt  wurden;  also 

(15)  fig.  (a,  t)  =  fig.  (c,  d), 

wenn  der  Linientheil  ah  gleich  lang  war  mit  dem  Linientheile  cd. 
Nun  haben  wir  oben  gleiche  Liniengrössen  und  gleiche  Strecken  kennen 
gelemi  Die  Liniengrössen  ab  und  cd  wurden  dann,  aber  auch  nur 
dann  einander  gleich  gesetzt;  wenn  beide  in  derselben  geraden  Linie 
lagen  und  gleiche  (nicht  entgegengesetzte)  Richtung;  vom  Anfangspunkt 
zum  Endpunkt  hin  gerechnet;  und  gleiche  Länge  hatten.  Die  Strecke 
hingegen  haben  wir  als  Differenz  zweier  Punkte  auffassen,  und  a  —  b 
und  c  —  d  danU;  aber  auch  nur  dann  gleichsetzen  müssen;  wenn  beide 
Strecken  (die  von  b  nach  a  imd  die  von  d  nach  c)  gleiche  Richtung 
und  Länge  hatten.  Daraus  folgt;  dasS;  wenn  zwei  begränzte  Gerade; 
zum  Beispiel  die  von  a  nach  b  und  die  Yon  c  nach  d,  als  Liniengrössen 
gleich  sind;  das  heisst;  ab  =  cd  ist;  sie  auch  als  Strecken  gleich  sein 
müssen;  also  b  —  a  gleich  d  —  c  sein  müsse,  aber  nicht  umgekehrt; 
indem;  wenn  b  —  a  gleich  d  —  c  ist;  nur  dann  auch  ab  gleich  cd  sein 
wird;  wenn  a,  b,c,d  in  derselben  Geraden  liegen.  Ferner  folgt;  dasS; 
wenn  jene  begränzten  Linien  als  Strecken  gleich  waren,  also  b  —  a 
gleich  d  —  c  war,  sie  auch  kongruent  oder  gleich  lang  sein  werden, 
aber  nicht  umgekehrt;  indem  aus  der  gleichen  Länge  nur  dann  die 
Gleichheit  der  Strecken  folgt;  wenn  ihre  Richtung  als  gleich  ange- 
nommen wird. 

Die  Kongruenz  schliesst  sich  also  zunächst  an  die  Gleichheit  der 
Strecken  aU;  und  wir  werden,  da  jedesmal;  wenn 

a  —  b  =  c  —  d 
ist;  auch 

fig.  (a,  b)  =  fig.  (C;  d) 

ist;  fig.  (a,  6);  was  die  Länge  der  von  a  nach  b  gezogenen  geraden 
Linie  vorstellt;  als  Funktion  von  a  —  b  betrachten  und  daher,  wenn 
/'  das  Zeichen  dieser  Funktion  ist;  statt  fig.  (a,  b)  schreiben  können 
f{a  —  b)  und  also  statt  der  Gleichung  (15)  die  Gleichung 

(16)  f(a  -  6)  =  f{c  -  d) 

erhalten.  Dadurch  haben  wir  den  Vortheil;  die  Länge  als  Funktion 
einer  einzigen  Grösse  aufgefasst  zu  haben. 
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Wir  haben  nun  dieser  Funktion  eine  solche  Form  zu  geben,  dass 
die  Gleichung  (16)  allemal  dann,  aber  auch  nur  dann  richtig  ist,  wenn 
a  —  6  und  c  —  d  gleich  lang  sind. 

Um  eine  solche  Funktion  |  zu  finden,  nehmen  wir  zuerst  an,  alle  15 
zu  betrachtenden  Grössen  seien  in  derselben  Geraden.  Hier  können 
zwei  gleich  lange  Linientheile  nur  entweder  gleiche  oder  entgegenge- 
setzte Richtung  haben.  Im  ersteren  Falle  sind  sie  als  Strecken  gleich, 
im  letztem  ist  die  eine  Strecke  das  Negative  der  andern.  Bedeutet 
also  |)  eine  Strecke,  so  ist  p  gleich  lang  mit  ( — |));  aber  ausser  diesen 
beiden  j9  und  (—  J?)  giebt  es  auch  in  derselben  geraden  Linie  keine 
mit  j)  gleich  lange  Strecke.  Es  würde  also  hier  nur  folgen,  dass  f{jß) 
eine  solche  Form  haben  muss,  dass  f{p)=^f{—'P)  sei.  Könnte  man 
die  Strecken  innerhalb  einer  Geraden  wie  Zahlen  behandeln,  so  würde 
p^  eine  solche  Funktion  imd  zwar  die  einfachste  sein,  welche  dieser 
Bedingung  genügte.  Wir  haben  also  zunächst  nur  zu  untersuchen,  ob 
und  wie  weit  die  Gesetze  der  Zahlenverknüpfungen  sich  auf  Strecken 
derselben  Geraden  anwenden  lassen,  oder  überhaupt,  ob  sie  sich  auf 
Grössen  anwenden  lassen,  welche,  wie  die  Strecken  derselben  geraden 
Linie,  einer  Reihe  von  Zahlgrössen  proportional  gesetzt  werden  können. 

(Erklärung  1.)  Ich  setze  nämlich  eine  Reihe  von  räumlichen  Grössen 
A,  B,  ..,  proportional  einer  Beihe  von  Zahlgrössen  a,  /?,...,  wenn  es 
irgend  eine  räumliche  Grösse  M  (die  nicht  null  ist)  von  der  Art  giebt, 
dass  A  =  aMy  B  =  ßM*),  . . .  und  so  weiter  ist,  und  nenne  in  diesem 
Falle  jene  räumlichen  Grössen  unter  sich  gleichartig;  wenn  ferner  zwei 
Beihen  räumlicher  Grössen  derselben  Beihe  von  Zahlgrössen  proportional 
sind,  so  nenne  ich  sie  selbst  einander  proportional. 

Daraus  folgt  sogleich  (Satz  1),  dass,  wenn  eine  Beihe  räumlicher 
Grössen  A,  B,  . , ,  einer  Zahlreihe  «,/?,...  proportional  ist,  und  diese 
wieder  einer  andern  Zahlreüie  proportional  ist,  auch  die  Beihe  räumlicher 
Grössen  der  letzten  Zahlreilie  proportional  sei. 

Denn  jede  mit  der  Zahlreihe  «,/?,...  proportionale  Zahlreihe 
wird  in  der  Form  Qa,  gß,  ...  dargestellt  werden  können,  wo  q  jede 
beliebige    Zahlgrösse,   die  nicht   null  ist,  sein  kann;   setzt   man  nun 

M'  =  —,  so  ist 


*)  Wenn  ich  eine  Grösse  als  Produkt  einer  Zahlgrösse  a  in  eine  räumliche 
Grösse  Ä  bezeichne,  so  soll  darin  ausgedrückt  sein,  dass  für  diese  Multiplikation 
die  Gesetze  der  Multiplikation  und  Division  mit  Zahlen  gelten,  namentlich,  dass 

.       ß(ccÄ)^{Pa)Ä   und    -    -  =  ^^ 

sei,  wovon  bei  dem  folgenden  Beweise  Gebrauch  gemacht  wird. 
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A  =  aQÜd'j  B  =«  ßQ^I')  • . ., 
das  heisst;  A,  IJ,  . .  .  verhalten  eich  auch  wie  kq  :  ßg  :  •-,  das  hcisst, 
wie  jede  mit  a,  ß,  ...  proportionale  Zahlreihe. 

Hat  man  nun  eine  algebraische  Gleichung,  in  welcher  die  Zahl- 
grössen  a,  ßj  ...  vorkommen,  imd  welche  von  der  Art  ist,  dass  sie 
auch  bestehen  bleibt,  wenn  man  statt  der  Zahlreihe  a,  /),  . . .  eine  ihr 
proportionale  Zahlreihe  setzt,  so  wird  man  die  Gleichung  auch  dann 
noch  als  richtig  setzen  können,  wenn  man  der  Zahlreihe  a,  j3,  ... 
eine  ihr  proportionale  Reihe  von  räumlichen  Grössen  -4,  Ji,  ...  sub- 
stituirt,  indem  man  dann  eben  nur  festzusetzen  hätte,  dass  diese  letztere 
Gleichung  keine  andere  Bedeutung  haben  soll  als  die  erstere. 

Nun  wird  eine  solche  Gleichung,  wie  wir  sie  voraussetzen,  die 
Form  haben 

(17)  F{a,ß,...)  =  r(a,ß,...), 

16  WO  die  Zeichen  F  und  1'  algebraische  und  homogene  Funktionen 
gleichen  Grades  darstellen,  das  heisst,  zwei  Funktionen,  deren  Glieder 
alle  von  der  Form  Xa^ß^  .  , .  sind  und  alle  dieselbe  Exponentensumme 
a  +  6+"  haben,  während  k  eine  beliebige  Zahlgrösse  ist.  Ist  in 
der  That  a  +  b  +  •  •  •  =  ^>  ^^d  man  setzt  statt  a,  /3,  .  . .  die  pro- 
portionale Zahlreihe  (>a,  p/J,  ...,  wo  q  eine  Zahl,  die  nicht  null  ist, 
vorstellt,  so  wird  dann  F {qu,  gß,  ,,,)  gleich  (>'i*'(«, /J, ...)  und 
F'  {qu,  Qßy .,.)  =  Q'F' («,  ßy . . .),  also  noch 

(18)  F{Qa,Qß,...)  =  r{Qa,Qß,...y 

Setze  ich  nun  in  der  Gleichung  (17)  statt  der  Zahlreihe  «,  ßj  -• 
die  proportionale  Reihe  von  Raumgrössen  Aj  B,  .,,y  so  will  ich  die 
so  hervorgehende  Gleichung 

(19)  F(A,  B,...)  =  r{A,  J?,  ...) 

auch  noch  eine  homogene  algebraische  Gleichung  der  räumlichen  Grössen 
Ay  By  ...  nennen  und  gelange  dann  zu  der  folgenden  Erklärung: 

(Erklärung  2.)  Ich  setze  eine  homogene  algebraische  Gleichung  räum- 
licher Grössen,  welclie  gleichartig ,  das  Ä^/ssf,  einer  Reihe  von  Zahlgrössen 
proportional  sind,  dann  und  nur  dann  als  richtig,  wenn  die  Gleichung, 
welche  dadurdi,  hervorgehty  dass  man  statt  der  räumlichen  Grössen  die 
ihnen  proportionalen  Zahlgrössen  setzt,  eine  richtige  ist;  und  von  den  so 
Juirvorgehenden  Verknüpfungen  der  räumlichen  Grössen  sage  icfi,  dass  sie 
den  algebraischen  der  Zahlgrössen  entspredien. 

Hieraus  folgt  der  Satz  (Satz  Ib):  dass  für  gleichartige  Raumgrössen 
alle  algebraischen  Verknüpfungsgesetze  gelten,  welche  sich  durch  homogene 
Gleichungen  jener  Raumgiössen  darstellen  lassen,  und  dass  jede  honwgaie 
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Gleichung  zwischen  gleichartigen  Raumgrössen  auch  für  die  ihnen  pro- 
portionalen Raunigrössen  gilt 

Ich  habe  diesen  Satz,  den  ich  hier  nur  für  Strecken  innerhalb 
derselben  geraden  Linie  anzuwenden  brauche,  darum  so  allgemein  ge- 
fasst,  weil  er  für  die  Uebertragung  algebraischer  Verknüpfungen  auf 
raumliche  Grössen  überhaupt  von  Wichtigkeit  ist. 

[§  7.     Innere  Produkte  von  Strecken.] 
Gehe  ich  nun  auf  die  Gleichung 

fip)-f{-p) 

zurück,  so  leuchtet  ein,  dass  dieser  am  einfacjisten  genügt  wird,  wenn 
f(j))==ip^  gesetzt  wird,  da  ja  p*  =  (— i?)*  ist,  auch  wenn  ;)  eine  Strecke 
vorstellt.  Denn,  da  sich  j?  zu  — p  wie  die  Zahlen  1  :  (—  1)  verhalten, 
(Erklärung  1),  so  ist  p^  nach  Erklärung  2  gleich  ( —  j))*  zu  setzen, 
wenn  1'  =  ( —  1)^  ist,  was  der  Fall  ist. 

Wir  können  daher  den  Versuch  machen,  auch  allgemein,  wenn  p 
und  q  gleich  lange  Strecken  sind,  das  Quadrat  von  p  gleich  dem  von 
q  zu  setzen.  Doch  bleibt  dann  noch  zweifelhaft,  ob  wir  dies  Quadrat 
als  dem  arithmetischen  durchaus  entsprechend  ansehen  können,  ja  ob 
überhaupt  für  die  Multiplikation,  durch  welche  die  beiden  gleichen 
Faktoren  dieses  Quadrats  verknüpft  sind,  noch  irgend  ein  Multiplikations- 
gesetz gilt,  sobald  man  es  mit  Quadraten  anders  gerichteter  Strecken 
vergleicht;  das  heisst,  ob  wir  eine  naturgemä^se  Hypothese  gemacht 
haben,  indem  wir  jene  Funktion  f{p)  allgemein  als  Quadrat  von  p 
setzten.  Jedenfalls  müssen  wir  wenigstens  vorläufig  die  Multiplikation,  17 
für  die  wir  jene  Hypothese  machten,  mit  einem  besonderen  Namen 
bezeichnen.  Wir  nennen  sie  innere  Multiplikation,  und  das  innere 
Produkt  zweier  gleicher  Strecken  das  innere  Quadrat  dieser 
Strecke.  Somit  gelangen  wir  durch  Kombination  mit  der  Erklärung  2 
zu  folgender  Erklärung: 

(Erklärung  3.)  Unter  inneren  Produkten  je  zweier  paralleler 
Strecken  verstehe  ich  solche  Grössen,  welche  den  Zahlen  proportioruil  ge- 
setzt werden^  die  hervorgehen,  wenn  man  die  beiden  parallelen  Strecken 
eines  jeden  inneren  Produktes  durch  dasselbe  Mass  misst,  und  die  Quo- 
tienten  dieser  beiden  Messungen  unter  sich  multiplicirt,  alle  Masse  aber 
gleidi  lang  annimmt.  Das  innere  Produkt  zweier  Strecken  sei  mit  axb 
bezeichnet,  das  innere  Quadrat  aX  a  mit  a\ 

So  zum  Beispiel  sind  (s.  Fig.  4)  axb  und  cx  d  proportional 
den  Zahlen,  welche  hervorgehen,  wenn  man  a  und  b  durch  r^,  c  und  d 
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Fig.  4. 


18 


durch  r,  misst,  wo  r^^  und  r^  gleich  lang  sind  und  r^^  mit  a  und  h, 
rg  mit  c  und  d  parallel  ist.    Aus  der  Erklärung  folgt  sogleich,   dass 

axb  =  bxa  und 

ax(b  +  c)  =  axb  +  axc 

ist,  wenn  a,  6,  c  parallele  Strecken  sind,  in  welchen 
Fällen  ja  auch  die  Gleichungen  dieselbe  Bedeutung 
haben,  wie  die  in  Erklärung  2  definirten. 

Es  kommt  nun  darauf  an,  das  innere  Produkt 
zweier  ungleichlaufender  Strecken  zu  finden. 

Zu  dem  Begriffe  desselben  wird  man  gelangen, 
wenn  man  versucht,  die  allgemeine  Beziehung  der  Multiplikation  zur 
Addition  festzuhalten,  und  auch  die  Faktoren  vertauschbar  zu  setzen, 
damit  die  innere  Multiplikation  ungleichlaufender  Strecken  mit  der 
gleichlaufender  unter  einen  gemeinschaftlichen  Begriff  falle.  Mache  ich 
vorläufig,  um  zu  dem  Begriffe  dieses  Produktes  zu  gelangen,  diese 
beiden  Voraussetzungen,  so  folgt,  dass 

(a  +  6)x(a  +  i)  =  axa  +  6x6  +  6xa  +  ax6, 
also 

(20)  (a  +  by  =  a^  +  2axb  +  b\ 

Die  Strecke  erschien  als  Differenz  zweier 
Punkte,  ist  also  (s.  Fig.  5) 

a  =  B  —  A,    b  =  C—B, 
so  ist 

a  +  b  =  B-A  +  G—B  =  C—A, 

Sind  daher  a  und  b  rechtwinklig  gegeneinander, 
so  ist  a  +  ^  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen 
Dreiecks,  worin  a  und  b  die  Katheten  sind,  also  ist 

(21)  (a  +  bf  =  a^  +  b\ 

Vergleichen  wir  diese  Gleichung  mit  der  obigen 
(20),  so  folgt  2a X  &  =  0,  also  auch  a  X  6  =  0, 
das  heisst,  das  innere  Produkt  zweier  |  gegen  ein- 
ander senkrechter  Strecken  muss  null  gesetzt  werden. 

Hieraus  nun  lässt  sich  der  Begriff  des  inneren 
Produktes  zweier  beliebiger  Strecken  a  und  b  ab- 
leiten. 

Es  sei  (s.  Fig.  6) 

a  =  A  —  E,    b^B  —  E, 
Man  falle  von  B  das  Loth  auf  EAj  der  Fusspunkt  desselben  sei  C,  so  ist 


Fig.  5. 


Fig.  6. 
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B  --  E  =  B-C  +  C—E. 
Also  ist  auch 

axb=^{A-E)x{B-E)  =  (A  —  E)x{B  —  C+C—E)  = 

=  {A  —  E)x(B  —  C)  +  {A  —  E)x{C-  E), 

Das   erste   dieser   beiden  zuletzt   gewonnenen  Produkte  ist  null,  weil 
A—rE  senkrecht  gegen  B  —  (7  ist,  also  ist 

a  X  6  =  a  X  (C  —  -K) ; 

C  —  E  aber  ist  die  senkrechte  Projektion  von  h  auf  a.    Daraus  folgt 
die  Erklärung: 

(Erklärung  4.)  Unter  dem  inneren  Produkte  axb  zweier  nicht 
paralleler  Strecken  a  und  h  soll  das  innere  Produkt  der  ersten  a  in 
die  senkrechte  Projektion  der  zweiten  auf  die  erste  verstanden  sein. 

Von  dieser  Erklärung  aus  werde  ich  nun  die  Gesetze  der  innexm 
Multiplikation  zu  entwickeln  haben,  ohne  die  bei  der  Ableitung  des 
Begriffs  zu  Hülfe  genommenen  Sätze  voraussetzen  zu  dürfen*),  und 
zwar  erstens: 

(Satz  2.)  Die  beiden  Faktoren  eines  inneren  Produktes  zweier  Strecken 
kann  man  ohne  Werthänderung  des  Produktes  vertauschen ,  das  heisst 
aX.b  =  bx.a. 

Denn,  wenn  a=A — J?(s.Fig.7),  b=B—Ey 
C  der  Fusspunkt  des  von  B  auf  AE,  und  D 
der  Fusspunkt  des  von  A  auf  BE  gefällten 
Lothes  ist,  so  ist 

axb  =  {A  —  E)x(C  —  E), 

bxa  =  {B—E)x{D  —  E), 

Vermöge  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  ADE 
und  BCE  folgt  nun,  dass  die  Länge  von  AE^ 
zu  der  von  DE  sich  verhält,  wie  die  Länge 


l^g  7. 


•)  Es  ist  überaus  wichtig,  die  nun  folgende  mathematische  Beweisführung 
von  der  bisher  versuchten  (mehr  philosophischen)  Ableitung  des  Begriffes  aufs 
strengste  zu  sondern.  Jene  Ableitung  diente  nur  dazu,  um  den  Schein  der  Will- 
kühr,  welcher  bei  dem  unmittelbaren  Aufstellen  der  neuen  Definitionen  hätte  ent- 
stehen müssen,  verschwinden  zu  lassen,  während  die  nun  folgende  Beweisführung 
von  jener  Ableitung  ganz  unabhängig  ist  und  sich  unmittelbar  an  die  aufgestellten 
Definitionen  anschliesst.  So  zum  Beispiel  wurde  bei  der  Ableitung  des  Begriffs 
der  pythagoräische  Lehrsatz  angewandt;  die  mathematische  Beweisführung  setzt 
diesen  Lehrsatz  nicht  voraus,  vielmehr  erscheint  derselbe  als  Folgerung  der  hier 
gegebenen  mathematischen  Entwickelung,  welche  also  zugleich  einen  vollkommenen 
Beweis  jenes  Satzes  einschliesst. 
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von  JiE  zu  der  von  CE,  also  auch  (las  Produkt  der  Längen  von  A  E- 
und  CE  gleich  ist  dem  Produkte  der  Längen  von  DE  und  BEy  also 
auch,  wenn  man  A  —  E  und  ü  —  E  durch  ein  Mass  der  Linie  EA 
und  D  —  E  und  B  —  E  durch  ein  eben  so  langes  Mass  der  Linie  EB 
19  misst,  das  Produkt  aus  den  Quotienten  der  beiden  ersten  Messungen 
gleich  dem  Produkte  aus  den  Quotienten  der  beiden  letzten  Messungen 
sein  wird;  das  heisst  nach  Erklärung  3 

{A  —  E)x(C-E)  =  {B  —  E)x{D  —  E) , 
das  heisst 

axh  =  hxa. 
Femer  folgt  daraus: 

(Satz  3.)  Ein  inneres  Produkt  eweier  gegen  einander  senkrechter 
Strecken  ist  null,  aber  auch  kein  anderes,  dessen  Faktoren  nicht  selbst 
nuU  sind. 

^  Denn,  wenn  beide  Strecken  senkrecht  gegen  einander  sind,  so  ist 
cne  senkrechte  Projektion  der  einen  auf  die  andere  null,  also  wird 
dann,  wenn  man  nach  Erklärung  4  statt  des  zweiten  Faktors  die  senk- 
rechte Projektion  desselben  auf  den  ersten  setzt,  dieser  zweite  Faktor 
null,  also  auch  das  Produkt  null.  Hingegen  in  jedem  andern  Falle 
wird,  wenn  nicht  etwa  die  Strecken  selbst  null  sind,  die  Projektion 
nicht  null,  also  auch  das  Produkt  nicht  null. 
Femer  lässt  sich  beweisen,  dass 

(22)    rtX(&-fc)  =  rtX6  +  aXc  und  {h  +  c)X.a  =  hx.a  +  cx.a 

ist.  Denn,  es  sei  (s.  Fig.  8) 

""^"^  '  a  =  A  —  E,  h  =  B—E,  c  =  C—B, 

so  ist  6  +  c  =  C  —  E.  Sind  ferner 
B\  C  die  Fusspunkte  der  von  B 
und  C  auf  EA  gefiillten  Lothe,  so 
ist  B'  —  E  die  senkrechte  Projektion 
von  h  auf  a,  und  C  —  E  die  von 
(6H-c)  auf  a,  und  C  —  B'  die  von 
c  auf  a;  also  ist 

axh  +  axc  =  ax{ir  —  E)  +  ax  {C—B'), 
und  da  nun  alle  Strecken  auf  der  rechten  Seite  in  gerader  Linie  liegen, 
so  ist  die  rechte  Seite 

^ax{B'—E  +  C—B') 

=  ax(C'  —  E) 

=  a  X  (6  +  c). 
Da  endlich  die  Faktoren  vertauschbar  sind,  so  folgt  auch: 


€V >- 
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(6  +  c)  X  a  =  hxa  +  cxa. 

Also  sind  die  Gleichungen  (22)  bewiesen.  Daraus  folgt  aber  der  all- 
gemeine Satz: 

(Satz  4.)  Alle  algebraischen  Sätze y  welche  die  Beziehung  der  Multi- 
plikation zur  Addition  und  Subtraktion  ausdrücken^  gelten  auch  für  die 
innere  Multiplikation  zweier  Strecken^ 

weil  die^e  Beziehung  eben  nur  auf  dem  erwiesenen  Grundgesetze 
(22)  beruht  (vergleiche  Grassmanns  Ausdehnungslehre  §  10). 

Hierdurch  ist  nun  die  Benennung  und  Bezeichnung  dieser  Ver- 
knüpfungsweise als  einer  Multiplikation  gerechtfertigt,  zugleich  aber,  da 
das  Gesetz,  dass  das  innere  Produkt  zweier  |  gegen  einander  senkrechter  20 
Strecken  null  ist,  in  der  Algebra  nichts  Entsprechendes  findet,  diese 
Multiplikationsweise  als  eine  von  der  algebraischen  wesentlich  ver- 
schiedene nachgewiesen,  weshalb  wir  die  Benennung  der  inneren  Multi- 
plikation zur  Unterscheidung  sowohl  von  der  algebraischen  als  auch 
von  der  äusseren  Multiplikation  beibehalten  und  als  das  specifische 
Zeichen  dieser  Multiplikation  das  Zeichen  X  festhalten.  Somit  folgt, 
dass  wir  nicht  nur,  wenn  a,  6,  c,  d  Punkte  sind,  statt  der  Gleichung 

fig.  (a,  h)  =  fig.  (c,  d) 
oder  statt 

ah  8  cd 
die  Gleichung 

(a  —  i)  X  (a  —  6)  =  (c  —  d)  X  (c  —  d) 
oder 

(a  —  hy  =  (c  —  dy 

einführen,  sondern  nun  auch  für  diese  Multiplikation  alle  bisherigen 
Sätze  anwenden,  und  dadurch  mit  dieser  Multiplikation  ganz  frei,  wie 
mit  jeder  algebraischen  Verknüpfung,  operiren  können. 

[§  8.     Innere  und  äussere  Multiplikation.] 

Hiermit  ist  also  die  Aufgabe,  die  wir  uns  ursprünglich  stellten, 
nämlich  die  Leibniz'sche  Charakteristik  auf  ihren  naturgemässen  Aus- 
druck zurückzuführen,  gelöst.  Zugleich  aber  liegt  in  der  Art  der 
Lösung  der  Keim  zu  einer  neuen  Entwickelung  nach  zwei  verschie- 
denen Seiten  hin. 

Nämlich  einerseits  entsteht  die  Aufgabe,  aus  dem  Produkte  zweier 
PunktdifiFerenzen  das  der  Punkte  selbst  abzuleiten,  um  so  durch  die 
Lösung  der  S^ammern,  von  welchen  noch  diese  Punktdifferenzen  um- 
schlossen sind,  zu  einer  noch  freieren  und  allgemeineren  Behandlung 
dieser,  die  Kongruenz  darstellenden  Verknüpfung  zu  gelangen. 
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Der  andere  Keim  zu  weiterer  Entwickelung  liegt  in  der  Beziehung 
des  inneren  Produktes  zum  äusseren.  Diese  Beziehung  wird  durch  die 
Idee  „des  senkrecht  proportionalen**  vermittelt. 

Nämlich,  (Erklärung  5) .  ich  nenne  ewei  Flächenräume  A  und  B 
zweien  Strecken  a  und  h  senkrecht  proportional^  wenn^ie  Flächenräume 
auf  den  Strecken  senkreckt  stehen  und  solche  Werthe  haben,  dctös,  wenn 
man  die  eine  Strecke  h  mit  ihrem  entsprechenden  Flächenraum  B,  ohne 
die  gegenseitige  Lage  derselben  zu  ändern,  so  legt,  dass  b  gleichgerichtet 
wird  mit  a,  und  dann  die  so  verlegte  Strecke  b  durch  a  und  den  so  ver- 
legten Flächenraum  B  durch  A  misst,  die  Quotienten  beider  Messungen 
gleich  sind. 

Hieraus  folgt  der  Satz: 

(Satz  5.)  Zwei  innere  Produkte  je  zweier  Strecken,  axb  und  cxd 
verhalten  sich  une  die  äi4sseren  Produkte,  u^lche  hervorgehen,  wenn  man 
statt  zweier  aus  beiden  Produkten  ausgewählter  Faktaren,  zum  Beispiel  staU 
a  und  c,  die  ihnen  senkrecht  proportionalen  Flächenräume  A  und  C  setzt 
und  das  Zeichen  der  inneren  MultipläccUion  in  das  der  äusseren  ver- 
wandelt, also 

(23)  (axb) :  {ex  d)  =  (A  ,b)  :  (C .  d). 

Denn,  wenn  ich  c,  d,  C  als  ein  System  betrachte  und  dieses  System 
21  so,  dass  I  es  sich  kongruent  bleibt,  beliebig  verlege,  so  bleiben  die  Pro- 
dukte cxd  und  C .  d  bei  dieser  Verlegung  sich  gleich,  also  verändern 
sich  ihre  Werthe  auch  nicht,  wenn  dabei  c  in  dieselbe  Richtung,  die 
a  hat,  verlegt  wird.  Daraus  folgt,  dass  die  Gleichung  (23)  allgemein 
richtig  sein  wird,  wenn  ich  sie  nur  für  den  Fall  erwiesen  habe,  dass 
a  und  c  gleichgerichtet  sind.' 

Ist  unter  dieser  Voraussetzung  —  =  y,  so  wird  dann  auch  (nach 

C 
Erkläning  5)  -j  =  y  sein.    Substituire  ich  daher   in  diesem  Falle  ya 

statt  c  und  yA  statt  C  in  die  Gleichung  (23),  so  bleibt  nur  zu  be- 
weisen, dass 

(a  X  6)  :  {yax.d)=^(A,b)  :  {yA  .  d) 

sei.    Dies  wird  erwiesen  sein,  wenn  ich  gezeigt  habe,  da^s 

(24)  {axb):{axd)  =  {A.b):{A  ,  d) 

sei,  oder  dass,  wenn  a  X  &  =  a  (a  X  d)  ist,  wo  wieder  a  eine  Zahl- 
grösse  ist,  auch  A  .b  =  a{A  .  d)  sei.  Ist  aber  a  x.  b  =  a  {a  X.  d), 
so  ist  es  auch  gleich  a  X  {ccd),  also  a  X  (6  —  ad)  =  0,  also  b  —  ad 
entweder  null  oder  senkrecht  auf  a  (nach  Satz  3),  das  heisst,  da  A 
ein  gegen  a  senkrechter  Flächenraum  ist,  entweder  b  —  ad  null  oder 
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parallel  mit  A.  Nun  giebt  aber  das  äussere  Produkt  eines  Flächen- 
raums in  eine  mit  ihm  parallele  Strecke  null  (Ausdehnungslehre  §  54 
und  55);  also  ist  Ä.(b  —  ad)  null,  also  Ä.b  gleich  A.ady  gleich 
a  (A  .d),  also  ist  Gleichung  (24)  erwiesen,  also  auch  (23)  zunächst 
fiir  den  Fall,  dass  a  und  c  gleichgerichtet  sind,  und  demnächst  all- 
gemein. 

Wir  können  den  obigen  Satz  noch  allgemeiner  fassen,  indem 
wir  sagen: 

(Satz  5b.)  In  einer  Gleichung,  deren  Glieder  innere  Produkte  je 
zweier  Strecken  oder  Vielfache  solcher  Produkte  sind,  kann  man,  ohne  dass 
die  Gleichung  aufhört  eine  richtige  zu  sein,  siüU  dieser 'inneren  Produkte 
die  ihnen  proportionalen  äusseren  setzen,  die  man  dadurch  erhält,  dass 
man  statt  je  eines  Faktors  jener  inneren  Produkte  die  senkrecht  propor- 
tianalen  Flächenräume  und  statt  des  Zeichens  der  inneren  Multiplikation 
rfflw  der  äusseren  setzt,  und  umgekehrt  kann  man  aus  der  letzteren  Glei- 
chung die  erstere  ableiten. 

Denn,  da  die  inneren  Produkte  proportional  sind  einer  Reihe  von 
Zahlgrössen  imd  die  jenen  proportionalen  äusseren  Produkte  derselben 
Reihe  proportional  sind,  so  ergiebt  sich  der  zu  erweisende  Satz  so- 
gleich durch  Anwendung  der  Erklärung  2. 

Hierin  liegt  nun,  da  man  die  Idee  des  senkrecht  proportionalen 
auch  auf  andere  äussere  Produkte  übertragen  kann,  der  vorher  ange- 
deutete Keim  weiterer  Entwickelung.  Ich  will  nun  diese  Entwickelmig 
hier  darlegen,  dann  aber,  ehe  ich  die  andere  oben  angedeutete  Ent- 
wickelungsreihe  verfolge,  durch  Anwendungen  auf  Geometrie  und  Me- 
chanik zeigen,  in  wiefern  die  bisher  entwickelte  Ajialyse  die  einer 
solchen  von  Leibniz  beigelegten  Vorzüge  besitzt. 

[§  9.     Innere  Frodakte  von  Fläohenräumen  und  Strecken.] 

Es  ist  klar,  dass  man  durch  die  Idee  des  senkrecht  proportio- 
nalen sowohl  zu  dem  äusseren  Produkte  zweier  Strecken  als  auch  zu 
dem  eines  Flächenraums  in  eine  Strecke,  indem  man  statt  der  Strecke 
einen  ihr  proportional  bleibenden  Flächenraum  setzt,  auf  eine  neue 
Weise  ein  entsprechendes  inneres  Produkt  finden  kann.  Zur  Ableitung 
der  Gesetze  dieser  |  neuen  Verknüpfungen,  wie  auch  zur  Begründung  22 
der  Gesetze  des  vorher  behandelten  inneren  Produktes,  wenn  man  den 
Satz  5  in  eine  Definition  dieses  inneren  Produktes  umwandelt,  genügt 
folgender  Satz: 

(Satz  6.)  We7in  a,  b,  c,  ,..  Strecken  und  A,  B,  C,  .. .  ihnen  senk- 
recht proportionale  Fläclienräume  sind,  so  stehen  auch  ihre  Summen  in 
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derselben  Proportionsreihe,  das  heisst,  wenn  s  =  a  +  ^  +  <^  +  "*  ^^ 
S  =  -4  +  J?  +  0  +  •  •  •  ist,  so  sind  auch  s,  a,  b,  c,  ,.,  senkrecJä  pro- 
portional mit  Sj  Ay  B,  C,  ..,. 

Es  ist  sogleich  klar,  dass,  wenn  dies  für  die  Summe  zweier  Stücke 
bewiesen  ist,  es  auch  durch  Fortsetzung  desselben  Schlusses  fQr  be- 
liebig viele  gilt;  wir  beweisen  es  daher  zunächst  nur  für  zwei  Stücke, 
setzen  also  s  =  a  -{-  b,  S  =  A  -}-  B  und  beweisen,  dass  5,  a,  b  senk- 
recht proportional  seien  mit  S,  A,  B: 

Es  stehe  f  auf  a  und  b  zugleich  senkrecht,  so  steht  f  auch  auf  s 
senkrecht,  weil  s  mit  a  und  b  in  derselben  Ebene  liegt.  Der  Anschaulich- 
keit wegen  denke  man  sich  a,  b,  s  und  f  von  demselben  Punkte  aus- 
gehend. Drehe  ich  nun  das  System  der  drei  Strecken  a,  b,  s,  ohne 
ihre  Länge  und  gegenseitige  Lage  zu  yerändem,  um  die  senkrechte 
Axe  f  so  weit,  bis  das  System  (also,  auch  jede  Strecke  iij  ihm)  einen 
rechten  Winkel  beschrieben  hat,  und  gehen  dadurch  o,  h,  s  in  a',  i>',  s' 
über,  so  bleibt  offenbar  noch  s'  =  a  +  b\  Nun  ist  aber  klar,  dass 
f.a\  f.b\  f.s  senkrecht  proportional  mit  a,  b  und  5  sind;  ist  also 
A^^  yf .  a,  so  wird  B  =  yf,  V,  also  A-^  B  oder 

S=y(/-.a'+/-.6')  =  y/'.V 

sein,  also  sind  5,  A,  B  senkrecht  proportional  5,  a,  &,  und  so  auch 
allgemein  für  beliebig  viele  Glieder. 

Da  übrigens  durch  drei  Glieder  einer  solchen  senkrechten  Pro- 
portion das  vierte  bestimmt  ist,  so  folgt  auch  umgekehrt: 

(Satz  7.)  Wenn  s,  a^  b,  c,  ..,  senkrecht  proportional  S,  A,  B,  C,.  •  • 
sindy  und 

ist,  so  ist  auch 

S^  A  +  B  +  C-^ , 

und  umgekehrt,  wenn  unter  obiger  Voraussetzung  die  zweite  Gleichung  gilt, 
so  gilt  aucth  die  erste. 

Doch  werden  wir  für  die  folgende  Entwickelung  nur  den  ersteren 
Satz  gebrauchen  und  auch  diesen  nur  für  zwei  Glieder. 

Durch  die  Idee  des  senkrecht  proportionalen  ergeben  sich  nun 
folgende  Begriffe: 

(Erklärung  6.)  Unter  inneren  Produkten  je  zweier  Flächen- 
räume  verstehe  ich  solcfie  Grössen,  die  den  äussern  Produkten  proportional 
sind,  welche  man  erhält,  wenn  man  in  allen  jenen  inneren  ProduJcten  statt 
der  ersten  Faktoren  senkrecht  proportionale  Strecken  setzt,  während  man 
die  zweiten  Faktoren  unverändert  lässt,  das  Zeichen  aber  der  innet-n 
Multiplikation  (x)  in  das  der  äusseren  (.)  verwandelt,  und 
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(Erklärung  7.)  Unter  inneren  Produkten  von  je  einem  Flächen- 
räum  in  eine  Strecke  verstehen  wir  solclie  Grössen,  welcJhe  deti  äusseren 
Produkten  senkrecht  proportional  \  sind,  die,  Itervorgehen,  wenn  man  statt  2S 
der  FläcJienräiime,  welche  als  Faktoren  jener  inneren  Produkte  vorkommen^ 
die  ihnen  senkrecht  proportiotialen  Strecken  setzt,  und,  ohne  den  jedesmaligen 
andern  Faktor  ssu  ändern,  das  Zeichen  der  inneren  Multiplikation  in  das 
der  äusseren  verwandelt. 

So  zum  Beispiel  werden  die  Produkte  Axh  und  Cxd,  in  denen 
A  und  C  Flächenräume,  h  und  d  Strecken  sind,  den  Flächenräumen 
a .  b  und  c .  d  senkrecht  proportional  gesetzt,  wenn  a  und  c  den  Flächen- 
räumen Ä  und  C  senkrecht  proportional  sind. 

Die  Gesetze,  welchen  diese  Verknüpfungen  unterliegen,  lassen 
sich  sehr  leicht  vermittelst  des  Satzes  6  ableiten. 

So  findet  man 

Ax{B  +  C)  =  AxB+AxC, 

indem  a  ,  (B  -i-  C)  =  a  .  B  -^  a  ,  C  iBi,  und  wenn  a  senkrecht  gegen 
A  ist,  die  Grössen  in  der  zu  erweisenden  Gleichung  denen  der  letzteren 
proportional  sind,  also  derselben  Gleichung  unterliegen  (nach  Satz  Ib); 
und  ebenso  findet  man 

{B  +  C)xA  =  BxA  +  CxA, 

indem,  wenn  h  und  c  senkrecht  proportional  sind  mit  B  und  C,  also 
auch  (nach  Satz  0)  6,  r  und  (b  +  c)  mit  B,  C  und  {B  +  C), 

(h  +  c).A  -^b.A  +  c.A 

ist,  also  auch  dieselbe  Gleichung  zwischen  den  mit  den  Gliedern  dieser 
Gleichung  proportionalen  Grössen  statt  finden  muss,  also 

(B  +  C)  X  A  =  B  X  A  +  C  X  A. 
Auf  ähnliche  Weise  folgt,  dass 

Ax.(b  +  c)  =  Ax:b  +  Axc 
ist.     Denn  es  ist 

a  .  (b  -\-  c)  =  a  .  b  -\-  a  .  C] 

also  gilt  auch  nach  Satz  7  dieselbe  Gleichung  für  die  mit  den  Gliedern 
derselben  senkrecht  proportionalen  Grössen,  das  heisst, 

Ax,{b-{'C)=Ax,b  +  Axic. 

Und  endlich  folgt  auch,  dass 

{A  +  n)xc  =  Axc+  Bxr 

ist.  Denn  es  seien  a  und  b  die  den  Flächenräumen  A  und  B  senk- 
recht proportionalen  Strecken,  so  sind  (Satz  G)  a,  b,  (a  +  i)  senkrecht 
proportional  mit  Ay  B,  {A  •^-  B),     Nun  ist 

(a  +  6)  .  c  =  a  .  c  -f-  6  .  c. 

GraBsmanu ,  Werko.     I.  23 
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Somit  gilt  nun  (Satz  7)  dieselbe  Gleichung  auch  f&r  die  mit  den 
Gliedern  derselben  senkrecht  proportionalen  Grr)ssen.  Nach  der  Er- 
klärung 7  sind  aber 

(i4  +  7?)xc,     Axc,     Bxc 

senkrecht  proportional  mit 

(a  +  &)  .  c,     a  .  c,    h  .  c, 

weil  A  -^  B,  Ay  B  senkrecht  proportional  mit  a  +  i?  ^j  ^  si»J- 
Also  ist  (nach  Satz  7) 

{A-^-  B)xc  =  Axc  +  Bxc. 

Um  die  Idee  der  Multiplikation  fQr  diesen  letzteren  Fall  der 
inneren  Multiplikation  eines  Flächenraums  A  in  eine  Strecke  h  noch 
24  anschaulicher  darzulegen^  |  will  ich  annehmen,  es  sei  h^  die  senkrechte 
Projektion  der  Strecke  h  auf  den  Flächenraum  Ay  und  h  also  gleich 
^1  +  \y  ^^  K  senkrecht  gegen  den  Flächenraum  A  ist.  Ist  dann  a 
eine  gegen  A  senkrechte  Strecke,  so  ist 

et '  (pi  -}-  h^)  =^  a  .  biy 

weil  a .  63  als  äusseres  Produkt  zweier  gleichaiiiger  Strecken  null  ist. 

Somit  ist  also  auch 

-4  X  (6,  +  6g)  =  ^  X  i, 
oder 

Axh  =-  Ax:bi 

und  Ax.hi  ist  senkrecht  proportional  zu  setzen  dem  Produkte  a.6,. 
Es  ist  aber  klar,  dass  die  gegen  a .  h^  senkrechte  Strecke  in  der 
Ebene  A  senkrecht  gegen  die  Projektion  6,,  also  auch  gegen  b  selbst 
liegt;  daraus  folgt  also,  dass  das  Produkt  Ax,b  durch  eine  Strecke 
dargestellt  wird,  welche  in  A  senkrecht  gegen  b  liegt,  und  deren  relative 
Grösse  eben  dadurch  bestimmt  wird,  dass  sie  dem  Flächenraume  a.b 
senkrecht  proportional  sein  soll. 

Aus  den  oben  für  diese  beiden  neuen  Arten  der  Multiplikation  nach- 
gewiesenen Beziehungen  zur  Addition  ergiebt  sich  der  allgemeine  Satz : 

(Satz  8.)  Fürjeile  AH  der  inneren  Mtütiplikation  zweier  Atisdehnungefi 
im  Bautne  gelten  alle  algebraischen  Sätze,  welche  die  allgemeine  Beziehung 
der  Multiplikation  0ur  Addition  und  Subtraktion  ausdrücken. 

Dieser  Satz  schliesst  den  früheren  Satz  4  als  besonderen  Fall  in 
sich.    Auch  ergiebt  sich  sogleich, 

(Satz  9.)  dass  für  alle  Gattungen  innerer  Multiplikation  zweier  Aus- 
dehnungen  im  Baume  das  Produkt  dann,  aber  auch  nur  dann  nuU  tvird, 
tcenn  die  Faktoren  auf  einander  senkrecht  stellen, 
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weil  dann  und  nur  dann  das  entsprechende  äussere  Produkt  parallele 
Faktoren  enthält,  also  null  wird;  und  dieser  Satz  erscheint  wieder  als 
eine  Verallgemeinerung  des  dritten  Satzes.  Auch  folgt  daraus  wieder 
sogleich, 

(Satz  10.)  dass  jedes  innere  Produkt  nicM  paralleler  Faktoren  gleich 
ist  dem  inneren  ProduJde  des  einen  Faktors  in  die  senkrechte  Projektion 
des  andern  Faktors  auf  den  ersteren, 

wobei  natürlich,  wenn  das  Produkt  eines  Flächenraums  in  eine 
Strecke  betrachtet  wird,  nur  von  der  Projektion  der  letzteren  auf  die 
Ebene  des  ersteren  die  Rede  sein  kann. 

Femer  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  Ax  B  '^  Bx  A  ist;  denn, 

ist  die  senkrechte  Projektion  von  B  auf  A  gleich  aA,  wo  a  eine  Zahl 

ist,  so  ist 

Ax  B  =  AxaA^=  a{A  X  A), 
und 

BxA=  (aA)  xA  =  a{AxA), 
also 

AxB-^BxA. 

Das  Produkt  ax.  B  ist  bisher  noch  nicht  definirt,  wir  können  es 
der  Analogie  gemäss  gleich  B  X,  a  setzen,  und  haben  dann  den  Satz: 

(Satz  11.)  Die  beiden  Faktoren  eines  jeden  inneren  Produktes  lassen 
sich  ohf^  WertMnderung  des  Produktes  mit  einander  vertauschen, 

und  es  ist  klar,  wie  dieser  Satz  nur  eine  Verallgemeinerung  des 
zweiten  Satzes  ist. 

So  hat  sich  nun  ergeben,  dass  alle  Gesetze  für  die  innere  Multi- 
plikation unter  sich  übereinstimmen.  Insbesondere  sind  die  innere 
Multiplikation  der  Strecken  und  die  der  Flächenräume,  also  die  von 
Grössen  gleicher  Stufe  so  |  vollkommen  parallel,  dass  es  keinen  noch  25 
so  abgeleiteten  Satz  für  die  eine  dieser  Verknüpfungen  giebt,  der  nicht 
fiir  die  andere  auch  gälte,  wenn  man  nur  die  Begriffe  Strecke  und 
Flächenraum  vertauscht.  Auch  lassen  sich  in  der  That  beide  Arten 
der  Produkte  dadurch  aus  einander  ableiten,  dass  man  statt  beider 
Faktoren  senkrecht  proportionale  Grössen  setzt. 

[§  10.     Geometrische  Anwendungen.] 

Ich  schreite  nun  zu  den  Anwendungen  und  zwar  zuerst  zu  denen 
auf  die  Geometrie,  werde  jedoch  nur  die  innere  Multiplikation  der 
Strecken  und  der  Flächenräume  ins  Auge  fassen. 

Da  a  +  6  die  dritte  Seite  eines  Dreiecks  darstellt,  dessen  beide 
andere  Seiten  a  und  b  sind,  wenn  man  den  Anfangspunkt  von  b  auf 
den  Endpunkt  von  a  legt,  so  folgt  aus  der  Formel 
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(a  +  by^a^  +  2axb  +  /r 

der  folgende  Satz,  zu  dem  ich  sogleich  den  entsprechenden  für  Pliichen- 
räume  setze: 


Bas  Quadrat  einer  Seite  eines 
Dreiecks  ist  so  gross  als  die  Summe 
aus  den  Quadraten  der  beiden  an- 
deren und  ihrem  dapi)elten  inneren 
Produkte,  wenn  diese  beiden  Seiten 
fortschreitend  genommen  sind. 

Insbesondere  ist,  da  das  innere 
Produkt  senkrechter  Strecken  null 
isty  das  Quadrat  der  Hypotetiuse 
eines  redUwinkligen  Dreiecks  die 
Summe  aus  den  Quadraten  der  beideti 
Katiieten. 

Sind  a,  hy  c  alle  drei  gegenein- 
ander senkrecht,  so  ist 

(^a  +  b  +  cy  =  a^  +  ¥  +  c\ 

das  Iieisstj  das  Quadrat  einer  Strecke 
ist  gleich  der  Summe  aus  den  Qua- 
draten üirer  senkredUen  Projektionen 
auf  drei  gegeneinander  senkrechte 
Linien. 

Ferner  ist  allgemein 

(a  +  fe  +  cf  =  a^  +  b'  +  r  + 

+  2a  X  6  +  26  X  c  +  2c  X  a, 

das  heissty  wenn  man  eine  Strecke 
auf-  drei  beliebige  Axen  parallel  den 
durch  die  Axen  gelegten  Fbenefi 
projicirt*),  so  ist  das  Quadrat  der 
Strecke  die  Summe  aus  den  Qua- 
draten  der  Projektionen  und  aus  den 
doppelten  inneren  Produkten  je  zweier 
Projektionen, 

*)  das  heisat,  auf  jede  Axe  parallel 
der  Ebene  der  beiden  andern;  denn 
dann  isfc  die  Strecke  die  Summe  der 
drei    Projektionen     (Auadehnungslehre 


§90). 


Das  Quadrat  einer  SeitenfläcJie 
eines  dreiseitigen  Prismas  ist  gleich 
der  Summe  aus  den  Quadraten  der 
beiden  anderen  Seitenflächen  und 
ihrem  doppelten  innereti  Produkte, 
wenn  diese  Seitefiflädien  fortsdirei- 
tend  genommen  sind. 

Insbesondere  ist,  da  das  innere 
Produkt  senkrechter  FläeJienräume 
null  istj  das  Quadrat  der  Hypoten  usen- 
fläche  eines  rechtwinkligen  dreisei- 
tigen Prismas  die  Summe  aus  den 
Quadraten  der  beiden  Kathetenflächen. 

Sind  Ay  B,  C  alle  drei  gegen- 
einander senkrecht,  so  ist 

(A-\'B  +  Cy  =  A^  +  B'  +  C\ 

das  Jieissty  das  Quadrat  eines  Flächen- 
raums ist  die  Summe  aus  den  Qua- 
draten seiner  senkrechten  Projektionen 
auf  drei  gegeneinander'  soikrechte 
Ebenen. 

Ferner  ist  allgemein 

(A  +  B  +  Cy  =  A'  +  B^+  C-+ 

+  2AxB  +  2BxC+2CxA, 

das  heissty  wenn  man  einen  Flächen- 
räum  auf  drei  beliebige  Ebenen 
parallel  den  Durchschnittskanfett  der 
Ebenen projicirt*)y  so  ist  das  Quadrat 
des  Flächenraums  die  Summe  aus 
den  Qtiadraten  der  Projektionen  und 
aus  den  doppelten  innren  Produkten 
je  zweier  Projektionen. 

*)  das  heisst,  auf  jede  Ebene  parallel 
der  Durchschnittskante  der  beiden  an- 
dern; denn  dann  ist  der  Flächenraum 
die  Summe  seiner  drei  Projektionen 
(Ausdehnungslehre  §  90). 
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Diese  Sätze,  welche  als  Erweiterungen  des  Pythagoräischen  Lehr-  26 
Satzes   aufgefasst   werden   können,   dienen  dazu,   um  die  Länge   einer 
durch  ihre  Richtstücke  (Koordinaten)  gegebenen  Strecke  oder  den  In- 
halt   eines    durch    seine    Richtstücke    gegebenen   Flächenraums    auszu- 
drücken. 


Die  Formel 

(a  +  b)xc  =  axc+bxc 

liefert,  wenn  a,  6,  c   in  derselben 
Ebene  liegen,  den  Satz: 

Wenn  man  durch  eine  Ecke  eines 
Parallelogramms  eine  Kreislinie  legt, 
und  von  derselben  Ecke  die  Diago- 
nale (a  -|-  b)  ziehtj  so  ist  das  Pro- 
dukt der  Diagonale  in  die  in  ihr 
liegende  Sehne  die  Summe  aus  den 
Produkten  der  beiden  an  jene  Ecke 
stossenden  Seiten  a  und  b  in  die  in 
ihnen  liegenden  Sehnen, 


weil  nämlich  diese  Sehnen  die 
senkrechten  Projektionen  des  Durch- 
messers auf  die  drei  Linien  sind. 


Die  Formel 

{A  +  B)xC^AxC'^BxC 

liefert,  wenn  'AjB,C  durch  dieselbe 
Kante  gehen,  den  Satz: 

Wenn  man  durch  eine  Kante 
eines  Parallelepipedums  eine  Cylinder- 
fläche  legt,  und  durch  dieselbe  Kante 
die  Diagonalfläche  (A  +  B)  legt,  so 
ist  das  Produkt  der  DiagonalfläcJie 
in  das  von  ihr  {durdi  den  Cylinder) 
abgeschnittene  Stück  die  Summe  aus 
deti  Produkten  der  beiden  durch  jene 
Kante  gehenden  Seitenflädien  A  und 
B  in  die  von  ihnen  durch  den  Cy- 
linder abgeschnittenen  Stücke, 

weil  diese  Stücke  den  senk- 
rechten Projektionen  der  Durch- 
messer-Ebene proportional  sind. 


Da  die  parallelen  Sätze  für  Flächenräume  sich  immer  leicht  ab- 
leiten lassen  aus  denen  für  Strecken,  und  jene  weniger  Interesse  dar- 
bieten als  diese,  so  will  ich  von  nun  an  nur  diese  letzteren  aufstellen. 

Die  Formel 

(a-\-b-\-c-\-")xp'=aXp  +  bXp'-\-cXp-{-'" 

liefert,  wenn  man  a,  b,  c,  ...  und  p  mit  ihren  Anfangspunkten  an- 
einandergelegt denkt,  j^  senkrecht  auf  sie  projicirt,  und  bedenkt,  dass 
die  Summe  a  -\-  b  -\-  c  -\-  •  - ,  wenn  A,  B,  C,  . .  .  die  Endpunkte  der 
Strecken  und  R  ihr  gemeinschaftlicher  Anfangspunkt  ist,  gleich 

A  —  li  +  B  —  B  +  ' "  =  n(S  —  li) 

ist,  wo  S  den  Schwerpunkt  der  Endpunkte  vorstellt  und  m  die  Anzahl 
der  Strecken  a,  b,  c,  .  .  .  ist,  den  Satz: 

Wenn  man  von  irgend  einem  Punkte  (R)  nach  n  Punkten  (A,  ByC,..,) 
und  nach  ihrem  Schwerpunkte  (S)  gerade  Linien  zieht,  und  durch  jenen 
ersten  Punkt  (R)  eine  beliebige  Kugel  fläche  legt  (welche  die  Linien  RS, 
RAy  RB,  ...  in  den  Punkten  S\  A\  B',  . . .  zum  0weitenmale  trifft): 
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SO  id  das  Produkt  der  nach  dem  Schwerpunkte  {S)  gezogenen  geraden 
Linie  (RS)  in  die  in  Utr  liegende  Seime  (RS")  das  arithtnetisclie  Mittel 
zwischen  den  Produkten  der  nacli  den  n  Punkten  gezogenen  Linien 
{RAj  RBy  . . .)  in  die  in  ihnen  liegenden  Sehnen  {RA\  RB\  , , .). 

Hat  man  eine  Gleichung  zwischen  inneren  Produkten  je  zweier 
Strecken^  so  kann  mau  diese  Gleichung  sehr  leicht  durch  Anuahme 
senkrechter  Koordinaten  in  Zahlgleichungeu  verwandeln.  Denn^  ist 
27  |),  XPi  ein  solches  inneres  |  Produkt,  und  sind  a,,  b^,  c,  die  Richt- 
stücke (Koordinaten  mit  festgehaltener  Richtung  der  Axeu,  in  denen 
sie  liegen)  von  jP|,  und  o,,  6j,  Cj  die  von  p^  in  Bezug  auf  dasselbe 
Axensystem,  so  ist 

JPi  =  «1  +  ^  +  c,,    A  =  a,  +  ^2  +  c,, 
also 

Pt  XPi  =  («1  +  ^  +  Cj)  X  (fl'a  +  ^2  +  Cj)  =  «1  XO,  +  6i  Xia  +  ^1  X^, 

da  alle  übrigen  Produkte  als  innere  Produkte  senkrechter  Strecken 
nach  Satz  0  null  sind.  Misst  man  nun  alle  Richtstücke  derselben  Axe 
durch  dasselbe  Mass,  und  nimmt  die  drei  Masse  für  die  drei  Axen 
gleich  lang  an,  etwa  gleich  lang  der  Strecke  e,  und  bezeichnet  man 
die  Quotienten  dieser  Messimgen  mit  den  entsprechenden  griechischen 
Buchstaben,  so  erhält  man 

und  erhält  also  dann  durch  Division  der  ganzen  Gleichung  mit  dem 
Quadrate  des  Masses  e  eine  blosse  Zahlengleichung. 

[§  11.     Anwendungen  auf  die  reine  Bewegungslehre.] 

Ich  schreite  nun  zu  den  Anwendungen  auf  die  Mechanik. 

Zuerst  will  ich  einen  in  der  Bewegung  begriffenen  Punkt  betrachten, 
ohne  mich  um  die  Ursachen  seiner  Bewegung  zu  kümmern.  Ich  nehme 
mit  Möbius  (Mechanik  des  Himmels,  §  \})  und  Grassmaim  (Ausdehnungs- 
lehre, §  105)  in  den  Begriff'  der  Geschwindigkeit  zugleich  den  der  Rich- 
tung auf,  so  dass  ich  zwei  Geschwindigkeiten  nur  dann  gleich  setze, 
wenn  sie  nicht  bloss  gleichen  absoluten  Werth,  sondern  auch  gleiche 
Richtung  haben,  das  heisst,  ich  setze  die  Geschwindigkeit  eines  in 
Bewegung  begriffenen  Punktes  derjenigen  Strecke  gleich,  welche  er 
beschreiben  würde,  wenn  er  in  dem  als  Einheit  angenommenen  Zeit- 
räume dieselbe  Bewegung,  die  er  hat,  mi verändert  beibehielte. 

Nämlich,  wenn  ein  Punkt  in  derselben  Richtung  so  fortschreitet, 
dass  er  in  gleichen  Zeiträumen  stets  gleiche  und  gleichgerichtete  Wege 
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zurücklegt,  die  Wege  sich  also  wie  die  Zeiträume  verhalten,  in  denen 
er  sie  zurücklegt,  so  sage  ich,  der  Punkt  behalte  seine  Bewegung  un- 
verändert bei.  Gesetzt  also,  er  habe  in  irgend  einem  Zeitpunkte  T  eine 
solche  Bewegung,  dass,  wenn  er  dieselbe  Bewegung  während  des  als 
Einheit  genommenen  Zeitraums  unverändert  beibehielte,  er  von  dem 
Orte  p,  den  er  zur  Zeit  T  wirklich  hat,  zu  dem  Orte  ^^  gelangen 
würde,  so  ist  seine  Geschwindigkeit  jP|  — jp. 

Ich  könnte  nun  dies  Verfahren,  durch  welches  diese  Geschwindig- 
keit aus  der  als  bekannt  vorausgesetzten  Bewegung  eines  Punktes 
abgeleitet  werden  kann,  rein  geometrisch  entwickeln,  müsste  jedoch 
dann  bis  in  die  Principien  der  DifiFerenzialrechnung  zurückgehen,  um 
diese  auf  die  hier  dargestellte  Analyse  zu  übertragen.  Da  dies  jedoch 
dem  vorliegenden  Zwecke  nicht  entsprechen  würde,  so  will  ich  auf  den 
gewöhnlichen  Begriff  des  Differenzials  zurückgehen  und  zu  dem  Ende 
den  sich  bewegenden  Punkt  ;;  senkrecht  auf  eine  Axe  projiciren.  Die 
Projektion  sei  2>'.  Dann  ist  klar,  dass,  wenn  die  Wege,  die  der  proji- 
cirte  Punkt  in  gleichen  Zwischenräumen  zurücklegt,  gleich  und  gleich- 
gerichtet sind,  auch  die  Projektionen  dieser  Wege  gleich  sein  werden, 
also  die  Projektion  jp'  gleichförmig  fortschreitet,  wenn  p  gleichförmig 
und  geradlinig  fortschreitet,  und  dass,  wenn  der  projicirte  Punkt  von 
dem  Orte  'p  nach  Pi  gelangt,  auch  die  Projektion  gleichzeitig  von  dem 
Orte  p  nach  der  |  Projektion  pl  des  Ortes  j),  gelangt.  Ist  also  p^  — p  28 
die  Geschwindigkeit  des  projicirten  Punktes,  so  ist  pi — p  die  der 
Projektion,  das  heisst,  die  Geschwindigkeit,  mit  welclier  die  senkrechte 
Projektion  eines  Punktes  auf  eine  gerade  Linie  fortschreitet^  ist  stets  gleich 
der  auf  diese  Linie  senkrecht  projicirten  Geschwindigkeit,  mit  welclher  der 
Punkt  selbst  fortschreitet,  Projiciren  wir  nun  eine  Strecke  senkrecht 
auf  drei  gegeneinander  senkrechte  Axen,  so  ist  die  projicirte  Strecke 
die  Summe  ihrer  drei  Projektionen.  Also,  wenn  wir  einen  sich  be- 
wegenden Punkt  setikrecht  auf  drei  gegeneinander  senkrechte  Axen  proji- 
ciren, so  ist  die  Geschwindigkeit  jenes  Punktes  die  Summe  aus  den  Ge- 
schwindigkeiten seiner  Projektionen. 

Wir  wollen  nun  die  Strecke  vom  Durchschnittspunkte  der  drei 
Axen  bis  zur  Projektion  des  Punktes  p  auf  die  eine  der  drei  Axen 
mit  xa  bezeichnen,  wo  x  eine  Zahlgrösse  imd  a  ein  Stück  der  Axe 
(dies  Stück  als  Strecke  betrachtet)  ist.  Nun  ist  bekannt,  dass  die 
Geschwindigkeit   dieser  Projektion,   wenn  x  als   Funktion    der  Zeit  t 

gegeben  ist,  gleich  ist  öt  -tt  .    Nennen  wir  nun  die  Strecken  von  dem 

Durchschnittspunkte  g   der   drei  Axen    bis    zu    den   Projektionen   des 
Punktes  }>  ^.uf  die  zwei  andern  Axen  yb  und  zc  (wobei  a,  6,  c  gleich 
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lang  augenoinmeu  werden  können),  so  sind  h  -;*   und  c  j^  die  Geschwindig- 
keiten der  beiden  anderen  Projektionen,  also  die  Geschwindigkeit  den 

Punktes  p  gleich 

dx    ,    ,dy    t       dz 

"di  +  ^dt  +  'Tf 
während 

p  —  //  =  ax  +  iy  +  c^ 

gleich  der  Summe  seiner  Projektionen,  oder 

P  =  g  +  ax  +  by  +  cz 
ist.    Wir  bezeichnen  den  obigen  DiiFerenzialausdruck 

dx   t   1.  ^y   t      ^^ 

«rft  +  ^dt  +  '^df 

da  man  zu  ihm  auch  gelangt,  wenn  man  in  der  Funktion 

p  =  y  +  ax  +  hy  +  CS 
die  Grössen  g^  a,  by  c  wie  konstante   behandelt   und   dann    nach   der 
Zeit  difierenziirt,  mit    ,^.     Das  heisst: 

Wenn  p  =  g  -}-  ax  +  by  •■{-  cz  ist  und  g  ein  Punkt,  a,  b,  c  aber 
drei  gegeneinander  senkrec/Ue  Strecken  sind,  so  ist 

dp  dx    ,     ,dy    t       dz 

und,  da  x,  y,  z  Funktionen  der  Zeit,  also  auch  p  eine  Funktion 
der  Zeit,  aber  eine  geometrische  ist,  so  folgt  der  Satz: 

Wenn  ein  sich  bewegender  Punkt  p  als  geonietriscJie  Funktion  der 

du 
Zeit  t  gegeben  ist,  so  ist  der  Differetizialquotient    ~.   dieser  Funktion  nach 

der  Zeit  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach. 

Wir  haben  bisher  den  Begriff  des  geometrischen  Differenzials  an 
29  drei  gegen     einander  senkrechte  Axen  geknüpft.    Hiervon  können  wir 
den  Begriff  leicht  lösen. 
Es  sei  allgemein 

P=g  +  a,l\  +  a,T,  +  ^^>, 

wo  p  und  g  Pimkte,  g  ein  fester  Punkt,  a^,  a^,  ...  konstante  Strecken, 
Tj,  Tjj,  ...  beliebige  Funktionen  der  Zeit  sind,  so  lasst  sich  leicht 
zeigen,  dass 

dt  =«^"d*  +^«-r/T  +  -- 
ist.    Denn,  es  seien  a,,  a^,  ...  auf  die  drei  gegeneinander  senkrechten 
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Axen  a,  6,  c  senkrecht  projicirt  und  «i  =  Oja  +  bj6  +  CjC,  . . .,  wo 
^17  ^17  ^1)  ••'  Zahlgrössen  sind,  so  ist 

p  =  i?+(a,r.  +  o,r,+  -)aH-(M'i  +  b2r,+  -)6  +  (Ci7;  +  c,2;+-)c, 
also  auch  nach  der  Definition 

i  =  «[a,  ^  +  a, -5^  +  . . .J  +  6  [b, -5/ +  b,  ^  +  •  • -J + 
=  (ö,a  +  b,6  +  c.c)  ^  +  (a,o  +  b,6  +  c,c)  ^  +  ••• 

ri2\    ,         dT^    » 

Es  ist  jene  Form,  in  welcher  p  als  Funktion  der  Zeit  dargestellt 
war,  die  allgemeinste  Form,  in  welcher  ein  Punkt  als  geometrische 
Funktion  der  Zeit  dargestellt  werden  kann,  und  wir  gelangen  also  von 
dieser  allgemeinen  Form  aus  sogleich  zu  dem  Differenzialquotienten 
jener  Funktion  nach  der  Zeit,  das  heisst,  [zu]  der  Geschwindigkeit  des  als 
Fimktion  der  Zeit  gesetzten  Punktes  Py  wenn  wir  bei  der  DiflFerenziation 
die  räumlichen  Grössen  wie  algebraische  behandeln;  und  zu  diesem 
Begriffe  würden  wir  sogleich  gelangt  sein,  wenn  wir  bei  der  Ent- 
wickelung  des  Begriffs  des  Differenzials  rein  geometrisch  fortgeschritten 
wären. 

/in 

Wird  nun  die  Geschwindigkeit  -~  mit  v  bezeichnet,  so  ist  v  wieder 

eine  geometrische  Funktion;  wir  nennen  dann  -j;  (die  Geschwindigkeit, 

mit  der  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  wächst)  die  Beschleunigung 
des  Punktes  j9,  welche  demnach  wieder  nicht  bloss  ihrer  absoluten  Grösse, 
sondern  auch  ihrer  Richtung  nach  aufgefasst  ist.  Sie  wird,  je  nachdem 
ihre  Richtung  mit  der  der  Geschwindigkeit  einen  stumpfen,  rechten  oder 
spitzen  Winkel  macht,  den  absoluten  Werth  der  Geschwindigkeit  ver- 
mehren, unverändert  lassen  oder  vermindern.    Wir  nennen  analog  der 

Benennungsweise  in  der  Differenzialrechnung  den  Ausdruck  ^ ,  -das 
heisst 

dt      ' 
den  wir  mit  j-~  bezeichnen,  den   zweiten  Differenzialquotienten  |  der  30 

räumlichen  Funktion  p  nach  der  Zeit  ty  und  dieser  ist  also  der  Be- 
schleunigung gleich  gesetzt. 

Dies  sind  die  wesentlichen  Grundzüge  der  reinen  Bewegungs- 
lehre. 
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[§  12.     Die  Differentialgleiohimgeii  der  Mechanik.] 

In  der  Mechanik  betrachten  wir  die  Bewegungen  als  durch  Ur- 
sachen bewirkt.  Wir  nennen  die  Ursache  der  Beschleunigung  eines 
Punktes  die  beschleunigende  Kraft;  welche  auf  ihn  einwirkt,  und 
setzen  sie,  wenn  keine  andere  beschleunigende  Kraft  gleichzeitig  einwirkt, 
der  Beschleunigung  gleich.  Wir  sagen  ferner,  dass  zwei  beschleunigende 
Kräfte  gleichzeitig  auf  einen  Punkt  einwirken,  wenn  die  Beschleunigung 
des  Punktes  die  Summe  ist  aus  den  beschleunigenden  Kräften,  wobei 
immer  festzuhalten  ist,  dass  die  beschleunigenden  Kräfte  als  Strecken 
definirt  sind  und  also  auch  in  diesem  Sinne  ihre  Summe  aufzufassen 
ist.  Wirken  also  beliebig  viele  beschleunigende  Kräfte  P,,  P,,  . . .  auf 
einen  Punkt  |>  ein,  so  hat  man  die  Gleichung 

(26)  ^^P  =  p,  +  P,  +  ... 

als  Grundgleichuug  der  Mechanik. 

Die  beschleunigenden  Kräfte  können  wir  wieder,  entweder  alle 
oder  einige  derselben,  als  Wirkungen  allgemeinerer  Kräfte,  die  sich 
auf  ganze  Systeme  von  Punkten  beziehen,  auffassen.  Von  dieser  Art 
sind  alle  Kräfte  der  Natur.  So  zum  Beispiel  hat  die  Gravitation  das 
Bestreben,  die  gegenseitige  Entfernung  zweier  Punkte  zu  vermindern, 
die  Kohäsion,  die  gegenseitige  Entfernung  je  zweier  Punkte  des  Systems 
unverändert  zu  erhalten,  die  Elasticität,  den  Raumesinhalt  zwischen 
vier  aneinander  liegenden  Punkten  wiederherzustellen,  und  so  weiter. 
Es  kommt  darauf  an,  den  Begriff  eines  solchen  Bestrebens  schärfer 
aufzufassen. 

Die  Entfernung  zweier  Punkte,  der  Kaumesinhalt  zwischen  vier 
Punkten,  und  überhaupt  alles,  worauf  sich  das  Streben  einer  Kraft,  die 
einem  System  von  Punkten  einwohnt,  bezieht,  lässt  sich  als  Funktion 
dieser  Punkte  auffassen;  wir  setzen  daher  folgende  Definition  solcher 
Kräfte  fest: 

.  Wir  sagetiy  dass  eine  Kraft,  die  sich  auf  ein  System  gleich  schwerer 
(gleich  hewegliclwr)  Fmilcte  p,  q,  r,  .  .  .  bezieht,  das  Streben  habe,  eine 
algebraische  Funktion  *)  F  (p,  q,  r,  ,  ,  .)  dieser  Punkte  zu  vergrössern, 
wenn  die  durch  sie  bewirkte  beschleunigende  Kraft  eines  jeden  Punktes  in 
derjenigen  Richtung  wirkt,  in  welcher  bei  gleich  grosseti,  aber  unendlich 
kleinen  Bewegungen  des  Punktes  jene  Funktion  am  meisten  tväcJist,  und 
wenn  die  beschleunigenden  Kräfte,  welchen  je  zwei  Punkte  des  Systems 


*)   Eine  algebraische  Funktion  soll  aber  eine  solche  heissen,  welche  einer 
veränderlichen  Zahlgrösse  proportional  ist. 
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vermöge  jener  Kraft  unterliegen,  ihrer  absoluten  Crrösse  nach  in  dem  Ver- 
hältnisse stellen,  in  welcliem  beide  Punkte  einzeln  genommen,  hei  gleich 
grossen,  aber  unendlich  Meinen  Bewegungen  nach  jenen  Bichtungen,  die 

» 

Funktion  zu  vergrössern  vermögen. 

« 

Ein  Beispiel  wird  dies  erläutern. 

Es  sei  das  Bestreben  einer  Kraft  V,  zwei  gleich  schwere  Punkte 
})  und  q  von  einander  zu  entfernen.  Dann  können  wir  (p  —  qY  als 
die  algebraische  Funktion  der  Punkte  p  und  q  betrachten,  welche  zu 
vergrössern  das  Streben  jener  Kraft  ist.  Um  nun  zuerst  die  Richtung 
der  beschleunigenden  Kraft,  welche  V  auf  den  Punkt  p  übt,  zu  finden, 
haben  wir  zu  fragen,  welche  Richtung  er  |  annehmen  müsste,  damit  31 
bei  gleich  grossen,  aber  unendlich  kleinen  Wegen  der  Werth  von 
(p  —  qj"^  am  meisten  vermehrt  wird.  Dies  ist  offenbar  die  Richtung 
der  Verlängerung  von  qp  über  p  hinaus.  Ebenso  wird  die  beschleu- 
nigende Kraft,  welcher  q  unterliegt,  in  der  Verlängerung  von  pq  über 
q  hinaus  wirken.  Fragen  wir  nun  nach  dem  absoluten  Verhältnisse 
dieser  beiden  beschleimigenden  Kräfte,  so  ist  dies  gleich  dem  Verhält- 
nisse, in  welchem  bei  gleich  grossen,  aber  unendlich  kleinen  Wegen 
in  den  Richtungen  der  Verlängerungen,  während  jedesmal  der  andere 
Punkt  ruhend  gedacht  wird,  {p  —  qy  wächst.  Dies  Verhältniss  ist 
ofi'eubar  das  der  Gleichheit;  also  sind  auch  die  beschleunigenden  Kjräfte 
absolut  genommen  gleich. 

Nun  können  wir  ein  sehr  leichtes  Verfahren  finden,  nach  welchem 
man  jedesmal,  welche  algebraische  Funktion  es  auch  sei,  auf  die  sich 
das  Bestreben  der  Kraft  V  bezieht,  die  Richtungen  und  das  Verhältniss 
der  dadurch  gewirkten  beschleunigenden  Kräfte  finden  kann.  Ich  will 
die  Ableitung  dieses  Verfahrens,  da  ich  nicht  eine  selbstständige  Be- 
gründung der  geometrischen  DiiFerenzialrechnung  geben  will,  wieder 
zunächst  an  senkrechte  Koordinaten  knüpfen,  obgleich  das  Verfahren 
an  sich  gänzlich  unabhängig  davon  ist. 

Es  sei  die  algebraische  Funktion  F (^p^,  p^,  .  . .)  der  Punkte 
P\j  P^}  •••  gegeben.  Um  dieselbe  in  eine  algebraische  Funktion  von 
Zahlgrössen  zu  verwandeln,  nehmen  wir  durch  einen  Punkt  g  drei 
gegeneinander  senkrechte  Axen  und  in  ihnen  drei  gleich  lange  Masse 
a,  b,  c  an,  durch  welche  wir  die  senkrechten  Projektionen  der  Strecken 
p^  —  g,  2h  —  9}  '  '  '  messen,  und  setzen  demnach 

Nun  können  wir  diejenige  Funktion  als  eine  algebraische  der  Punkte 
Pi)  P27  '•'  ansehen,  welche  einer  Funktion  der  sämmtlichen  Koordi- 
naten, jede   durch   das   zugehörige  Mass   gemessen,  proportional,  das 
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heisst,  gleich  einer  solchen  mit  einem  konstanten  Faktor  multiplicirten 
Funktion  ist.  Da  aus  jener  Funktion  F(p^f  p^,  . . .)  nur  die  Verhält- 
nisse der  beschleunigenden  Kräfte  und  ihre  Richtungen  abgeleitet 
werden,  und  weder  diese  noch  jene,  wie  sogleich  aus  der  Definition 
einleuchtet,  sich  ändern,  wenn  man  die  Funktion  mit  einer  beliebigen 
positiven  Grösse  multiplicirt,  so  können  wir  die  algebraische  Funktion 
der  Punkte  gleich  einer  mit  dem  Quadrate  des  Masses  multiplicirten 
Zahlfunktion  der  Zahlgrössen  x^y  y^,  z^]  x^y  y^,  z^]  ...  setzen.  Wir 
setzen  daher 

Um  nun  die  Richtungen  und  das  Verhältniss  der  beschleunigenden 
Kräfte  zu  finden,  haben  wir  die  Funktionsvergrösserung  zu  betrachten, 
welche  hervorgeht,  wenn  die  Punkte  p^y  ...  unendlich  kleine  Wege 
beschreiben.  Der  unendlich  kleine  Weg  des  Punktes  j)j,  den  wir  mit 
3pi  bezeichnen,  ist,  wenn  ttöx^y  bdy^,  cdz^  die  senkrechten  Pro- 
jektionen desselben  auf  die  drei  Axen  sind, 

dpi  =»  adx^  -\-  bdyi  -\-  cdz^. 

Durch  diese  Bewegung  gehtp^  i^Pi  +  ^Ä  über,  also  (7  +  ^+^1+ c^i  in 

</  +  ö  (a?i  H-  *^i)  +  ^  (yi  +  *yi)  +  c  (^1  +  *^i); 

das  heisst,  es  geht  dadurch  t^  in  a:,  +  ^^i>  Vi  ^^  Vi  +  ^Vi  ^^^^  ^1  ^^ 
^1  +  ^^1  über.     Ist  ebenso  dp^  die  Bewegung  des  Punktes  p^,  und 

32  dp^  =  adx^  +  bdy^  +  cdz^, 

so  geht  durch  diese  Bewegung  Xj  in  x^  +  öx^,  y^  in  y^  +  ^y%7  h 
in  jeTj  +  dz^  über,  und  so  weiter.  Die  daraus  fliessende  Vergrösserung 
von  f  finden  wir  also  durch  Diflferenziation  dieser  Funktion,  indem 
wir  dx^ ,  . . .  als  Differenziale  der  entsprechenden  Veränderlichen  setzen. 
Bezeichnen  wir  das  daraus  hervorgehende  Diflereuzial  der  Funktion 
gleichfalls  durch  d,  so  erhalten  wir 

^fi^n  Vn  ^11  ^u  Vny  ^%'i  •  •  •)  =  «*i*^i  +  «'i^yi  +  '^i^^i  + 

+  u^Sx^  +  v^dy^  +  w^8z^  +  •  •  • , 

wo  Wj ,  Vi ,  w^y  ...  die  partiellen  DifFerenzialquotienten  nach  den  ent- 
sprechenden Veränderlichen  a:, ,  y,,  z^,  ...  sind. 

Um  hieraus  auf  eine  einfache  Weise  die  Richtungen  und  das  Ver- 
hältniss der  beschleunigenden  Kräfte  zu  finden,  verwandeln  wir  die  Diflfe- 
renzialgleichung  wieder  durch  Multiplikation  mit  a^  in  geometrische 
Form  und  setzen,  so  wie  F=a^f  war,  nun  auch  6F  =  d^öf]  also  ist 

oder,  da  a*  =  6*  =  c^  ist. 


(27) 
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+  u^a  X  8x^a  +  v^h  x  8y^h  +  w?^^  X  *^2^  +  * '  *  • 
Also,  da 

«da;,  +  ^^Vi  +  cd;8fj  =  dp^,    aSx^  +  idyg  +  ^*^2  =  *ä 

ist  und  a,  6,  c  gegeneinander  senkrecht  sind,  so  ist 

^l'\Vi7Piy  •••)  =  (««<i+  ?>v,  +  cw;,) x*i}i+  (at/^  +  ^Va  +  cWjj) x *ft+  -. 

Wenn  wir  endlich  die  Grösse  au^'\-hv^-\- cw^  mit  ^j,  aw2"l"^^2"t"^*^2 
mit  q^,  und  so  weiter,  bezeichnen,  und  diese  Strecken  g^,  jg,  ...  die 
partiellen  Differenzialquotienten  nach  Pi,  i>2,  ...  nennen,  so  erhalten 
wir  die  einfache  Gleichung 

(28)  8F{p^,  m,  . . .)  =  ^1  X  *JPi  +  ^2  X  *1>2  +  •  •  • 

und  den  Satz: 

Die  Aenderung  (öF),  welche  eine  algebraische  Funktion  (F)  von 
Punkten  (i>,  ,i>2>  •••)»  ^*^  ^  Produkt  eines  Streckenquadrates  in  eine 
veränderliche  Zahlgrösse  erscheint^  dadurch  erfährt,  dass  die  Punkte,  von 
denen  sie  abliängt,  unendlich  kleine  Wege  {Sp^,  dp^,  ...)  beschreiben,  ist 
der  Summe  gleich,  die  man  erJiält,  wenn  man  die  Funktion  nach  den 
einzelnen  veränderlichen  Punkten  partiell  differenziirt ,  diese  partiellen 
Differenzialquotienten  mit  den  Wegen  der  zugehöt^igen  Punkte  innerlich 
multiplicirt  und  diese  inneren  Produkte  addirt. 

Und: 

Den  partiellen  Differenzialquotienten  einer  solchen  Funktion  (F)  nach 
einem  der  Punkte  (pj),  von  denen  sie  abhängt,  findet  man,  wenn  man  die 
Funktion  durch  das  Quadrat  des  Masses  dividirt,  den  Quotienten  als 
Funktion  der,  in  Bezug  auf  drei  gegeneinander  senkrechte  und  gleich  lange, 
an  einen  beliebigen  Punkt  gelegte  Masse  genommenen  Koordinaten  dieser 
Punkte  darstellt,  nadh  den  Koordinaten  jenes  Punktes  p^  differenziirt  und 
diese  drei  Differenzialquotienten  addirt,  nachdem  man  jeden  mit  dem  zu- 
gehörige^ Masse  multiplicirt  hat. 

Aus  der  Gleichung  (28)  folgen  sogleich  die  Richtungen  und 
Verhältnisse  der  Kräfte. 

Betrachtet  man  die  Funktionsänderung  bei  verschiedenen  unendlich 
kleinen,  aber  gleich  langen  Wegen  öp^  des  Punktes  p^,  so  ist  dieselbe  33 
gleich  q^  X  8p^,  das  heisst,  bei  konstantem  q^  proportional  der  senk- 
rechten Projektion  von  dp,  auf  q^,  also  bei  gleich  langem  8p^  am 
grössteu,  wenn  8p^  gleiche  Richtung  hat  mit  q^.  Somit  drücken 
qi,  q^i  '  '  '  die  Richtungen  der  beschleunigenden  Kräfte  aus.  Die 
Funktionsänderungen,  welche  durch  zwei  verschiedene  Punkte  p^  und  p^ 
bei  gleich  langen  Wegen  nach  diesen  Richtungen  g^  und  ^2  bewirkt 
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werden,  verhalten  sich  wie  QiSp^  zu  Q^Sp^,  also,  da  dpi  parallel  jj 
und  dp2  parallel  q^^  und  3p^^  und  Sp^  gleich  lang  sind,  wie  g,  zu  q^j 
das  heisst: 

Die  beschleunigenden  Kräfte,  welchen  die  PutUctc  eines  Systems  ver- 
möge einer  Kraft  unterliegen^  die  das  Streben  hat,  eine  algebraische  Funktion 
jener  Punkte  zu  vergrössem,  verlialtefi  sich  in  Grösse  und  Richtung  wie 
die  partiellen  Differeneialquotienten  dieser  Funktion  nadi  diesen  Punkten. 

Ehe  ich  die  hieraus  fliessende  Formel  der  Mechanik  ableite,  will 
ich  zeigen,  dass  die  partiellen  Differenzialquotienten  einer  Funktion 
von  Punkten,  deren  Ableitung  bisher  an  gewisse  senkrechte  Axen  ge- 
knüpft war,  hiervon  unabhängig  seien. 

Es  wurden  drei  gegeneinander  senkrechte  Masse  a,  b,  c  und  ein 
Punkt  g  angenommen,  auf  ihre  Richtungen  wurden  die  Strecken  p^  — g, 
p^  —  g,  ...  senkrecht  projicirt,  diese  Projektionen  jede  durch  das  ihr 
gleichgerichtete  Mass  gemessen,  und  die  Resultate  dieser  Messungen 
mit  Xu  y^y  01  f  ...   bezeichnet,  so  dass 

Pt  —9  =  ^ia  +  yib  +  e^c,  ... 

gesetzt  war;  dann  wurde  durch  Substitution  dieser  Werthe  für  /),,  ... 
in  die  algebraische  Funktion  F  der  Punkte  und  durch  Division  mit 
dem  Quadrate  des  Masses  eine  algebraische  Funktion  f  von  x^yy^^z^^... 
abgeleitet,  diese  nach  den  Veränderlichen  a:,,  y,,  z^  ...  partiell  diffe- 
renziirt,  die  Differenzialquotienten  mit  den  ihnen  zugehörigen  Massen 
a,  b,  c  multiplicirt  und  diese  Produkte  addirt. 

Lassen  wir  nun  a,  b,  c  übergehen  in  c,  c',  c",  wo 

e  ==^  aa  -\-  ßb  -{-  yc 

(29)  e   =  aa  +  /Tfe  +  yc 

ff  ff  I  Qffl  I  " 

e  =  a  a  -\-  ß  o-\-  y  c 

ist,  so  werden,  wenn 

+     '  f    t     'f  ff 
Vie  -j-  Vit 

ist,  also 

17, e  +  t?ic'  +  t^ie"  =  x^a  -}-  y^b  -^  e^c 

ist,  die  Werthe  für  Xj,  y,,  z^  folgende  sein: 

+    f   f   i     I'  ff 
Vi  a  +  Vi « 

y,  =  v,ß^v\ß'  ^v{^' 
^1  =  ^ly  +  Vi/  +  viV"; 

und  entsprechende  Werthe  wird  man  für  die  Koordinaten  der  übrigen 
Punkte  erhalten.  Will  man  nun  den  Differenzialquotienten  einer 
Funktion  F  nach  p^  vermittelst  dieser  neuen  Masse  finden,  so  hat  man, 
nachdem  man  in  fix^y^.,^  die  soeben  gefundenen  Ausdrücke  sub- 
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stituirt  hat,  nach  v^,  vi,  vi  zu  differenziiren,  die  so  erhaltenen  Diffe- 
renzialquotienten  mit  e,  e',  e"  beziehlich   zu  |  multipliciren  und  diese  34 
Produkte   zu   addiren;    dann    ist  zu  zeigen,   dass   diese   Summe   noch 
gleich  q^y  das  heisst 

ist.     Nun  ist 

i/*  „  iZ  ^-^i  j_  */  1^1  j.  1^  ^  ==.  i/;  tt  j_  ^1  ßA.  ^f  V 

^l—     i/^  ^'  4.     IL  fr  A.  IL  W 
dv\  ~     dx^        "^     dy,  P  ^  Sz^^ 

^f  ^f      "     I  ^L  f^'  M  --L  n." 

Also  ist 

Sind  nun  c,  e',  e"  gleich  lang  mit  a,  6,  c  und  rechtwinklig  gegen- 
einander, so  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  ae  +  «'c'  +  a' e  gleich  a 
ist,  und  so  weiter.  Denn,  bezeichnet  cos  (rs)  den  Kosinus  des  Winkels 
zwischen  zwei  gleich  langen  Strecken  r  und  s,  so  ist  r  cos  (rs)  die 
senkrechte  Projektion  von  s  auf  r  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach. 
Aus  den  Gleichungen  (29)  folgt  also  dann 

a  =  cos  (ea),     a  =  cos  {e  d)^     a"  =  cos  {e'a). 
Nun  ist 

a  =  c  cos  (ea)  +  ß'  cos  (e  a)  +  e'  cos  (e''d)y 
das  heisst, 

Und  ebenso  folgt 

b  =  ße  -\-  ße  +  /J"e",     c  =  ye  -j-  /^'  +  / '«". 
Also  erhält  man  die  zu  erweisende  Gleichung 

-^      A.  IL    '  A.  IL    "  ^  iL      A^  ^hA.  M. 
8v,  ^  "^  dv\  ^  "^  Sv;  ^    ~  Sx,^~^  Sy^^'^  dz,  ^' 

Sind  e,  c',  e"  nicht  gleich  lang  mit  a,  6,  c,  sondern  ist  die  Länge 
der  letzteren  das  m- fache  von  der  der  ersteren,  so  hat  man  nach  dem 
oben   angegebenen  Verfahren   in   Bezug   auf   die   Masse   c,  e,  e'   die 

Punktion    , ,  die  wir  mit  f  bezeichnen  wollen,  zu  differenziiren.   Dann 
ist,  da  /*=  -j  und  a*  «=  m^c^  ist,  |  f  =  m*/*.     Dann  sind   die   Pro-  36 
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jektionen  von  c,  c,  c"  auf  a,  6,  c  den  mit  — a,  — b,  — c  multipli- 

cirien  Kosinussen  gleich^  und  die  von  a,  6,  c  auf  e,  e,  e'  den  mit 
m^,  me,  me    multiplicirten  Kosinussen,  und  es  wird 

a  =  w?  (ea  -{-  ea  -{-  e'a') 
und  so  weiter*). 

Also  bleibt  noch 

Jas  heissty  die  angegebene  Methode  ist  von  der  besonderen  Annahme 
der  Koordinaten  ^nzlich  unabhängig,  sobald  diese  nur  jedesmal  unter- 
einander gleich  lang  und  senkrecht  sind. 

Fassen  wir  die  gewonnenen  Resultate  zusammen,  so  ergab  sich: 

Wenn  F  die  algehraisdie  Funktion  gweiter  Dimension  ist,  deren  Ver- 

grössemng  eine  Kraft  F,  die  auf  ein  System  von  Punkten  Pi^  p^,  .  • . 

wirkt,  erstrebt,  und  ö'i,  ft,  ...  die  partiellen  Differenzialquotienten  von  F 

nach  den  Punkten  Pi,  p^  ...  sind,  von  denen  F  abhängt,  so  sind 

^Qi)  ^Sa»  ^Qsf  ' '  ' 
die  beschleunigenden  Kräfte,  denen  die  Punkte  Pu  p^,  p^^  ...  vermöge 
jener  Kraft  V  unterliegen,  wo  X  einen  für  alle  diese  Punkte  gleichen  Zahl- 
fcJctor  bezeichnet,  welcher  von  der  Ijage  der  Punkte  p^,  p^,  ...  in  einer 
durch  die  Natur  jener  Kraft  V  bedingten  Weise  abhängt. 

Wirken  daher  auf  die  Punkte  Piy  p^,  ...  die  beschleunigenden 
Kräfte  P,,  Pg,  .  .  .,  und  ausserdem  die  durch  die  Kraft  V  bedingten 
beschleunigenden  Kräfte  A^,,  Xq^,  .  .  .,  so  hat  man 

und  so  weiter. 

Multiplicirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  innerlich  mit  d|>,, 
die  zweite  mit  Sp^j  und  so  weiter,  und  addirt,  so  erhält  man,  da 

q,  X  dp,  +  ^2  X  *i>2  H 

gleich  öF  ist,  die  Gleichung 

(30)       (P,-^)  xd|>,  +  (P,-^')x<Ji),  +  ..+AdF=0, 

welche  für  jeden  Werth  von  öp^j  öp^^  ...  gilt.  Nimmt  man  endlich 
noch  an,  dass  die  Kraft  V,  wie  dies  zum  Beispiel  bei  festen  Körpern 
annäherungsweise    angenommen   werden    kann,    bei    unendlich    kleinen 

•)  weil  dann  a  «^^  m[e  cos  {ea)  +  e*  cos  (e'a)  +  ^'  cos  (e"a)]  ist,  und 
cos  {ea)  =  ma ,    cos  (e'a)  =  ma  ,    cos  {e" a)  =  ma"  ist. 
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Entfernungen  aus  derjenigen  Lage,  für  die  F  einen  bestimmten  Werth 
hat,  schon  so  intensiv  wirkt,  dass  die  übrigen  Kräfte  das  System  nicht 
merklich  aus  einer  solchen  Lage  zu  entfernen  vermögen,  so  koimen 
wir  annäherungsweise  F  konstant  setzen;  wir  nennen  |  solche  Kräfte,  36 
wenn  sie  schon  bei  unendlich  kleinen  Entfernungen  aus  jener  Lage 
die  übrigen  Kräfte  zu  überwinden  vermögen,  so  dass  also  nur  imend- 
lich  kleine  Abweichungen  aus  jener  Lage,  für  die  F  jenen  bestimmten 
Werth  hat,  eintreten  können,  behauptende  Kräfte.     Also: 

Wenn  beliebige  Kräfte  P^,  Pg;  •  •  •  ^^f  beliebige  gleich  schwere  Punkte 
P\}  P27  •'•  ^^^^  Systems  wirken ^  und  diese  Punkte  alle  oder  theilweise 
behauptenden  Kräften  unterliegen,  welche  mit  unObenvindlicher  Gewalt  ge- 
wisse Funktionen  L,  M,  N,  ,..  jener  Punkte  auf  NuU  m  erhalten  suchen^ 
so  hat  inan  die  Gleichung 

(31)  0  =  (P.-  510  X  *^^  +  (^«-  ??)  X  *i>^  +  •••  + 

weldie  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen 

i  =  0,     M=0,    N=0,  ... 

zur  Bestimmung   der   Bescfhleunigung   eines  jeden   Punktes    vollkommen 
ausreicht. 

Dies  ist  die  auf  unsere  Analyse  zurückgefiihrte  Form  der  allge- 
meinen Gleichung  der  Mechanik,  wie  sie  von  La  Orange  der  ganzen 
Mechanik  zu  Grunde  gelegt  ist,  und  damit  ist  also  auch  die  ganze 
Mechanik  dieser  neuen  Analyse  unterworfen. 

[§  13.     Anwendung  auf  eine  Aufgabe  aus  der  Statik.] 

Als  Beispiel  für  die  Anwendung  dieses  Verfahrens  will  ich  eine 
beliebige  einfache  Aufgabe  der  Statik  wählen,  nämlich  die  Aufgabe, 
den  Gleichgewichtszustand  eines  Systems  von  Punkten  Po,  Pi,  .-»yPn 
zu  finden,  welche  so  aneinander  befestigt  sind,  dass  die  Entfemimg  je 
zweier  aufeinander  folgender  Punkte  konstant  bleibt,  und  welche  ausser- 
dem beziehlich  von  den  beschleunigenden  Kräften  P^,  P^,  .  ..,  P„  ge- 
zogen werden. 

Für  die  Substitution  in  (31)  hat  man  erstens,  da  Gleichgewicht 
stattfinden  soll,  die  sämmtlichen  Beschleunigungen  null  zu  setzen. 
Von  den  Kräften,  durch  welche  je  zwei  aufeinander  folgende  Punkte 
aneinander  befestigt  sind,  nehmen  wir  au,  dass  sie  die  Entfernungen 
je  zweier  Punkte,  oder,  um  eine  Funktion  zweiter  Dimension  zu  be- 
kommen,  die  Quadrate   der  Verbindungsstrecken  konstant  zu  erhalten 

ürasJBmann,  Werke.    I.  24 
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suchen.  Wir  erhalten  also,  wenn  wir  der  Kürze  wegen  die  Punkte  mit 
Paj  die  Kräfte  mit  Pq  bezeichnen,  wo  a  nach  der  Reihe  die  Indices 
Oy  . . .  n  ausdrückt,  die  Gleichung 

(32a)  SPa  X  dpa  +  Slad  [(Pa+i  -  PaY]  =  0, 

WO  die  Summenzeichen  sich  auf  die  verschiedenen  Werthe  von  a  be- 
ziehen, das  erste  auf  die  Werthe  von  0, . . .  n,  das  letzte  auf  die  Werthe 
von  0,  . . .  (n  —  1),  das  heisst,  alle  Werthe  von  A«,  in  denen  a  nicht 
einen  der  Werthe  0,  1,  2,  ...  (n  —  1)  hat,  sind  null  gesetzt.  Diese 
Gleichung  in  Verbindung  mit  den  n  Gleichungen 

(32b)  V  OPa+, -!>.)' -«;, 

welche  die  konstanten  Entfernungen,  deren  Quadrate  eben  [die]  a^  sind, 
darstellen,  bestimmen  den  Gleichgewichtszustand  vollkommen. 
Es  ist  aber 

i  *  [(Pa+l  —  PaY]  =  (Pa+l  —  l>a)  X  *  (Pa+l  ~  Pa) 

•=  (Po+i  —Pa)  X  *Pa4-i  —  (jPa  +  i  —  Pa)  X  Spa- 

37  Dadurch  hat  man,  da  (32a)  für  jede  Werthreihe  von  dpa  null  ist,  also 
auch  die  mit  einem  und  demselben  dpa  multiplicirten  Glieder  der- 
selben zusammen  null  geben  müssen,  die  (n  4*  ^)  Gleichungen 

(32  c)  Pa  +  2Xa-l{pa—Pa--i)  -  2  Xa  (Pa-^  i  -  Pa)  =  0. 

Addirt  man  zwei  aufeinanderfolgende  dieser  Gleichungen,  zum  Beispiel 
die,  welche  Pq,  und  die,  welche  Po+i  enthält,  so  erhält  man 

0  =  Pa  +  Pa  +  i  +  2Afl-i(pa  —  Pa^l)  —  2Xa  +  i  (pa+i  —  Pa+i)] 

oder  allgemeiner,  addirt  man  alle  Gleichungen  in  (32  c)  zwischen  den 
Anzeigern  o'  und  dem  als  grösser  gedachten  o,  so  hat  man 

0  =  Pa'  -f  ...  +  Pa  +  2Xa'-i{pa'-Pa'-i)  -  2Aa(pa-fi  -  Pa)- 

Also,  wenn  a'  null  gesetzt  wird,  wo  dann  auch  Aa'— i  nach  dem  Obigen 
null  ist, 

(32d)  p^  +  p^  +  ...  +  p,  _  2Xa{pa+l  -Pa)  =  0. 

Femer,  wenn  zugleich  a  gleich  n  gesetzt  wird,  wo  dann  Xa  null  ist, 

(33)  p^  +  P^  +  .;.  +  P,  =  0. 

Um  nun  aus  den  Gleichungen  (32  d)  allgemein  Xa  zu  eliminiren,  hat 
man  nur  dieselben  mit  (pa+i  — Pa)  äusserlich  zu  multipliciren,  da 
das  äussere  Produkt  (das  Parallelogramm)  gleichgerichteter  Strecken 
null  ist.    Man  erhält  also 

(34)  (P„  +  P,  +  ...  +  P.).(p.+i-i,.)=0. 

Diese  n  Gleichuiigen  in  (34),  in  Verbindung  mit  (33)  und  den  n  Be* 


Anwendungen  auf  die  Mechanik.    Eine  Aufgabe  aus  der  Statik.         371 


diögungsgleichungen  in  (32  c),»  bestimmen  den  Gleichgewichtszustand 
vollkommen,  und  es  lässt  sich  alles,  wenn  noch  der  Anfangspunkt  oder 
überhaupt  einer  der  n  Punkte  gegeben  ist,  durch  Konstruktion  un- 
mittelbar nach  den  Formeln  finden,  was  überall  der  Vorzug  dieser 
neuen  Analyse  ist. 

Es  seien  zum  Beispiel  die  Entfernungen  aa  je  zweier  aufeinander 
folgender  Punkte,  die  n  Kräfte  P^,  P^,  . . .,  Pn—i  und  die  Lage  des 
Punktes  Pf^  gegeben;  die  Kraft  P«  und  die  Lage  der  Pimkte  A,  ...,  p« 
seien  gesucht. 

In  der  That  drücken  die  Gleichungen  (34)  nur  aus,  dass  jedesmal 
Pq  +  Pi  +  •  •  •  4"  ^a  parallel  ist  mit  Pa-\-i  — Pa-  Daraus  ergiebt  sich 
folgende  Konstruktion.  Man  zeichne  ein  (n  +  l)-eck  Aq,  A^,  ...,  .4«, 
dessen  Seiten  von  der  Ecke  An  aus  fortschreitend  genommen  den 
Kräften  Pq,  P^,  ...  Pn-i  gleich  und  gleichgerichtet  sind,  das  heisst, 

Aq        Ah  =  Xq,     A^         A^  =  P|,     A2        -^1  =  Pg»  •  •  •; 
so  ist 

Aa  —  -4„  =  Pq  -f"  -Pi  "f"  *  • 
und  die  Gleichung  (34)  wird 

(34a)      {Aa  —  An)  .  (pa+i  —  Pa)  =  0. 
Wird  die  gesuchte  Kraft  P«  gleich  X — -4„_i 
gesetzt,  wo  X  ein  gesuchter  Punkt  ist,  so 
geht  die  Gleichung  (33)  über  in 

das  heisst:    X  =  -4„,  das  heisst,  die    Seite  "^* 

An  —  An— i  der  zu  Hülfe  genommenen  Figur 

ist   die    gesuchte  Kraft  P„.    Ferner   schlage 

man,  um  die  Punkte  jp,,  . . .,  p«  zu  |  finden,  um  Pq  einen  Kreis  (oder  38 

Pig.  10. 


+  n, 


/^ 


im  Räume  eine  Kugel)  mit  dem  Halbmesser  öq,  ziehe  durch  p^  eine 
Gerade  parallel  mit  Pq  (oder  A^  —  An) ,  so  genügt  jeder  der  beiden 
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Punkte;  worin  diese  Gerade  den  Kreis  ^oder  die  Kugel)  schneidet^  statt 
|),  gesetzt  den  Bedingungen  des  Gleichgewichtes.  Um  p^  schlage  man 
mit  a^  als  Halbmesser  einen  Kreis  (eine  Kugel)  und  ziehe  von  p^  die 
Gerade  parallel  mit  A^  —  -4«,  so  genügt  jeder  der  Durchschnittspunkte 
dieser  Geraden  und  des  Kreises  (der  Kugel)  statt  p,  gesetzt  den  Be- 
dingungen des  Gleichgewichtes^  und  so  fort. 

Es  giebt  also  im  Ganzen  2**  Lagen  des  Gleichgewichtes.  Allein 
man  überzeugt  sich  leicht  ^  dass  es  unter  ihnen  nur  Eine  Lage  des 
sicheren  Gleichgewichtes  giebt ,  welche  hervorgeht^  wenn  man  statt 
der  Geraden  Strahlen  zieht  ^  die  den  Seiten  Aa  —  An  entgegengesetzt 
gerichtet  sind. 

Es  Hesse  sich  freilich  die  angegebene  Konstruktion  auch  leicht 
aus  der  Idee  unmittelbar  ableiten.  Allein,  verfolgt  man  diese  begriff- 
liche Ableitimgy  so  wird  man  sogleich  sehen^  dass  sie  mit  der  durch 
unsere  Analyse  gegebenen  identisch  und  nur  ihre  Uebersetzung  gleich- 
sam in  die  Begriffssprache  ist.  Und  dies  ist  überall  der  wesentlichste 
Vorzug  der  neuen  Analyse. 

[§  14.     Uebergang  von  Strecken  zu  Punkten.] 

Ich  gehe  nun  dazu  über^  die  vorher  abgebrochene  Entwicklung 
der  neuen  Analyse  weiter  fortzuführen. 

Ich  hatte  oben  aus  der  Idee  der  Kongruenz  das  innere  Produkt 
zweier  Strecken  abgeleitet.  Jede  Strecke  erschien  als  Differenz  zweier 
Punkte,  und  das  innere  Produkt  zweier  Strecken  also  in  der  Form 

(a  —  6)  X  (c  —  d), 

wo  a,  6,  c,  d  Punkte  sind.  Um  von  hier  aus  durch  Auflösung  der 
Klammem  zu  inneren  Produkten  von  Punkten,  und  von  Punkten  mit 
Strecken  zu  gelangen,  will  ich  mich  eines  allgemeinen  Ableitungs- 
gesetzes bedienen,  welches  überhaupt  für  die  neue  Analyse  von  der 
grossten  Wichtigkeit  ist.     Nämlich: 

(Satz  12.)  Wenn  gewisse  Gesetze  allgemein  gelten  für  Differenzen  je 
zweier  Grössen  aus  einer  Grössenreihe  (a,  6,  c,  .. .),  und  man  hat  irgend 
eine  Gleichung  (A),  tvorin  jene  Grösseti  (a,  h^  Cy  ,, .)  nur  zu  Differenzen 
gepaart  vorkommen  y  und  man  leitet  aus  dieser  Gleichung  (A)  dadurdi, 
dass  man  jene  Gesetze  auch  auf  jene  Grössen  selbst  statt  auf  ihre  Diffe- 
renzen anwendet y  eine  neue  Gleichungsform  (2>)  afe;  so  erJiält  man  aus 
ihry  wenn  man  statt  der  Grössenreüie  (a,  h,  c,  ,. .)  die  Reihe  der  Diffe- 
renzen (a  —  r,  b  —  ^,  . . .)  dieser  Grössen  von  irgend  einer  beliebigen 
Grösse  (r)  dieser  Reilie  setzt^  jedesinal  eine  richtige  Gleichung;  und,  wenn 
B  wieder  jene  Grössen  nur  zu  Differenzen  gepaart  entMU,  so  ist  auch  B 
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selbst  eine  richtige  Gleichung;  und  sswar  erfolgt  dies  alles  auch  dann  noch, 
wenn  man  für  solche  Differenzen  nur  da^s  Gesetz  aUgemein  annimmt,  dass 
(a  —  6)  +  (6  —  c)  =  a  —  c  sei. 

In  der  That,  da  (a  —  h)  -{'  Q>  —  r)  *=»  a  —  r  ist,  also  auch 

(35)  a  —  6  =  (a  —  /•)  —  (6  —  r),  39 

so  kann  man  aus  der  Gleichung  A  durch  dies  für  die  Differenzen 
vorausgesetzte  Gesetz  eine  Gleichung  Ä  ableiten,  in  welcher  statt  der 
Grössen  a,  6,  c,  . . . ,  die  in  ^  vorkommen,  nur  die  Differenzen  a  —  r, 
b  —  r,  c  —  r,  . . .  eingetreten  sind.  Leite  ich  nun  aus  A  dadurch,  dass 
ich  die  für  Differenzen  jener  Grössen  allgemein  geltenden  Gesetze  auch 
auf  diese  Grössen  selbst  anwende,  eine  Gleichungsform  B  ab,  so  werde 
ich,  indem  icli  dieselben  Gesetze  auf  die  Differenzen  a  —  r,  b  —  r,  ... 
statt  auf  a,  b,  . , ,  selbst  anwende,  zu  einer  richtigen  Gleichung  jB' 
gelangen,  welche  sich  von  B  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  statt  der 
Grössen  a,  b,  . .  ,  in  B  hier  die  Differenzen  a  —  r,  6  —  r,  ...  einge- 
treten sind.  Kommen  femer  in  der  Gleichungsform  B  die  Grössen 
«,&,...  nur  zu  Differenzen  gepaart  vor,  so  werden  auch  in  B'  die 
Differenzen  a  —  r,  b  —  r,  ...  nur  wiederum  zu  Differenzen  gepaart 
vorkommen.  Statt  jeder  solchen  Differenz  der  Differenzen  a  —  r, 
b  —  r,  ...  kann  ich  aber  nach  dem  durch  die  Gleichung  (35)  darge- 
stellten Gesetze  die  entsprechende  Differenz  der  Grössen  a,  6, . . .  selbst 
setzen,  ohne  dass  die  Gleichung  aufhört  eine  richtige  zu  sein.  Da- 
durch erhalte  ich  aber  aus  B'  die  Form  B.  Da  also  B'  eine  richtige 
Gleichung  war,  so  ist  es  unter  der  zuletzt  gemachten  Voraussetzung 
auch  B, 

Hieran  schliesse  ich  nun  die  Definition,  welche  vermöge  des  so- 
eben bewiesenen  Satzes  vollkommen  ausreicht  für  alle  analytischen 
Gesetze  der  Punktverknüpfungen,  wenn  die  der  Streckenverknüpfungen 
bekannt  sind.     Nämlich: 

(Erklärung  8.)  Eine  Gleichung  {B\  welche  Punkte  enthält,  die  wenig- 
stens nicht  alle  zu  Differenzen  gepaart  sind,  setze  ich  dann  und  nur  dann 
als  richtig,  wenn  ^h  eine  richtige  Gleichung  (A)  auffinden  lässt,  in  welcher 
die  Punkte  nur  zu  Differenzen  gepaart  vorkommen,  und  welche  die  Be- 
schaffenJieit  hat,  dass  man  aus  ihr,  u?enn  man  die  bisher  fiir  Strecken 
allgemein  erwiesenen  Verknüpfungsgesetze  auch  auf  Punkte  anwendet,  die 
gegebene  Gleichung  {B)  ableiten  kann. 

Hieraus  folgt  sogleich,  dass,  wenn  man  eine  richtige  Punktglei- 
chung B  hat,  in  welcher  die  Punkte  wenigstens  mcht  alle  zu  Diffe- 
renzen gepaart  sind,  und  man  aus  ihr  dadurch,  dass  man  die  Punkte 
wie  Strecken   behandelt,  eine  Gleichungsform  G  ableitet,  in  welcher 
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gleichÜEklLs  wenigstens  nicht  alle  Punkte  zu  Differenzen  gepaart  sind, 
diese  gleichfalls  eine  richtige  Gleichung  ist.  Denn,  nach  der  Definition 
ist  B  nur  dann  richtig,  wenn  sie  sich  aus  einer  richtigen  Strecken- 
gleichung A  durch  Anwendung  der  för  Strecken  geltenden  Gesetze 
auch  auf  Punkte  ableiten  lässt  Da  nun  aus  A  auf  solche  Weise  J3, 
aus^JS  wieder  C  abgeleitet  ist,  so  ist  also  auch  aus  A  die  letzte  C  auf 
solche  Weise  ableitbar,  also  C  richtig.  Aber,  vermöge  des  vorher- 
gehenden Satzes  12  können  wir,  da  fQr  die  Strecken  a  —  6,  h  —  c, 
auch  wenn  a,  6,  c  Punkte  sind,  die  Voraussetzung  jenes  Satzes,  dass 
(a  —  6)  +  (6  —  c)  «=  a  —  c  ist,  allgemein  gilt,  noch  weiter  gehen, 
und  sagen,  auch  wenn  G  eine  Streckengleichung  ist,  die  aus  B  auf 
die  angegebene  Weise  hervorgeht,  sei  sie  richtig;  denn  dann  geht  C 
auch  aus  A  auf  solche  Weise,  nämlich  durch  Anwendung  der  für 
Strecken  geltenden  Gesetze  auf  Punkte  hervor,  also  ist  C  auch  nach 
dem  angeführten  Satze  richtig,  wenn  A  es  ist     Also: 

40  Wenn  man  eine  richtige  Gleichung^  welche  Punkte  enthält,  dadurch, 

dass  man  die  fiir  Strecken  allgemein  geltenden  Gesetze  auch  auf  Punkte 
anwendet,  in  eine  andere  Gleichung  umwandelt,  so  ist  diese  gleichfalls 
richtig. 

Diesen  Satz  kann  ich  auch  so  ausdrücken  und  erweitem: 

(Satz  13.)  Alle  für  Strecken  allgemein  geltenden  Verknüpfungsgesetee 
gelten  auch  für  Punkte  und  überhaupt  für  Punktgrössen, 

nämlich  auch  für  Punktgrössen  darum,  weil  dieselben  Gesetze, 
die  für  Strecken  aligemein  gelten,  auch  für  Vielfache  derselben,  da 
diese  Vielfachen  gleichfalls  Strecken  sind,  gelten  müssen,  also  auch 
für  die  Vielfachen  der  Punkte,  das  heisst,  für  Punktgrössen.  Ferner 
folgt  vermittelst  desselben  Satzes  12,  da  jede  richtige  Punktgleichung 
B  nach  der  Definition  8  aus  einer  richtigen  Streckengleichung  A 
ableitbar  ist,  also  der  in  jenem  Satze  12  für  die  Punktgleichung  B 
aufgestellten  Bedingung  imterliegt,  der  Satz: 

(Satz  14.)  Eine  richtige  Punktgleichung  bleibt  richtig,  wenn  man  statt 
der  sämmtlichen  darin  vorkommenden  Punkte  (a,  6,  . . .)  die  Differenzen 
(a  —  r,  b  —  r,  . . .)  derselben  von  einem  und  demselben*  Punkte  (r)  setzt. 

Durch  Anwendung  dieser  beiden  Sätze  13  und  14  gehen  alle 
Gesetze  der  Verknüpfungen  von  Punkten  und  Punktgrössen  aufs  leich- 
teste hervor,  wenn  man  die  Gesetze  der  Verknüpfungen  von  Strecken 
kennt.  Ich  will  daher  hier  gelegentlich  und  zur  besseren  Vergleichung 
auch  die  Gesetze  der  Addition  und  Subtraktion  der  Punktgrössen  aus 
denen  der  Strecken  ableiten. 
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[§  15.     Summen  von  FnnktgrdsBen.] 

Sind  a,  h,  Cy  . . .  Punkte,  und  a,  ß,  >^,  . . .  Zahlgrössen^  und  ist 
zuerst 

so  hat  maU;  wenn  r  ein  beliebiger  Punkt  ist^ 

aa  +  /J6  +  •  •  •  =*  «ö  +  /36  +  •  •  •  —  (^"^  +  /^  +  •  •  0  ^ 

=  a  (a  —  r)  +  /S  (6  —  0  +  * '  *  * 
das  heisst,  wenn  wir  a,  /3,  . . .   die  Gewichte  der  Punktgrössen  aa, 
ßby  ...,  (a  +  /3+--)  ihr  GesammtgewicMy  und  a(a-— r)  +  /}(6 — r)-] — 
ihre  Gesammtäbtveichung  von  dem  Punkte  r  nennen: 

(Satz  15.)  Eine  Summe  von  Punktgrössen,  deren  GesammtgewicM 
null  isty  ist  eine  Strecke;  ihre  Gesammtabweichung  von  einem  veränder- 
licJwn  Funkte  ist  konstant,  und  der  Strecke  gleich,  die  ihre  Summe  ist. 

Ferner:  Ist  das  Gesammtge wicht  nicht  null^  so  sei  ihre  Summe 
einer  noch  unbekannten  Punktgrösse  qx  gleich  gesetzt^  wo  q  eine 
Zahlgrösse,  x  ein  Punkt  ist,  also 

(36)  aa  +  /5&  +  •  •  •  =  Qso, 
so  ist  nach  Satz  14 

(36a)  «(a  —  r)  +  /S  (6  -  r)  +  .. .  «  9(a;  —  r). 

Subtrahirt  man  diese  Gleichung  von  (36),  so  hat  man 

(a  +  /}  +  •••)  r  =  Qr, 
also,  wieder  nach  Satz  14,  wenn  r'  ein  anderer  Punkt  ist,  41 

{^  +  ß  +  ' ")  (r  —  r)  =  Q(r  —  r), 
was  eine  Streckengleichung  ist,  aus  welcher  folgt 

(37)  a  +  /3  + 9- 

Substituirt  man  diesen  Werth  in  (36),  so  hat  man 

(38)  «  (a  ~  r)  +  /}  (6  —  r)  +  ...  =  (a  +  /S  +  ...)  (o;  ~  r), 
oder,  da  («  +  /?+••)  nicht  null  ist, 

(39)  a;  -  r  =  ?  ('*-^)  +  ß(^-r)+-: . 

Wird  nun  x  aus  dieser  Gleichung  bestimmt,  was  durch  eine  einfache 
Konstruktion  möglich  ist,  so  ist  auch  Gleichung  (38)  richtig,  also  ist, 
da  (36),  nachdem  für  q  und  x  die  gefundenen  Werthe  substituirt  sind, 
unmittelbar  aus  (38)  hervorgeht,  nach  Satz  13  auch  (36)  richtig,  während 
die  vorhergehende  Entwickelung  zeigt,  dass,  wenn  (36)  richtig  sein 
soll,  Q  und  X  noth wendig  den  in  (37)  und  (38)  gegebenen  Bestim- 
mungen unterliegen  müssen. 
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Setzen  wir  übrigens  in  (36  a)  r  gleich  Xj  so  haben  wir 

(40)  a  (a  —  x)  +  /J  (6  —  x)  H =  0. 

Bekanntlich  nennt  man  diesen  Punkt  x  den  Schwer{)unkt  zwischen 
den  mit  den  Gewichten  a,  ß,  , .  .  behafteten  Punkten  a,  b,  , , .,  oder, 
mathematischer  ausgedrückt ,  die  Mitte  zwischen  den  Punktgrösscn  aa, 
ßhj  ....    Also: 

(Satz  16.)  Eine  Summe  von  Punktgrössenj  deren  GesammtgewiciU 
mckt  null  istj  ist  wieder  eine  Punktgrösse,  deren  Gewicht  das  Gesammt- 
gewicht  der  addirten  Punktgrössen  (37),  und  deren  Ort  die  Mitte  zwischen 
ihnen  ist  (38);  die  Gesammtdbweichung  der  Punktgrössen  von  einem  he- 
lidngen  Punkte  ist  gleicli  der  ihrer  Summe  von  demselben  PufJcte  (36  a), 
ihre  Gesammtabweichung  von  der  Mitte  ist  also  null  (40),  und  die  Mute 
wird  also  auch  gefunden  (39),  wenn  man  von  einem  Punkte  die  Strecken 
nach  den  Orten  der  Punktgrössen  zieht,  diese  Strecken  mit  den  zugehörigen 
Gewichten  multiplicirt,  die  Produkte  addirt,  die  Summe  durch  das  Ge- 
sammtgewicht  dividirt,  und  eine  diesem  Quotienten  gleiche  Strecke  zieht, 
welche  jenen  Punkt  zum  Anfangspunkte  hat;  dann  ist  der  Endpunkt  dieser 
Strecke  die  gesuchte  Mitte. 

Wenn  wir  sagen,  das  Gewicht  einer  Strecke  sei  null,  und  wenn  wir 
Strecken  und  Punktgrössen  zusammen  Grössen  erster  Stufe  nennen,  so 
folgt  aus  Satz  15  und  16  sogleich  der  Satz:  Das  Gewicht  einer  Sumfne 
von  Grössen  erster  Stufe  ist  gleidi  der  Summe  der  Gewichte  der  Smn- 
inandeyiy  oder  allgemeiner: 

(Satz  17.)  Eine  Gleichung  zwisdien  Grössen  erster  Stufe,  das  heisst, 
eine  Gleichung,  in  welcher  die  Grössen  erster  Stufe  nur  der  Aädition, 
Subtraktion,  Vervielfachung  und  Tlieilung  unterworfen  sind,  bleibt  riditig, 
wenn  man  statt  der  Grössen  erster  Stufe  ihre  Getvichte  setzt, 

[§  16.     Innere  Multiplikation  von  Punktgrössen.    Innere  Grössen.] 

Ich  gehe  nun  zu  den  inneren  Produkten  von  zwei  Grössen  erster 
Stufe  über. 
42  Sowohl   das   innere  Produkt   zweier   Punktgrössen,  als    auch   das 

einer  Punktgrösse  in  eine  Strecke  lässt  sich  als  Differenz  zweier  Qua- 
drate oder  als  Vielfaches  dieser  DiflFerenz  darstellen. 

In  der  That,  wenn  im  Folgenden  unter  a,  b,  c  Punkte,  unter 
a,  ß,  y  Zahlgrössen,  unter  p  eine  Strecke  verstanden  ist,  so  hat  man 

a^^b^=.{a-^b)x  {a  —  b)  =  --^-^-  x  2  (a  —  b). 

Der  letzte  Ausdruck  ist  ein  Produkt  eines  Punktes  und  einer  Strecke. 
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Hat  man  daher  irgend  ein  Produkt  einer  Punktgrösse  und  einer  Strecke, 

etwa    ycXp,   welches    gleich    cXyp    ist,   so   hat   man   nur   — T^— 

gleich  c  und  2(a  —  b)  gleich  yp  zu  setzen,  wodurch  a  und  h  be- 
stimmt sind,  wenn  y,  c,p  gegeben  sind,  und  erhält  dann  ycX2>=a*  —  ft*, 
wodurch  das  innere  Produkt  einer  Punktgrösse  in  eine  Strecke  auf  die 
Differenz  zweier  inneren  Punktquadrate  zurückgeführt  ist. 

Ebenso  ist 

a  (a»  — jp«)  =•«  (a  +  p)  X  (a  -  p), 

wo  a  +  j)  und  a  —  p  Punkte  sind.  Hat  man  daher  irgend  ein  Pro- 
dukt zweier  Punktgrössen  ßb  X  yc,  welches  gleich  ßyb  X  c  ist,  so 
hat  man  nur  ßy  gleich  a,  b  gleich  a  +  p  und  c  gleich  a  —  p  zu 
setzen,  wodurch  a,  a,  p  bestimmt  sind,  wenn  j3,  y,  6,  c  gegeben  sind, 
und  erhält  dann  ßbxyc  gleich  a  (a*  —  p*).  Beide  Resultate  in  Worten 
ausgedrückt: 

Das  [innere]  Produkt  einer  Punktgrösse  und  einer  Strecke  ist 
gleich  der  Differenz  (a^  —  6*)  der  Quadrate  zweier  Punkte  a  und  6,  welche 
den  Ort  der  Punktgrösse  in  der  Mitte  zwischen  sich  haben^  und  deren  Ab- 
stand {a  —  b)  gleich  der  mit  dem  halben  Gewichte  der  Punktgrösse  multi- 
plicirten  Strecke  jenes  Produktes  ist  Und  das  [innere]  Produkt  zweier 
Punktgrössen  ist  gleich  der  mit  einem  Koeffidenten  a  multiplicirten  Diffe- 
renz a^—p^  der  Quadrate  eines  Punktes  a  und  einer  Strecke p,  itdem  der 
Koefficient  a  gleich  dem  Produkte  der  Gewichte  beider  Punktgrössen ,  der 
Punkt  a  die  Mitte  zunschen  ihren  Orten  und  das  Quadrat  der  Strecke  p 
gleich  dem  Quadrate  des  Abstandes  eines  dieser  Orte  von  der  Mitte  ist 

Statt  a  (a^  —  p^)  können  wir  auch  schreiben  aa^  —  ap*;  somit 
können  wir  eine  beliebige  Summe  von  inneren  Produkten  auf  die  Form 

«i«i^  +  «2  V  H h  ^1  +  ^«  H ; 

oder  mit  der  Summenbezeichnung  auf  die  Form 

bringen,  wo  a  Zahlgrössen,  a  Punkte  und  A  innere  Streckenprodukte 
bezeichnen.  Also,  eine  jede  Gleichung  zwischen  inneren  Produkten  wird 
sich  auf  die  Form 

(41)  S««"  +  S^  =  0 

bringen  lassen. 

Soll  nun  diese  Gleichung  richtig  sein,  so  muss  nach  Satz  14  für 
jeden  Punkt  r 

(42)  S«(«-»-)*  +  S^  =  0 

sein,  das  heisst^  43 


M 
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(43)  Saa«  +  S^i  -  2r  x  S«a  +  r>  S«  —  0. 

Diese  Gleichung  von  der  gegebenen  (41)  subtrahirt^  erhalt  man 

(44)  2rxSaa-r«S«  — 0. 

Also  wieder  nach  Satz  14  ftlr  jeden  Punkt  r' 

(45)  2 (r  —  /)  X  S« (a  -  /)  -  (r  —  r')«  S«  =  0. 

Da  man  r  und  r'  beliebig  wählen  kann,  so  kann  man  r  yon  r' 
verschieden  annehmen,  und  r  so  wählen,  dass  die  Strecke  r  —  r'  senk- 
recht wird  gegen  die  Strecke  Sa(ö  —  r');  dann  wird  in  (45)  das 
erste  Glied  (nach  Satz  3)  null;  also  erhält  man 

(r-r')«Sa  =  0; 

und  da  hierin  r  von  r'  verschieden,  also  (r  —  r')*  nicht  null  ist,  so 
muss 

(46)^  S«  =  0 

sein.  Substituirt  man  diesen  Werth  in  die  Gleichung  (45),  welche  für 
alle  Lagen  der  Punkte  r  und  r    gilt,  so  hat  man 

2(r  — rOxS«(a  — 0  =  0 

noch  immer  für  jede  Lage  der  Punkte  r  und  r\  Nun  kann  man  hier 
also  auch  r  so  wählen,  dass  es  von  r'  verschieden,  aber  r  —  r'  nicht 

senkrecht  auf  Sa(ö  —  ^')  ist;  dann  muss  (nach  Satz  3)  S«(ö  —  ^') 
null  sein;  also,  da  r  ^a  nach  (46)  null  ist,  so  muss 

(47)  Saa  =  0 

sein.  Diese  Gleichung  schliesst  (nach  Satz  17)  die  Gleichung  (46)  mit 
ein.  Wenn  nun  ausser  dieser  Gleichung  (47)  noch  für  irgend  einen 
Punkt  r  die  Gleichung  (42)  gilt,  so  folgt  daraus,  weil  aus  (42)  die 
(43)  hervorgeht,  und  diese  vermöge  (47)  und  der  von  dieser  mit  ein- 
geschlossenen (46)  sich  in  (41)  verwandelt,  die  Richtigkeit  dieser 
letzteren. 

Also  eine  Gleichung  von  der  Form  (41)  ist  dann  und  nur  dann 
richtig,  wenn  die  Gleichung  (47)  und  für  irgend  einen  Punkt  r  die 
Gleichung  (42)  stattfindet.  Diese  ganze  Schlussreihe  fasst  einen  ausser- 
ordentlichen Keichthum  von  Beziehungen  in  sich,  die  ich  nun,  wie 
auch  den  Satz  selbst  in  Begriffe  kleiden  will. 

Ich  will  die  Grösse  aa  die  MiUdgrösse  des  vielfachen  Punkt- 
quadrates aa^  nennen  und  sagen,  die  Mittelgrösse  eines  inneren  Strecken- 
produktes sei  null,  ferner  vrill  ich  die  Grösse  a(a  —  rf  die  Abweichung 
des   vielfachen   Punktquadrates  aa*  von   dem   Punkte   r   nennen   und 
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sagen,  die  Abweichung  eines  inneren  Streckenproduktes  von  einem  be- 
liebigen Punkte  sei  diesem   inneren   Streckenprodukte  |  selbst  gleich.  44 
Setzen  v^ir  dies  fest,  so  lässt  sich  das  Resultat  der  vorhergehenden 
Entwickelung  in  folgenden  Satz  fassen: 

Eine  Gleichung,  deren  Glieder  vielfache  Punktquadrate  und  innere 
Streckenprodukte  sind,  ist  dann  und  nur  dann  richtig^  wenn  die  beiden 
Gleichungen,  welche  hervorgehen ^  wenn  man  einestheüs  statt  der  Glieder 
ihre  Mittelgrössen  und  anderntheils  statt  derselben  ihre  Alnveiehungen  von 
irgetid  einem  Punkte  (r)  setzt,  richtig  sind. 

Wir  können  diesen  Satz  in  noch  einfacherer  und  allgemeinerer 
Form  aussprechen,  indem  v^ir  unter  der  Mittelgrösse  und  unter  der 
Abweichung  einer  Summe  von  vielfachen  Punktquadraten  und  inneren 
Streckenprodukten,  wenn  diese  Summe  sich  nicht  auf  Ein  solches  viel- 
faches Punktquadrat  oder  auf  Ein  inneres  Streckenprodukt  zurück- 
führen lässt,  die  Summe  aus  den  Mittelgrössen  oder  aus  den  Ab- 
weichungen der  Stücke  jener  Summe  verstehen,  die  Abweichungen  näm- 
lich immer  auf  denselben  Punkt  bezogen.  Femer  will  ich  jene  viel- 
fachen Punktquadrate  sowohl,  als  auch  die  inneren  Streckenprodukte 
und  beliebige  Summen  beider  Arten  von  Grössen  innere  Grössen  nennen. 
Dann  folgt  unmittelbar  der  allgemeine  Satz:     * 

(Satz  18.)  Jede  Gleichung,  deren  Glieder  innere  Grössen  sind,  ist 
dann  und  nur  dann  richtig,  wenn  die  beiden  Gleichungen,  weldie  Jiervor- 
gelien,  wenn  man  einestheils  statt  der  Glieder  ihre  Mittelffrössen  und 
anderntheils  statt  derselben  ihre  Abweichungen  von  irgend  einem  Punkte  r 
setzt,  richtig  sind. 

Oder: 

(Satz  18  a.)  Gleiche  innere  Grössen  haben  gleiche  Mittelgrössen  und 
gleiche  Abweichungen  von  jedem  beliebigen  Punkte,  und  umgekehrt,  wenn 
zwei  innere  Grössen  gleiche  Mittelgrössen  und  gleiche  Abweichungen  von 
irgend  einem  Punkte  haben,  so  sind  sie  einander  gleich. 

[§  17.     Erste  Art  von  Summen  innerer  Grössen:  Innere  Streoken- 

produkte.] 

Wir  gehen  nun  von  diesen  allgemeinen  Sätzen  zu  den  besonderen 
Fällen  über,  um  überall  möglichst  bestimmte  Anschauungen  zu  gewinnen. 

Betrachten  wir  die  Summe  beliebig  vieler  innerer  Grössen,  die 
immer  in  der  Form 

dargestellt  werden  kann,  so  können  hier  drei  wesentlich  verschiedene 
Fälle   eintreten,  welche  die   drei  Arten  von  inneren  Grössen  liefern. 
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Nämlich  die  Summe  der  Mittelgrössen  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Mittel- 
grosse  der  Summe  kann  null  oder  eine  Strecke  oder  eine  Punktgrösse 
sein.  Nach  diesen  drei  Hauptfallen  wollen  wir  die  Betrachtung  der 
besonderen  Falle  sondern. 

Erstens  (Satz  19.) ,  wenn  die  Summe  der  zu  den  inneren  Orössen 
gehörigen  Mütdgrössen,  also  auck  die  eu  der  Summe  jener  inneren  Orössen 
gehörige  Mittelgrösse  selbst  nuU  ist,  so  ist  diese  Summe  ein  inneres  Strecken- 
prodükty  nämlich  dasjenige^  was  der  Summe  der  Abweichungen  jener  inneren 
Grössen  von  irgend  einem  Punkte  gleich  ist. 

Dies  ergiebt  sich  nicht  nur  aus  obigem  Satze  18  a,  sondern  auch 
unmittelbar,  indem  dann 

Saa«  +  S^  =-  Saa«  -  2r^aa  +  r^S«  +  S^ 
46  ist,  weil  ^aa  und  also  auch  S^  null  sind,  also  ist  jener  Ausdruck 

-=S«(a-')'  +  S^, 
da 

(48)  Saa*  —  2rSaa  +  »^S«  =  Sa(a  —  rf 

ist.  Zugleich  liegt  hierin  der  direkte  Nachweis,  dass  in  diesem  Falle 
die  Summe  der  Abweichungen  von  einem  yeräuderlicheu  Punkte  kon- 
stant ist;  also  namentlich 

Sa(«-r)' 

konstant  ist,  wenn  r  veränderb'ch  und  ^aa  null  ist. 

[§  18.  Zweite  Art  von  Summen  innerer  Grössen:  Innere  Plangrössen.] 

Die  beiden  anderen  Fälle  nun  führen  uns  zu  den  Begriffen  der 
neuen  Grössen.  Nämlich  es  sei  zweitens  die  Summe  der  Mittelgrössen 
eine  Strecke  p,  das  heisst  (nach  Satz  15),  die  Summe  ihrer  Gewichte 
sei  null. 

Ich  gehe  hier  von  dem  einfachsten  Falle  aus,  nämlich  von  der 
Betrachtung  der  Summe  a'  +  ( —  1)  ft^,  oder,  was  dasselbe  ist,  der 
DiflFerenz  a^  —  6',  also  der  Differenz  zweier  Pimktquadrate.  Diese  ist, 
wie  wir  schon  oben  zeigten,  einem  inneren  Produkte  von  Punkt  und 
Strecke  gleich,  nämlich 

a«_68  =  (a  +  6)x(a  — fc), 

und  setzen  wir  hier  a  +  6  =  2c,  so  dass  also  c  die  Mitte  ist  zwischen 
a  und  6,  und  setzen  wir  die  Strecke  a  —  b  =  p,  so  folgt,  dass 

(49)  a*  +  (_  1)6»  =  2c  xp  -=  c  X  2p 
ist,  wenn 
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(50)  a  +  6  =  2c  lind  a  —  6  =  jp 

ist.  Durch  diese  Gleichungen  ist  die  Mittelgrösse  und  die  Abweichung 
eines  inneren  Produktes  c  X  2p  von  Punkt  und  Strecke  bestimmt,  da 
sie  der  Mittelgrösse  und  Abweichung  der  ihm  gleichgesetzten  Summe 
a*  +  ( —  1)6*  gleich  sein  muss.  Nun  ist  die  Mittelgrösse  dieser  Summe 
gleich  a+  ( — 1)6  =  a  —  6=p,  das  heisst,  die  Mittelgrösse  eines 
inneren  Produktes  von  Punkt  und  Strecke  ist  der  Hälfte  dieser  Strecke 
gleich.  Ferner  die  Abweichung  der  Summe  a^  +  ( —  1)  6'  von  r  ist 
(a  —  ry  +  (—  1)  (6  —  rf.  Dies  ist  gleich  a*  —  6*  —  2  (a  —  6)  X  r, 
also  gleich  (a  +  ^  —  2r)  X  (a  —  6),  also  aus  (50)  substituirt,  gleich 
(c  —  r)x2p.  Also  ist  auch  der  zuletzt  gefundene  Ausdruck  die  Ab- 
weichung des  inneren  Produktes  cx2p  von  dem  Punkte  r,  das  heisst, 
die  Abweichung  eines  inneren  Produktes  cxq  aus  Punkt  und  Strecke 
von  einem  Punkte  r  ist  einem  inneren  Streckenprodukte  gleich,  dessen 
einer  Faktor  die  Strecke  jenes  Produktes  und  dessen  anderer  Faktor 
die  Abweichung  c  —  r  des  Punktes  c  jenes  Produktes  von  dem 
Punkte  r  ist. 

Habe  ich  nun  eine  beliebige  Summe  innerer  Grössen  8««*+  S-4 

von  der  Art,  dass  der  Mittelwerth  dieser  Summe  eine  Strecke  p  ist, 
so  ist  die  Frage,  ob  ich  auch  diese  Summe  einem  inneren  Produkte 
cxq  eines  Punktes  c  in  eine  |  Strecke  q  gleichsetzen  kann.  46 

Es  wird  diese  Gleichheit  dann   und  nur  dann  stattfinden   (nach 
Satz  18),  wenn  die  Mittelgrösse  sowohl,  als  die  Abweichung  von  irgend 

einem  Punkte  r  bei  S««^  +  S-^   ebenso  gross   sind  als  bei   cx.q. 

Die  Mittelgrösse  von  cx.q  wird  also  dann  gleich  p,  also  J  «==  2  p 
sein  müssen,  und  Frage  ist  nur  noch,  ob  c  so  gewählt  werden  kann, 
dass  die  Abweichung  des  Produktes  cx.2p  von  einem  Punkte  r  gleich 
der  Abweichung  jener  Summe  von  demselben  Punkte  r  sei.  Es  sei  die 
letztere  Abweichung  Ar,  wo  also  Ar  ein  inneres  Streckenprodukt  dar- 
stellt; es  fragt  sich  also,  ob  c  so  gewählt  werden  kann,  dass 

(51)  (c  —  r)  X  2p  =  Ar 

sei.  Man  nehme  zuerst  irgend  einen  Punkt  c  von  der  Beschaffenheit, 
dass  {c  —  r)  X  2p  nicht  null  ist,  das  heisst,  c  von  r  verschieden  und 
c  —  r  nicht  senkrecht  gegen  p  ist,  so  wird,  da  innere  Streckenpro- 
dukte immer  mit  Zahlgrössen  prpportional  sind  (Erklärung  3  und  4), 

(c'— r)x2p  =  w^r 
gesetzt   werden   können,  wo  m  irgend   eine  Zahlgrösse  bedeutet,  die 
nicht  null  ist.     Nimmt  man  dann 
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das  heissty  nimmt  man  eine  Strecke;  deren  Anfangspunkt  r  ist  und 
welche  gleich  dem  tn-ten  Theile  der  Strecke  (c — r)  ist,  und  nennt 
den  Endpunkt  derselben  c,  so  ist 

(c— r)x2i>=.^(c'— r)x  2|>  =  ^mÄr^Ar, 

das  heisst,  der  so  gefundene  Punkt  c  genügt  der  Gleichung  (51).  Also 
ist  nun  in  der  That  cx  2p  jener  Summe  gleich. 

Ehe  wir  dies  Resultat  in  Form  eines  Satzes  aussprechen,  wollen 
wir  die  Bedeutung  eines  inneren  Produktes  von  Punkt  und  Strecke 
ins  Auge  fassen;  diese  Bedeutung  hängt  von  der  Beantwortung  der 
Frage  ab,  wann  zwei  solche  Produkte  ax p  und  bx  q  gleichgesetzt 
werden  können.  Sollen  sie  gleich  sein,  so  muss  zuerst  ihre  Mittelgrösse 
gleich  sein,  also  muss  zuerst  p  =  q  sein.  Es  fragt  sich  also,  wann 
a  X  jp  =  6  X  |>  sei.  Offenbar  dann  und  nur  dann,  wenn  (a  —  6)  xp  «=  0, 
das  heisst,  entweder  a^^b,  oder  a  —  b  senkrecht  gegen  p  ist,  also 
zusammengefasst,  wenn  a  imd  b  in  Einer  gegen  p  senkrechten  Ebene 
liegen.  Da  also  zwei  Produkte  von  Punkt  und  Strecke  dann  und  nur 
dann  gleich  sind,  wenn  diese  Strecke  und  die  durch  den  Punkt  gegen 
die  Strecke  senkrecht  gelegte  Ebene  zusammenfällt,  so  bestimmt  jene 
Strecke  und  diese  Ebene  den  Begriff  jenes  inneren  Produktes.  Wir 
nennen  daher  das  innere  Produkt  eines  Punktes  in  eine  Strecke  eine 
Ebenengrösse  oder  eine  Plangrosse^  und  zwar  zur  Unterscheidung  von 
der  bei  der  äusseren  Multiplikation  sich  ergebenden  Plangrösse  (Grass- 
mann's  Ausdehnungslehre  §  1 14)  eine  innere  Plangrösse,  und  die  Fläche, 
in  welcher  der  Punktfaktor  jenes  Produktes  sich  frei  bewegen  kann, 
ohne  den  Werth  des  Produktes  zu  ändern,  die  Faktorfläche  der  Plan- 
grösse. Nach  diesen  Bestimmungen  können  wir  nun  die  gewonnenen 
Resultate  in  folgendem  Satze  zusammenfassen: 

(Satz  20.)  Das  innere  Produkt  eines  Punktes  in  eine  Strecke 
ist  eine  innere  Plangrösse,  deren  Mittelgrösse  die  Hälfte  dieser  Strecke,  und 
47  deren  Faktorfläche  die  \  durch  den  Punkt  gegen  die  Strecke  senkrecht  gelegte 
Ebene  ist.  Die  Abweichung  derselben  von.einetn  Punkte  r  ist  gleich  einem 
inneren  Produkte,  dessen  einer  Faktor  dem  Doppelten  ^hrer  Mittelgrösse  (oder 
der  Strecke  jenes  Produktes)  gleich  ist,  und  dessen  anderer  Faktor  die 
Abweidiung  eines  beliebigen  Punktes  der  Faktorfläche  von  dem  Punkte  r 
ist.  Die  Summe  mehrerer  innerer  Grössen  ist  dann  ufid  nur  dann  eine 
innere  Plangrösse,  wenn  die  Mittelgrösse  jener  Summe  einer  Strecke  vo^i 
geltendem  Werthe  (das  heisst,  die  nicht  null  ist)  gleich  ist. 

Hierin  liegt  auch  der  besondere  Satz,  dass  die  Summe  von  Plan- 
grössen, wenn  die  Mittelgrösse  der  Summe  nicht  null  ist,  wieder  eine 
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Plangrösse  liefert,  während  schon  in  Satz  19  nachgewiesen  ist,  dass 
diese  Summe,  wenn  ihre  Mittelgrösse  null  ist^  einem  inneren  Strecken- 
produkte gleich  sei. 

Um  die  innere  Plangrösse  mit  der  äusseren  (Ausdehnungslehre 
§  114)  vergleichen  zu  können,  sei  eine  beliebige  Gleichung  zwischen 
inneren  Plangrössen  und  inneren  Streckenprodukten 

(52)  SaXl>+SffXt;=-0 

gegeben,  worin  die  Grössen  a  Punkte,  die  Grössen  p,  g,  v  Strecken 
vorstellen,  und  es  seien  die  den  Grössen  p,  v  senkrecht  proportionalen 
Flächenräume  P,  V  (vergleiche  Erklärung  5).  Dann  werden  die  äusseren 
Produkte  a .  P  äussere  Plangrössen  sein,  die  äusseren  Produkte  q .  V 
aber  Eörperräume  darstellen.  Nun  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass, 
wenn  die  Gleichung  (52)  richtig  ist,  auch  die  Gleichung  (53) 

(53)  Sa.P+S2.F=0 

richtig  sein  müsse  und  umgekehrt  aus  (53)  wieder  (52)  hervorgehe. 
Denn  die  erstere  (52)  ist  nach  Satz  18  dann  und  nur  dann  richtig, 

wenn  gj)  ==  0  und 

(54)  S(a  — r)xj,  +  S2Xt;-0 

für  irgend  einen  Punkt  r,  und  ebenso  die  letztere  (53)  nach  Grass- 
mann*s  Ausdehnungslehre  §  112  dann  und  nur  dann,  wenn  S  ^  =  0  und 

(55)  S(a-r).P+S2.F=0 

für  irgend  einen  Punkt  r.  Nun  J^aben  wir  oben  (Satz  5  b)  nachge- 
wiesen, dass,  wenn  jene  Gleichungen  (54)  gelten,  auch  diese  (55) 
gelten  müssen  und  umgekehrt^  also  wird  auch  (52)  richtig  sein,  wenn 
(53)  es  ist,  und  umgekehrt.     Also: 

(Satz  21.)  Innere  ProduJcte,  von  deren  beiden  FaJctoren  jedesmal 
wenigstens  einer  eine  Strecke,  der  andere  eine  hdiebige  Grösse  erster  Stufe 
istj  verhalten  sich  wie  die  äusseren  Produkte,  welche  hervorgehen,  wenn 
man  statt  jener  Strecken  die  senkrecht  proportionalen  FUichenräume  setzt, 
den  andern  Faktor  in  jedem  Produkte  unverändert  lässt  und  das  Zeichen 
der  inneren  Multiplikation  in  das  der  äusseren  verwandelt,  das  heisst, 
jede  richtige  Gleichung  etoischen  jenen  inneren  \  Produkten  bleibt  richtig,  48 
wenn  man  statt  ihrer  diese  äusseren  Produkte  seiet  und  umgekehrt. 

Wegen  dieser  Uebereinstimmung  in  der  Bedeutung  habe  ich  beide 
Grössenarten   mit  dem  gleichen  Namen  der  Plangrössen  bezeichnet. 
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[§  19.     Addition  innerer  Plangrössen.] 

Ich  will  nun  noch  die  Addition  zweier  Plangrossen  und  die  einer 
PlangrÖNse  und  eines  inneren  Htreckenproduktes  im  Einzelnen  durchgehen. 

Bei  der  Addition  zweier  Phuigrösseu  können  wir  zwei  Falle  unter- 
scheiden, nämlich  dass  sich  ihre  Ebenen  schneiden  oder  nicht.  Im 
ersteren  Falle  sei  a  ein  gemeinschaftlicher  Punkt  beider  Ebenen,  so  ist 

a  Xj)  +  a  X  2  —  rt  X  (p  +  g), 

das  heisst,  die  Summe  zweier  Flangrössen,  die  sidi  sdtneidefi,  ist  eine 
Plangrösse,  deren  Ebene  mit  den  Ebenen  der  beiden  m  summirendeti  Flan- 
grössen  eine  gleiche  DurcJischnittskante  Jiat,  und  deren  Miüelgrössc  die 
Summe  ist  aus  denen  der  Summanden, 

Wenn  die  Ebenen  sich  nicht  schneiden,  das  heisst  also,  parallel 
laufen,  so  werden  die  Mittelgrössen  Vielfache  derselben  Strecke  p  sein. 
Kind  dann  a  X  ap  und  b  X  ßp  die  beiden  Summanden,  so  ist 

a  X  ap,+  bx  ßp  =  (aa'{-  ßb)xp  =  sx(cc  +  ß)p, 

wenn  {a  -^  ß)  s  =  aa  -}-  ßb  und  a  +  /J  nicht  null  ist^  das  heisst,  s  die 
Mitte  zwischen  aa  und  ßb  ist.  Also,  die  Summe  eu^ier  parallder  Plan- 
grössen  ist,  wenn  die  Summe  ihrer  Mittelgrössen  nicht  null  ist,  eine  Plan- 
grösse, deren  Mittelgrösse  die  Summe  ist  aus  denen  der  Summanden,  und 
deren  Ebene  denen  der  Summanden  parallel  ist  und  so  liegt,  dass,  wenn 
itmn  eine  Gerade  sidU,  welche  diese  Ebene  in  s  sdineidet  uml  die  Ebenen 
der  Summanden  in  a  und  b,  s  die  Mitte  ist  zwisclien  zwei  Punlctgrosscn, 
die  in  a  und  b  liegen  und  deren  Gewichte  sich  wie  die  zugeliörigen  Mittel- 
grossen  der  Summanden  verhaltoh 

Wenn  die  Summe  der  beiden  4Iittelgrössen  null  ist,  so  folgt,  da 

ax,p  —  bxp  =  (a  —  b)  x,p 

ist,  dass  dann  die  Summe  ein  inneres  Streckenprodukt  sei,  dessen  einer 

Faktor  das  Doppelte,  p,  von  der  Mittclgrös^e  dx!s  einen  Summandc7i,  und 

dessen   anderer  Faktor  eine  beliebige  Strecke  von  einem  Punkte   in   der 

Ebene  des  anderen  Summanden  fiach  einem  Punkte  in  der  Ebene  des 

ersteren  ist. 

Da  endlich 

ax.p  +  qx,p  =  (a+q)x,p 

ist,  so  folgt:  Die  Summe  einer  inneren  Plangrösse  und  eines  inneren 
Streckenproduktes  ist  wieder  eine  innere  Plangrösse,  deren  Mittelwerth 
gleich  ist  dem  der  ersteren  und  deren  Ebene  dadurdi  Itervargdit,  dass  die 
Ebene  jener  ersteren  Plangrösse  um  eine  Strecke  q  vonückt,  welche  mit 
dem  Doppelten,  p,  der  Mittclgrösse  ein  inneres  Produkt  liefert,  das  dem  ge- 
gebenen inneren  Streckenprodukt  gleich  ist. 
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[§  20.     Dritte  Art  von  Snnimen  innerer  Grössen:  Kngelgrössen.] 

Nun  schreite  ich  zu  dem  dritten  Falle  der  Addition  innerer  Grössen, 
wo  nämlich  die  Mittelgrösse  der  Summe  eine  Punktgrösse  isi  Und 
dieser  Fall  ist  es,  der  zu  ganz  neuen,  keiner  der  früheren  Grössen- 
gattungen  proportional  zu  setzenden  Grössen  führt. 

Zuerst  kann  man  jedesmal  jede  solche  Summe,  deren  Mittelgrössc 
eine  Punktgrösse  aa  ist,  die  nicht  null  ist,  gleich  ac? '\' A  setzen, 
wenn  nur  A  die  Abweichung  jener  Summe  von  dem  Punkte  a  ist; 
denn  die  Abweichung  der  Grösse  aa*-|--4  von  dem  Punkte  a  ist 
gleich  Ay  also  Mittelgrösse  und  Abweichung  von  dem  Punkte  a  dann 
auf  beiden  Seiten  gleich,  also  |  die  Gleichung  richtig  (nach  Satz  18).  4i) 
Da   hier   aa,    also  auch  a  nicht  null  sein  soll,  so   kann   man   statt 

aa^  -{-  A    auch    schreiben    a(ö*  +  -4'),  wo  -4'  =  — .     Es  treten  hier 

für  die  nähere  Betrachtung  drei  wesentlich  verschiedene  Fälle  hervor 
je  nachdem  nämlich  A'  negativ,  positiv  oder  null  ist. 

Im  ersteren  Falle  sei  Ä  =  — p^,  so  wird  a(a^  +  -^')  gleich 

a (a^  — p^)==^  a{a+  p)x(a  —  p), 

das  heisst,  gleich  dem  vielfachen  inneren  Produkte  zweier  Punkte,  deren 
Mitte  a  und  deren  Entfernung  von  der  Mitte  quadrirt  p*  giebt.  Die 
Mittelgrösse  aa  eines  solchen  vielfachen  Punktproduktes  ist  also  die 
mit  dem  Koefficienten  a  multiplicirte  Mitte  beider  Punkte  (daher  der 
Name  Mittelgrösse),  und  die  Abweichung  desselben  von  der  Mitte  ist 
das  mit  dem  Koefficienten  —  a  multiplicirte  Quadrat  der  Entfernung  eines 
der  beiden  Punkte  von  ihrer  Mitte.  Hieraus  folgt  also  sogleich,  dass 
zwei  vielfache  innere  Punktprodukte  gleich  sind,  wemi  der  Koefficient, 
die  Mitte  der  Punkte  und  das  Quadrat  der  Entfernung  dieser  Punkte 
von  der  Mitte  bei  beiden  gleich  sind;  oder  anders  ausgedrückt,  ein 
solches  Produkt  behält  seinen  Werth,  wenn  der  Koefficient  konstant 
ist  und  die  Punkte  Endpunkte  eines  Durchmessers  einer  festen  Kugel- 
fläche bleiben.  Da  somit  ein  solches  Produkt  an  die  Kugelfläche  ge- 
knüpft ist,  so  nennen  wir  das  vielfache  innere  Produkt  zweier  Punkte 
eine  Kugelgrössey  und  jene  Kugelfläche,  in  welcher  die  Punktfaktoren 
sich  bewegen  können,  ohne  den  Werth  des  Produktes  zu  ändern,  die 
Faktorfläche  der  Kugelgrösse. 

Wir  gehen  nun  zu  dem  andern  Falle  über,  wo  Ä  positiv,  gleich 

p^  ist,  also 

«(a2  +  ^')  =  a(a«  +  p«) 

ist.    Dann  lässt  sich  a^  +  jp*  nicht  in  reelle  Punktfaktoren  zerlegen, 
also  hat  dann  jene  Grösse  a  {o?  +  p^)  auch  keine  reelle  Faktorfläche. 

Gragsraanu,  Werke.    L  25 
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Dagegen  lässt  sich  diese  Grosse  offenbar  als  Summe  von  Punktquadraten 
oder  Yon  vielfachen  Punktquadraten  mit  positiven  Koefficienten  dar- 
stellen^  und  am  einfachsten  in  der  Form  ß  (b*  -{•  c^). 

In  der  That  wird  dann  und  nur  dann 

«  (a»  +  p»)  = /}  (6»  +  c») 
sein^  wenn  erstens  die  Mittelgrosse  beider  Seiten  gleich,  also 


das  heisst 


^         a   und    ß  =  ^, 


2  ^    —    ''        2 

also  a  die  Mitte  zwischen  b  und  c  ist,  und  zweitens  die  Abweichung 
beider  Seiten  von  irgend  einem  Punkte,  zum  Beispiel  der  Mitte  a, 
gleich    gross    ist.     Die   der    linken   Seite    ist    a]f,    die    der    rechten 

/J((6  —  a)*  +  (c  — a)^),  oder,  da  /J  =  |  und  (6  —  a)S   da  a  die  Mitte 

ist  zwischen  6  und  c,  gleich  (c  —  ay  ist,  so  ist  die  Abweichung  der 
rechten  Seite  von  a  gleich  «(6  —  a)*,  das  heisst  also:  wenn  zweitens 
(b  —  ay  =  p*  ist.  Es  lässt  sich  also  jene  Grösse  a  (a*  +  pO  ^^  ^®^ 
That  als  eine  mit  der  Hälfte  des  Koefßcienten  a  multiplicirte  Summe 
der  Quadrate  zweier  Punkte  b  und  c  darstellen,  deren  Mitte  a,  und 
deren  quadrirte  Entfernung  von  der  Mitte  gleich  p^  ist.  Daraus  folgt, 
dass  man,  ohne  den  Werth  des  Ausdrucks  zu  ändern,  statt  der  Punkte 
60  6  und  c  zwei  beliebige  |  andere,  V  und  c,  nehmen  kann,  welche  gleich- 
falls a  zu  ihrer  Mitte  haben  und  von  a  eben  so  weit  abstehen  wie 
jene,  oder  anders  ausgedrückt,  welche  Endpunkte  eines  Durchmessers 
derjenigen  Kugelfläche  sind,  die  die  Linie  von  b  nach  c  zu  ihrem 
Durchmesser  hat. 

Also  auch  diese  Grösse  «(a*  +  |>^)  oder  cc{a^  -{-  A),  wo  A'  positiv 
ist,  bleibt  an  eine  Kugelfläche  geknüpft.  Wir  nennen  daher  auch  diese 
Grösse  eine  Kugelgrösse,  und  wollen  die  Fläche,  auf  welcher  sich  die 
Punkte,  als  deren  vielfache  Quadratsumme  jene  Grösse  sich  darstellen 
lässt,  ohne  Werthänderung  der  Grösse  bewegen  können,  die  MiUdfläche 
der  Kugelgrösse  nennen. 

Um   diese  Idee    der  Mittelfläche    (als   einer  mittleren)  näher   ins 

Auge  zu  fassen,  wollen  wir  eine  beliebige  Summe  von  n  Punktquadraten 

betrachten,  also  etwa 

«1*  +  «2*  H — 

oder  kürzer  geschrieben,  S«^,  so  ist  die  Mittelgrösse   dieser  Summe 

Sa  oder  ns,  wenn  s  der  Schwerpunkt  zwischen  den  Punkten  ar^,  öTj,  ... 

ist;  und  die  Abweichung  von  diesem  Schwerpunkte  5  ist  S  («  —  sy.  Das 

arithmetische  Mittel  sämmtlicher  Abweichungen  von  s  ist 
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n 


was  =  p^  gesetzt  werden  mag.    Dann  ist 

weil  beide  Seiten  gleiche  Mittelgrösse  (Sö'^'W^)  ^uid  gleiche  Ab- 
weichung von  s  (S  («  —  sy  =  np^j  haben.  Nun  ist  aber  p  der  Halb- 
messer der  Eugelfläche ,  die  wir  die  Mittelfläche  genannt  haben,  und 
ihr  Quadrat  ist  das  arithmetische  Mittel  zwischen  den  verschiedenen 
Abweichungen  der  Punktquadrate  a^*,  öj^,  ...,  oder,  denkt  man  sich 
durch  jeden  der  Punkte  a,,  a,,  . . .  eine  Eugelfläche  gelegt,  welche  die 
Mitte  s  zu  ihrem  Mittelpunkte  hat,  so  ist  die  Mittelfläche  eine  Eugel- 
fläche mit  demselben  Mittelpunkt,  deren  Inhalt  (das  heisst,  da  es  eine 
Fläche  ist,  deren  Flächeninhalt)  das  arithmetische  Mittel  ist  zwischen 
denen  jener  Kugelflächen,  daher  der  Name  der  Mittelfläche. 

Wir  nennen  somit  die  Grösse  aa^ -j- A,  wenn  a  nicht  null  ist, 
mag  nun  A  negativ  oder  positiv  sein,  ja  auch  wenn  A  null  ist,  eine 
Kugelgrösse;  ihre  Mittelgrösse  ist  aa,  ihr  Mittelpunkt  a,  ihr 
Gewicht  a,  ihre  Abweichung  vom  Mittelpunkte  ist  A,  Wir  nennen 
diese  Abweichung  A  den  Inhalt  oder  Gehalt  der  Kugelgrösse*). 
Das  vielfache  Punktquadrat  erscheint  somit  als  eine  Kugelgrösse,  deren 
Inhalt  null  ist. 

Ehe  ich  die  gewonnenen  Resultate  in  einem  Satze  zusammenfasse, 

will  ich  noch  daran  erinnern,  dass  wir  --  =  ^'  setzten,  und  wenn  Ä 

negativ  war,  j  der  Halbmesser  der  Faktorfläche   quadrirt   — A'   (also  51 
einen   positiven  Werth)  lieferte,  hingegen,  wenn  A'  positiv  war,   der 
Halbmesser  der  Mittelfläche  quadrirt  A'  selbst  lieferte.    Somit  erhalten 
wir  den  Satz: 

(Satz  22.)  Es  giebt  drei  Arten  innerer  Grössen:  die  inneren 
Streckenprodukte,  welche  den  Zahlgrössen  proportional  sindy  die  innc 
ren  Plangrössen,  weldie  den  äusseren  Plangrössen  proportional  sind,  und 
die  Kugelgrössen,  Eine  Summe  innerer  Grössen  liefert  ein  inneres 
Streckenprodukt,  eine  innere  Plangrösse  oder  eine  Kugelgrösse,  je  nachdem 


*)  Hierbei  hat  man  nicht  an  den  kubischen  Inhalt  der  Kugel  zu  denken, 
sondern,  da  die  Grösse  als  eine  quadratische  erscheint,  an  den  Flächeninhalt, 
also  an  den  Inhalt  der  Kugelflilche.  In  der  That  ist  der  Inhalt  der  Kugelgrössem 
dem  mit  dem  Koefficieuten  multiplicirten  Flächeninhalt  der  Kugelfläche  propor- 
tional, wenn  man  nur  noch  die  Kugelfläche,  wenn  sie  Mittelfläche  ist,  positiY, 
wenn  Faktorfläche,  negativ  setzt. 

25* 
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die  Mittelgrössc  null,  eine  Strecke  oder  eine  Punkigrösse  ist.  In  dem  letzten 
Falle  ist  der  Inlialt  der  Kugelgrösse  der  Abweichung  jener  Summe  von  detn 
Mittelpunkte  dieser  Kugelgrösse  gleich.  Wenn  dieser  Inhalt  null  ist,  so  ver- 
wandelt sich  die  Kugelgrösse  in  ein  vielfaches  oder  einfadies  runktquadrat; 
wenn  er  nicht  null  ist,  so  liefert  die  Summe  entweder  eine  Kugelgrösse 
mit  reeller  Faktorflädie  oder  mit  reeller  Mittdflädie,  je  nachdem  der  durch 
das  Gewicht  dividirte  InJicUt  der  Kugelgrösse  negativen  oder  positiven 
Werth  hat.  Beide  FläcJien  sind  Kugelflädien,  deren  Mittelpunkt  der  Mittel- 
punkt der  Kugelgrösse  ist;  das  Quadrat  von  dem  Halbmesser  der  Mittel- 
fläclie  ist  dem  durch  das  Getcicht  dividirten  Inhalte  gleidh,  das  Quadrat 
von  dem  Halbmesser  der  Faktorflädie  ist  das  Entgegengesetzte  dieses 
Quotienten. 

[§21.     Geometrisohe  Darstellnng  der  Summen  innerer  Grössen.] 

Es  kommt  nun  nur  noch  darauf  an,  durch  möglichst  bestimmte 
geometrische  Anschauungen  die  Summe  zweier  Kugelgrössen  oder  einer 
Kugelgrösse  mit  einer*  andern  inneren  Grösse  zu  fixiren 

Zuerst  seien  zwei  innere  Grössen  mit  reellen  Faktorflachen  (also 
Kugelgrössen  dieser  Art  oder  Plangrössen)  zu  addiren,  deren  Faktor- 
flächen sich  trefien  (schneiden,  berühren  oder  zusammenfallen):  so 
werden  sich  beide,  wenn  a  ein  gemeinschaftlicher  Punkt  ist,  in  der 
Form  axb,  aX  c  darstellen  lassen,  wo  6  und  c  beliebige  Grössen 
erster  Stufe  sind  (Strecken  oder  Punktgrössen,  je  nachdem  die  inneren 
Grössen  Plan-  oder  Kugel -Grössen  sein  sollen).  Da  ihre  Summe 
a  X  (6  +  c)  ist,  so  folgt,  dass  diese  Summe  auch  eine  innere  Grösse 
mit  reeller  Faktorflliche  ist,  deren  Faktorfläche  mit  denen  der  Sum- 
manden dieselben  Punkte  gemeinschaftlich  hat,  wie  diese  unter  sich. 
Also: 

(Satz  23a,)  Zivei  innere  Grössen  mit  reellen,  sich  treffenden  Faktor- 
flachen  liefern  als  Summe  wieder  eine  innere  Grösse  mit  reeller  Faktor- 
fläche, deren  Faktorfläche  mit  denen  der  Summanden  alle  Punkte  gemein- 
schaftlich hat,  die  diese  unter  sich  gemeinschaftlich  hohen,  und  deren  Mittel- 
grösse die  Summe  aus  den  Mittelgrössen  der  Summariden  ist. 

Hieraus  folgt  eine  höchst  einfache  Konstruktion  der  Faktorfläche 
der  Summe  unter  den  angeführten  Bedingungen.  Nämlich,  man  kon- 
struire,  wenn  die  Summe  der  Gewichte  nicht  null  ist,  nach  Satz  IG 
den  Ort  der  Mittelgrösse,  das  heisst,  die  Mitte  zwischen  den  mit  den 
zugehörigen  Gewichten  behafteten  Mittelpunkten  beider  Kugelgrössen, 
und  schlage  um  diesen  Punkt  als  Mittelpunkt  eine  Kugelfläche,  welche 
durch  einen  der  gemeinschaftlichen  Punkte  beider  Faktorflächen  geht. 
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so  ist  diese  die  Faktorfläche  der  Summe;  und  wemi  die  Summ^,|  der  62 
Gewichte  null  ist,  so  lege  man  eine  "Ebene  durch  die  gemeinschaft- 
lichen Punkte  beider  Faktorflächen,  oder  wenn  sie  sich  berühren,  eine 
in  diesem  Berührungspunkte  gleichfalls  die  beiden  Faktorflächen  be- 
rührende Ebene,  so  ist  diese  Ebene  die  Faktorfläche  der  Summe. 

Um  auch  im  allgemeineren  Falle  die  Summation  der  Eugelgrössen 
auf  geometrische  Anschauungen  zurückzuführen,  will  ich  noch  eine 
Benennung  einführen,  durch  welche  ich  die  geometrischen  Beziehungen 
zwischen  Kugelgrössen  stets  rein  geometrisch  ausdrücken  kann.  Näm- 
lich ich  werde  die  Kugelgrösse  a*  —  jp*,  welche  als  inneres  Produkt 
zweier  Punkte  (ö+i^)x(^ — P)  erschien,  schlechthin  einer  Eugel- 
fläche  gleich  setzen,  deren  Mittelpunkt  a  und  deren  Halbmesser  p  ist. 

Dann  ist  klar,  dass  a*  + 1)^,  da  es  gleich  a* —  (}/ —  Ipy  ist,  als  Kugel- 
fläche mit  reellem  Mittelpunkte  a  und  imaginärem  Halbmesser  Y —  Ip 
erscheint;  ich  will  eine  solche  eine  ideelle  Kugel  fläche,  und  die  Kugel- 
fläche a^ — p^  die  ihr  entsprechende  reelle  Kugelfläche  nennen. 
Noch  will  ich  bemerken,  dass  der  Gehalt  einer  Kugelfläche  a'  —  p^  der 
oben  angegebenen  Bestimmung  gemäss  gleich  dem  negatiten  Quadrat 
ihres  Halbmessers,  also  gleich  — p*,  der  der  ideellen  Kugelfläche  also 
positiv  ist.  Hiernach  können  wir  nun  den  obigen  Satz  23  a  auch  so 
ausdrücken: 

(Satz  23  b.)  Die  Vielfachensumme  zweier  Kugelflächen,  die  sich  treffen^ 
ist  eine  vielfache  Kugelfläche  oder  eine  Plangrösse^  je  nachdem  die  Koef- 
ficientensumme  geltenden  Werth  liat  oder  null  ist;  ihre  Fläche  hat  mit 
den  gegebenen  Kugelfläclien  dieselben  Funkte  gemeinschaftlich  ^  wie  diese 
unter  sich,  und  ihre  Mittelgrösse  ist  die  entsprechende*)  Vielfachensumme 
der  Mittelpunkte  beider  Kugelflächen, 

Namentlich  ist  die  Fläche  der  Diflferenz  zweier  sich  schneidender 
Kugelflächen  die  Ebene  des  Durchschnittes  beider,  und  die  Fläche  der 
Diflferenz  zweier  sich  berührender  Kugelflächen  die  Ebene,  welche  beide 
in  ihrem  gemeinschaftlichen  Berührungspunkte  gleichfalls  berührt. 

Ich  betrachte  nim  zuerst  die  Differenzebene  zweier  Kugelflächen 
auch  im  allgemeineren  Falle. 

[§  22.     Bifferenzebene  zweier  Kngelfläohen.] 

Es  ist  die  Differenz  zweier  Kugelflächen  A  und  B  gleich  einer 
Plangrösse,  deren  Mittelwerth  die  Diflferenz  der   beiden  Mittelwerthe 


*)  Dass  unter  der  entsprechenden  Vielfachensumme  die  mit  denselben  Koef- 
ficicnten  verstanden  ist,  bedarf  wohl  kaum  einer  Erwähnung. 
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Yon  A  und  B^  und  deren  Abweichung  Ton  irgend  einem  beliebigen 
Punkte  gleich  der  Differenz  der  Abweichungen  jener  Eugelilächen  von 
demselben  Punkte  ist.  Da  nun  die  Abweichung  der  Plangrosse  von 
einem  Punkte  ihrer.  Ebene^  aber  auch  von  keinem  andern  null  ist,  so 
ist  diese  Ebene,  das  heisst  die  Differenzebene  beider  Eugelfiachen,  der 
Ort  eines  Punktes  c^  in  Bezug  auf  weichen  die  Differenz  der  Ab- 
weichungen beider  Kugelflächen  null  ist,  das  heisst,  von  dem  beide 
Eugelflächen  gleich  weit  abweichen,  das  heisst,  eines  Punktes,  der,  wenn 

ist,  der  Gleichung 

(66)  (a  —  c)«  +  ^  —  (6  -  cY  +  B 

68  (Genüge  leistet. 

Sind  zuerst  beide  Kugelflächen  reell,  also  A  gleich  — p^,  B  gleich 
—  9*,  wo  jp  und  2  Strecken,  nämlich  die  Halbmesser  der  Kugelflächen 
sind,  so  folgt: 

(57)  (a  —  c)«-i>«  —  (6  -  cf—q". 

Liegt  nun  c  ausserhalb  der  Kugelfläche  Ay  so  ist  (a  —  c)*>p*, 
also  auch  (6  —  c)*>3*.    Dann  ist  klar  (s.  Fig.  11),  dass   die   linke 

Seite  das  Quadrat  der  von  c  an  ^, 
die  rechte  das  der  yon  c  an  £  ge- 
zogenen Tangente  ausdrückt;  also 
sind  beide  Tangenten  gleich  lang. 
Schlägt  man  daher  um  c  als  Mittel- 
punkt eine  Kugelfläche,  deren  Halb- 
messer diesen  Tangenten  gleich  ist, 
so  wird  diese  senkrecht  geschnitten 
von  den  gegebeneu  Kugelflächen  A 
und  JB.  Der  ausserhalb  der  beiden 
Kugelflächen  A  und  B  liegende  Theil 
der  Differenzebeue  ist  also  der  Ort 
für  die  Mittelpunkte  aller  von  jenen 
beiden  Kugelflächen  zugleich  senk- 
recht geschnittenen  Kugelflächen. 

Liegt  c  innerhalb  -4,  so  ist 
(a  —  cf  kleiner  als  i)*,  also  auch 
(6  —  cf  kleiner  als  g*.    Dann  wird 


Fig.  u. 


^t 


man  die  Gleichung  (57)  auch  schreiben  können: 

JP«  -  (a  —  c)«  =  g«  —  (6  —  cY 

54  Dann  ist  s  (s.  Fig.  12)  die  Hälfte  derjenigen  Sehne  in  jeder  Kugel- 
fläche,  die   durch  c  halbirt  wird,  und  die  Gleichung  sagt   aus,   dass 
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diese  Etälften  fQr  beide  KugelflädiGn  gleich  lang  siud.  Lege  ich  also 
um  c  als  Mittelpunkt  eiue  KugelSache, '  deren  Halbmesser  s  ist,  so 
wird  diese   durch  jede   der  beiden   Eugelflächen   A   und  B  gehälftei, 


nn<i  der  innerhalb  der  beiden  Kugelflächen  gelegene  Theil  der  Differenz- 
ebene  (wenn  es  einen  solchen  giebt)  ist  also  der  Ort  für  die  Mittelpunkte 
aller  durch  A  und  B  zugleich  gehälfteten  Kugelflüchen.     Also: 

(Satz  24.)  Die  Differenzä>ent  zweier  \reeUer\  Kugelßädien  ist  der  Ort 
für  die  Mittelpunkte  aller  K%iffelfläclien,  welche  von  jenen  beiden  eugleieh 
entweder  senkrecht  yesdmitten  oder  ge/iälftet  werden, 

das  heisst,  aie  ist  das,  was  man  die  Ebene  der  gleichen  Potenzen 
beider  £ugeltliichen  oder  ihre  ideelle  Durchschnittsebene  genannt  hat. 

Die  Konstruktion  dieser  Diffurejizebene  kann  man,  wenn  die  Kugel- 
fliicheii  A  uuil  B  sich  nicht  schneiden,  dadurch  leicht  auf  den  Fall 
zweier  uich  schneidenden  Kugelflächen  zurückführen,  dass  mau  Kugel- 
flächen zu  Hülfe  nimmt,  welche  die  beiden  gegebeneu  zugleich  schneiden. 
Die  Punkte  der  geraden  Linie,  in  welcher  die  ßbenen  der  beiden 
Durchschuitte  einer  solchen  Kugelfläche  mit  A  und  B  sich  unterein- 
ander schneiden,  weichen  von  diesen  beiden  Kugelflächen  gleich  weit 
ab  *) ;  konstruirt  man  also  durch  zwei  solche  schneidende  {  Kugelflächen  M 

*)  l'ntcc  <lcr  Abweichung  uinuB  Punktes  von  einer  Kngelfläcbe  verstehen  wir 
nlimlirh  dtisaclbe,  was  wir  unter  der  Abweichäng  dur  letzteren  von  dem  ersteren 

vcrataiiiten. 
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zwei  solche  «gerade  Linien, 
so  ist  die  durch  beide  ge- 
legte Ebene  die  gesuchte 
Diflereuzebene  (s.  Fig.  13). 
£s  seien  zweitens  beide 
Kugeliluchen    A    und    B 
ideell,  und  die  ihnen  zu- 
gehörigen  reellen   Kugel- 
äficheu   Ä  und  B'  seien 
\^    durch    Konstruktion     ge- 
\  geben,  so  hat  man,  wenn 
;  A  =  ;>*  und  li  =  (/y  also 

%}  und  q  somit  die  Halb- 
messer der  ihnen  ent- 
sprechenden reellen  Kugel- 
äächen  sind,  aus  (56) 

=  (6— c)^  +  3^=t'*; 

dann  ist  i;  der  Halbmesser 
einer  Ä  und  B'  zugleich 
hiilftendeu  Kugelfläche, 
deren  Mittelpunkt  c  Ist 
(s.  Kg.  14). 

Also  ist  die  Differenz- 
cbe)ie  gtveier  ideeller  Kugel- 
/läclien  der  Ort  der  Mittel- 
2>unkte  aller  Kt(gelfläcJieiiy 
tvelehe  die  jenen  ideellen  e^it- 
sprechenden  reellen  Kugel- 
flächen  hälften. 

Die  Konstruktion  die- 
*ser  Diflerenzebene  erfolgt 
leicht:  nlinilich,  mau  ziehe 
von  a  und  h  aus  die  gegen 
die  gerade  Linie  ah  senk- 
rechten Halbmesser  j)  und 
(/,  ziehe  eine  gerade  Linie, 
welche  die  Verbindungs- 
ötrecke  beider  Endpunkte 
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derselben  senkrecht  hälfbet,  und  durcli  den  Durchschnitt  c  dieser  Ge- 
raden mit  ah  lege  man  die  gegen  ah  senkrechte  Ebene,  so  ist  dies 
die  gesuchte  DifiFerenzebene,  weil  nämlich  die  um  d  als  Mittelpunkt 
durch  die  Endpunkte  der  Halbmesser  |  gelegte  Eugelfläche  die  Kugel-  ^^ 
flächen  A'  imd  f  hälftet  und  die  Differenzebene  senkrecht  gegen 
ah  ist. 

Endlich  sei  die  eine  Kugelfläche,  etwa  A^  reeU,  die  andere,  B\ 
ideell  und  B,'  die  ihr  entsprechende  reelle,  so  hat  man,  wenn  ^  =  a* — p*, 
ß  =  62  ^  g«,  also  ^  =  —  p«,  JB  =  2«  ist,  aus  (56) 

(a  -  cf  —f  =  (b  —  cy  +  3*  =  t;^ 

Dann  ist  v  der  Halbmesser  einer  um  c  als  Mittelpunkt  gelegten  Eugel- 
fläche, von  der  A  senkrecht  geschnitten,  B'  gehälftet  wird.    Also: 

Der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kugelflächen,  von  welchen  eine  ge- 
gehene  KugelfläcJie  A  senlcrecht  geschnitten ,  und  zugleich  eine  andere  B' 
gehälftet  unrd,  ist  eine  Ehene,  nämlich  die  Differenzebene  zwischen  der 
ersteren  A  und  der  der  letzteren  entspredienden  ideellen  Kugelfläche  B. 

Die  Konstruktion  dieser  Ebene  kann  man  leicht  auf  eine  der 
beiden  früheren  dadurch  zurückfuhren,  dass  man  die  Gehalte  — p* 
und  -|-  q^  um  gleich  viel  wachsen  oder  abnehmen  lässt,  und  zwar  um 
so  viel,  dass  dadurch  beide  Kugelflächei^  entweder  ideell  oder  reell  . 
werden;  die  Differenz,  also  auch  die  Differenzebene  wird  dadurch  nicht 
geändert,  imd  durch  dies  Wachsen  oder  Abnehmen  entstehen  Kugel- 
flächen, die  den  gegebenen  koncentrisch  sind,  imd  deren  Halbmesser- 
quadrate um  eben  so  viel  zu-  oder  abnehmen,  die  also  stets  leicht  zu 
konstruiren  sind. 

Es  kann  mm  noch  die  umgekehrte  Aufgabe  entstehen,  nämlich, 
wenn  von  den  beiden  Kugelflächen  A  und  B  die  eine  A,  der  Mittel- 
punkt h  der  andern  imd  die  Differenzebene  beider  (welche  dann  natür- 
lich, wenn  die  Lösung  möglich  sein  soll,  eine  gegen  die  Verbindungs- 
linie der  Mittelpunkte  senkrechte  Lage  haben  muss)  gegeben  ist,  die 
andere  B  oder,  wenn  sie  eine  ideelle  sein  sollte,  die  ihr  entsprechende 
reelle  Kugelfläche  B'  durch  Konstruktion  zu  finden. 

Ist  die  gegebene  Kugelfläche  A  eine  reelle,  so  ist,  wenn  sie  die  Dif- 
ferenzebene schneidet  oder  berührt,  die  andere  Kugelfläche  B  dadurch  be- 
stimmt, dass  sie  die  Differenzebene  in  derselben  Kreislinie  schneidet  oder 
in  demselben  Punkte  berührt.  Schneidet  hingegen  die  reelle  Kugelfläche  ^4 
die  gegebene  Differenzebene  nicht,  so  hat  man  nur  um  den  Punkt  rf,  worin 
die  Verbindungslinie  ah  beider  Mittelpunkte  die  Differenze'bene  schneidet, 
eine  die  gegebene  Kugelfläche  A  senkrecht  schneidende  Kugelfläche  F 
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zu  legen.  Dann  ist,  wenn  b  ausserhalb  F  liegt,  diejenige  um  6  ge- 
legte Kugelfläche  B,  welche  gleichfalls  F  senkrecht  schneidet,  die 
gesuchte;  wenn  aber  h  innerhalb  der  Kugelfläche  F  liegt,  so  ist  B 
eine  ideelle  Kugelfläche,  und  die  ihr  entsprechende  reelle  B'  ist  dann 
die  von  F  gehälfbete  Kugelfläche,  welche  b  zum  Mittelpunkte  hat 

Ist  aber  A  eine  ideelle  Kugelfläche,  und  die  ihr  entsprechende 
reelle  Ä^  ist  durch  Konstruktion  gegeben,  so  hat  man  nur  den  auf 
ab  senkrechten  Halbmesser  p  der  Kugelfläche  Ä  zu  ziehen,  und  durch 
den  Endpunkt  dieses  Ebdbmessers  eine  Kugelfläche  F  zu  legen,  welche 
den  Durchschnitt  d  der  Verbindungslinie,  ab  und  deV  Differenzebene 
zum  Mittelpunkte  hat,  so  ist  wieder  die  gesuchte  Kugelfläche  B  ent- 
weder die,  welche  von  F  senkrecht  geschnitten  wird,  oder  die  gesuchte 
Kugelfläche  B  ist  ideell  und  die  entsprechende  reelle  B'  die,  welche 
von  F  gehälfbet  wird. 

[§  23.     VielfiMhenBonunen  von  Kugelflttohen.] 

Nachdem  ich  nun  die  Eigenschaften  der  Differenzebene  entwickelt 

habe,  gehe  ich  zu  der  allgemeineren  Aufgabe  über,  die  Fläche  F  ^iner 

67  YielfiBkchensumme  j  aA  -{-  ßB  zweier  Kugelflächen  A  und  B  zu  kon- 

struiren,  oder,  wenn  sie  ideell  sein  sollte,  die  ihr  entsprechende  reelle  F\ 

Ist  a  -{•  ß  <=  0,  also  ^  =  —  «,  so  wird  jene  Vielfachensumme 
gleich  a{A  —  B)  und  liefert  also  eine  Plangrösse,  deren  Ebene  der 
Differenzebene  A  —  B  identisch  und  also  nach  dem  Früheren  gefunden 
ist.  Wir  nehmen  also  an,  a  +  /J  sei  nicht  null;  dann  ist  die  Summe 
eine  Kugelgrösse,  deren  Gewicht  {a  +  ß)  ist,  die  also  in  der  Form 
(a  -{-  ß)  F  dargestellt  werden  kann,  wo  F  die  gesuchte  Kugelfläche 
ist.    Man  hat  also 

(59)  aA  +  ßB  =  (a-i'  ß)  F. 

Soll  diese  Gleichung  richtig  sein,  so  muss  (nach  Satz  18)  erstens  die 
Mittelgrösse  beider  Seiten  gleich  sein,  das  heisst,  der  Mittelpunkt  von 
F  muss  die  Mitte  zwischen  den  mit  den  Koefficienten  a  und  ß  be- 
hafteten Mittelpunkten  von  A  und  B  sein,  wodurch  also  der  Mittel- 
punkt von  F  gefunden  ist.  Zweitens  muss  nach  demselben  Satze  die 
Abweichung  beider  Seiten  yon  jedem  beliebigen  Punkte  r  gleich  sein; 
es  sei  diese  Abweichung  einer  Kugelgrösse  A  von  einem  Punkte  r  der 
Kürze  wegen  mit  Ar  bezeichnet,  so  muss 

(60)  aAr  +  ßBr  =  («  +  /3)  Fr 

sein;  und  umgekehrt,  wenn  der  Mittelpunkt  von  F  auf  die  angegebene 
Weise  bestimmt  ist,  imd  die  Abweichungen  in  (59)  von  irgend  einem 
Punkte  gleich  sind,  so  ist  die  Gleichung  (59)  richtig,  alles  dies  nach 
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Satz  18.  Ist  nun  c  irgend  ein  Punkt  der  Differenzebene  zwischen 
A  und  Bj  so  hat  man  nach  dem  Obigen  Ac^=  Bc'i  wird  also  dies  in 
(60)  substituirt;  nachdem  man  c  statt  r  gesetzt  hat,  so  erhält  man 

(a  4- /3)  ^  =  («  + /3 >  n, 

also,  da  a  +  /3  nicht  null  ist, 

das  heisst,  ein  Punkt,  welcher  von  zwei  oder  (da  der  Schluss  sich  auf 
beliebig  viele  Glieder  ausdehnen  lässt)  von  mehreren  Kugelflächen  gleich 
weit  abweicht,  weicht  auch  von  der  Kugelfläche  jeder  Vielfachensumme 
derselben,  wenn  die  Koefficientensumme  nicht  null  ist,  um  d)en  so  viel  ab; 
und  für  unsern  Fall  ergiebt  sich,  dass,  wenn  eine  Kugelgrösse  die 
Summe  zweier  andern  ist,  die  Differenzebenen  zwischen  je  zwei  der 
zu  ihnen  gehörenden  Eugelflächen  zusammenfallen,  und  auch  umge- 
kehrt, wenn  dies  der  Fall  ist  und  zugleich  die  Mittelgrösse  der  einen 
Kugelgrösse  die  Summe  aus  denen  der  andern  beiden  ist,  so  ist  auch 
jene  Kugelgrösse  die  Summe  dieser  beiden. 

Hieraus  ergiebt  sich  die  Konstruktion  der  Summenfläche  F  sehr 
leicht.  Nämlich,  man  konstruire  die  Differenzebene  Ä  —  B  und  die 
Mitte  zwischen  aa  und  ßb  (wo  a  und  b  die  Mittelpunkte  von  A  und  B 
sind)  und  lege  um  diese  Mitte  nach  der  oben  angegebenen  Kon- 
struktionsweise eine  Kugelfläche,  welche  mit  A  gleichfalls  die  Ebene 
A  —  B  als  Differenzebene  hat,  so  ist  dies  die  gesuchte  Kugelfläche 
der  Summe. 

[Sohlussbetraolittuigen.] 

Hiermit  glaube  ich  die  wichtigsten  Gesetze  über  innere  Produkte 
zweier  Grössen  erster  Stufe  abgethan  zu  haben.  Freilich  liegt  in  dem 
Früheren  noch  unmittelbar  ein  Keim  zu  einer  vollständigeren  Auf- 
fassung des  inneren  Produktes,  {  ein  Keim,  dessen  Entfaltung  durch  58 
den  Gang  der  früheren  Entwickelung  gleichsam  geboten  wird  und 
daher  zur  organischen  Einheit  des  Ganzen  nothwendig  erscheint. 

Nämlich  wir  hatten  schon  in  Erklärung  6  und  7  und  den  daraus 
folgenden  Sätzen  die  inneren  Produkte  von  zwei  Ausdehnungen  höherer 
Stufen  gewonnen,  deren  jede  als  äusseres  Produkt  von  Strecken  er- 
schien; und  andrerseits  hatten  wir  in  dem  Uebertragungsgesetze  (Satz  12) 
und  in  der  darauf  gebauten  Erklärung  8  das  Verfahren  aufgestellt, 
wie  man  aus  solchen  Gleichungen,  in  denen  nur  Strecken  vorkommen, 
die  entsprechenden  Gleichungen  ableiten  kann,  in  denen  statt  der 
Strecken  Punkte  eintreten.  So  erhalten  wir  dann  statt  der  Ausdehnungs- 
grössen,  welche  zu  inneren  Produkten  verknüpft  waren,  Produkte  von 
Punkten,  das  heisst  Elementargrössen  höherer  Stufen  (s.  Grassmanns 
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Aüsdehnungslehre,  zweiter  Abschnitt).  Und  wir  Iiaben  in  Satz  13  schon 
nachgewiesen,  dass  die  sämmtlichen  Gesetze,  welche  für  die  inneren 

-  Produkte  der  Aasdehnungsgrossen  allgemein  gelten,  auch  für  diejenigen 
Elementargrossen  oder  überhaupt  für  diejenigen  Grossen  gelten  müssen, 
welche  hervorgehen,  wenn  man  statt  der  Strecken,  als  deren  Produkte 
jene  Ausdehnungsgrossen  erschienen,  beliebige  Punktgrössen  setzt. 

Es  käme  also  nur  noch  darauf  an,  die  anschauUchen  Begriffe 
dieser  Verknüpfungen,  deren  Gesetze  yermoge  des  angeführten  Satzes 
gegeben  sind,  darzulegen.  Da  jedoch  die  Art  dieser  Darlegung  keine 
Schwierigkeit  mehr  darbietet,  indem  sie  ganz  nach  der  Analogie  des 
für  die  inneren  Produkte  zweier  Punkte  ausgeführten  Verfahrens  fort- 
schreitet, so  glaube  ich,  dieselbe  hier  übergehen  zu  dürfen.  Dagegen 
würde  die  Auffassung  des  Quotienten,  die  wir  bisher  ganz  übergangen 
haben,  und  namentlich  des  Quotienten   nicht   paralleler  Strecken    zu 

•  neuen,  von  allen  frühereu  ganzlich  verschiedenen  Verknüpfungen, 
namentlich  zu  den  Gesetzen  des  Poteuzirens,  Radicirens  und  Logarith- 
mirens  räumlicher  Grossen  führen,  in  denen  der  Winkel  als  Potenz- 
exponent oder  als  Logarithmus  erscheint.  Doch  da  dies,  wie  man 
schon  aus  den  gänzlich  neuen  Verknüpfungsweisen,  die  hierbei  auf  die 
Geometrie  übertragen  werden,  abnehmen  kann,  eine  ganz  neue  Ent- 
wickelungsreihe  gegeben  haben  würde,  deren  Uinanführung  bis  zu 
einem  Punkte,  von  dem  aus  sich  die  Einheit  des  Ganzen  übersehen 
liesse,  eine  Eiitwickelung  von  grosserem  Umfanj^e  als  die  vorliegende 
herbeigeführt  haben  würde,  und  da  zugleich  diese  Entwickelungsreihe 
zwar  an  die  Leibniz'sche  Charakteristik  sich  gleichfalls  anschliessen 
lässt,  aber  doch  nicht  so  eng  mit  ihr  verkettet  ist,  wie  die  hier  ge-^ 
gebene  Analyse:  so  glaubte  ich  durch  sie,  wie  wichtig  und  für  die 
Anwendung  fruchtreich  sie  auch  sein  mag,  doch  den  Umfang  dieser 
Abhandlung  nicht  vermehren  zu  dürfen.  Auch  glaube  ich,  dass  die 
hier  gegebene  Eutwickelung  schon  genügen  wird,  um  zu  zeigen,  wie 
richtig  Leibniz  die  eigenthümlichen  Vortheile  einer  rein  geometrischen 
Analyse  im  Voraus  angeschaut  habe. 

Leibniz  hebt  hier  hervor,  dass  die  Auflösung  einer  geometrischen 
Aufgabe  durch  Hülfe  dieser  Analyse  zugleich  die  Losung,  die  Kon- 
struktion und  den  Beweis,  und  zwar  auf  eine  natürliche  Weise  und 
auf  solchen  Wegen,  die  durch  die  Analyse  selbst  mit  Nothwendigkeit 
sich  ergeben,  liefere*).    Da  nun  in  der  hier  dargelegten  Analyse  jede 

69  Gleichung   nur   der   in  |  die  Form   der  Analyse    gekleidete   Ausdruck 


*)  Mais  cette  nouveUe  characteristique  .  ,  .  ne  manquera  de  donncr  en  mane 
tetnps  la  soltUion  et  la  construction  et  la  detnonstration  geometrigue ,  le  tout  d'une 
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einer  geometrischen  Beziehung  ist,  und  diese  Beziehung  in  der  Glei- 
chung, ohne  durch  willkührliche  Grössen  —  wie  etwa  die  Koordinaten 
der  gewöhnlichen  Analyse  —  yerhüllt.zu  sein,  rein  und  klar  sich  aus- 
spricht und  daher  aus  ihr  ohne  Weiteres  abgelesen  werden  kann ;  und 
da  ferner  jede  Umgestaltung  einer  solchen  Gleichung  nur  der  Aus- 
druck einer  ihr  zur  Seite  gehenden  Konstruktion  ist,  so  folgt,  dass  in 
der  That  durch  die  angegebene  Analyse  die  analytische  Auflösung  einer 
geometrischen  Aufgabe  gleichzeitig  mit  der  Konstruktion  und  mit  dem 
Beweise  derselben  erfolgt.  Da  femer  nichts  Willkührliches,  was  mit 
der  Natur  der  Aufgabe  in  keinem  nothwendigen  Zusammenhange  steht, 
wie  die  Koordinaten  der  analytischen  Geometrie,  eingeführt  zu  werden 
braucht,  so  muss  die  Art  der  Lösung  auch  stets  die  der  Natur  der 
Aufgabe  gemässe  sein,  und  da  sie  die  Form  der  Analyse  hat,  auch  eine 
noth wendige,  bei  der  von  keinem  ümhersuchen  nach  Auflösungs- 
methoden die  Rede  sein  kann.  Damit  auch  in  der  letzteren  Beziehung 
diese  Analyse  allen  Anforderungen  genüge,  müsste  freilich  die  Theorie 
der  Gleichungen,  das  heisst  die  Art,  wie  unbekannte  Grössen  aus  ihnen 
eliminirt  werden  können,  vollständig  entwickelt  werden.  Aber  man 
sieht,  wie  diese  Theorie  nach  den  zu  Grunde  gelegten  Principien 
wenigstens  möglich  ist. 

Ferner  hebt  er  als  einen  wesentlichen  Vorzug  der  geometrischen 
Analyse  hervor,  dass  man  durch  sie  die  Mechanik  fast  wie  die  Greo- 
metrie  müsste  behandeln  können,  und  überhaupt  nur  vermittelst  ihrer 
hoffen  dürfe,  in  die  mathematische  Behandlung  der  Physik  tiefer  ein- 
zudringen, imd  zum  Beispiel  die  innere  Konstitution  der  Naturkörper 
zu  erforschen*).  Nun  glaube  ich  in  der  oben  angeführten  Anwendung 
auf  die  Mechanik  gezeigt  zu  haben,  wie  sich  in  der  That  die  Mechanik 
durch  diese  Analyse  auf  rein  geometrische  Weise  behandeln  lasse, 
woraus  dann  schon  hervorgeht,  dass  diese  Behandlungs weise,  auf  die 
Physik  überhaupt  übergetragen,  die  mathematische  Behandlimg  der 
Physik  auf  eine  ausgezeichnete  Weise  vereinfachen  würde,  wovon  ich. 


maniere  naturelle  et  par  une  analyse,  &e8t  ä  dire  par  des  voyes  determinees.  Und 
weiterhin  sagt  er:  Mais  Vutüite  principaU  consiste  dans  les  consiquences  et  rai- 
sonnemens,  qui  se  peuvent  faire  par  les  Operations  des  caracteres,  qui  ne  sgauroient 
8'ej:primer  par  des  figures  .  .  . ,  au  Heu  que  ceite  methode  meneroit  seurement  et 
Sans  peine. 

*)  Er  sagt:  Je  crois,  qu'on  pourroit  manier  par  ce  moyen  la  mecaniqtie  presque 
comme  la  geometrie  und  Unfiti  je  n^espere  pas,  qu'on  puisse  aller  assez  loin  en 
physique,  avant  que  d'avoir  trouv6  un  tel  abrege  ....  Cependant  il  y  a  quelque 
esperance  d'y  arriver  (nämlich  dazn,  die  innere  Konstitution  der  zusammenge- 
setzten StoiFe  zu  erforschen),  qnand  cette  annlyse  veritablement  giometrique  sera 
etabJie. 
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wenn  es  der  Kaum  gestattet  hätte,  noch  leicht  Beispiele  aus  der  Optik, 
der  Akustik,  der  Elektrodynamik  und  anderen  Zweigen  der  Physik 
hatte  geben  können.  Auch  glaube  ich  endlich,  dass  man  nicht  mehr 
weit  davon  entfernt  ist,  die  innere  Konstitution  der  Naturkörper,  das 
heisst^  die  Lage  ihrer  einfachen  oder  zusammengesetzten  Atome  gegen 
einander  zu  ergründen;  jedenfalls  ist  klar,  schon  aus  den  Anwendungen, 
welche  diese  Analyse  auf  die  Krystallgestalten  gestattet  (vgl.  Grass- 
manns Ausdehnungslehre  §  171),  dass  dabei  die  neue  Analyse  unent- 
behrlich sein  würde,  wenn  man  nicht  durch  Einführung  von  Ko- 
ordinaten und  anderem  die  Behandlung  störenden  Apparate  die 
Anschaulichkeit  yemichten  und  die  Methode  in  unnütze  Weitläuftig- 
keiten  verwickeln  wollte. 
60  Endlich  findet  sich  am   Schlüsse  -  der  Leibniz'schen  Darstellung 

noch  eine  merkwürdige  Stelle,  in  welcher  er  die  Anwendbarkeit  dieser 
Analyse  auch  auf  Gegenstände,  die  nicht  räumlicher  Natur  sind,  mit 
deutlichen  Worten  ausspricht,  aber  hinzufügt,  dass  es  nicht  möglich 
sei,  hiervon  in  wenigen  Worten  einen  klaren  Begriff  zu  geben*). 

Nun  lassen  sich  in  der  That,  wie  dies  in  Grassmanns  Ausdeh- 
nungslehre duit^hweg  geschehen  ist,  alle  Begriffe  und  Gesetze  der  neuen 
Analyse  ganz  unabhängig  von  der  räumlichen  Anschauung  entwickeln, 
indem  sie  rein  an  den  abstrakten  Begriff  eines  allmäligen  (stetigen) 
Ueberganges  geknüpft  werden  können ;  und  es  ist  leicht  zu  sehen,  wenn 
man  einmal  diese  Idee  des  rein  begrifflich  gefassten  stetigen  Ueber- 
ganges in  sich  aufgenommen  hat,  dass  auch  die  in  dieser  Abhandlung 
entwickelten  Gesetze  dieser  von  der  räumlichen  Anschauung  gelösten 
Auffassung  fähig  sind.  Dadurch  ist  dann  auch  dieser  Gedanke  Leib- 
nizens  verwirklicht,  so  dass,  wie  es  mir  scheint,  nun  nichts  mehr  übrig 
bleibt,  was  wesentlich  dazu  beitragen  könnte,  um  die  Kichtigkeit  alles 
dessen,  was  er  von  der  geometrischen  Analyse  behauptet,  abgerechnet 
einzelne  Uebertreibungen,  die  aber  mehr  im  Ausdruck  liegen  als  in 
der  Sache,  ins  Licht  zu  setzen,  und  um  auch  an  diesem  Gegenstaude 
die  bewundernswürdige  Bjraft  eines  Geistes  zu  erkennen,  der  von 
den  ersten  Anfängen  einer  unübersehbar  grossen  Entwickelungsreihe 
aus,  die  ganze  Wichtigkeit  dieser  Entwickelungsreihe  und  die  wesent- 
lichen und  eigenthümlichen  Vortheile,  welche  sie  darbieten  müsse,  zu 
überschauen  vermochte. 


•)  Je  n'ay  qu'ime  remarque  ä  ajouter,  &est  q%te  je  vois,  qu'ü  est  possible, 
d'eiendre  la  caracteristique  jusqu'aux  choses,  qui  ne  sont  pas  sujettes  ä  VimagiruUian, 
mais  cela  est  trop  important  et  va  trop  lotn^  pour  que  je  me  puüse  expliquer  la- 
dessHS  en  peu  de  paroles. 


^♦^- 
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der  wichtigsten  Stellen ,  an  denen  die  vorliegende  Ausgabe  der  A^  yon 
dem  Texte  der  Ausgabe  von  1878  abweicht*). 


S.  IV,  Z.  2  V.  u.  (8,  Z.  2  V.  u.):  A^  hat  irrtümlich  p.  164.  —  S.  V,  Z.  16  v.  u. 
(9,  Z.  6  V.  o.):  A/  hat:  „umsetzen".  —  S.  VIII,  Z.  16  v.  u.  (11,  Z.  14  v.  u.)  „eine" 
fehlt  in  A/.  —  S.  XI,  Z.  7  v.  u.  (14,  Z.  14  v,  o.)  A,'  hat  „Halbdurchmesser".  — 
S.  XXrV,  Z.  13  V.  u.  (26,  Z.  4  v.  o.):  in  A/  fehlt  „eher**.  —  S.  XXIX,  Z.  6  v.  u. 
(29,  Z.  8  v.o.):  „Element  derselben  c".  —  S.  XXXI,  Z.  10 f.  v.o.  (30,  Z.  9 f.  v.o.): 
„herrscht  —  hervor".  —  S.  1,  Z.  2  v.  u.  (33,  Z.  2  v.  u.):  „Einl.  Nr.  13".  —  S.  11, 
Z.  9  V.  u.  (48,  Z.  ö  V.  o.):  „der  zweite  Ausdruck  ist  nach".  —  S.  12,  Z.  3  v.  u, 
(48,  Z.  3  V.  u.):  A/  hat  „Anmerkung".  — 

S.  17,  Z.  6  V.  u.  (48,  Z.  12 v.u.):  „Element  desselben  Ausdehnungsgebildes  c".  — 
S.  18,  Z.  18  V.  0.  (49,  Z.  11  V.  0.):  A/  hat  „Strecken"  statt  „Elemente".  —  S.  21,  Z.  7 
V.  0.  (61,  Z.  7  V.  u.) :  „so  hebt  sich".  —  S.  24,  Z.  12  v.  o.  (64,  Z.  5  v.  u.) :  „wieder  eine  Strecke 
bleibt".  —  S.  26,  Z.  18—16  v.u.  (66,  Z.6  v.u.):  „indem  ich  das  Endelement  des  zweiten 
Qliedes  entweder  einer  anderen  Aenderungsweise  unterwerfe,  oder  es  in  derselben 
Aenderungsweise  vor-  oder  zurückschreiten  lasse,  so  . . .",  was  zum  Mindesten  unklar 
ist.  —  S.  26,  Z.  18  V.  u.  (57,  Z.  11  v.  o.):  „o"  statt  „a".  —  S.  27  Z.  3  v.  o.  (57,  Z.  16  v.  u.): 
„den  Aenderungen".  —  S.  27,  Z.  14  u.  10  v.  u.  (S.  58,  Z.  9  u.  13  v.  o.):  „Es  seien 
die  beiden  Elemente  des  Systems  a  und  P"  und:  „Aenderungen;  es  kommt  nun 
zunächst".  —  S.  29,  Z.  8  v.  u.  (00,  Z.  9  v.  o.)  fehlen  die  Punkte  nach  (ftj  +  5j), 
ebenso  S.  31,  Z.  13  v.  o.  (61,  Z.  9  v.  u.)  die  Punkte  nach  a,  6,  c.  —  S.  31,  Z.  8  v.  u. 
(62,  Z.  9  v.o.):  „Und  dies  statt  a^  substituirt"-  —  S.  32,  Z.  14  v.o.  (62,  Z.  12  v.u.): 
„Element  des  Systems  p".  —  S.  36,  Z.  3  v.  u.  (66,  Z.  2  v.  u.):  „Gegenläufigen 
(s.  oben)".  —  S.  37,  Z.  5  u.  17  v.  o.  (67,  Z.  4  u.  17  v.  o.):  „von  demselben*^  und 
„als  in  den  andern".  —  S.  38,  Z.  10  v.u.  und  39,  Z.  1  v.  o.  (68,  Z.  18  u.  14  v.  u.) 
steht  §  19.  —  S.  40,  Z.  6  v.  o.,  8  und  3  v.  u.  (69,  Z.  6  v.  u.,  70,  Z.  14  u.  3  v.  u.): 


•)  Unter  A/  ist  hier  überall  die  Ausgabe  von  1878  zu  verstehen.  Die  ersten 
Seitenzahlen  beziehen  sich  immer  auf  A/,  die  in  Klammem  eingeschlossencA  auf 
die  vorliegende  Ausgabe.  Dahinter  ist  jedesmal  die  Lesart  von  A/  angegeben 
und  zwar  ohne  Bemerkung,  wenn  die  Originalausgabe  von  1844  mit  A/  überein- 
stimmt. Solche  Stellen,  an  denen  in  der  vorliegenden  Ausgabe  der  Text  der 
Originalausgabe  wiederhergestellt  ist,  sind  durch  ein  „A/  hat"  oder  „in  A/  fehlt" 
kenntlich  gemacht.  Die  in  der  vorliegenden  Ausgabe  gemachten  Zusätze  sind  hier 
nicht  mit  aufgeführt,  da  sie  im  Texte  durch  Einschliessen  in  eckige  Klammem 
ausgezeichnet  sind. 
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„Punkt  ausserhalb  derselben  D";  „Punkte  R  die  Summe  [RA]  -\-  -  --  darstelle"; 
„bezeichne"  statt  „verstehe".  —  S.  44,  Z.  16  v.  o.  (74,  Z.  10  v.  o.):  „besser  so 
auf:".  — 

S.  48,  Z.  14  V.  u.  (78,  Z.  9  v.  c):  A/  hat  „genannten  Satze".  —  S.  60, 
Z.  19  V.  o.  (80,  Z.  2  V.  0.):  „lagen"  statt  „liegen".  —  S.  62,  Z.  14  v.  o.  (81, 
Z.  7  V.  u.):  „so  gilt  für  sie  der  Begriff".  —  S.  63,  Z.  8  v.  o.  u.  11  v.  u.  (82,  Z.  17 
V.  u.  u.  83,  Z.  2  V.  0.):  §  20  u.  §  10  statt  §  19  u.  §  9;  ebenso  auf  S.  66,  Z.  3  u.  12 
V.  0.  (84,  Z.  26  u.  17  v.  u.).  —  S.  56,  Z.  6  u.  1  v.  u.  (86,  Z.  3  u.  7  v.  o.)  statt  & .  (a  +  6^ 
und  b .  a  steht:  a .  (6  -f  a^)  und  a  ,b.  —  S.  69,  Z.  1  v.  o.  (88,  Z.  7  v.  o.):  „nach 
§  33  das  Produkt".  —  S.  60,  Z.  14  v.  u.  (89,  Z.  7  v.  u.):  „gesetzt  war**.  —  S.  61, 
Z.  3  V.  u.  (91,  Z.  2  V.  u.):  in  A/  fehlt  „Seite".  —  S.  63,  Z.  8  v.  u.  (93,  Z.  2  v.  o.): 
„ist,  und  die  obige  Auflösung  ergab".  —  S.  68,  Z.  8  v.  o.  u.  2  v.  u.  (97,  Z.  6 
V.  0.  u.  2  V.  u.):  §  26  u.  §  116  statt  §  26  u.  §  120;  ebenso  S.  72,  Z.  1  v.  o.  (100, 
Z.  5  V.  u.):  §  31  statt  §  32  und  auf  S.  77,  Z.  8  u.  15  v.  o.  (105  Z.  6  v.  u.,  106, 
Z.  5  V.  0.)  §  34  statt  §  35.  —  S.  76,  Z.  17  v.  u.  (105,  Z.  12  v.  o.):  „Dieser  sei 
zwischen  Ä  und  B  c,  zwischen".  —  S.  80,  Z.  12  v.  o.  (109,  Z.  1  v.  o.):  „in  dem 
Systeme  vierter  Stufe".  —  S.  83,  Z.  13  u.  8  v.  u.  (112,  Z.  14  u.  19  v.  o.):  §  36 
statt  §  34  u.  §  36  statt  §  35,  36.  —  S.  88,  Z.  17  v.  u.  (116,  Z.  5  v.  u.):  A/  hat 
„zugleich"  statt  „sogleich".  —  S.  92,  Z.  9  v.  o.  (120,  Z.  12  v.  o.):  „jedenfalls 
müsste  dieselbe".  —  S.  104,  Z,  3  v.  u.  (132,  Z.  8  v.  u.):  „von  diesen  neuen  Grössen".  — 
S.  124,  Z.  17  V.  u.  (161,  Z.  8  v.  u.):  A/  hat:  „Festhalten".  — 

S.  132,  Z.  9  V.  u.  (159,  Z.  11  v.  u.):  A/  Hat  „man  erhält".  —  S.  133,  Z.  21  u.  8  v.  u. 
(160,  Z.  13  V.  o.  u.  13  V.  u.):  an  der  ersten  Stelle  hat  A/:  „Gleichung",  an  der  zweiten 
haben  beide  Ausgaben:  „Abweichung  dieses  Elementes  [^a]".  —  S.  135,  Z.  8  u.  10 
v,  0.  (161,  Z.  7u.  5v.  u.):  „angehört"  und  „dass  aber  schon  die  Gleichheit  der  Ele- 
mentargrössen  erfolgt".  Für  „angehört"  ist  „zugehört"  gesetzt  worden  nach  S.  148, 
Z.  13  V.  o.  (174,  Z.  12  v.  u.).  —  S.  138,  Z.  14  v.  u.  und  139,  Z.  11  v.  u.  (165, 
Z.  10  V.  o.  und  166,  Z.  10  v.  o.):  „Abweichungswerthe  und  umgekehrt  gehören" 
und:  „die  Gewichte  gleich  setzt  und  die  Abweichungen  von  irgend  einem  Ele- 
mente". --  S.  147,  Z  5  V.  u.  (174,  Z.  10  v.o.)  hat  A/:  „wie  wir  ihn  in  der".  — 
S.  148,  Z.  16  V.  u.  (174,  Z.  3  v.  u.):  „ihrer  Theile".  —  S.  160,  Z.  16  v.  o.  (176, 
Z.  8  V.  u.):  „Dies  Produkt".  —  S.  154,  Z.  14  v.  o.  (180,  Z.  16  v.  u.):  „Vielfachen- 
summe". —  S.  164,  Z.  4  V.  u.  (190,  Z.  9  v.  u.):  „reinen"  statt  „starren".  —  S.  167, 
Z.  9  u.  6  V.  u.  (193,  Z.  17  u.  13  v.  u.)  fehlt  in  A/  beide  Male  „drei".  —  S.  170, 
Z.  8  V.  u.  (196,  Z.  20  V.  u.):  §  89  statt  §  88.  —  S.  172,  Z.  2  v.  o.  (197,  Z.  13  v.  u.) 
hat  A/  „eine"  statt  „seine".  — 

S.  182,  Z.  12  V.  o.  u.  9  V.  u.  (207,  Z.  14  v.  o.  u.  11  v.  u.)  an  der  ersten  Stelle 
§  47  statt  §  61,  an  der  zweiten  „und  es  überdies".  —  S.  186,  Z.  2  v.  u.  (210,  Z.  2 
V.  u.):  „Produktes"  statt  „Systemes".  —  S.  194,  Z.  3  u.  7  v.  o.  (218,  Z.  9  u.  13  v.o.): 
„welcher  mit  D"  und  „wie  das  erste";  ebenda  Z.  4  v.  u.  (219,  Z.  2  v.  o.)  fehlt 
in  A,':  „ganzen".  —  S.  196,  Z.  1  v.  u.  (220,  Z.  2  v.  u.)  „für  die"  statt  „für  beide".  — 
S.  201,  Z.  4  V.  u.  und  202,  Z.  2  v.  o.  (226,  Z.  16  u.  12  v.  u.)  sind  „ersten"  und 
„zweiten"  vertauscht.  —  S.  203,  Z.  8  v.  o.  (226,  Z.  13  v.  u.)  fehlt  in  A/  „hier".  — 
S.  204,  Z.  3  V.  u.  und  205,  Z.  2  v.  o.  (228,  Z.  22  u.  18  v.  u.)  fehlt  in  A/  „ein".  — 
S.  207,  Z.  7  v.o.  (230,  Z.  18  v.  o.):  „gilt,  es  auch  für  Beziehungsgrössen,  also".  — 
S.  208  Z.  10  V.  0.  (231,  Z.  18  v.  u.)  fehlt  in  A/:  „selbst".  —  S.  210,  Z.  4  v.  u. 
(234,  Z.  4  V.  0.)  „der  Multiplikation  und  Division  zur  Addition  und  Subtraktion", 
während  doch  von  der  Division  erst  im  folgenden  Paragraphen  gesprochen  wird.  — 
S.  213,  Z.  17  u.  2  V.  u.  (236,  Z.  18  u.  2  v.  u.):  „n-ter"  statt  „7i-ter".  —  S.  216, 
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Z.  8  V.  o.  (238,  Z.  4  v.  o.):  „lassen"  statt  „lasst".  —  S.  218,  Z.  10  v.  u-.  (241, 
Z.  11  T.  o.):  „zurückgeht";  ebd.  Z.  8  v.  u  (Z.  13  y.  o.)  hat  A,'  „Stufenzahlen" 
statt  „Stufenzahl".  —  S.  221,  Z.  8  v.  u.  (244,  Z.,8  v.  o.)  steht  fälschlich  ,,nadb'' 
statt  ^^nabd^*.  — 

S.  228,  Z.  7  Y.  0.  und  6  y.  u.  (260,  Z.  10  y.  o.  und  6  y.  u.)  stehen  A  und 
§  188  statt  A'  und  §  186.  —  S.  2S1,  Z.  7  y.  o.  (268,  Z.  9  y.  o.):  „im  zweiten 
Kapitel  dieses  Abschnittes".  —  S.  284  Anm.  (266  Anm.)  überall  D  statt  S.  In 
der  gegenwärtigen  Ausgabe  ist  S  gewählt,  weil  I>  auf  der  nächsten  Seite  in 
ganz  anderer  Bedeutung  Torkommt.  —  S.  237,  Z.  2  y.  u.  (269,  Z.  1  y.  u.)  fehlt 
in  Aj'  „auch".  —  S.  239,  Z.  2  u.  10  v.  o.  (260,  Z.  11  u.  8  y.  u.)  „Vielfachensumme*' 
und  „welcher**.  —  S.  244,  Z.  7  v.  o.  (266,  Z.  18  y.  u.)  „Abschattung**.  —  S.  246, 
Z.  2  u.  7  Y.  0.  (266,  Z.  16  u.  21  y.  o.)  „gebildeten"  und  „erzeugten**.  —  S.  247, 
Z.  14  Y.  0.  (268,  Z.  6  V.  u.)  steht:  „(nach  §  167)**.  —  S.  266,  Z.  6  y.  u.  (277,  Z.  3 
T.  o.):  ^das  Produkt  Q.R.Ä  (nach  §  139)  ein  reines**.  —  S.  266,  Z.  11  y.  o.  (277, 
Z.  17  Y.  0.)  hat  A/  „rein**  statt  „reine**.  —  S.  268,  Z.  3  y.  o.  (279,  Z.  6  y.  o.) 
§  138  statt  §  168;  ebd.  Z.  16  y.  u.  (16  y.  u.)  „nach  dem  ersten  Satze  des  Yorigen 
Paragraphen**,  was  unrichtig  ist.  — 

S.  264,  Z.  18  V.  u.  (286,  Z.  2  Y.  o.)  fehlt  in  A/  das  Wort  „mehr**.  —  S.  266, 
Z.  13  Y.  u.  (287,  Z.  1  Y.  0.):  „in  welchen**  statt  „in  welcher**.  Auf  dieser  und  auf 
den  folgenden  Seiten  steht  in  beiden  Ausgaben  oft  PS  statt  SP^  {ah)S  statt 
5(a&),  u.  s.  w.  Dieser  Wechsel  in  der  Schreibart,  der  nur  stOrend  wirken  kann, 
ist  in  der  vorliegenden  Ausgabe  beseitigt.  —  S.  269,  Z.  7  y.  o.  (289,  Z.  16  y.  o.) 
hat  A/  „gleich  eins  sein  wird**.  —  S.  271,  Z.  11  y.  o.  (291,  Z.  16  y.  o.):  „welche** 
statt  „welches**.  —  S.  274,  Z.  3  y.  o.  (294,  Z.  4  y.  o.)  hat  A/  „fortgesetzt**  statt 
„festgesetzt**.  —  S.  281,  Z.  4  v.  o.  (300,  Z.  11  y.  o.)  hat  A/:  „Aufg.  18'*.  —  S.  284, 
Z.  6  V.  o.  (802,  Z.  1  Y.  u.)  hat  A/:  „§  13— §  20**.  — 

In  dem  alphabetischen  Verzeichnisse  der  gebrauchten  Eunstausdrücke  A^', 
S.  294  f.,  befinden  sich  mehrere  Fehler,  die  hier  (S.  313  f.)  verbessert  sind.  End- 
lich sind  auch  in  dem  Inhaltsverzeichnisse  einige  kleine  Aenderungen  angebracht, 
die  anzuführen  nicht  lohnt.  Schliesslich  ist  noch  zu  bemerken,  dass  die  Figur  6  a 
auf  S.  57  der  vorliegenden  Ausgabe  ursprünglich  die  Nummer  17  hat.  Diese 
Aenderung  ist  eine  Folge  davon,  dass  die  Figuren  jetzt  in  den  Text  aufgenommen 
worden  sind. 


Verzeiclmiss 

der  wichtigsten  Stellen,  an  denen  die  vorliegende  Ausgabe  der  geome- 
trischen Analyse  von  dem  Texte  der  Originalausgabe  abweicht*). 

S.  8,  Z.  11  v.  u.  (334,  Z.  2  v.  u.):  „welche  an  ihr  haftet**.  —  S.  14,  Z.  9  u. 
17  V.  0.  (342,  Z.  3  u.  12  v.  o.):  „entwickeln**  und  „liegen**.  —  S.  16,  Z.  16  v.  u. 


*)  Die  zuerst  stehenden  Seitenzahlen  beziehen  sich  auf  die  Originalausgabe 
der  geometrischen  Analyse,  die  eingeklammerten  auf  die  vorliegende  Ausgabe. 
Hinter  den  Seitenzahlen  steht  jedesmal  der  Wortlaut  der  Originalausgabe.  Die 
Zusätze  der  vorliegenden  Ausgabe  sind  nicht  mit  angenommen  (vgl.  die  Anm. 
zu  S.  400). 
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(344,  Z.  5  V.  0.):  „welche  von  der  Art  sind".  —  S.  16  (344)  fehlt  die  Gleichungs- 
nummer (19).  —  S.  21,  Z.  8  V.  0.  (350,  Z.  10  v.  u.):  „so  bleibt  mir  zu  beweisen"; 
ebd.  Z.  18  V.  o.  (351,  Z.  2,  3  v.  o.):  „Ausdehnungslehre  §  55  und  56".  —  S.  22, 
Z.  6,  7  v.o.  (352,  Z.  2  v.o.):  „so  sind  noch".  —  S.  24,  Z.  11  v.o.  (354,  Z.  14  v.u.): 
„das  Produkt  ^.6".  —  S.  31,  Z.  4  v.  o.  (363,  Z.  15  f.  v.  o.):  „Verlängerung  von 
pq  über  p  hinaus".  —  S.  32,  Z.  2  v.  o.  (864,  Z.  23  v.  o.)  hat  die  Originalausgabe: 
„u.  8.  w.,  so  geht  durch",  dieses  „u.  s.  w."  ist  aber  überflussig.  —  S.  34  —  36 
(367  —  369)  sind  in  der  Originalausgabe  die  Differentialquotienten  in  fette  Klam- 
mern eingeschlossen,  die  ganz  unnöthig  sind  imd  geradezu  unschön  aussehen.  — 

F 

S.  34,  Z.  2  V.  u.  (367,  Z.  2  v.  u.):  „die  Funktion  — ".  —  S.  36  ff.  (370  ff.)  sind  in 

c 

der  Originalausgabe  die  Summenzeichen  S  sehr  fett  und  jedesmal  oben  noch  mit 
wagerechten  Strichen  versehen.  —  S.  37  (370)  fehlt  in  allen  Gleichungen  von  (32  c) 
bis  (32  d)  bei  den  X  der  Faktor  2. 

S.  37,  39  und  40  (371,  373,  375)  tragen  im  Original  drei  verschiedene  Glei- 
chungen die  Nummer  (35);  in  der  vorliegenden  Ausgabe  ist  daher  die  erste  mit 
(34  a),  die  d^tte  mit  (36)  bezeichnet  imd  dementsprechend  die  Gleichung  (36) 
auf  S.  40  (375)  mit  (36a).  —  S.  41,  Z.  15  v.  o.  (376,  Z.  1  v.  c):  „Setzen  wir  übrigens 
in  (36)  X  gleich  r".  —  S.  42,  Z.  16  f.  v.  o.  (377,  Z.  11  v.  o.):  „so  hat  man  nur 
a  gleich  ßy".  —  S.  44  (379)  sind  in  der  Originalausgabe  die  beiden  Sätze  18  und  18a 

als  Satz  18  bezeichnet.  —  S.  45  (380)  in  Gl.  (48)  steht  „r*Sa"  statt  „r'Sa".   — 

S.  46,  Z.  13  V.  o.  (381,  Z.  5  v.  u.):  „Zahlengrössen".  —  S.  47,  Z.  3  v.  o.  (382, 
Z.  8  V.  u.):  „dessen  einer  Faktor  der  Hälfte  ihrer  Mittelgrösse";  ebd.  Z.  17  v.  u. 
(383,  Z.  15  V.  0.):  „hervorgeht";  ebd.  Z.  14  u.  11  v.  u.  (383,  Z.  17  u.  14  v.  u.): 
„ist,  letztere  für  irgend  einen  Punkt  r".  —  S.  48,  Z.  18  u.  11  v.  u.  (384,  Z.  12  u. 
2  V.  u.):  „dessen  einer  Faktor  die  Hälfte  p"  und  „welche  mit  der  Hälfte  p  der 
Mittelgrösse".  —  S.  49,  Z.  9  u.  11  v.  o.  (386,  Z.  19  u.  17  v.  u.)  fehlen  a  und  —  a.  — 
S.  49,  Z.  8  V.  u.  (386,  Z.  12  v.  o.):  „ap*"  statt  „ap-".  —  S.  51,  Z.  2  v.  o.  (387, 
Z.  14  v.u.):  „liefert".  —  S.  51,  Z.  14  v.  o.  (388,  Z.  7v.  o.):  „positiven  oder  negativen 
Werth  hat";  ebd.  Z.  20,  19  v.  u.  (388,  Z.  18  v.  u.):  „Grössen  erster  Stufen".  — 
S.  52,  Z.  18  V.  0.  (389,  Z.  19  v.  u.):  „Satz  23".  —  S.  53,  Z.  1  v.  o.  (390,  Z.  13  v.  o.): 
„null"  statt  „reell".  —  S.  56,  Z.  11  v.  u.  (394,  Z.  5  v.  o.):  „die  von  F  senkrecht 
gehälft^te  Kugelfläche". 

Noch  ist  zu  bemerken,  dass  das  Original  weder  in  Paragraphen  eingetheilt 
ist,  noch  Kopf  Überschriften  hat,  die  den  Inhalt  der  einzelnen  Seiten  angeben. 
Femer  sind  im  Original  die  Figuren  nicht  nummerirt,  mit  Ausnahme  der  jetzigen 
Figuren  Nr.  5  und  6,  die  im  Original  die  Nummern  1  und  2  haben;  überdies 
sind  die  Figuren  Nr.  2,  4,  5,  6,  7  und  11  der  jetzigen  Ausgabe  im  Vergleich  mit 
dem  Original  etwas  verkleinert.  Endlich  ist  im  Original  die  Bezeichnung  „Er- 
klärung" und  „Satz"  jedesmal  unter  dem  Text  als  Anmerkung  beigefügt;  um  die 
üebersichtlichkeit  zu  erhöhen,  sind  diese  Bezeichnungen  jetzt  in  den  Text  auf- 
genommen worden. 
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Amnerküngen 

zur  Ausdehnungslehre  von  1844. 

(Die  Seitenzahlen  beziehen  sich  auf  die  vorliegende  Ausgabe.) 


S.  19,  Z.  3  — lö  V.  o.  und  Z.  4  v.  u. —  S.  20,  Z.  4  v.  o.  Diese  beiden  ein- 
geklammerten Stellen  rühren  von  Y.  Schlegel  her.  Grassmann  hatte  nämlich, 
als  er  starb,  die  Vorrede  zur  zweiten  Auflage  erst  im  Entwürfe  vollendet  und 
V.  Schlegel  übernahm  es  auf  Wunsch  der  Söhne  Grassmanns,  die  zur  Abrundung 
des  Ganzen  erforderlich  scheinenden  Zusätze  einzufügen. 

S.  21,  Z.  12—14  V.  0.  Der  Sinn  dieser  Worte  ist:  Die  neuen  Gegenstände, 
die  in  dem  nicht  erschienenen  zweiten  Bande  der  Ausdehnungslehre  von  1844 
behandelt  werden  sollten,  sind  in  der  Vorrede  zu  dieser  Ausdehnungslehre  nur 
theilweise  erwähnt.  In  der  Ausdehnungslehre  von  1862  sind  diese  Gegenstände 
behandelt;  ganz  neu  hinzugekommen  u.  s.  w. 

S.  24 — 69.  Es  erscheint  angezeigt,  hierzu  einige  allgemeine  Bemerkungen 
zu  machen. 

Es  ist  bekannt  genug,  dass  die  halbphilosophische  Fassung  der  Ausdehnungs- 
lehre von  1844  die  Ursache  gewesen  ist,  dass  dieses  merkwürdige  Werk  so  lange 
Zeit  nicht  zu  der  ihm  gebührenden  Anerkennung  hat  kommen  können.  Grass- 
manns  ausgesprochene  Absicht  war,  alle  seine  Begriffe  womöglich  gleich  in  der 
allgemeinsten  Form  darzustellen,  deren  sie  fähig  sind;  er  suchte  überall  das  Ge- 
meinsame zusammenzufassen,  die  einfachen  Grundgedanken  hervorleuchten  zu 
lassen,  das  Nebensächliche  und  Wechselnde  in  den  Hintergrund  zii  drängen.  End- 
lich sollte  sein  ganzes  Gebäude  von  Geometrie  und  Analysis  unabhängig  sein, 
nur  zur  Erläuterung  und  Veranschaulichung  seiner  allgemeinen  Begriffe  erlaubte 
er  sich  die  Geometrie  heranzuziehen  (vgl.  S.  46  Anm.).  Verdankt  nun  auch  sein 
Werk  diesem  Bestreben  sehr  wesentliche  Vorzüge,  die  es  in  einzelnen  seiner  Theile 
geradezu  als  vorbildlich  erscheinen  lassen,  imd  ist  Grassmann  auch  auf  diesem 
Wege  zu  äusserst  wichtigen  Einsichten  in  die  Principien  der  mathematischen 
Wissenschaften  gelangt  —  wir  erinnern  beispielsweise  nur  an  seine  Theorie  der 
synthetischen  und  der  analytischen  Verknüpfungen  und  an  seine  allgemeine  Auf- 
fassung der  Multiplikation  —  so  kann  doch  nicht  geleugnet  werden,  dass  Grass- 
mann  in  seinem  Streben  nach  Allgemeinheit  zuweilen  den  festen  Boden  unter 
den  Füssen  verloren  hat. 

Das  gilt  namentlich  von  den  Grundbegriffen,  auf  denen  in  dem  vorliegenden 
Werke  die  Ausdehnungslehre  aufgebaut  wird.  Diese  Grundbegriffe  sind  viel  zu 
unbestimmt,  viel  zu  inhaltlos,  als  dass  sich  solche  Folgerungen  aus  ihnen  ziehen 
lassen,  wie  sie  von  Grassmann  gezogen  werden.  Man  braucht,  um  sich  davon 
zu  überzeugen,  nur  zum  Beispiel  die  Definition  des  Elementes  in  §  13  mit  dem 
zu  vergleichen,  was  alles  später  mit  eben  diesen  Elementen  gemacht  wird. 

Das  Element  soll  das  Besondere  schlechthin  sein,  ohne  allen  realen  Inhalt; 
durch  eine  Aenderung  entsteht  aus  einem  Elemente  a  ein   anderes  h.     Was   soll 
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es  nun  heissen,  wenn  gesagt  wird,  dass  aus  dem  Element  b  durch  eine  gleiche 
Aenderung  ein  neues  Element  c  entsteht?  Wie  ist  es  überhaupt  möglich ,  eine 
Aenderung  von  a  mit  einer  Aenderung  von  b  zu  vergleichen  und  von  gleichen 
Aenderungen  zu  reden?  Was  soll  endlich  der  Begriif  der  stetigen  Aenderung  be- 
deuten? Alle  diese  Begriffe  und  natürlich  auch  die  aus  ihnen  gezogenen  Schlüsse 
schweben  in  der  Luft. 

Nicht  minder  unbefriedigend  ist,  was  Grassmann  über  das  Parallelenaxiom 
sagt  und  überhaupt  über  die  Grundbegriffe  der  Geometrie  (§  22).  Die  Begriffe 
„Richtung"  und  „gleiche  Konstruktionen"  sind  genau  so  unklar,  wie  die  Begriffe 
„stetige  Aenderung"  und  „gleiche  Aenderungen". 

Sehen  wir  von  Grassmanns  geometrischen  Axiomen  ab,  deren  Grebrechen 
allerdings  unheilbar  zu  sein  scheinen,  so  liegt  die  Sache  glücklicher  Weise  nicht 
so  schlimm,  wie  es  den  Anschein  hat.  Thatsächlich  hat  Grassmann  mit  den 
„  Aenderungen'*,  von  denen  ausgehend  er  sein  System  der  Ausdehnungslehre  be- 
gründet, nichts  andres  gemeint,  als  die  Parallelverschiebungen: 

x'.  =a:.  +  a.  (i—  1,2  ...) 

in  einem  mehrfach  ausgedehnten  Räume.  Setzt  man  an  die  Stelle  jener  inhalt- 
losen „Aenderungen"  diesen  konkreten  Begriff,  den  Grassmann  nicht  aus  der 
Analysis  herübemehmen  wollte,  so  wird  zwar  die,  doch  nur  scheinbar  vorhandene, 
Unabhängigkeit  der  Ausdehnungslehre  von  der  übrigen  Mathematik  eingeschränkt, 
dafür  gewinnen  aber  die  Grimdvorstellungen  einen  greifbaren  Inhalt*).  Die 
weiteren  Entwickelungen  lassen  ohnehin,  so  viel  wir  sehen,  an  Strenge  nichts  zu 
wünschen  übrig. 

Wir  wollen  gleich  noch  auf  einen  andern  Punkt  aufmerksam  machen. 

Grassmann  selbst  glaubte  in  seiner  Ausdehnungslehre  ein  Universalinstru- 
ment für  die  geometrische  Forschung  geschaffen  zu  haben,  dessen  Hauptvorzug 
er  in  der  Vermeidung  willkürlicher  Koordinatensysteme  erblickte.  Die  dieser  Auf- 
fassung zu  Grunde  liegende  Vorstellung  von  dem  Wesen  der  Geometrie  können 


*)  Man  kann  übrigens  den  „Aenderungen"  auch  noch  eine  allgemeinere  Be- 
deutung unterlegen.  Wenn  Grass  mann  sagt,  durch  dieselbe  Aenderung,  durch 
die  aus  a  das  Element  b  entsteht,  entstehe  aus  b  ein  neues  Element  c,  so  schwebt 
ihm  dabei,  allerdings  in  sehr  unklarer  Form,  der  Begriff  „Transformation  eines 
mehrfach  ausgedehnten  Raumes"  vor,  denn  eine  solche  Transformation  ordnet 
allerdings  jedem  Punkte  des  Raumes  eine  Aenderung  zu  und  alle  diese  Aenderungen 
kann  man  einander  gleichsetzen,  weil  sie  sämmtlich  aus  derselben  Transformation 
entspringen.  Die  Voraussetzungen,  die  Grassmann  über  seine  Aenderungen 
macht  (vgl.  namentlich  §  17),  kommen  nunmehr  nach  Lies  Ausdrucksweise  ein- 
fach darauf  hinaus,  dass  in  einem  n-fach  ausgedehnten  Räume  n  eingliedrige 
Gruppen  angenommen  werden,  deren  infinitesimale  Transformationen  einen  Punkt 
von  allgemeiner  Lage  nach  gerade  n  unabhängigen  Richtungen  fortfahren  und 
deren  endliche  Transformationen  paarweise  mit  einander  vertauschbar  sind. 
Diese  n  eingliedrigen  Gruppen  bestimmen  dann  eine  n-gliedrige  einfach  transitive 
Gruppe  mit  paarweise  vertausch  baren  Transformationen  und  diese  Gruppe  kann 
nach  einem  Satze  von  Lie  durch  eine  Punkttransformation  in  die  Gruppe  aller 
Translationen  des  betreffenden  Raumes  übergeführt  werden.  Denmach  kommen 
wir  hier  von  einem  allgemeineren  Standpunkte  aus  auf  die  Parallelverschiebungen 
zurück. 
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wir  heute  ^  genauer  so  ausdrücken,  dass  es  im  Grande  die  Eigenschaften  ge- 
wisser Trans  form  ationsgrnppen  waren,  die  damals  aosschliessiich  oder  nahezu 
ausschliesslich  den  Inhalt  der  geometrischen  Forschung  bildeten.  Allein  mit  diesen 
Transformationsgruppen  ist  der  Inhalt  der  Geometrie  noch  keyieswegs  erschöpft. 
Jetzt,  wo  wir  namentlich  durch  die  Arbeiten  yon  Lie  Ton  der  ausserordentlichen 
Mannigfaltigkeit  der  Gruppen  und  von  der  zu  einer  jeden  gehörigen  „Geometrie*^ 
das  heisst  „Inyariantentheorie",  eine  genauere  Vorstellung  haben,  müssen  wir 
sagen,  dass  es  ein  solches  üniTcrsalinstrument,  wie  es  Grassmann  in  seiner 
Ausdehnungslehre  zu  besitzen  glaubte,  nicht  giebt  und  nicht  geben  kann. 

In  der  That  handelt  es  sich  in  der  Ausdehnungslehre  tou  1844  vorwiegend 
um  gewisse  Algorithmen,  die  zu  ganz  bestimmten  Transformationsgruppen  ge- 
hören. Es  sind  das  im  Wesentlichen  die  allgemeine  projektiTe  Gruppe  und  die 
Gruppe  der  affinen  Transformationen  ^.  In  der  „geometrischen  Analyse"  und  in 
der  Ausdehnungslehre  Ton  1862  konmien  zu  diesen  beiden  Gruppen  noch  die 
Gruppe  der  Drehungen  um  einen  festen  Punkt  und  die  umfassendere  Gruppe  der 
Euklidischen  Bewegungen. 

Der  allgemeinen  projektiven  Gruppe  gegenüber  sind  die  Gleichungen  der  A| 
invariant,  aus  denen  die  Masswerthe  der  Ausdehnungsgrössen  wieder  herausfallen, 
also  die  in  §  165—170  behandelten  Beziehungen.  Zur  Gruppe  der  affinen  Trans- 
formationen gehören  die  übrigen  in  A|  behandelten  Gleichungen,  in  denen  der 
MasBwerth  eine  wesentliche  Bolle  spielt,  zum  Beispiel  die  Gleichungen  von  der 
Form:  a  -{-  &  -j-  c  =»  0,  wenn  a,  &,  e  Ausdehnungsgrössen  sind.  In  dem  ganzen 
Werke  kommen  von  Operationen  nur  die  Addition,  sowie  die  äussere  und  die  ein- 
gewandte Multiplikation  zur  Verwendung.  Die  in  A^  noch  nicht  behandelte  innere 
Multiplikation,  die  in  der  „geometrischen  Analyse*'  und  noch  ausführlicher  in  A^ 
entwickelt  wird,  gehört  zu  den  beiden  letzten  der  oben  genannten  Gruppen. 

Der  hier  ausgesprochene  Gedanke,  dass  die  wichtigsten  Entwickelung^n  der 
Ausdehnungslehre  zu  ganz  bestimmten  Gruppen  in  Beziehung  stehen  und  dass 
ausserhalb  dieses  Gebietes  der  Kalkül  der  Ausdehnungslehre  seine  Bedeutung  und 
seine  Brauchbarkeit  verliert,  würde  noch  deutlicher  werden,  wenn  wir  hier  die 
Beziehungen  der  Ausdehnungslehre  zu  der  Invariantentheorie  jener  Gruppen  dar- 
legen könnten.  Das  erfordert  jedoch  umfangreichere  Auseinandersetzungen,  die 
einer  besonderen  Darstellung  vorbehalten  bleiben  müssen.      (Study  und  Engel.) 

Zu  §  3 — 10.  Die  hier  besprochenen  Gesetze:  Vereinbarkeit  der  Glieder  (§  3), 
Vertäu schbarkeit  der  Glieder  (§  4)  und  das  Gesetz  über  die  Beziehung  der  Multi- 
plikation zur  Addition  (§9  und  10)  bezeichnet  man  jetzt  mit  den  Namen:  des 
associativen,  des  commutativen  und  des  distributiven  Gesetzes.  Diebeiden 
letzten  Namen  sind  nach  H.  Hankel  (Theorie  der  comploxen  Zahlensysteme, 
Leipzig  1867,  S.  3)  bereits  von  Servois  eingeführt  worden,  der  erste  wahrschein- 
lich von  Hamilton,  bei  dem  er  sich  schon  1843  findet.  Die  ganz  allgemeine  Auf- 
fassung der  Verknüpfungsgesetze  ist  aber  jedenfalls  Grassmanns  Eigentbum. 


*)  Nachdem  Lie  1871  den  allgemeinen  Begriff  der  continuirlicben  Trans- 
formationsgruppe aufgestellt  hatte,  zeigte  F.  Klein  1872  in  seinem  Programm: 
„Vergleichende  Betrachtungen  über  neuere  geometrische  Forschungen"  (wieder- 
abgedruckt in  den  Math.  Ann.  Bd.  43),  dass  sich  die  verschiedenen  geometrischen 
Theorien  in  der  im  Texte  angegebenen  Weise  auffassen  lassen. 

**)  Das  Wort  „affin"  im  gewöhnlichen  Sinne  genommen,  also  nach  Lie  die  unge- 
meine lineare  Gruppe.  Grassmann  braucht  das  Wort  affin  in  allgemeinerer  Bedeutung. 
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S.  39.  Das  Zeichen  für  die  indifferente  Form  ist  hier  genau  so  wiederge- 
geben, wie  es  in  der  Originalausgabe  Yon  1844  steht. 

S.  41,  Z.  15  Y.  u.  „Zu  dem  Ende  —  bestimmt  sein**.  Es  ist  nicht  einzu- 
sehen, warum  die  eine  Verknüpfungsweise  durch  die  andere  bestimmt  sein  muss; 
jedenfalls  trägt  der  Satz  zur  Klarheit  des  Ganzen  nichts  bei  und  könnte  ohne 
Schaden  weggelassen  werden;  man  brauchte  dann  nur  im  Folgenden  für  „Begriffis- 
bestimmung"  zu  setzen  „Beziehung'S 

S.  66,  Z.  14  Y.  o.:  „den  partiellen  Satz**,  nämlich  den,  der  sich  auf  die  ent- 
gegengesetzte Richtung  bezieht. 

S.  67,  Z.  12  ff.  T.  0.  Man  braucht  nur  an  die  Kugel  zu  denken,  um  einzu- 
sehen, dass  dieser  Beweis  nicht  Stich  hält. 

S.  73  ff.  Grassmann  gebraucht  das  Wort  „Kraft**  in  doppeltem  Sinne, 
nämlich  einmal  in  dem  gewöhnlichen  Sinne  und  dann  da,  wo  wir  „Bewegungs- 
grösse**  sagen  würden.  Später  (S.  97)  sagt  Grassmann  in  demselben  Sinne  „Be- 
wegung**. (Study.) 

S.  108,  §  51.  Die  Entwickelungen  dieses  Paragraphen  sind  insofern  nicht  ganz 
Yollständig,  als  die  Frage  unerledigt  bleibt,  ob  der  in  §  47—50  betrachtete  Fall 
der  einzige  ist,  in  dem  die  Summe  zweier  Ausdehnungen  höherer  Stufe  wieder 
eine  Ausdehnung  giebt.  Es  lässt  sich  allerdings  beweisen,  dass  diese  Frage  zu 
bejahen  ist,  aber  weder  in  A^  noch  in  A,  findet  man  einen  Beweis  dafür,  ob- 
wohl sich  Grassmann  später  mehrfach  darauf  beruft. 

S.  115,  erste  Anm.:  dieses  Versprechen  wird  in  §  105  nicht  eingelöst;  Ygl.  je- 
doch die  Anm.  zu  §  105,  auf  S.  174. 

S.  117,  Z.  13  V.  u.:  „Momenten  dreier  Axen**,  richtiger  wäre  „in  Bezug  auf 
drei  Axen**;  ebd.  Z.  7  y.  u.  muss  es  heissen:  „die  durch  denselben  Punkt  geht 
und  in  derselben  Ebene  liegt**.  Uebrigens  kommen  die  Sätze  des  §  59  schon  1837 
in  der  Statik  von  Möbius  vor  (ges.  Werke.  Bd.  DI),  und  sind  vermuthlich 
noch  älter. 

S.  122,  Z.  11—8  V.  u.:  Man  erinnere  sich,  dass  die  beiden  Produkte  unter 
den  Voraussetzungen  des  Satzes  sicher  von  Null  verschieden  sind. 

S.  124,  Z.  16  V.  u.:  Vorher  war  angenommen  worden,  dass  A,  B,  C  von  ein- 
ander unabhängig  seien  und  das  ist  gleichbedeutend  mit  der  Voraussetzung,  dass 
C  von  Ä,  von  B  und  von  dem  Produkte  AB  unabhängig  sei  (vgl.  S.  112). 

S.  126,  Z.  5  V.  0.:  „also  auch  durch  Wiederholung  derselben  Schlussreihe**. 
•  Diese  Worte  sind  unverständlich,  es  muss  etwa  heissen:  „also  auch,  wenn  man 
auf  beiden  Seiten  die  Faktorenreihe:  d ,e  ,. ,  hinzufügt**. 

S.  128,  Z.  12  V.  0.:  „nach  §  47**,  vgl.  die  oben  zu  S.  108  gemachte  An- 
merkung. 

S.  137,  Z.  10—14  V.  0.:  Jede  Zahlengrösse  gehört  nämlich  jedem  beliebigen 
Systeme  an  (vgl.  S.  147),  ist  aber  nach  der  Definition  auf  S.  112  von  jeder  Aus- 
dehnung 9n-ter  Stufe  unabhängig,  da  sie  die  Stufenzahl  Null  besitzt  und  m  -f-  0 
nicht  >  m  ist. 

S.  146,  Z.  6  v.  0.  Nach  „also**  denke  man  sich  hinzu:  „ein  geltender  Werth 
von  ^'**. 

S.  147,  Z.  3  V.  0.:  „von  ihnen**,  nämlich  von  allen  Ausdehnungen  des  Systems. 

S.  153,  Z.  6  V.  0.:  nach  „auf  das**  denke  man  sich  hinzu:  „zu  diesem  einen 
Richtstück  gehörige**. 

S.  156  f.  Diese  Eliminationsmethode  ist  schon  1840  von  Sylvester  im 
„Philosophical   magazinc**   angegeben   worden,   aber  auch  die    Sylvester  sehe 
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Methode  ist  nicht  wesentlich  Terschieden  Ton  einer,  die  Jacobi  bereits  1836  ent- 
wickelt hat  (Grelles  Journal  Bd.  16,  S.  101—124;  Jacobis  ges.  Werke  Bd.  III, 
S.  296-820). 

S.  180,  Z.  7  T.  n.:  q  soll  natürlich  das  Gewicht  Eins  haben. 

S.  181,  Z.  8  Y.  o.  Hierbei  ist  als  selbstTerständlich  angenommen,  dass  die 
Summe:  a  4-  6  -f-  •  •  •  —  1  ist.    Dasselbe  gilt  für  S.  182,  Z.  8  y.  u. 

S.  184,  Z.  6  Y.  u.  Die  Ausdehnung  einer  starren  Elementargrösse  ist  das 
wahre  Bild  dieser  Elementargrösse,  Ygl.  Anhang  III,  Nr.  16  (S.  303). 

8.  186,  Z.  2  Y.  u.  Jede  Ausdehnungsgrösse  ist  ja  in  der  Form:  {a  —  ß) .  A 
darstellbar,  wo  a  und  ß  Elemente  Yom  Gewichte  Eins  sind  und  A  eine  Aus- 
dehnungsgrösse. Da  nun  {a  —  ß) .  A  =^  a .  A  —  ß  .  A  ist,  so  hat  die  Ausweichung 
Yon  (a  —  ß^j.A  den  Werth :  il  —  A  —  0. 

S.  188,  Z.  3,  4  Y.  0.:  a.A  und  P  müssen  selbstTerständlich  von  gleicher 
8tufe  sein. 

8.  191,  Z.  12  ff.  V.  0.  Das  „nur**  ist  eben  nicht  bewiesen,  vgl.  oben  die  An- 
merkung zu  3.  108. 

8.  198,  Anm.  Im  ersten  Bande  seiner  Mdcanique  analytique  (ges.  Werke 
Bd.  XI)  sagt  Lagrange:  „en  prenant  le  mot  de  moment  dans  le  sens  que  Galilce  lui 
a  donn^,  c'est  a  dire  pour  le  produit  de  la  force  par  sa  Yitesse  virtuelle**  (I  part., 
sect.  II,  no.  2).  Das  Moment  in  dem  jetzt  üblichen  Sinne  bezeichnet  Lagrange 
als  „moment  relatif  ä  un  axe  de  rotation**  (I  part.,  sect.  III,  no.  6). 

8.  203,  Z.  11  u.  26  Y.  o.  Beide  Male  müsste  es  eigentlich  heissen:  Zwei 
gleichwirkende  Vereine  von  Kräften. 

8.  204,  Z.  8—10  Y.  0.  Besondere  Fälle  dieses  Satzes  sind  schon  auf  8.  117 
angegeben. 

8.  206  ff.  Die  Schwerfälligkeit  in  dieser  Darstellung  der  Theorie  des  ein- 
gewandten Produktes  rührt  zum  grössten  Theil  von  dem  Bestreben  her,  beide  Pro- 
dukte, das  äussere  und  das  eingewandte,  unter  einen  Hut  zu  bringen,  also  einen 
Satz  zu  formuliren,  wo  ihrer  zwei  hätten  formulirt  werden  müssen.  In  der  Aus- 
dehnungslehre von  1862  ist  die  Theorie  des  eingewandten  (regressiven)  Produkte» 
durch  die  Einführung  des  Begriffs  der  Ergänzmig  wesentlich  vereinfacht. 

S.  208.  Hier  und  im  Folgenden  lässt  Grassmann  bei  äusseren  Produkten 
immer  den  Punkt  weg,  weil  er  ihn  zur  Bezeichnung  der  eingewandten  Multi- 
plikation braucht.    Vgl.  8.  219  und  den  Anhang  III,  Nr.  22,  S.  310. 

S.  210,  Z.  8 — 7  Y.  u.     Eigentlich  ist  ja  soeben  angenommen   worden,  dass 

alle  in  Betracht  gezogenen  Grössen,  also  auch  die  beiden  Faktoren  des  Produktes 

dem  Beziehungssysteme  angehören! 

8.  224.    Unter   den  Voraussetzungen   des   §  136   bestehen   Gleichungen   von 

der  Form: 

B  «  CB\    A.^DBA'==  J)CB'A\ 

wo  jK,  Z),  C,  B\  Ä  von  einander  unabhängig  sind.    Demnach  wird  nach  S.  218: 

EI)C  ,B  =  EBG  .  CB'  ^  EBCB' .  C  =^  EDB  .  C 
und  ebenso: 

EBB  .  A  =  EDCB' .  DCB'A 

«  EDCB'A' .  DGB'  =  EA  .  DB 

EDC  .  A  =  EDC .  DCB'A' 

=  EDCB'A'  .  DC  =  EA  .  DC. 

S.  228,  Z.  7  V.  u.:  nach  „grösser**  denke  man  sich  hinzu:  „wird  als  im 
ersten  Falle**. 


Anmerkungen  zur  Ausdehnungslehre  von  1844.  409 

S.  234,  Z.  15  ff.  T.  0.  Gleichartige  Beziehungsgrössen  sind  natürlich  solche, 
die  dasselbe  Hauptsystem  haben  und  deren  „eigenthümliche  Werthe  in  Bezug  auf 
das  Hauptmass**  (S.  218)  gleichartig  sind. 

S.  237,  Z.  13  V.  0.:  vgl.  auch  §  133. 

S.  250,  Z.  13  T.  0.    Nur  ist  in  §  142  die  Abschattung  gar  nicht  erwähnt. 

S.  254,  Anm.  Weil  nämlich  auf  S.  250  ausdrücklich  Yorausgesetzt  ist,  dass 
A  dem  Systeme  LG  angehört. 

S.  256,  Anm.  1:  weil  nämlich:  AB  ^  — L' d~  *==  — c"t>—  ==  ^  ^^^* 

S  256,  Anm.  2:  „im  ersten  Falle^^  s.  S.  255,  Z.  22  ff.  y.  o.  und  insbesondere 
Z.  11  V.  u. 

S.  257,  Z.  12  Y.  0.:  „nach  §  153,  das  heisst,  nach  S.  254,  Z.  6  y.  u.  bis  S.255, 
Z.  16  Y.  0.,  es  ist  also:  M'  «  A'B\  iV  «  B'G\ 

S.  257  Anm.  Der  Beweis  kann  durchsichtiger  so  geführt  werden:  31,  N 
und  B  mögen  der  Reihe  nach  die  Stufenzahlen  /Lt,  v  und  ß  haben;  dann  ist  das 
M  und  N  gemeinschaftliche  System  Yon  der  Stufe  /*  +  v  —  p.  Nun  hat  C  mit  B 
nur  N  gemein  und  beide  haben  als  nächstumfassendes  System  das  Hauptsystem, 
also  hat  C  die  Stufenzahl  h-{-v  —  ß ;  andrerseits  hat  C  mit  M  kein  andres 
System  gemein  als  das  gemeinschaftliche  Yon  M  und  N,  also  ist  die  Stufenzahl 
des  C  und  M  gemeinschaftlichen  Systems  gleich  fi-{-v  —  ß  und  demnach  die 
Stufenzahl  des  Systems,  das  C  und  M  zunächst  umfasst,  gleich 

h-{-v  —  ß  -{•  fi  —  {fi  -{-  V  —  ß)  =  h, 

S.  272.  Jeder  der  drei  Ausdrücke  auf  Z.  14,  17  u.  19  y.  o.  stellt  ein  ge- 
wöhnliches Doppel verhältniss  Yon  vier  Punkten  auf  einer  Geraden  dar,  und  man 
übersieht  in  jedem  einzelnen  Falle  leicht,  zu  welchen  vier  Punkten  das  betreffende 
DoppelYcrhältniss  gehört.  Neu  ist  dagegen  das  auf  Z.  21  v.  o.  angegebene  Doppel- 
Yerhältniss  Yon  Yier  Geraden  im  Baume.  Da  dieses  DoppelYcrhältniss  bisher  Yon 
den  Geometem  nicht  beachtet  worden  zu  sein  scheint,  so  ist  es  wohl  nicht  über- 
flüssig, zu  zeigen,  dass  man  Yon  dieser  Grösse  eine  einfache  —  allerdings  irratio- 
nale —  geometrische  Deutung  geben  kann.  Sie  lässt  sich  nämlich  als  das  Pro- 
dukt zweier  gewöhnlicher  DoppelYcrhältnisse  darstellen  und  kann  daher  nach 
v.  Staudts  Regel  konstruirt  werden. 

Wir  Yerstehen  unter  a,  h^  c,  d  vier  Punkte,  die  in  einer  Geraden  G  liegen, 
und  benutzen,  zur  Unterscheidung  Yon  den  nachher  zu  betrachtenden  räumlichen 
Grössen,  die  runde  Klammer,  um  die  auf  das  Gebiet  G  bezügliche  äussere  Multi- 
plication  zu  bezeichnen.    Wir  haben  dann: 

(ab)  (cd)  -f  (ac)  (db)  +  (ad)  (6c)  «  0; 

demnach  bestehen  zwischen  den  Grössen: 

^(ab)(cd)  {ac)(db)  {ad)(bc) 

'       (ad) (cb) '        »  ""  {ab) {de) '      ^  '^  {ac)  {bd) 

zwei  bilineare  Gleichungen,  aus  denen  die  Relation:  did^d^=^  —  1  folgt.  Die 
Grössen  d^  und  ihre  reciproken  Werthe  sind  die  sechs  Yerschiedenen  DoppelYcr- 
hältnisse, die  sich  aus  den  vier  Punkten  a,  6,  c,  d  bilden  lassen. 

Ebenso  nun,  wie  aus  Yier  Punkten  einer  Geraden,  kann  man  auch  aus  vier 
Geraden  A,  B^  C,  D  des  Raumes  sechs  DoppelYcrhältnisse  bilden,  unter  denen 
sich  aber  zicei  Yon  einander  unabhängige  befinden;  es  sind  das  die  drei  Grössen: 

AB. CD  AC.BB  AD.BG 

^       AD.CB'    ^^  AB.DC       "^  ^  AÜTWlJ' 
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die  durch  die  Relation:  D^D^D^  «»  ^  i  mit  einander  verknüpft  sind^  und  ausser- 
dem die  zugehörigen  reciproken  Werthe.  Dass  sich  unter  diesen  sechs  Doppel- 
verhftltnissen  zwei  von  einander  unabhängige  befinden,  das  entspricht  der  That- 
Sache,  dass  yier  allgemein  gelegene  Gerade  Ä,  B,  C,  D  im  Baume  gegenüber 
den  projectiven  Transformationen  des  Baumes  zwei  unabhängige  luTarianten 
haben.    Die  I)^  sind  offenbar  solche  Invarianten  und  zwar  rationale. 

Um  diese  beiden  Arten  von  Doppelverhältnisscn  in  Zusammenhang  zu  bringen, 
betrachten  wir  die  beiden  Geraden  G  und  r,  die  die  vier  Geraden  A,  B,  C,  D 
treffen  und  die  im  Allgemeinen  von  einander  verschieden  sein  werden.  Sind 
a,  &,  e,  d  und  or,  ß,  y,  d  die  zugehörigen  Schnittpunkte,  so  dürfen  wir  an- 
nehmen, dass 

^»acr,    B'rnhß,    C— cy,     D  ^  dd 

ist;  dann  wird  also  zum  Beispiel  AB  den  Werth: 

AB  =  aa.bß  ^  —  ab. aß 
haben. 

Nun  können  wir  in  jedem  Ausdruck,  der  sowohl  in  Bezug  auf  a,  &,  c,  d 
als  in  Bezug  auf  a,  ß,  y,  8  homogen  ist,  die  auf  den  Baum  bezüglichen  Pro- 
dukte: ahj  aß,  ...  durch  die  auf  die  Geraden  G  und  F  bezüglichen  Produkte: 
{ah),  (aß),  ...  ersetzen,  wenn  wir  nur  einen  geeigneten  Proportionalitätsfactor 
hinzufügen.    Hieraus  folgt,  dass  drei  Gleichimgen  von  der  Form: 

AB.CD'^Q.iah)  (cd) .  (aß)  (yd) 

ÄC.DB='Q.(ac)  (dh) .  (ay)  (dß) 

AB. Bö  ^q. (ad)  (bc) .  (ad)  (ßy) 

bestehen,  wo  q  eine  Zahl  bedeutet,  um  deren  Werth  wir  uns  nicht  weiter  zu 
künunem  brauchen.  Bezeichnen  wir  daher  jetzt  noch  die  den  d.  entsprechenden 
Doppel  Verhältnisse  der  Punkte  a,  ß,  y,  d  mit  d.,  so  wird  einfach: 

A=«^*l»       A=^S*«»       ^3'="^3*8l 

woraus  noch: 

1  +  2>,  —  A  A  —  <^i  +  ^1 .  •  •  • 
folgt. 

Die  Grössen  d^  und  8^  sind  hiermit,  nach  der  modernen  Ausdrucksweise,  als 
irrationale  Invarianten  der  vier  Geraden  A,  B,  C,  D  gegenüber  den  projectiven 
Transformationen  des  Baumes  definirt  und  durch  die  rationalen  Invarianten  2>. 
ausgedrückt. 

Betrachtet  man  statt  der  Schnittpunkte  von  A,  B,  C,  D  mit  G  und  F  die 
Verbindungsebenen,  so  wird  man  auf  dieselben  Grössen  geführt,  nur  wechseln 
dann  die  d^  und  die  8^  ihre  Bollen. 

Sollen  vier  gegebene  Gerade  durch  projective  (oder  auch  dualistische)  Trans- 
formationen in  vier  andere  gegebene  Gerade  überführbar  sein,  so  ist  noth wendig 
und  im  Allgemeinen  auch  hinreichend,  dass  die  symmetrischen  Functionen 

2D.  +  2^    und    SB.ztr 
»  ~      B.  «       2>. 

für  die  ersten  vier  Geraden  den  entsprechenden  Funktionen  für  die  zweiten  vier 
Geraden  gleich  sind.  Dagegen  wird  die  gegenseitige  Lage  von  vier  Geraden  durch 
die  genannten  beiden  Grössen  nicht  mehr  vollständig  charakterisirt,  wenn  diese 
Grössen  unendlich  werden,  das  heisst,  wenn  zwei  der  Geraden  sich  schneiden. 
Ebenso  verhält  es  sich  noch  in  einem  weiteren  Falle.  Dieser  ist  durch  das  Be- 
stehen einer  Gleichung  von  der  Form: 
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-  ^^  +  1  + 1/5;  =  0     (f  +  i) 

oder: 

]/ TF.  C2)  +  y  ACBB  +  y~ÄBTBC  =  0 

gekennzeichnet.  Die  vier  Geraden  werden  dann  entweder  nur  von  einer  einzigen 
Geraden  getroffen,  oder  von  unendlich  vielen;  das  heisst,  sie  gehören  entweder 
einer  einzigen  speciellen  linearen  Congruenz  erster  Ordnung  und  erster  Klasse  an, 
oder  sie  liegen  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades  und  sind  in  unendlich  vielen 
linearen  Congruenzcn  enthalten.  In  beiden  Fällen  wird  das  Grassmannsche 
Doppelverhältniss  gleich  dem  Quadrat  eines  gewöhnlichen  Doppelverhältnisses  von 
vier  Punkten  oder  Ebenen.  (Study.) 

S.  276,  Z.  13  V.  0.  Eigentlich  müsste  diese  Gleichung  folgendermassen  ge- 
schrieben werden: 

P 
a  A  +  (J5  H (-  (—  ff)  Äf  =  0. 

S.  279,  Z.  16  V.  u.:  nämlich  die  beiden  cursiv  gedruckten  Sätze  auf  S.  278 
u.  279.  Ist  ^22  ein  äusseres  Produkt,  so  kommt  der  Satz  auf  S.  278  in  Betracht, 
denn  dann  sind  auch  BA^  RB^  ...  äussere  Produkte  und  haben  das  System  R 
gemein.  Ist  aber  QR  ein  eingewandtes  Produkt,  so  sind  auch  RÄ^  RB,  ...  ein- 
gewandte Produkte,  das  System  niedrigster  Stufe,  das  alle  diese  harmonischen 
Systeme:  RA^  RB,  ...  umfasst  —  es  möge  S  heissen  —  ist  daher  dem  R  unter- 
geordnet und  infolgedessen  haben  Q  und  S  dasselbe  System  gemeinschaftlich, 
wie  QR  und  5;  demnach  tritt  jetzt  der  Satz  auf  S.  279,  Z.  7—10  v.  0.  in  Kraft. 

Zu  §  171  (S.  281  ff.).  Der  allgemeine  Satz  über  die  Krystallgestalten ,  den 
Grassmann  an  die  Spitze  seiner  Betrachtungen  stellt,  ist  natürlich  nur  eine 
eigenthümliche  Fassung  des  Gesetzes  der  rationalen  Indices  und  zwar  ergiebt  sich 
diese  Fassung  sehr  leicht,  wenn  man  die  Grassmannschen  Regeln  über  die 
Multiplikation  von  Strecken  und  Flächenräumen  mit  dem  „Gresetz  der  Zonen"  in 
Verbindung  setzt. 

In  seiner  Dissertation:  „De  lege  zonarum  principio  evolutionis  systematum 
crystallinorum^*,  Berlin  1826,  hatte  F.  Neumann  schon  auf  den  Zusammenhang 
zwischen  dem  Zonengesetze  und  dem  Gesetze  der  rationalen  Indices  hingewiesen*). 
Andrerseits  hatte  Möbius  1827  in  seinem  barycentrischen  Calcul,  im  6.  Kapitel 
des  IL  Abschnitts,  das  „geometrische  Netz"  in  der  Ebene  betrachtet,  ein  System 
von  Punkten  und  Geraden  der  Ebene,  das  aus  vier  seiner  Geraden  ebenso  ab- 
leitbar ist,  wie  die  Flächen  und  Kanten  einer  Krystallgestalt  aus  vier  Flächen 
unter  ihnen.  Aber  Möbius  hatte  nicht  bemerkt,  dass  er  damit  im  Grunde  eine 
Ableitung  des  Gesetzes  der  rationalen  Indices  aus  dem  Zonengesetze  gegeben 
hatte;  das  bemerkt  zu  haben,  ist  das  Verdienst  Grassmanns.  Möbius  sagt 
selbst  in  seiner  Arbeit  „lieber  das  Gesetz  der  Symmetrie  der  Kr j stalle"  (Leipzig 
1849,  ges.  Werke  Bd.  II,  S.  349  —  360),  bei  der  Abfassung  seines  barycentrischen 
Calculs  habe  er  die  Untersuchungen  über  geometrische  Netze  für  rein  geometrische 


*)  Diese  geschichtlichen  Mittheilungen  sind  wesentlich  der  geometrischen 
Krystallographie  von  Liebisch  entnommen  (Leipzig  1881);  vgl.  da  insbesondere 
S.  30.  Bei  Liebisch  wird  jedoch  Grassmann  gar  nicht  erwähnt,  und  in  der 
That  tritt  G»assmanns  Leistung  neben  denen  von  F.  Neu  mann  und  Mö- 
bius zurück. 


412  Anmerkungen  znr  Ansdehnungslehre  Ton  1844. 

Spekulationen  gehalten,  ohne  im  Entferntesten  den  engen  Zusammenhang  zu 
ahnen,  in  welcher  sie  zu  einer  Haupteigenschaft  der  Krystalle  stehen.  Zuerst 
habe  Grassmann  darauf  aufmerksam  gemacht  (eben  in  der  Ausdehnungslehre 
von  1844). 

Es  ist  yielleicht  nicht  überflüssig,  wenn  hier  die  Sätze,  die  Grassmann 
auf  S.  281  ff.  ohne  Beweis  ausspricht,  durch  die  Grassmannschen  Methoden  ab- 
geleitet werden. 

Bei  den  Erystallgestalten  kommt  es  nur  auf  die  Richtungen  der  Flächen  und 
der  Kanten  an,  nicht  auf  ihre  Lage  im  Baum;  die  Ausdehnungsgebilde  erster  und 
zweiter  Stufe,  das  heisst  also  die  Strecken  und  die  Flächenräume  Ton  bestimmter 
Ebenenrichtung,  sind  daher  sehr  geeignet,  um  die  Kry stallgestalten  analytisch  zu 
behandeln.  Das  Zonengesetz  sagt  nun  aus,  dass  jede  Schnittlinie  zweier  Erystall- 
flächen  die  Richtung  einer  möglichen  Erystallkante  liefert  und  dass  jede  Ebene, 
die  zwei  Erystallkanten  parallel  ist,  die  Richtung  einer  möglichen  Ery  stallfläche 
liefert;  ausserdem  besagt  das  Gesetz  noch,  dass  auf  Grund  dieses  Princips  aus  vier 
Krystallflächen,  von  denen  keine  drei  derselben  Geraden  parallel  sind,  oder  aus 
yier  Erystallkanten,  von  denen  keine  drei  derselben  Ebene  parallel  sind,  alle 
möglichen  Eanten  und  Flächen  des  Erystalls  abgeleitet  werden  können. 

Denken  wir  uns  daher  ein  Tetraeder  AB  CD,  das  von  vier  Ery  stallflächen  ge- 
bildet wird  und  bezeichnen  wir  die  Strecken,  die  mit  den  Eanten  IJÄ,  Dif  und 
DC  gleich  lang  und  gleichgerichtet  sind,  mit:  a,  b,  c,  so  sind  a6,  hc,  ca  Flächen- 
räume, die  den  Flächenräumen  DÄB,  DBC,  DCA  proportional  umd  mit  ihnen 
gleichgerichtet  sind.  Femer  werden  die  Eanten  AB,  BC,  CA  ihrer  Länge  und 
Richtung  nach  durch:  b  —  a,  c  —  &,  a  —  c  dargestellt  und  ebenso  die  Fläche  ABC 
ihrer  Richtung  nach  durch:  ah  -\-  bc-^-ca. 

Eine  zu  den  beiden  Eanten  DA  und  BC  parallele  Ebene  wird  nun  ihrer 
Richtung  nach  durch  das  äussere  Produkt  a{c  —  b)  dargestellt,  also  ist  ac  —  ab 
eine  mögliche  Ery  stallfläche  und  ebenso  natürlich  ba  —  hc  und  cb  —  ca.  Die 
Verbindung  einer  dieser  drei  Ebenen  mit  den  vier  Ausgangsebenen  liefert  keine 
neue  Eiystallkante ,  dagegen  erhält  man  durch  paarweise  Verbindung  dieser  drei 
Ebenen  drei  neue  Erystallkanten.  Um  sie  zu  finden,  müssen  wir  also  zum  Bei- 
spiel den  Schnitt  der  beiden  Ebenen  ac  —  ab  und  ba  —  bc  aufsuchen.  Dieser 
Schnitt  wird  durch  das  eingewandte  Produkt: 

>  {ac  — ab)  .(ba  —  bc) 

dargestellt,  das  wegen: 

ac  —  ab  >=»  a{c^b  —  o),    ba—'bc  =  {c  —  b  —  ä)b 

nach  S.  218  den  Werth : 

a(c  —  b  —  a)b  .{c  —  b  —  o)  =  —  abc,{c  —  b  —  a) 

besitzt.  Hier  ist  abc  ein  Theil  des  Hauptsystems  (ein  Körperraum),  also  wird 
die  bewusstc  Eante  durch  o  -f"  ^  —  c  dargestellt,  und  die  beiden  andern  durch : 
6  +  c  —  o,  c-{-a'-b. 

Durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  erkennt  man,  dass  jede  mögliche  Krystall- 
fläche  in  der  Form:  lab  -\-  nbc  -\-  vca  darstellbar  ist  und  jede  mögliche  Kry  stall - 
kante  in  der  Form:  l'a  +  ^' 6  -{-  v'c ,  wo  l,  fi,  v  und  l\  (i\  v  positive  oder 
negative  ganze  Zahlen  sind.  Das  aber  ist  eben  der  Inhalt  der  beiden  Sätze  S.  281, 
Z.  9-5  V.  u.  und  S.  283,  Z.  19—16  v.  u.  ♦ 

Denkt  man  sich  andrerseits  vier  Krystallkanten,  von  denen  keine  diei  einer 
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Ebene  parallel  sind,  so  kann  man  immer  vier  diesen  Kanten  parallele  Strecken 
so  auswählen,  dass  wenn  a,  b,  c  drei  von  diesen  Strecken  sind,  die  vierte  durch 
a-{-h-\'C  dargestellt  wird.  Das  Zonengesetz  zeigt  dann  wieder,  dass  ab,  bc, 
ca  Erystallflächen  sind  und  dass  jede  mögliche  Krystallfläche  in  der  Form 
lab  -\-  iubc-\-vca  darstellbar  ist  und  jede  mögliche  Eiystallkante  in  der  Form: 
l'a-^-iilb  +  vc,  unter  Z,  /li,  v,  X\  ii\  v  ganze  Zahlen  yerstanden.  Auf  diesen 
Standpunkt,  wo  man  Ton  vier  Krystallkanten  ausgeht,  stellt  sich  Grassmann 
auf  S.  284,  Z.  10 — 16  v.  o.,  während  er  vorher  immer  von  vier  Erystall  flächen 
ausgeht. 

Noch  ist  zu  bemerken,  dass  die  beiden  Sätze  auf  S.  284  etwas  eingeschränkt 
werden  müssen.  Bei  dem  ersten  ist  nämlich  die  Darstellung  als  harmonische 
Yielfachensumme  nur  für  solche  Kanten  möglich,  die  nicht  der  betreffenden  Ebene 
parallel  sind,  und  bei  dem  zweiten  nur  für  solche  Flächen,  die  nicht  der  be- 
treffenden Kante  parallel  sind. 

S.  284  ff.,  §  172.  In  der  Ausdehnungslehre  von  1862  ist  die  Theorie  der 
offnen  (lückenhaltigen)  Produkte  viel  ausführlicher  und  viel  klarer  dargestellt; 
dort  findet  man  auch  Anwendungen  dieser  Theorie. 

S.  291,  Z.  18  V.  0. :  „zu  finden'*,  nämlich,  ohne  den  Ausdruck  vorher  auf  eine 
Summe  von  drei  Quadraten  zurückzuführen. 

S.  291,  Z.  15  — 10  V.  u.  Aus  §  144  wird  man  das  nicht  sofort  herauslesen, 
zur  Erleichterung  des  Verständnisses  sei  daher  Folgendes  bemerkt: 

Es  sei  u  ein  Punkt  —  der  Ursprung  der  Träger  —  und  o,  6,  c  seien  drei 

von  einander  unabhängige  Strecken,  dann  lässt  sich  jede  nicht  durch  u  gehende 

Ebene  in  der  Form: 

P=  xubc  +  yuca  +  zuab  -j-  abc 

darstellen  und  jeder  im  Endlichen  gelegene  Punkt  in  der  Form: 

t?  =  u  +  x'a  +  y'6  +  /c, 

wo  ar,  y,  j,  x\  y\  z   Zahlen  sind.    Soll  dieser  Punkt  v  auf  der  Ebene  P  liegen, 

so  muss: 

(u  +  x'a  +  y'b  +  z'c)^  «  0 
sein,  das  heisst: 

X3-  ■\-  yy  +  zz  ='\. 

Die  Abweichung  der  Ebene  P  von  u  ist  nun  nach  S.  186  gleich  der  Ausweichung 

des  Produktes 

vP=  uabc. 

also  ist  diese  Abweichung  gleich  abc,  das  heisst,  sie  wird  «=  1 ,  wenn  man 
a6c==l  setzt.  Wird  Q  ^=^  xbc-^-yca-^- zab  gesetzt,  was  ein  mit  der  Ebene  P 
paralleler  Flächenraum  ist,  und  femer:  p  «=  x'a  +  y'&  +  /c,  was  eine  mit  der 
Liniengrösse  uv  parallele  Strecke  ist,  so  lässt  sich  die  besprochene  Abweichung 
auch  in  der  Form:  pQ  darstellen,  denn  es  wird:  pQ  =  abc. 

S.  293  f.  Anhang  I.  Es  ist  nicht  recht  einzusehen,  was  Biemann  und 
Helmholtz  für  ihre  Zwecke  aus  den  Entwickelungen  der  §§  15 — 23  hätten  ent^ 
nehmen  sollen.  Mit  mehr  Recht  hätte  sich  Grassmann  darüber  beklagen  können, 
dass  ihn  Riemann  bei  der  Einführung  des  Begriffs  der  n-fach  ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit  nicht  erwähnt  hat;  aber  Riemann  kannte  wahrscheinlich  die 
Ausdehnungslehre  von  1844  gar  nicht.  Uebrigens  hat  Grassmann  die  betreffenden 
Arbeiten  von  Riemann  und  Helmholtz  erst  kurz  vor  seinem  Tode  kennen  ge- 
lernt und  "ist  nicht  mehr  dazu  gekommen,  sie  eingehend  zu  studiren. 

S.  295  f.  Anhang  II.    Die  Ausdrücke :    „regressiv"  und  „ursprüngliche  Ein- 
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heiten*',  die  hier  yorkommen,  kennt  die  Ansdehnungslehre  von  1844  noch  nicht, 
Grassmann  hat  sie  erst  später,  in  der  AuacUhnungslehre  Ton  1862  eingeführt. 

S.  295,  Z.  1  y.  u.:  „nach  §  51".  Gemeint  isi  auch  hier  wfeder  die  unbe- 
wiesene Regel,  nach  der  die  Summe  zweier  Ausdehnungtu  gleicher  Stufe  nur  dann 
wieder  eine  einfache  Ausdehnung  derselben  Stufe  ist,  wena  beide  in  demselben 
Gebiete  nächsthöherer  Stufe  enthalten  sind.  (Study.) 

S.  296,  Z.  11  f.  y.  o.  C  ist  nicht  das  gemeinsame  Gebiet  yon  A  und  B^y 
sondern  es  ist  diesem  gemeinsamen  Gebiete  untergeordnet.  Dagegen  ist  C  aller- 
dings das  gemeinsame  Gebiet  yon  A  und  B-^-B^.    Man  kann  nämlich  setzen: 

JJj  m>  Ol  o,  ...  a^_i  V ,    A  '^  CdD  , 

wo  ttj ,  a, ,  . . . ,  u  und  t;  unabhängige  Grössen  erster  Stufe  sind  und  wo  D  keinen 
Faktor  erster  Stufe  mit  B  gemein  hat.    Dann  wird: 

JJ  +  5,  =  a^o,  . . .  a^i  (u  +  v) 

und  es  sind  auch  a,,  a^  ...  a^__^,  u  -{•  v  yon  einander  unabhängig,  demnach  hat 
A  mit  B-{-  B^  ausser  den  c  Faktoren  yon  C  keinen  Faktor  erster  Stufe  gemein. 

S.  296,  Z.  7  y.  u.     A .  Ei  ist  hier  als  äusseres  Produkt  aufzufassen. 

Zu  Anhang  IQ.  Dieser  Aufsatz  stammt  aus  dem  Jahre  1845  und  steht  in 
Grunerts  Archiy  Bd.  VI  auf  S.  387  —  350;  diese  Seitenzahlen  sind  am  Rande  in 
eckigen  Klammem  beigefügt.  Noch  ist  zu  bemerken,  dass  die  Ausdrücke  „Kom- 
binatorisches Produkt"  und  „Kombinatorische  Faktoren  erster  Ordnung^*  (S.  301  f.) 
in  der  Ausdehnungslehre  yon  1844  noch  nicht  yorkommen. 

Im  letzten  Bande  dieser  Ausgabe,  wo  die  wissenschaftlichen  Leistungen 
Grassmanns  im  Zusammenhange  gewürdigt  werden  sollen,  wird  sich  auch  Ge- 
legenheit finden,  auf  die  Beziehungen  zwischen  dem  Grassmann  sehen  Kalkül 
und  den  Hamilton  sehen  Quatemionen  genauer  einzugehen.  Es  dürfte  jedoch 
nicht  unangebracht  sein,  schon  hier  mitzutheilen ,  was  Hamilton  über  die  Aus- 
dehnungslehre geäussert  hat. 

In  Hamiltons  Lectures  on  Quatemions,  Dublin  1853,  liest  man  auf  S.  (62) 
der  Vorrede  in  einer  Anmerkung  Folgendes:  „It  is  propre  to  state  here,  that  a 
species  of  non-commutative  miUtiplication  for  inclined  lines  (äussere  Multiplikation) 
occurs  in  a  yery  original  and  remarkable  work  bj  Prof.  H.  Grassmann  (Aus- 
dejmungslehre ,  Leipzig  1844),  which  I  did  not  meet  with  tili  after  years  had 
elapsed  from  the  inyention  and  communication  of  the  quatemions:  in  which  work 
I  haye  also  noticed  (when  too  late  to  acknowledge  it  elsewhere)  an  employment 
of  the  Symbol  p  —  a,  to  denote  the  directed  line  (Strecke),  drawn  from  the  point 
a  to  the  point  ß.  Nothwithstanding  these,  and  perhaps  some  other  coincidences 
of  yiew,  Prof.  Grassmann's  System  and  mine  appear  to  be  perfectly  distinct  and 
independent  of  each  other,  in  their  conceptions,  methods,  and  results.  At  least, 
that  the  profound  and  philosophical  author  of  the  Ausdehnungslehre  was  not,  at 
the  time  of  its  publication,  in  possession  of  the  theory  of  the  quaternions,  which 
had  in  the  preceding  year  (1843)  been  applied  by  me  as  a  sort  of  organ  or 
calculus  for  spherical  trigonometry ,  seems  clear  from  a  passage  of  bis  Preface 
(Vorrede,  p.  XIV),  in  which  he  states  (under  date  of  June  28th,  1844),  that  he  had 
not  then  succeeded  in  exUnding  the  use  of  imaginarics  from  the  plane  to  space ; 
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and  generallj  that  unsurmounted  diMculties  had  opposed  themselves  io  bis  at- 
tempis  to  construct,  on  bis  principles,  a  theory  of  angles  in  space  (hingegen  ist 
es  nicht  mehr  möglich,  vermittelst  des  Imaginären  auch  die  Gesetze  für  den 
Raum  abzuleiten.  Auch  stellen  sich  überhaupt  der  Betrachtung  der  Winkel  im 
Räume  Schwierigkeiten  entgegen,  zu  deren  allseitiger  Lösung  mir  noch  nicht  hin- 
reichende Müsse  geworden  ist).** 

Diese  Aeusserung  Hamiltons  wird  in  bemerkenswertber  Weise  ergänzt 
durch  eine  Mittheilung,  die  ich  der  Güte  des  Herrn  Professor  0.  Henrici  in 
London  verdanke.  Dieser  schrieb  mir  nämlich  unterm  18.  Januar  1893  Folgendes : 
In  der  Graves  Library  im  üniversity  College  befinde  sich  ein  Exemplar  der  Ori- 
ginalausgabe der  1844er  Ansdehnungslehre.  Dieses  Exemplar  sei  mit  dem  bary- 
centrischen  Calcul  von  Möbius  zusammengebunden  und  sei  augenscheinlich  von 
einem  Engländer  sehr  gründlich  studirt  worden.  Ueberall  seien  Bleistiftstriche 
am  Rande  oder  Stellen  im  Texte  unterstrichen.  Hamiltons  Name  komme  zwar 
nicht  vor,  aber  es  sei  unzweifelhaft,  dass  die  Bemerkungen  von  Hamilton  her- 
rühren. Herr  Prof.  Henrici  theilte  mir  zugleich  die  wichtigsten  dieser  Be- 
merkungen mit.    Hier  sind  sie: 

Vorrede  S.  XH.   „Grassmann  thus  seems  to  have  reinvented  Double  Algebra**. 

S.  71  gegenüber  der  3-ten  bis  8-ten  Zeile  (S.  100,  Z.  1 — 6  v.  o.  der  gegen- 
wärtigen Ausgabe):  „Not  seen  tili  1853"*). 

S.  102.  His  Zahlengrössen  are  my  scalars**).  He  does  not  seem  to  intro- 
duce  the  conception  of  equal  angles  into  his  proportion  of  lines.  His  angles  are 
identical  (see  fig.  12).    See  also  p.  111. 

S.  130.    Consider  this! 

S.  145.  He  thinks  that  he  first  introduced  the  conception  of  directed  lines 
..  the  „Strecke**. 

S.  172.    His  line-magnitudes  are  on  Unes  fixed  in  space. 

Dass  ich  von  Henrici  gewisse  Mittheilungen  erhalten  könne,  die  für  die 
Gras  8  mann  ausgäbe  von  Werth  seien,  darauf  hatte  mich  seinerzeit  Gordan  auf- 
merksam gemacht. 


AmnerkimgeiL 

zur  geometrischen  Analyse. 


Die  „geometrische  Analyse**  ist  die  Beantwortung  einer  Preisaufgabe,  die 
von  der  Fürstlich  Jablonowski'schen  Gesellschaft  zu  Leipzig  gestellt  worden 
war.  Die  Aufgabe  wurde  im  Frühjahr  1844  für  das  Jahr  1845  gestellt  und 
lautete  folgendermassen  ***) : 

„Es  sind  noch  einige  Bruchstücke  einer  von  Leibnitz  erfundnen  geometri- 
schen  Charakteristik  übrig  (s.  Christi.  Hugenii  aliorumque  seculi  XYH.  yirorum 


*)  Das  Jahr,  in  dem  die  Lectures  erschienen  sind. 

**)  Die  Worte  „my  scalars**  deuten,  wie  Herr  Henrici  bemerkt,  klar  auf 
Hamilton. 

***)  Leipziger  Zeitung  vom  9.  März  1844,  S.  877. 
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celebrium  exeroitationes  mathematicae  et  philosophicae.  Ed.  Uylenbroek.  Hagae 
comitam  1838.  fasc.  II,  p.  6*),  in  welcher  die  gegenseitigen  Lagen  der  Orte, 
ohne  die  Qrösse  von  Linien  und  Winkeln  zu  Hülfe  zu  ziehen,  unmittelbar  durch 
einfache  Symbole  bezeichnet  und  durch  deren  Verbindung  bestimmt  werden,  und 
die  daher  von  unsrer  algebraischen  und  analytischen  Geometrie  gänzlich  ver- 
schieden ist.  Es  fragt  sich,  ob  nicht  dieser  Calcul  wieder  hergestellt  und  weiter 
ausgebildet,  oder  ein  ihm  ähnlicher  angegeben  werden  kann,  was  keineswegs  un- 
möglich zu  sein  scheint  (vgl.  Göttinger  gelehrte  Anzeigen  1834,  S.  1940)*^**). 

Die  Bewerbungsschriften  sollten  bis  Ende  November  1846  eingereicht  werden. 
Im  Frühjahr  1845  fasste  jedoch  die  Gesellschaft  einen  andern  Beschluss  ***) : 

„Die  beiden  für  das  Jahr  1845  aufgegebenen  Preisfragen 
I.    Aus  der  Geschichte  .  .  . 
II.    Aus  der  Physik  und  Mathematik  .  .  .f) 
wiederholt  die  Gesellschaft,  und  indem  sie  dieselben  mit  der  zweihunderi^jährigen 
Geburtstagsfeier  Leibnitz's,  eines  gebomen  Leipzigers,  welche  in  die  letzte  Woche 
des  Monats  Juni  1846  fallen  wird,  in  Beziehung  setzt,  dem  gemäss  also  auch  auf 
das  Jahr  1846  ausdehnt  und  die  Einsendungsfrist  der  unter  I.  und  II.  bezeichneten 
Preisschriften  vom  Ende  d.  M.  November  1845  bis  zum  Ende  des  M.  März  1846 
verlängert,   verdoppelt   sie    den   dort   angegebenen   Preis,   erhöht    ihn   also   auf 
48  Ducaten  in  Gold.*' 

Ueber  die  oben  mitgetheilte  Preisaufgabe  ging  nur  eine  Arbeit  ein,  eben 
Grassmanns  geometrische  Analyse,  und  diese  erhielt  den  Preis.  Am  1.  Juli  1846, 
bei  der  ersten  Sitzung  der  neu  begründeten  Königlich  Sächsischen  Gesellschaft 
der  Wissenschaften  hielt  Drobisch  ausser  seiner  eigentlichen  Festrede  auch  noch 
als  Sekretär  der  Jablonowski'scben  Gesellschaft  eine  B>ede,  in  der  er  das  Er- 
gebniss  der  Preisbewerbung  verkündete  und  auf  Grund  des,  wahrscheinlich  von 
Möbius  verfassten  Gutachtens  der  Jablonowski'schen  Gesellschaft  über  Grass - 
manns  Arbeit  berichtete  ft).  ^  Jahre  1847  erschien  dann  die  geometrische 
Analyse  als  Nummer  1  ftf)  der  „Preisschriften  gekrönt  und  herausgegeben  von  der 
Fürstlich  Jablonowski'schen  Gesellschaft  zu  Leipzig".  Begleitet  war  sie  von  einer 
erläuternden  Abhandlung:  „Die  Grassmann'sche  Lehre  von  Punktgrössen  und  den 
davon  abhängigen  Grössenformen,  dargestellt  von  A.  F.  Möbius",  s.  dessen  ge- 
sammelte Werke  Bd.  I,  S.  613—633. 


*)  Hier  liest  man  u.  A.  Folgendes:  J'ajouterai  ici  un  essai,  qui  me  parait 
consid^rable ,  et  qui  suffira  au  moins  i\  rendre  mon  dessein  plus  croyable  et  plus 
aisö  ä,  concevoir,  afin  que,  si  quelque  hazard  en  empeche  la  perfection  ä  prä- 
sent, ceci  serve  de  monument  ä,  la  posterit^,  et  donne  lieu  a  quelque  autre  d'en 
venir  a  bout. 

**)  Es  ist  das  eine  Stelle  aus  einer  von  Stern  herrührenden  Besprechung 
des  Uylenbroek  sehen  Werkes  und  zwar  wird  da  kurz  über  die  Leib  niz  sehe 
Charakteristik  berichtet. 

♦**)  Leipziger  Zeitung  vom  6.  April  1845,  S.  1301. 
t)  8.  oben. 

tt)  I^ie  Rede  Drobischs  steht  in  dem  1.  Bande  der  Berichte  der  Kgl.  Ges. 
d.  Wiss.  zu  Leipzig  (1846,  S.  45—48). 

ttf )  Vorher  waren  die  Preisschriften  eine  Reihe  von  Jahren  hindurch  unter 
dem  Titel:  „Acta  societatis  Jablonovianae  nova"  erschienen. 
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Dass  die  geometrische  Analyse  in  der  gegenwärtigen  Ausgabe  wieder  abge- 
di-uckt  werden  kann,  ist  dem  Entgegenkommen  der  Fürstlich  J  ab  Ion  owski  sehen 
Gresellschafb  zu  danken,  die  den  Wiederabdruck  bereitwilligst  gestattet  hat. 

Die  Aeusserungen  Leibnizens  über  die  Vorzüge  einer  solchen  geometrischen 
Charakteristik,  wie  sie  ihm  in  Gedanken  vorschwebte,  und  die  Andeutungen  über 
die  Ausführbarkeit  dieses  äusserst  merwürdigen  Gedankens,  befinden  sich  in  einer 
Beilage  zu  einem  Briefe,  den  Leibniz  am  8.  September  1679  aus  HannoTer  an 
Huygens  geschrieben  hat.  Er  sagt  in  diesem  Briefe  (s.  das  oben  angeführte 
Werk  von  Uylenbroek,  fasc.  I,  p.  9): 

„Mais  apres  tous  les  progres  que  j^ay  faits  en  ces  matieres  (nämlich  in  der 
Theorie  gewisser  Gleichungen),  je  ne  suis  pas  encor  content  de  TAlgebre,  en  ce 
qu'elle  ne  donne  ny  les  plus  courtes  voyes,  ny  les  plus  helles  constructions  de 
Geometrie.  C'est  pourquoy  lorsqu'il  s'agit  de  cela,  je  croy  qu'il  nous  faut  encor 
une  autre  analyse  proprement  geometrique  ou  lineaire,  qui  nous  exprime  directe- 
ment  situm,  comme  TAlgebre  exprime  magnitudinem.  Et  je  croy  d'en  voir  le 
moyen,  et  qu'on  pourroit  representer  des  figures  et  mesme  des  machines  et  mou- 
vements  en  caracteres,  comme  TAlgebre  represente  les  nombres  ou  grandeurs:  et 
je  vous  envoye  un  essoy  qui  me  paroist  considerable.  II  n'y  a  personne  qui  en 
puisse  mieux  juger  que  vous,  Monsieur,  et  vostre  sentiment  me  tiendra  lieu  de 
celuy  de  beaucoup  d'autres."  Dieser  essaij  ist  eben  die  vorhin  erwähnte  Beilage, 
die  a.  a.  0.  fasc.  II,  S.  6  — 12  abgedruckt  ist.  In  „Leibnizens  mathematischen 
Schriften",  herausgegeben  von  Gerhardt,  findet  man  den  essay  in  Bd.  II,  S.  20fF. 
und  auf  S.  27  f.  auch  die  Antwort  von  Huygens,  die  nicht  gerade  sehr  günstig 
lautet.  In  Bd.  V  der  eben  genannten  Ausgabe  findet  man  überdies  auf  S.  141—178 
aus  dem  Nachlasse  von  Leibniz  noch  zwei  lateinisch  geschriebene  Abhandlungen 
über  die  Charakteristik,  die  aber  nichts  wesentlich  neues  enthalten. 

Das  Beste  ist  wohl,  gleich  den  ganzen  „essay*'  wörtlich  nach  der  Uylen- 
broek'sehen  Ausgabe  hier  abzudrucken,  jedoch  unter  Weglassung  der  Figuren, 
da  sich  die  jeder  Leser  ohne  Weiteres  selbst  zeichnen  kann,  wenn  er  es  über- 
haupt nöthig  findet.    Der  „essay"  lautet  so*): 

J'ay  trouv^  quelques  Clemens  d'une  nouvelle   characteristique,   tout  ä  fait  C 
differente  de  TAlgebre,   et  qui  aura  des   grands   avantages   pour   representer  a 
Tesprit  exactement  et  au  naturel,  quoyque  sans   figures,  tout  ce  qui  depend  de 
Timagination. 

L'algebre  n'est  autre  chose  que  la  characteristique  des  nombres  indetermin^s, 
ou  des  grandeurs.  Mais  eile  n'exprime  pas  directement  la  Situation,  les  angles 
et  le  mouvement,  d'oü  vient  qu'il  est  souvent  difficile  de  reduire  dans  un  calcul 
ce  qui  est  dans  la  figure,  et  qu'il  est  encor  plus  difficile  de  trouver  des  demon- 
strations  et  des  constructions  g^ometriques  assez  commodes  lors  meme  que  le 
calcul  d'Algebre  est  tout  fait.  Mais  cette  nouvelle  characteristique  suivant  des 
figures  de  vue,  ne  peut  manquer  de  donner  en  meme  temps  la  Solution  et  la  con- 
struction  et  la  demonstration  geometrique,  le  tout  d'une  maniere  naturelle  et  par 
une  analyse.     C'est  ^  dire  par  des  voyes  determin^es. 

L'algebre  est  oblig^e  de  supposer  les  Clements  de  geometrie,  au  lieu  aue 
cette  caracteristique  pousse  Tanalyse  j'usqu^au  bout.    Si  eile  estoit  achev^e  de  la 


*)  Grassmann  selbst  besass  nur  den  „essay*\  in  einer  Abschrift;  er  erzählt 
das  in  einem  an  H.  Hankel  gerichteten  Briefe  vom  2.  Februar  1867. 

Orassmann  ,  Werke.    I.  27 
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7  maniere  que  je  la  con9oi8,  on  pourrait  faire  |  en  caracteres,  qui  ne  seront  qne 
des  lettres  de  TAlphabet,  la  description  d'une  machine  quelque  composee  qu'elle 
pourroit  estre,  ce  qui  donnerolt  moyen  a  Tesprit  de  la  connoistre  distinctement 
et  facilement  ayec  toutes  les  pieces  et  meme  avec  leur  usage  et  mouvement  Hans 
se  seryir  de  figures  ny  de  modelles  et  sans  gener  Timagination,  et  on  ne  laisseroit 
pas  d'en  avoir  la  figure  präsente  dans  Tesprit  autant  que  Ton  se  youdroit  faire 
rinterpretation  des  caracteres.  On  pourroit  faire  aussi  par  ce  moyen  des  de- 
scriptions  exactes  des  choses  naturelles,  comme  par  ex.  des  plantes  et  de  la 
stmcture  des  animaux,  et  ceux  qui  nont  pas  la  commodit^  de  faire  des  figures, 
pounreu  qu'ils  ayent  la  chose  präsente  devant  eux  ou  dans  Tesprit,  se  pourront 
expliquer  parfaitement  et  transmettre  leurs  pensdes  ou  experiences  b.  la  i)osterit-e, 
ce  qui  ne  se  scauroit  faire  aigourd'huy,  car  les  paroles  de  nos  langues  ne  sont 
pas  assds  arrestdes  ny  assäs  propres  pour  se  bien  expliquer  sans  figures. 

Mais  c'est  la  moindre  utilit^  de  cett«  caracteristique ,  car  s'il  ne  s*agit  que 
de  la  description,  il  vaudra  mieux,  quand  on  en  peut  et  yeut  faire  la  ddpense, 
d'ayoir  les  figures  et  mesme  les  modelles,  ou  plustost  les  originaux  des  choses. 
Mais  Tutititä  principale  consiste  dans  les  consdquences  et  raisonnemcns ,  qui  se 
peuyent  faire  par  les  Operations  des  caracteres,  qui  ne  se  scauroient  exprimer  par 
des  figures  (et  encor  moins  par  des  modelles)  sans  les  trop  multiplier,  ou  sans 
les  brouiUer  par  un  trop  grand  nombre  de  points  et  de  lignes,  d'autant  qu'on 
seroit  obligd  de  faire  une  infinite  de  tentatiyes  inutiles:  au  lieu  que  cette  me- 
thode  meneroit  seurement  et  sans  peine. 

Je  croy  qu'on  pourroit  manier  par  ce  moyen  la  mdcanique  presque  comme  la 
gdometrie,  et  qu*on  pourroit  mesme  yenir  jusqn'a  examiner  les  qualites  des  ma- 
teriaux,  par  ce  que  cela  dopend  ordinairement  de  certaines  figures,  de  leurs 
parties  sensibles.   Enfin  je  n'espere  pas  qu^on  puisse  aller  assez  loin  en  physique, 

8  ayant  que  d'ayoir  trouyd  un  tel  abregd  pour  soulager  |  Fimagination.  Car  nous 
yoyons  par  exemple  quelle  suite  de  raisonnemens  gäometriques  est  necessaire  pour 
expliquer  seulement  Tarc  en  ciel,  qui  est  un  des  plus  simples  effects  de  la  nature, 
par  oü  nous  pouyous  juger  combien  de  consequences  seroient  necessaires  pour 
penetrer  dans  Tinterieur  des  mixtes,  dont  la  composition  est  si  subtile  que  le 
microscope,  qui  en  decouyre  bien  plus  que  la  cent-millieme  partie,  ne  Pexplique 
pas  encor  assi^s  pour  nous  aider  beaucoup.  Cependant  il  y  a  quelque  esperance 
d'y  arriyer  en  partie,  quand  cette  analyse  yeritablement  gdometrique  sera  etablie. 

Mais  comme  je  ne  remarque  pas  que  quelque  autre  ait  jamais  eu  la  meme 
pensde,  ce  qui  me  fait  craindre  qu'elle  ne  se  perde,  si  je  n*ai  pas  le  tems  de 
Tacheyer;  j'adjouteray  ici  un  essay,  qui  me  paroist  considerable,  et  qui  suffira 
au  moins  ä.  rendre  mon  dessein  plus  croyable  et  plus  aisd  a  conceyoir,  afin  que, 
si  quelque  hazard  en  empeche  la  perfection  ä.  present,  ce9y  senre  de  monument 
iL  la  posteritd,  et  donne  lieu  a  quelque  autre  d'en  yenir  k  bout. 

Or,  il  est  constant  qu'il  n'y  a  rien  de  plus  important  dans  la  geometrie  que 
la  consideration  des  lieux;  c'est  pourquoy  j'en  exprimeray  un  des  plus  simples 
par  cette  maniere  de  caracteres. 

Les  lettres  de  Talphabet  signifieront  ordinairement  les  points  des  figures. 
Les  premieres  lettres,  comme  Ä,  B,  exprimeront  les  points  donnds;  les  demiers, 
comme  x,  y,  les  points  demandds.  Et  au  lieu  qu'on  se  sert  des  dgalitds  ou 
equations  dans  Talgebre,  je  me  sers  icy  des  congruitds  que  j'exprime  par  le 
caract^re  «.  Par  ex.  dans  la  premiere  figure  ABC  n  BEF  yeut  dire  qu'il  y  a 
de  la  cougruit<S  entre  les  deux  triangles  ABC  ei  DEF  suiyant  Tordrc  des  points. 
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qu^ils  peuvent  occuper  exactement  la  meme  place,  et  qu'on  peut  appliqner  ou 
mettre  Tun  sur  Tautre  sans  rien  changer  dans  ces  deux  fignres  que  la  place. 
Ainsi  en  appliquant  D  sur  Ä  et  E  sur  B  et  1^  sur  ö,  les  deux  triangles  (estans 
pos^s  egaux  et  semblables)  seront  manifestement  |  coincidents.  Mais  sans  parier  9 
des  triangles,  on  en  peut  dire  autant  en  quelque  fa9on  des  points,  scayoir  ABC 
s  DEF,  dans  la  seconde  figure,  (fig.  2)  c'est  ä  dire,  on  pourra  mettre  en  mesme 
temps  A  sur  2),  et  i?  sur  E,  et  (]  sur  Fy  sans  que  la  Situation  des  trois  points 
ABC  entre  eux,  ny  des  trois  points  DEF  entre  eux,  soit  chang^e;  supposant 
les  trois  premiers  joints  par  quelques  lignes  inflexibles  (droites  ou  courbes  n'im- 
porte)  et  les  trois  autres  de  meme.  Apr^s  cette  explication  des  caracteres,  yoicy 
les  lieux: 

Soit  A  8  Y  (dans  la  fig.  3)  c'est  ä  dire,  soit  un  point  donn^  A,  On  de- 
mande  le  lieu  de  tous  les  points  Y  on  (Y)  etc.  qui  ont  de  la  congroit^  ayec  le 
point  A.  Je  dis  que  le  lieu  de  tous  les  Y  sera  Vespace  infini  de  tous  cot^s. 
Car  tous  les  points  du  monde  ont  de  la  congruit^  entre  eux,  c'est  a  dire  Tun  se 
peut  tousjours  mettre  ä  la  place  de  Tautre.  Or  tous  les  points  du  monde  sont 
dans  un  meme  espace.  On  peut  aussi  exprimer  ce  lieu  ainsi  Y  8  {Y).  Tont  cela 
est  trop  manifeste,  mais  il  falloit  commencer  par  le  commencement. 

Soit  (dans  la  fig.  4)  AY  8  A  ( Y).  Le  lieu  de  tous  les  Y  sera  la  surface 
de  la  sphere,  dont  le  centre  est  ^,  et  le  rayon  AY,  tousjours  le  meme  en  gran- 
deur,  ou  egal  a  la  donn^  AB  ou  CB.  C^est  pourquoi  on  peut  aussi  exprimer  le 
mesme  lieu  ainsy:  AB  8  AY  om  CB  8  AY. 

Soit  (dans  la  6®.  fig.)  AX  8  BX;  le  lieu  de  tous  les  X  sera  le  plan.  Deux 
points  A  et  B  estant  donn^s,  on  demande  un  troisi^me  X,  qui  ait  la  mesme  Si- 
tuation ä,  l'dgard  du  point  A^  qu'ü  a  ä  IMgard  du  point  B,  [c*est  k  dire  que  AX 
soit  ^gale  ou  (parce  que  toutes  les  droites  Egales  sont  congruentes)  congruente  a 
BX,  ou  que  le  point  B  se  puisse  appliquer  au  point  A^  gardant  la  mesme 
Situation  qu'il  avoit  ä  l'^gard  du  point  X]  je  dis  que  tous  les  points  X  (X)  d'un 
certain  plan  seul,  continud  ä  Tinfini,  satisferont  ä  la  question.  Car  comme 
AY  8  BY  de  mesme  A{Y)  8  B{Y).  \  Mais  il  n'y  en  aura  point  qui  satisfasse  10 
hors  de  ce  plan.  C'est  pourquoy  ce  plan  continu^  ä  Tinfini  sera  le  lieu  commun 
de  tous  les  points  du  monde ,  qui  sont  situ^s  k  Tdgard  de  A ,  comme  ä.  T^ard 
de  B.  [U  s'ensuit  que  ce  plan  passera  par  le  milieu  de  la  droite  AB,  qui  luy 
est  perpendiculaire.] 

Soit  (dans  la  6®^  fig.)  ABC  8  AB  Y;  le  lieu  de  tous  les  Y  sera  la  circu- 
laire.  C'est  ä  dire,  il  y  a  trois  points  donnes  A,  B,  (7,  on  demande  un  qua- 
trieme  Y,  qui  a  la  meme  Situation  que  C  ii  Tegard  de  AB.  Je  dis  qu'il  y  a 
une  infinite  de  points  qui  peuvent  satisfaire,  et  le  lieu  de  tous  ces  points  est  la 
circulaire.  Cette  description  ou  definition  de  la  ligne  circulaire  ne  pr^suppose 
pas  le  plan  (comme  celle  d'Euclide)  ny  m^mes  la  droite.  Cependant  il  est  mani- 
feste que  son  centre  est  2),  au  milieu  entre  A  et  B.  On  pourroit  aussi  dire 
ainsi:  ABY  8  AB(Y)y  car  alors  le  lieu  seroit  un  cercle,  mais  qui  ne  seroit  pas 
donne.  C'est  pourquoy  il  faut  adjouter  un  point  donn^.  L'on  se  peut  imaginer 
que  les  points  A  B  demeurant  fixes,  et  que  le  point  C  attach^  ä  eux  par  quelques 
lignes  inflexibles  (droites  ou  courbes)  et  par  consequent  gardant  la  meme  Situation 
ä  leur  egard,  soit  toum^  k  l'entour  de  -ä,  B,  pour  decrire  la  circulaire  CY(Y), 
On  peut  juger  par  lü,  que  la  Situation  d*un  point  a  l'^gard  d'un  autre  peut  estre 
con9ue  sans  exprimer  la  ligne  droite,  pourveu  on  les  con^oive  joints  par  quelque 
ligne  que  ce  soit.    Et  si  la  ligne  est  pos^  inflexible,  la  Situation  des  deux  points 
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entre  euz  sera  immutable.  Et  deuz  points  peuvent  estre  con^ns  ayoir  la  mesme 
Situation  entre  eux  que  deux  autres  points,  si  les  uns  peuyent  estre  joints  par 
une  ligne  qui  puisse  estre  c'ongrue  avec  la  Hgne  qui  Joint  les  autres.  Je  dis  cecy, 
ä  fin  qu'on  yoye  que  ce  que  j*ay  dit  jusqu'ici  ne  depend  pas  encor  de  la  ligne 
droite  (dont  je  Tay  donner  la  definition),  et  quil  y  a  di£ference  entre  Ä,  C, 
Situation  de  J.  et  C  entre  eux  et  la  droite  Ä  C. 

11  Soit  (dans  la  fig.  7)  AY  tiBY  nCY;  le  lieu  de  tous  les  Y  sera  la  droite. 
C*est  a  dire,  trois  points  estant  donnes,  on  demande  un  point  y,  qui  a  la  meme 
Bitnation  a  legard  de  A^  qu'il  a  a  legard  de  B,  et  qu'il  a  a  IVgard  de  C,  Je 
dis  que  tous  ces  points  tombcront  dans  la  droite  infini  Y(^Y).  Si  tout  estoit  dans 
un  mt^me  plan,  deux  points  donnes  sufBroient  pour  determiner  ainsi  la  droite. 

Soit  enfin  (dans  la  8«.  fig.)  AY  uBY tiCY a  DY;  le  lieu  sera  un  seul 
point;  car  on  demande  un  point  Y,  qui  ait  la  mesme  Situation  a  Tt^gard  de  quatre 
points  donnes  A^  B^  C,  D;  c'est  a  dire  que  les  droites  AY^  BY^  CY,  DY  soient 
Egales  entre  elles;  et  il  n'y  a  qu'un  seul  qui  puisse  satisfaire. 

Ces  mesmes  lieux  se  peuvent  exprimer  en  plusieurs  autre  fa^ons,  mais 
Celles- cy  sont  des  plus  simples  et  des  plus  f^condes  et  peuyent  passer  pour  des 
definitions.  Et  pour  faire  yoir  que  ces  expressions  seryent  au  raisonnement,  je 
monstreray  par  les  caracteres,  ayant  que  de  finir,  ce  qui  est  produit  par  Tinter- 
section  de  ces  lieux. 

Premi^rement:  Vinierscction  de  deux  surfaees  spheriques  est  une  Hgne  cir- 
culaire,  Car  puisque  Fexpression  de  la  circulaire  est  ABC  ff  ABY^  nous  aurons 
AC  ti  AY  et  BC  üBY,  dont  les  lieux  sont  deux  surfaces  spheriques,  Tune  ayant 
le  centre  A  et  le  rayon  AC,  Tautre  le  centre  B  et  le  rayon  BC. 

De  mesme:  Vintersection  d'un  plan  et  de  la  spJierique  est  une  ligne  circulaire. 

Car  Fexpression  d'une  spherique  est  AChAY^  et  celle  d'un  plan  est  AY  itBY^ 

et  par  consequent  AC  s  BC,  parce  que  le  point  C  est  un  des  points  1".    Or  BC 

estant  nAC,  et  ACfiAY;  nous  aurons  BCsAY,  et  .41' estant  nBYy  nous 

aurons  BC  nBY.    Joignons  ces  congruit^s,  et  nous  aurons  A.B.C  nA.  B.Y^ 

c'est  ^  diro 

ABsAB,    BCsBY,    ACsAY. 

Or  ABC  H  ABY  est  ti  la  circulaire,  donc  Fintersection  d'un  plan  et  d'une  sur- 
face  spherique  donne  la  circulaire.  Ce  qu'il  falloit  demontrer  par  cette  sorte 
de  calcul.  — 

12  De  la  meme  fa^on  il  paroit  que  |  Vintersection  de  deute  plans  est  une  droiie. 
Car  soycnt  deux  congruitcs,  Fune  AY  sBY  pour  un  plan,  Fautre  A Y  uCY  pour 
Fautre  plan,  nous  aurons  AY  üBY  8  CY^  dont  le  lieux  est  la  droite.  Enfin, 
Vintersection  de  deux  droites  est  un  point.  Car  soit  AYsBYsCY  ei  BY  aCYüDY, 
nous  aurons  AY  li BY H  CY 8 BY. 

Je  n'ay  qu'une  remarque  i\  adjouter,  c'est  que  je  yois  qu'il  est  possible 
d'^tendre  la  caracteristique  jusqu'aux  choses,  qui  ne  sont  pas  sujettes  a  Fimagi- 
nation;  mais  cela  est  trop  important  et  ya  trop  loin  pour  que  je  mc  puisse  ex- 
pliquer  la-dessus  en  peu  de  paroles. 

Wir  kehren  jetzt  zur  „geometrischen  Analyse"  zurück.  In  gewissem  Sinne 
ist  diese  Abhandlung  Grassmanns  ein  Ersatz  für  den  nicht  erschienenen  zweiten 
Theil  der  Ausdehnungslehre  yon  1844.  Sie  enthält  wenigstens  die  Theorie  des 
inneren  Produktes  und  gewisse  Anwendungen  auf  die  Mechanik,  alles  Gegenstände, 
die  in  diesem  zweiten  Theile  dargestellt  werden  sollten  (ygl.  S.  11—14),  und  man 
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kann  sich  daher  ein  Bild  machen,  in  welcher  Weise  ungefähr  Grassmann  die 
genannten  Theorien  in  diesem  zweiten  Theile  behandelt  haben  würde.  Allerdings 
ist  ein  beträchtlicher  Theil  der  geometrischen  Analyse  (von  §  11  an)  offenbar 
sehr  schnell  niedergeschrieben  und  entbehrt  noch  sehr  der  Feile,  ein  Umstand, 
der  das  Verständniss  erheblich  erschwert. 

Die  erläuternde  Abhandlung  Ton  Möbius  hier  mit  abzudrucken,  erschien 
unnöthig.  Es  wird  genügen,  wenn  nachher  in  einer  Anmerkung  kurz  die  Art  und 
Weise  auseinandergesetzt  wird,  wie  Möbius  die  innere  Multiplikation  deirPunkt- 
grössen  der  Anschauung  zugänglich  zu  machen  sucht.  Doch  jetzt  zu  den  \ein- 
zelnen  Stellen  der  geometrischen  Analyse,  bei  denen  Bemerkungen  wünschens- 
werth  erscheinen. 

S.  329,  Z.  16  ff.  V.  0.  Der  Leibniz  sehe  (Jedanke,  Alles  auf  die  Kugel  zurück- 
zuführen, tritt  in  den  neueren  Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  Geometrie 
öfter  auf,  allerdings  ohne  dass  auf  Leibniz  Bezug  genommen  wird.  So  zum  Beispiel 
bei  Lobatschewskij  und  Bolyay,  die  freilich  damals  den  Leibnizschen  Auf- 
satz noch  gar  nicht  kennen  konnten.  Femer  stellt  sich  Helmholtz  in  seiner  be- 
kannten Abhandlung,  die  schon  auf  S.  293  erwähnt  ist,  im  Grunde  geradezu  die 
Aufgabe,  alle  Geometrien  des  gewöhnlichen  Raumes  zu  finden,  zu  denen  man  Ton 
dem  Begriff  der  Kugel  aus  gelangen  kann.  Einen  ähnlichen  Weg  hat  dann  später 
auch  de  Tilly  eingeschlagen.  Allerdings  hat  weder  Helmholtz  noch  de  Tilly 
das  Problem  erledigt  und  erst  Lie  hat  mit  Hülfe  seiner  Gruppentheorie  nach- 
gewiesen, dass  man  wirklich  nur  zu  der  Euklidischen  Geometrie  oder  zu  einer 
der  beiden  nicht  Euklidischen  Geometrien  gelangt,  dabei  Yorausgesetzt,  dass  die 
Punkte  des  Raumes  durch  Koordinaten  bestimmt  werden  können  und  dass  die 
Kugeln  durch  Gleichungen  dargestellt  werden,  die  eine  gewisse  Anzahl  von  Diffe- 
rentiationen gestatten  (vgl.  Lies  Theorie  der  Transformationsgruppen,  bearbeitet 
unter  Mitwirkung  von  F.  Engel,  Bd.  IH,  S.  393  ff.,  Leipzig  1893). 

S.  331,  Z.  1  V.  0.  Dem  „zuerst"  entsprechend  erwartet  man  später  ein  „zwei- 
tens", aber  dieses  „zweitens"  kommt  nicht. 

S.  340  f  (§  5).    Unter  abc  ist  natürlich  das  äussere  Produkt  der  drei  Punkte 

a,  6,  c  zu  verstehen.    Die  beiden  Verhältnisse,  durch  die  die  Kollinearfunktion 

in  der  Ebene  bestimmt  wird,  sind  Doppelverhältnisse  im  gewöhnlichen  Sinne  des 

Worts.    Der  Quotient: 

(eah)(ecd) 

(ead)(ec6j 

zum  Beispiel  ändert  seinen  Werth  nicht,  wenn  man  c  und  d  durch:  e'  =^c  —  Zc, 

d'  =^d  —  |üe  ersetzt.    Wählt  man  insbesondere  X  und  fi  so,  dass  d  und  d*  in  die 

Gerade  ah  fallen,  das  heisst: 

{ahc)  (a  bd) 

""  iabe)'    ^^(abey 

so  reducirt  sich  jener  Quotient  auf  das  Doppelverhältniss  der  vier  Punkte: 
a\  l\  c\  (f ,  er  stellt  somit  nichts  andres  dar,  als  das  Doppelverhältniss  der  vier 
Strahlen:  ea,  eb,  ec,  ed. 

S.  350.  Der  Begriff  „des  senkrecht  proportionalen"  ist  in  der  Ausdehnungs- 
lehre von  1862  durch  den  bestimmteren  der  „Ergänzung"  ersetzt.  Dadurch  wird 
eine  ganz  allgemeine  Definition  des  inneren  Produktes  ermöglicht,  bei  der  es 
nicht  mehr,  wie  hier  auf  S.  352  f.,  nöthig  ist,  für  jeden  einzelnen  Fall  eine  be- 
sondere Definition  aufzustellen.  Auch  das  Zeichen  x  f^  die  innere  Multiplikation 
wird  durch  die  Einführimg  des  Zeichens  für  die  Ergänzung  überflüssig. 


r 
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S.  856,  Z.  9  Y.  0.:  ^fortschreitend'*,  das  heisst,  die  drei  Seiten  T^erden  als 
Strecken  aufgefasst  und  zwar  so,  dass  die  eine  die  Summe  der  beiden  andern 
ist,  also,  wenn  ABC  das  Dreieck  ist,  so  sind  B  —  A,  C  —  B  und  C^A  die 
drei  Seiten. 

S.  364,  Z.  1  V.  u.:  a*,  !**,  c*  sind  innere  Quadrate. 

S.  366,  Z.  9  Y.  0.  Das  alles  wird  wesentlich  einfacher,  wenn  man,  wie  Grass- 
mann  es  in  der  Ausdehnungslehre  von  1862  wirklich  thut,  den  Ausdruck  a^f 
direkt  als  Funktion  der  Punkte:  Pi^  Pit  •  •  •  darstellt.    Es  ist  ja: 

(Pi— P)xa       .,         (Pi  — 5')x6 
also  wird: 

und  denmach: 

S.  368,  Z.  12  V.  0.:  „zweiter  Dimension"  im  Sinne  von  S.  864,  Z.  6—8  v.  o. 

S.  872 — 874.  Die  hier  aufgestellten  Sätze  und  ErklHrungen  sind,  wie  sie  ge- 
fasst  sind,  kaum  voUständig  zu  verstehen.  Der  Gedankengang,  der  Grassmann 
zu  ihnen  geführt  hat,  scheint  folgender  gewesen  zu  sein: 

Jede  Gleichung  zwischen  äusseren  Produkten  von  Punkten:  Pi,  Ps,  ...  hat 
die  Eigenschaft,  auch  dann  noch  bestehen  zu  bleiben,  wenn  man  für  die  Punkte 
ihre  Abweichungen:  Pi  —  r^  i>,  —  r,  ...  von  einem  beliebigen  Punkte  r  setzt.  Jede 
solche  Gleichung  lässt  sich  nämlich  auf  die  Form: 

p.A  +  B^O 

bringen,  wo  p  ein  Punkt  ist  und  A  und  B  Summen  von  Ausdehnungsgrössen,  also 
von  äusseren  Streckenprodukten,  in  denen  nur  die  Differenzen  der  Punkte  vor- 
kommen. Setzt  man  nun  statt  aller  in  dieser  Gleichung  vorkommenden  Punkte 
ihre  Abweichungen  von  irgend  einem  Punkte  r,  so  ändern  sich  A  und  B  nicht 
und  die  Gleichung  geht  über  in: 

(l>-r).^  +  B  =  0, 

diese  aber  sagt  nichts  andres  aus,  als  dass  die  Abweichung  der  Grösse  jy .  A  -{-  B 
von  dem  Punkte  r  verschwindet,  was  nach  S.  186  f.  der  Fall  ist,  sobald  p  .  A  -{-  B 
verschwindet.  Hierin  liegt  zugleich,  dass  eine  Gleichung  zwischen  äusseren  Pro- 
dukten von  Punkten  dann  und  nur  dann  richtig  ist  —  um  Grassmanns  Aus- 
druck zu  gebrauchen  — ,  wenn  auch  die  Gleichung  richtig  ist,  die  entsteht,  sobald 
man  statt  aller  Punkte  ihre  Abweichungen  von  einem  ganz  beliebigen  Punkte 
setzt.  Demnach  lassen  sich  alle  Gleichungen  zwischen  äusseren  Produkten  von 
Punkten  durch  Gleichungen  zwischen  äusseren  Produkten  von  Strecken  ersetzen. 

Diesen  Satz  über  äussere  Produkte  von  Punkten  benutzt  nun  Grassmann 
als  ein  Princip,  von  dem  er  verlangt,  dass  es  auch  für  die  inneren  Produkte 
gelten  soll.  Wenn  er  eine  Gleichung  zwischen  inneren  Produkten  von  Punkten 
hat,  so  setzt  er  fest,  dass  diese  Gleichung  nur  dann  richtig  sein  soll,  wenn  die 
Gleichung  zwischen  inneren  Streckenprodukten  richtig  ist,  die  entsteht,  sobald 
man  für  jeden  Punkt  seine  Abweichimg  von  einem  beliebigen  Punkte  setzt.  .  Hier- 
durch hat  er  den  Vortheil,  dass  alle  die  „Gesetze",  das  heisst,  die  Rechnungs- 
regeln, die  früher  für  innere  Streckenprodukte  abgeleitet  worden  sind^  unmittelbar 
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auf  die  Punkte  angewendet  werden  können.    Es  sind  das  die  Gesetze,  die  in  den 
Gleichungen: 

ax  b  «=»  h  X  a 

ax{b  +  c)'^axh-{-axc,     (ö  +  c)xa  =  6xa  +  cxa 

ausgesprochen   sind,   unter  a,  b^  c  Strecken  verstanden;   diese   Bechnungsregeln 
gelten  nun  auch  sofort,  wenn  a,  b,  c  Punkte  sind. 

Allerdings  ist  damit  nur  die  Möglichkeit  gegeben,  formell  mit  inneren  Pro- 
dukten von  Punkten  imd  Punktgrössen  zu  rechnen,  es  ist  aber  noch  nicht  erklärt, 
was  nim  eigentlich  unter  dem  inneren  Produkte  zweier  Punkte  zu  verstehen  ist. 

S.  376  S.  Es  ist  wohl  nicht  zu  bezweifeln,  dass  Grass  mann  das  innere 
Produkt  eines  Punktes  in  eine  Strecke  und  das  zweier  Punkte  rein  formell  auf- 
gefasst  hat.  Diese  Produkte  sind  für  ihn  Grössen  in  demselben  Sinne,  wie  die 
formelle  Summe  oder  Summengrösse.  Man  erinnere  sich  nur  an  das,  was  er 
auf  S.  108  über  die  formelle  Summe  sagt:  „Um  ihre  konkrete  Bedeutung  zu  ge- 
winnen, müssten  wir  .  .  .  aufsuchen,  wie  sich  die  Form  der  Summe,  die  in  dem 
Werth  der  Stücke  besteht,  ändern  könne,  ohne  dass  der  Werth  der  Summe  selbst 
sich  ändere.  Dadurch  erhalten  wir  eine  Reihe  von  konkreten  Darstellungen  jener 
formellen  Summe,  und  die  Gesammtheit  dieser  möglichen  Darstellimgen  in  Eins 
zusammengeschaut,  wie  die  Arten  einer  Gattung  (nicht  wie  die  Theile  eines  Ganzen), 
würde  uns  den  konkreten  BegritF  vor  Augen  legen".  Und  nun  vergleiche  man, 
was  er  auf  S.  382  über  die  Bedeutung  des  inneren  Produktes  von  Punkt  und 
Strecke  sagt :  „diese  Bedeutung  hängt  von  der  Beantwortung  der  Frage  ab,  wann 
zwei  solche  Produkte  . . .  gleichgesetzt  werden  können"  und  kurz  darauf:  „so  be- 
stimmt jene  Strecke  und  diese  Ebene  den  Begriff  jenes  inneren  Produktes". 

Es  ist  nicht  zu  verkennen,  dass  diese  Auffassung  der  Begriffe  Summe  und 
Produkt  etwas  fremdartiges  hat,  ja  sie  steht  sogar  mit  der  ursprünglich  von 
Grassmann  eingeführten  Auffassung  dieser  Begrifft  in  Widerspruch,  denn  eine 
Summe  oder  ein  Produkt  ist  nach  dieser  Auffassung  das  Ergebniss  einer  Ver- 
knüpfung von  zwei  Gliedern  und  ist  daher  durch  diese  beiden  Glieder  vollständig 
bestimmt.  Die  Betrachtung  aller  der  Werthe  der  Faktoren,  für  die  das  Produkt 
denselben  Werth  behält,  hat  mit  dem  Begriffe  des  Produktes  an  sich  nicht  das 
Geringste  zu  thun.  Andrerseits  ist  es  aber  auch  wünschenswerth,  sich  unter  dem 
inneren  Produkte  zweier  Punktgrössen  etwas  vorstellen  zu  können,  was  dem  ge- 
wöhnlichen Begriffe  des  Produktes  entspricht  und  was  doch  der  geometrischen 
Anschauung  zugänglich  ist. 

Eine  derartige  Auffassung  des  inneren  Produktes  zweier  Punktgrössen  hat 
Möbius  in  der  oben  erwähnten  Abhandlung  entwickelt,  die  er  der  geometrischen 
Analyse  zur  Erläuterung  beifügte.  Möbius  denkt  sich  nämlich  die  „Punkte"  und 
„Punktgrössen",  von  denen  auf  S.  376  ff.  die  Rede  ist,  nicht  etwa  als  mit  Ge- 
wichten behaftete  Punkte,  im  Sinne  des  barycentrischen  Kalküls  oder  »der  Aus- 
dehnungslehro  von  J844,  sondern  er  denkt  sie  sich  als  Strecken,  die  von  einem 
festen  Punkte  (dem  Ort  derPunktgrösse)  und  von  einem  veränderlichen  Punkte 
begränzt  sind.  Für  diese  Auffassung  erscheinen  also  die  Grass  mann  sehen  Sym- 
bole a  und  aa  nur  als  Abkürzungen  für  die  einfachen  und  vielfachen  Strecken: 
a  —  X  und  a  (a  —  ar) ,  imter  x  einen  veränderlichen  Punkt  verstanden.  Das  innere 
Produkt  ax.b  bekommt  dadurch  eine  anschaufiche  Bedeutung,  »denn  es  ist  nur 
eine  Abkürzung  für  das  innere  Strsckenprodukt :  (a  —  x)  X  (b  —  x).  Eine  Glei- 
chung zwischen  solchen  Produkten  wird  richtig  gesetzt,  wenn  sie  richtig  ist  für 
jede  Lage  des  veränderlichen  Punktes  x.    Die  Differenz  zweier  „Punkte"  a  und  ö 
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ist  natürlich  auch  bei  dieser  Begriilsbestinmiung  die  Strecke  a  —  h^  da  der  ver- 
änderliche  Punkt  x  aus  dem  Ausdruck:  (a — x)  —  (6  —  x)  hcrausfiUIt. 

Zum  Beispiel  sind  die  von  Grassmann  auf  Seite  376  f.  geschriebenen  Glei- 
chungen : 

«s 
und 

a«  _  p«  =.  (a -f  j))  Xia—p) 

für  diese  Auffassung  weiter  nichts  als  Abkürzungen  der  folgenden  Gleichungen, 
die  richtig  sind  für  jede  Lage  des  veränderlichen  Punktes  xi 

(a-a-)*— (&-a:)«=.  {t:^^:Ä  x2(a-  h) 

und: 

(a  —  xY  '—it^'^{a-\-p^x)x{a—ji'-x). 

Der  Leser  wird  hiemach  keine  Schwierigkeit  haben,  sich  die  Cirassmannschen 
Entwickelungen  in  diesem  Sinne  zurecht  zu  legen. 

Es  muss  aber  ausdnlcklich  betont  w^erden,  dass  der  Wortlaut  der  Grass- 
mannschen  Ausführungen  nirgends  erkennen  Itlsst,  dass  Grassmann  sich  die 
Punktgrössen  hier  in  der  von  Möbius  angegebenen  Weise  gedacht  hat.  Es  wäre 
auch  geradezu  unerhört,  wenn  Grassmann  in  der  zweiten  Hälfte  seiner  Arbeit 
unter  Punktgrössen  plötzlich  etwas  andres  verstanden  hätte,  als  in  der  ersten, 
ohne  auch  nur  ein  Wort  dariiber  zu  sagen.  Die  Möbius  sehe  Auffassung  kann 
daher  nur  als  ein  Versuch  gelten,  die  Grassmann  sehen  Begriffe  der  Anschauung 
näher  zu  bringen,  sie  bringt  aber  nicht  das  zum  Ausdruck,  was  sich  Grassmann 
selbst  gedacht  hat. 

Dass  Möbius  selbst  die  Stäche  so  aufgefasst  hat,  das  zeigt  nicht  nur  der 
Anfang  seiner  erläuternden  Abhandlung,  sondern  es  bestätigt  sich  auch  noch  auf 
andre  Weise.  In  dem  Nachlasse  von  JlilÖbius,  der  von  Herrn  Reinhardt  in 
musterhafter  Weise  geordnet  worden  ist  und  der  jetzt  als  Möbius archiv  auf  der 
Leipziger  Stemwart-e  aufbewahrt  wird,  befinden  sich  auch  eine  Reihe  von  Notizen 
über  die  geometrische  Analyse.  Es  sind  das  jedenfalls  die  Entwürfe  zu  einem 
Gutachten,  das  Möbius  für  die  Jablonowskische  Gesellschaft  abgefasst  hat*). 
Da  heisst  es  unter  Anderm: 

„Niemand  wird  sich  unter  dem  inneren  Produkt  aus  einem  Punkt  in  eine 
gerade  Linie,  w^as  hier  eine  Plangrösse  heisst,  oder  unter  dem  innem  Produkt 
zweier  Punkte,  einer  Kugelgrösse,  etwas  anschauliches  denken  können.  Die  Ein- 
führung solcher  Scheingrössen  erschwerte  mir  besonders  das  Studium  des  letzten 
Theilcs  der  Abhandlung  und  es  wurde  dieser  erst  dann  mir  verständlich  und 
geniessbar,  als  ich  fand,  dass  alle  jene  Scheingrössen  als  abgekürzte  Ausdrücke 
gewisser  wirklicher  Grössen  angesehen  werden  können,  und  dass  man  letztere 
bloss  für  die  ersteren  zu  substituiren  hat,  um  von  der  Bedeutung  der  betreffenden 
Formeln  eine  vollkommene  klare  Vorstellung  zu  erhalten." 

Uebrigens  hebt  Möbius  auch  noch  mit  Recht  her\'or,  dass  Grassmann 
gar  keine  Anwendungen  seiner  inneren  Grössen  giebt,  und  erwähnt,  dass  er  selbst, 


*)  Die  betreffenden  Manuskripte  findet,  man  in  dem  Möbiusarchiv  unter  III, 
^j  ^;  vgl.  die  Mittheilungen  über  dieses  Archiv  in  den  Leipziger  Berichten  von 
1889,  S.  U  ff. 
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im  Crelleschen  Journale  Bd.  26  auf  S.  26  ff.,  Sätze  entwickelt  hal)e,  auf  die  sich 
die  Rechnung  mit  Kugelgrössen  sehr  gut  anwenden  lasse.  In  den  gesammelten 
Werken  von  Möbius  stehen  diese  Sätze  in  Bd.  I  auf  S.  58L — 588. 

Study  ist  mit  der  auf  S.  422  f.  entwickelten  Auffassung  des  inneren  Pro- 
duktes zweier  Punktgrössen  nicht  einverstanden.  Er  erkennt  zwar  an,  dass  der 
Wortlaut  der  geometrischen  Analyse  zu  einer  solchen  formellen  Auffassung  nöthigt, 
er  ist  aber  andrerseits  überzeugt,  dass  Grassmann  ursprünglich  dieses  innere 
Produkt  anders  aufgefasst  hat,  etwa  so  wie  Möbius;  nur  durch  seine  Neigung 
zur  Abstraktion  sei  Grassmann  dazu  geführt  worden,  den  Begriff  jenes  Pro- 
duktes so  rein  formell  zu  fassen. 

S.  383,  Z.  14—11  V.  u.    Man  erinnere  sich   ausserdem,   dass   auch  von   den 

beiden  Gleichungen:    SP=0   und   S2)  =  0  jede  aus  der  andern  folgt  (Satz  6, 

S.  351), 

S.  387,  Z.  7  V.  0.:  „ihr  Quadrat",  nämlich  das  Quadrat  von  p, 

S.  389—394  (§  22).    A  und  B  sind  hier  Kugelgrössen  vom  Gewicht  Eins. 

Im  vierten  Bande  der  gesammelten  Werke  von  Möbius  ist  auf  S.  663—697 
aus  dem  Möbius  sehen  Nachlasse  eine  Abhandlung  abgedruckt,  die  aus  dem 
Jahre  1862  stammt  und  den  Titel  trägt:  „Ueber  geometrische  Addition  und  Multi- 
plikation". Möbius  giebt  hierin  eine  zusammenhängende  Darstellung  seiner 
eigenen  und  der  Grassmannschen  Untersuchungen  über  diesen  Gegenstand. 
Entstanden  ist  diese  Arbeit  offenbar  deshalb,  weil  sich  Möbius  von  der  Grass- 
mannschen Darstellung  nicht  befriedigt  fühlte  (vgl.  a.  a.  0.  S.  720  f.). 


Sachregister 

zur  Ausdehnungslehte  von  1844  und  zur  geometrischen 

Analyse.  *) 


Abhängig, 8.  Ausdehnung  u.  Elementar- 
grosse,  Grad.  — 

Abhängigkeit,  lineale  336. 

Ableiten  (numerisch)  =»  als  Vielfachen- 
summe  darstellen  [293  f.].  —  Durch 
lineale  Konstruktion  ableiten  834. 

Ableitungszahlen  [294]. 

Abschattung  I.)  (äussere)  Absch.  einer 
AusdehnungsgrOsse  i.  B.  auf  ein  Grund- 
System  nach  einem  Leitsystem  145.  — 
Möglichkeit  u.  Verschwinden  der  Absch. 
146.  —  Absch.  einer  Summe  145,  e. 
Zahlengrösse  147,  e.  Produktes  147, 
e.  Quotienten  148,  —  Analyt.  Ausdruck 
d.  Absch.,  wenn  Grundsyst.  u.  Leiteyst. 
Ton  gleicher  St.  sind:  148  f.  —  Ab- 
schattung in  der  Ebene  u.  im  Räume 
153  f.  U.)  Allg.  Begriff  der  (äusseren 
oder  eingewandten)  Absch.  e.  reinen 
Grösse  250,  ihre  analyt.  Darstellung 
251.  —  Absch.  einer  Beziehungsgrösse 
251,  e.  Summe  253,  e.  Produktes  254 
—258.  —  Sinn  der  Absch.  254, 259.  — 
Absch.  als  besond.  Fall  der  Af&nität  265. 

Abweichung  eines  Punktes  von  e.  an- 
dern 70,  eines  Elementes  y.  e.  andern 
160,  einer  Strecke  v.  e.  Elemente  165, 
einer  Elementargrüsse  v.  e.  and.  186, 
einer  Ausdehnung  v.  e.  Elem.  186.  — 
Abweichung  eines  vielfachen  (inneren) 


Punktquadrates  y.  e.  Punkte  378.  Abw. 
e.  inneren  Streckenproduktes  t.  e. 
Punkte  379,  Abw.  e.  Sunmie  von  sol- 
chen Grössen  379:  Abw.  e.  inneren 
Prod.  aus  Punkt  u.  Strecke  381.  Abw. 
e.  inneren  Punktproduktes  385,  einer 
Kugelgrösse  387.  Abw.  e.  Kugelfläche 
y.  e.  Punkte  390  u.  e.  Punktes  y.  e. 
Kugelfläche  391  Anm. 

Addition  u.  Subtraktion,  allg.  Be- 
griff 38  (ygl.  Punkt,  Strecke,  Ausdeh- 
nung). Add.  der  Flächenräume  113  f., 
(809  f.),  der  Körperräume  114  (vgl. 
Summe).  Add.  von  Beziehungngrössen 
282  ff.  Add.  d.  Punktgrössen  u.  d. 
Liniengrössen  337  /".,  375  f. 

Aehnliche  u.  ähnlich  liegende  Fi- 
guren 141. 

Aenderung,  stetige  28,  48.  Aend.  e. 
Elementes  47.  Entgegengesetzte  Aend. 
48.  Unabhängige  Aend.  52.  Addition 
ungleichartiger  Aenderungen  53  —  56. 

Aeusseres  Produkt,  s.  Prod.;  äuss. Di- 
vision, s.  Div.;  äuss.  Faktor  208.- 

Affine  Vereine  von  Grössen  259,  ihre 
Bildung  260.  —  Beziehung  zwischen 
den  Produkten  bei  affinen  Vereinen 
261  f.  —  Ausgezeichnete  Stellung  der 
äuss.  u.  d.  eingew.  Mult.  263.  —  Direkt 
äff.  u.  reciprok  äff.  Vereine  263.    — 


*)  Die  cursiv  gedruckten  Seitenzahlen  beziehen  sich  auf  die  geometrische 
Analyse;  in  runde  Klammem  eingeschlossen  sind. die  Seitenzahlen,  die  sich  auf 
den  Anhang  III  zu  A^  beziehen  (S.  297—312),  die  Seitenzahlen  in  eckigen  Klam- 
mem beziehen  sich  auf  die  beiden  Anhänge  I  und  II  zu  Aj  (S.  293—296). 
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Wann  ist  von  zwei  äff.  Ver.  der  eine 
die  Abschatt.  d.  andern  265  f.  —  Äff. 
Vereine  in  d.  Ebene  266.  —  Sind  zwei 
Vereine  v.  Grössen  afQn,  so  sind  ihre 
Systeme  kollinear  oder  reciprok  ver- 
wandt 267—270.  —  Affine  Punktver- 
eine (affin  im  gewöhnl.  Sinn)  270  f. 

Algebraische  Gleichung  344 ,  algebr. 
Funktionen  s.  Fkt. 

Analytische  Verknüpfung  36,  analyt. 
Form  39. 

Anfangselement  48. 

Ausdehnung  od.  Ausdehnungsform  26, 
28,  einfache  28.  —  Ausd.  od.  Ausdeh- 
nungsgrösse  1.  Stufe  (Strecke)  49.  — 
Ausd.  höherer  Stufen  als  Produkte  81 
—83.  —  Gleichartige  Ausd.  höh.  Stufe 
u.  ihre  Addition:  ebd.  —  Addit.  un- 
gleichartiger Ausd.  102  ff.  —  Elemen- 
tare Darstellung  einer  Ausd.  111  Anm. 

—  Unabhängige  Ausd.  112,  vgl.  206.  — 
Ausd.  e.  starren  Elementargrösse  184. 

—  Ausd.  von  ergänzender  Stufe  143. 

Ausdehnungsgebiet,  einfaches  [293]. 

Ausdehnungsgebilde  I.Stufe  48,  ein- 
faches A.:  ebd. 

Ausdehnungsgrösse  47,  108. 

Ausdehnungslehre,  ihr  Begriff  28  f., 
(297). 

Ausdehnungs  System,  ein  Elementar- 
syst^m,  das  ins  Unendliche  fällt,  273 
(vgl.  System). 

Ausweichung  e.  starren  Elementar- 
grösse 179,  e.  Elementargr.  1.  St.  185, 
Ausw.  einer  Sunmie  von  Elemgr.,  die 
ein  Element  als  Faktor  enthalten  185. 
Die  Ausw.  e.  Ausdehnungsgrösse  ist 
null  186. 

Axe  des  Gleichgewichts  169  f.  Axe  e. 
Punktvereins  169. 

Barycentrische  Richtsysteme  192  f. 

Behauptende  Kräfte  3ö9. 

Beschleunigung  173,56./.  — Beschleu- 
nigende Kräfte,  ihr  Mass  u.  ihre  Ad- 
dition 362. 

Bewegung  im  Sinne  von  Bewegungs- 
grösse  97. 

Bewegungslehre  (reine)  361. 

Beziehungsgrössen  226  (vgl.  Ad- 


dition). —  Verallgemeinerung  des  Be- 
griffes 234  (s.  Grad).  —  Bezgr.  i.  ß. 
auf  ein  Doppelsystem  242. 

BeziehungsBystem  (Hanptsystem) 
eines  eingewandten  Prodi^^s  210, 
eines  äusseren  211. 

Beziehungszahl  eines  eingewandten 
Produktes  210. 

Bezüglich,  s.  Produkt  (eingewandtes). 

Charakteristik,  die  Leibnizsche.  All- 
gemeines 325—328,  396  —  398.  Ihre 
Anwendung  auf  die  analytische  Dar- 
stellung von  Kugel,  Ebene  und  Gerade 
328—330.    Ihre  Mängel  330  f. 

Denkform,  s.  Form. 

Differenz  ebene   zweier  Kugelflächen 

389,  wenn  die  Kugelfiächen  reell  sind 

390,  ihre  Bedeutung  in  diesem  Falle  dpi, 
Satz  24,  ihre  Konstruktion  391  f.  Das- 
selbe bei  ideellen  Kugelflächen  392  f. 
und,  wenn  die  eine  reell,  die  andre 
ideell  ist  393.  Aus  einer  Kugelfläche, 
dem  Mittelpunkt  einer  zweiten  und 
der  Differenzebene  die  zweite  zu  finden 
393  f.  Bedeutung  der  Differenzebene 
für  Vielfachensummen  von  Kugel- 
flächen 395. 

Differenzialrechnung,  Anwendung 
der  Ausdehnungslehre  auf  die  D.  173  f., 
359—368.  Geometrische  Differential- 
rechnung 363  (s.  Punktion). 

Division,  ihre  allgemeinen  Gesetze 
43  f.,  arithmetische  D.  39  Anm.  — 
Aeussere  D.  118  f.  (s.  Quotient).  — 
Eingewandte  D.  234. 

Doppelquotient,  der  (im  Sinne  von 
Doppelverhältniss),  ändert  sich  bei 
Kollineation  und  Projektion  nicht  271  f. 

Doppelsystem  242. 

Ebene,  ihre  Definition  64,  68.  Ihre 
Gleichung  195.  ff. 

Ebenengrösse  oder  (äussere)  Plan- 
grösse 189,  sie  ist  ein  bestimmter 
Theil  einer  bestimmten  Ebene  (305).  — 
Summe  zweier  Ebenengrössen  (309  f.). 
—  Summe  e.  Ebenengrösse  u.  e.  Körper- 
raums (310).  , 

Ebenenrichtung  (303). 

Eckgebilde  180.  Vergleichung  des  E. 
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mit  dem  Streckenprodukte  182  —  184. 
Gleichheit  von  E.  183  f.  Berechnung 
des  E.  184. 

Eigenthümlicher  Werth  od.  Faktor, 
s.  Pro^pkt  (eingewandtes). 

Eindeutigkeit  der  Analyse  38. 

Einfache  Ausdehnungsform  28.  —  E. 
Verknüpfung  36.  —  E.  Ausdehnungs- 
gebilde 48.  —  E.  Faktoren  87.  —  E. 
Ausdehnungsgebiet  und  Elementar- 
gebiet [293]. 

Eingeordnet,  einander  eing.  Grössen 
226. 

Eingewandt,  s.  Produkt.  —  Eingew. 
Faktoren  216. 

Einheiten,  ursprüngliche  [296]. 

Element,  erzeugendes  28.  —  Begriff 
des  E.  47,  (298  f.).  —  Unabhängige 
E.  176. 

Elementare  (konkrete)  Darstellung 
einer  Ausdehnung  111. 

Elementargebiet,  einfaches  [293]. 

Elementargrössen,  auch  „räumliche 
Grössen''  genannt  (302  ff.).  Begriff  der 
E.  (1.  Stufe)  161;  Abweichung  u.  Ge- 
wicht einer  solchen  E.  161;  ihre  Ad- 
dition 162,  (305  f.),  (307);  Darstellung 
als  Vielfachensumme  von  Elementen 
163;  Multiplikation  mit  e.  Zahlengrösse 
(s.  gleichartig)  163;  die  E.  dargestellt 
als  yielfachen  Element  od.  als  Strecke 
164 f.;  E.  erster  Stufe  166;  abhängige 
u.  unabh.  E.  1.  Stufe  175.  —  Produkt 
von  n  E.  1.  Stufe  177  f.;  E.  w-ter  Stufe 
179,  (303),  starre  E.  179  (vgl.  Aus- 
weichung, Ausdehnung).  —  Bedingung 
für  die  Gleichheit  von  E.  187.  —  Wann 
ist  e.  E.  eine  Ausdehnungsgrösse?  187. 
—  Wann  ist  die  Summe  e.  starren  E. 
u.  e.  Ausdgr.  eine  starre  E.?  188.  — 
Richtmasse  für  E.  191  f.  —  E.  im 
Baume  als  Vielfachensumme  von  Richt- 
massen 192  f. 

Elementarsystem  w-ter  Stufe  175, 
seine  Beziehung  zum  Ausdehnungs- 
system (n  —  l)-ter  Stufe  176.  —  Gleich- 
heit zweier  Theile  eines  Elementar- 
systems 183  f.  -    E.  im  Räume  188. 

Elementarverein  160. 


Elimination  einer  Unbekannten  aus 
Gleichungen  höherer  Grade  166  f. 

Endelement  48. 

Endliche  Grösse  236. 

Ergänzende  Stufe  143.  —  E.  Richt- 
masse 151. 

Ergänz  zahl  e.  Grösse  i.  B.  auf  e.  Be- 
ziehungssystem 219  (vgl.  Produkt). 

Ergebniss  einer  Verknüpfung  34. 

Ersetzen,  zwei  Vereine  von  Gleichungen 
ersetzen  sich  gegenseitig  149  Anm. 

Exponentialgrösse,  geometrische 
12—14. 

Extensive  Grösse  26  (s.  Ausdehnung). 

Faktor,  kombinatorischer  Faktor  1.0. 
(301);  er  kann  v.  erster  od.  v.  (n— l)-ter 
St.  sein  (303),  (310)  (s.  äusserer  F.  u. 
Produkt). 

Faktor  fläche  einer  inneren  Plangrösse 
382,  einer  Kugelgrösse  385. 

Flächenräume  von  bestimmter  Grösse 
und  Ebenenrichtung  (Ausdehnungs- 
grössen  2.  St.)  (305);  ihre  Addition 
(309). 

Form  oder  Denkform  23;  die  verschie- 
denen Arten  von  Formen  24—26. 

Formales  Produkt,  s.  Produkt. 

Formelle  Summe,  s.  Summe. 

Formenlehre,  allgemeine  33-45. 

Fortschreitend  mit  einer  Reihe  von 
Grössen  multipliciren  (verknüpfen)  131. 
—  Die  Seiten  eines  Dreiecks  fort- 
schreitend genommen  356. 

Funktionen,  algebraische  und  homo- 
gene 344,  geometrische  360.  —  Alge- 
braische Funktionen  von  Punkten  362, 
363  f.  Die  partiellen  Differenzialquo- 
tienten  einer  solchen  Fkt.  nach  den 
Punkten  365.  Unabhängigkeit  dieser 
Diffqu.  von  der  Wahl  der  rechtwinkl. 
Koonlinaten  366  f.  —  Die  durch  eine 
8olche|Fkt.  bestimmten  beschleunigen- 
den Bj*äfte  362.  Bestinmiung  dieser 
Kräfte  nach  Grösse  und  Richtung  363 
—366. 

Gebiet  28,  49,  (298  f.),  s.  System. 

Gefolgszahl  aus  n  Elementen  184. 

Gegenläufig  49  Anm. 

Gehalt  (Inhalt)  einer  Kugelgrösse  387. 
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Geltender  Werth,  Grössen  von  g.  W. 
83,  382. 

Gemeinschaftliches  System  zweier 
Systeme  207.  —  Aus  dem  gem.  das 
nächstumfassende  zu  finden  208. 

Gemischtes  Produkt,  s.  Produkt. 

Geometrie,  die,  kein  Zweig  der  reinen 
Mathematik  23  f.  —  Unhaltbarkeit  der 
bisherigen  Grundlagen  der  Geom.  63 
—  65.  —  Versuch  einer  neuen  Grund- 
legung 66—69;  vgl.  [293  f.]. 

Geometrische  Exponentialgrösse  12, 
Summe  114,  Funktion  360. 

Gerade  66  fif.,  ihre  Gleichung  195. 

Gesammtabweichung  eines  Punktes 
von  einer  Punktreihe  und  einer  Punkt- 
reihe von  e.  Punkte  70;  Sätze  darüber 
71  f.  —  Ges.  eines  Elementarvereins 
von  e.  Elemente  160.  —  Ges.  einer 
Reihe  von  Punktgrössen  von  einem 
Punkte  376. 

Gesammtbewegung  oder  Gesammt- 
kraft  75. 

Gesamtgewicht  einer  Reihe  von 
Punktgrössen  375. 

Gesammmtmoment  mehrerer  Kräfte 
96  f.  —  G.  V.  Bewegungen  97.  —  All- 
gemeiner Begriff  des  G.  114  f.  —  Das 
G.,  wenn  keine  äusseren  Kräfte  wirken 
(unveränderliche  Ebene)  115.  —  Ab- 
hängigkeit des  G.  vom  Beziehungs- 
punkt 116  f.  —  G.  paralleler  Kräfte 
169. 

Geschwindigkeit  eines  Punktes  173, 
358  f.  —  G.  der  Projektion  359.  — 
Die  G.  ist  die  Summe  der  G.  der  Pro- 
jektionen 359.  —  DieG.  als  Ditferential- 
quotient  einer  geometr.  Funktion  360. 

Gewicht  (vgl.  harmonisch)  eines  Ele- 
mentarvereins 160.  —  G.  einer  Punkt- 
grösse  375.  —  Das  G.  einer  Strecke 
ist  null  166,  376.  —  G.  einer  Summe 
von  Grössen  1.  Stufe  376.  —  G.  einer 
Kugelgrösse  387. 

Gleichartige  Grössen  (Formen)  40.— 
Gl.  Strecken  49—51.  —  Gl.  Ausdeh- 
nungen 81.  —  Gl.  Elementargrössen 
163.  —  Gl.  Beziehungsgrössen  234.  — 
Gl.  räumliche  Grössen  343. 


Gleichbezeichnete  Grössen  (303). — 
Gl.  Theile  von  Linien,  Ebenen  u.  s.w. 
(304). 

Gleichgewicht,  Bedingung  dafür  98  f. 

—  Gl.  eines  Körpers,  der  in  einer 
Flüssigkeit  schwebt  170.  —  Bedingung 
für  das  Gleichgewicht  von  Kräften  im 
Räume  202  f.  —  Gl.  eines  Systems 
fest  verbundener  Punkt«,  auf  die  be- 
schleunigende Kräfte  wirken  369—372. 

Gleichheit  und  Verschiedenheit.  Be- 
griff der  Gl.  25,  33  f.,  331. 

Gleichläufig,  49  Anm. 

Gleichungen  ersten  Grades  und  ihre 
Auflösung  100  ff.  —  Gl.  «i-ter  Stufe 
zwischen  Ausdehnungsgrössen  142  f.; 
wann  ein  Faktor  weggelassen  werden 
daif  144,  253;  Abschattung  einer  sol- 
chen Gl.  145, 147, 254;  Ableitung  eines 
ersetzenden  Vereins  von  Gl.  149  f.,  151. 

—  Gl.  zwischen  Richtstücken  oder  Zei- 
gern 152  f.  —  Gl.  zwischen  Elementar- 
grössen höherer  Stufe  185,  187.  —  Gl. 
zwischen  Ausdehnungsgrössen,  deren 
Glieder  gemischte  Produkte  sind  (vgl. 
Kurven)  245.  —  GL,  die  vom  Mass- 
werthe  unabhängig  sind  (s.  harmo- 
nisch) 271  ff.  —  Gl.  zwischen  inneren 
Produkten  von  Strecken  und  ihre  Ver- 
wandlung in  Zahlgl.  351,  358.  —  Gl. 
zwischen  inneren  Grössen  379.  —  Gl. 
zwischen  inneren  Produkten  v.  Grössen 
1.  Stufe  383  (vgl.  Grösse). 

Glieder  einer  Verknüpfung  34. 
Grad  der  Abhängigkeit  zwischen  Syste- 
men u.  zwischen  realen  Grössen  207. 

—  Grad  der  Multiplikation  (vgl.  Prod.) 
211.  —  Grad  einer  BeziehungsgrÖsse 
234. 

Gränzelemente  eines  Eckgebildes  180. 

Grössen  (räumliche)  =  Elementar- 
grössen, von  1.  Stufe  (302),  von  n-ter 
Stufe  (303).  —  Die  sieben  Arten  räum- 
licher Grössen  (305).  —  Produkt  einer 
räumlichen  Grösse  in  eine  Zahl  343 
Anm.  —  Algebraische  homogene  Glei- 
chungen zwischen  räuml.  Gr.  344.  — 
Verknüpfungen  muml.  Grössen,  die 
algebr.   Verkn.   entsprechen   344.    — 
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Grössen  1.  Stufe  (Strecken  n.  Punkte) 
370.  —  Innere  Grössen  379.  —  Wann 
zwei  innere  Gr.  gleich  sind  379  (vgl. 
Summe).  —  Die  drei  Arten  innerer 
Grössen  387,  Satz  22. 

Grundänderung  48;  unabhängige 
Gr.  62. 

Grundmasse  oder  Richtmasse  I.Stufe 
eines  Systems  n-ter  Stufe:  für  Aus- 
dehnungHg^ssen  151,  für  Elementar- 
grossen  191. 

Grundsystem,  s.  Abschattung. 

Grundverknüpfungen  148. 

Harmonische  Gleichungen,  Koefßcien- 
ten  (Gewichte),  Systeme  274.  —  H. 
Gleichungen  von  reiner  Form  274.  ^. 
Die  Summe  der  harmon.  Koeff.  275.  — 
H.  Mitte  275,  Sätze  darüber  280.  — 
H.  Summe  276.  —  Umwandlung  des 
Polsystems  einer  reinen  h.  Gleichung 

276  f.,  278  f.  —  Darstellung  einer  un- 
reinen h.  Gleichung   in  reiner  Form 

277  f.  —  Umwandlung  einer  reinen 
harmon.  Gleichung  ohne  Aenderung 
des  Polsystems  279. 

Hauptmass  eines  Systems  n-ter  Stufe 
161,  218. 

Hauptsystem  einer  Gleichung  zwischen 
Ausdehnungsgrössen  143.  —  H.  eines 
eingewandten  Produktes  210  f. 

Höhen  Seite  eines  Spathecks  91. 

Ideelle  Eugelfläche  und  die  ihr  ent- 
sprechende reelle  389. 

Indifferente  Form  39. 

Inhalt  (Gehalt)  einer  Kugelgrösse  387. 

Innere  Kräfte  97;  ihr  Gesammtmoment 
ist  i.  B.  auf  jeden  Punkt  und  jede 
.  Axe  null  97  f.  Beseitigung  einer  dabei 
eingeführten  Beschränkung  114  f.  — 
Innere  Elemente  eines  Eckgebildes  180 
(vgl.  Zwischenelement).  —  vgl.  Pro- 
dukt und  Grösse.  —  Inneres  Quadrat 
einer  Strecke  545,  eines  Punktes  376. 

Innerlich  multipliciren  368. 

Intensive  Grösse  26. 

Kegelschnitt,  seine  geometrische G lei- 
chung  248,  (800).  —  Kschn.  durch  fünf 
gegebene  Punkte  248. 


Klammern,  Regel  über  das  Setzen  von 
Kl.  34. 

Kolli near  verwandte  Systeme  267  (vgl. 
AfBn  und  metrische  Relationen). 

Kollinearfunktion,  die,  in  der  Ebene 
3iO  /*.,  im  Räume  341. 

Kollineation  und  ihr  Unterschied  von 
der  Kongruenz  332-334. 

Kollineationsgleichung  334. 

Körperräume  als  Elementargrösseu 
dritter  oder  vierter  Stufe  (806). 

Kombination,  ihr  Begriff  26.  —  Kom- 
bination zweier  Systeme  251.  —  K.  von 
PunktgrÖssen  und  Liniengrössen  (vor- 
läufige Bezeichnung  für  das  Produkt) 
335 \  wann  die  K.  null  wird  335  f.; 
Kombinationsgleichungen  330;  die  K. 
als  Multiplikation  337, 340;  Masswerth 
der  K.  3S8. 

Kombinatorischer  Faktor,  s.  Faktor. 
—  K.  Produkt  (301),  340;  es  umfasst 
das  äussere  Produkt  (303)  und  das 
eingewandte  (810). 

Kombinirtes  (zusammengesetztes)  Sy- 
stem 146,  250,  261. 

Kongruenz  331  f.;  ihr  Unterschied  von 
der  Kollineation  332  f. 

Konstruktionen  66;  lineale  K.  247, 
249, 334;  lineare  K.  268 ;  entsprechende 
K.  334. 

Koordinaten,  s.  Richtsysteme;  Ver- 
wandlung der  K.  für  Parallelkoord. 
164  ff.,  allgemein  194,  vgl.  282. 

Kräftepaare  201. 

Kraft  73,  Summirung  der  Kräfte  74.— 
Die  Kraft  als  Liniengrösse  197.  — 
Gleichwirkende  Kräfte  199.  —  Kräfte 
in  einer  Ebene  199  —  201,  im  Räume 
201  f.  —  Reduktion  einer  Summe  von 
Kräften  202.  —  Bedingung  für  die 
Aequivalenz  zweier  Vereine  von  Kräften 
203,  206.  —  Mehrere  Kräfte  sind  ihrer 
Summe  gleichwirkend  203.  —  Wann 
ist  ein  Verein  von  Kr.  einer  Kraft 
oder  einem  Momente  (s.  Moment)  gleich- 
wirkend ?  205.  —  Beschleunigende  Kraft 
362.  —  Definition  gewisser  beschl.  Kr. 
362  (vgl.  Funktion).  —  Behauptende 
Kräfte  369, 
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Krystallgestalten,  Darstellung  der 
Ebenen  (Kanten)  einer  Kr.  durch  vier 
unter  ihnen  281,  283.  —  Harmonische 
Beziehungen  bei  Kr.  284. 

Kugelgrössen,  ihr  Begriff  385S87. 

—  Kgr.  mit  reeller  Faktorfläche  als 
vielfache  innere  Punktprodukte   385. 

—  Kgr.  mit  imaginärer  Faktorfläche 
als  Summen  von  inneren  Punktqua- 
draten 386.  —  Summe  zweier  Kugel- 
grössen  388  f.  (vgl.  Summe). 

Kurven  w-ter  Ordnung  und  Kurven 
m-ter  Klasse  in  der  Ebene,  ihre  Kon- 
struktion u.  ihre  geometrischen  Glei- 
chungen 247  f. 

Leitsystem,  s.  Abschattung. 

Linear,  lineal,  s.  Konstruktion,  Ab- 
hängigkeit, Gleichungen.  —  Lineare 
Verwandtschaften  264.  —  Linear  ver- 
wandte Systeme  267. 

Liniengrössen  (bestimmte  Theile  be- 
stimmter  gerader  Linien)  189,  (305). 

—  Summe  zweier  Liniengrössen  191, 
(308  f.). —  Unterschied  zwischen Linien- 
grösse  und  Strecke  339  Änm.,  342 
(vgl.  Addition,  Kombination). 

Lücke  285. 

Magnetische  Axe  171. 
Masse  74. 

Masswerth  244,  334. 
Mathematik,  Begriff  und  Eintheilung 

der  reinen  M.  23—28. 
Me ch an ik, Grundgesetze  der M.  73 — 76. 

—  Differentialgleichungen  der  M.  368  f. 
Mehrfaches  einer  Grösse  152  Anm. 
Metrische  Relationen  bei  kollinearen 

Punktgebilden  271  f.  —  Metrischer 
Werth,  s.  Masswerth. 

Mitte  einer  Punktreihe  72, 167  f. — Mitte 
eines  Vereins  von  Punkten  mit  Ge- 
wichten 168;  die  Mitte  wird  zur  Axe 
168  f.  —  Mitte  zwischen  Punktgrössen 
376. 

Mittelfläche  bei  Kugelgrössen  386\ 
Grund  der  Benennung  387. 

Mittelgrösse  eines  inneren  Punktqua- 
drates und  eines  inneren  Streckenpro- 
duktes 37 8  \  M.  einer  Summe  von  sol- 


chen Grössen  57'^.  —  M.  eines  inneren 
Prod.  aus  Punkt  und  Strecke  381.  — 
Grund  der  Benennung  385. 

Mittelpunkt  einer  Kugelgrösse  387. 

Moment  einer  Kraft  i.  B.  auf  e.  Punkt 
96,  i.  B.  auf  eine  Axe  96.  —  Moment 
der  Bewegung  97.  —  Abhängigkeit 
zwischen  den  M.  i.  B.  auf  Axen  durch 
einen  Punkt  117.  —  Summe  der  Mo- 
mente paralleler  Kräfte  169  (vgl.  Ge- 
sammtmoment).  —  Das  M.  als  Aus- 
weichung eines  Produktes  197  f.,  oder 
als  Abweichung  der  Kraft  vom  Be- 
ziehungselemente 198. —  Das  Moment 
als  Kraftgrösse  201.  —  Allgemeiner 
Satz  über  die  Beziehungen  zwischen 
Momenten  204. 

Multipliciren,  mit  einer  Grösse  wird 
mult.  und  eine  Grösse  wird  mult.  221. 

Multiplikation,  ihr  allgemeiner  Be- 
griff 41  f.;  ihre  allgemeinen  Gesetze 
42  f. ;  realer  Begriff  der  M.  44  f.  —  Arith- 
metische M.  39  Anm.  (vgl.  Produkt). 

Multiplikative  Beziehung  zur  Addi- 
tion 88. 

Nächstumfassendes  System  zweier 
Systeme  oder  Grössen  208. — Beziehung 
zwischen  dem  nächstumf.  und  dem  ge- 
meinschaftlichen Systeme  209. 

Null,  die  indifferente  Form  bei  der  Ad- 
dition 40 ;  sie  ist  immer  abhängig  83. 

Numerisch  ableiten  [293]. 

Obersystem  242. 

Offen,  8.  Produkt.  —  Offnes  Quadrat, 
Summe  von  solchen  291;  Gleichung 
des  zugehörigen  EUipsoids  291  f. 

Ort  einer  Punktgrösse  376,  Satz  16. 

Parallel,  das  Ziehenkönnen  von  Paral- 
lelen zu  einer  gegebenen  Geraden  als 
unentbehrliche  Forderung  69  f. 

Parallelogramm,  s.  Spatheck. 

Parallelepipedum,  s.  Späth. 

Perspektivische  Vereine  273;  wann 
zwei  kollineare  Vereine  persp.  sind  273. 

PI  an  grosse  (äussere)  189  (s.  Ebenen- 
grösse).  —  Linere  Plangrösse,  d.  h. 
inneres  Produkt  von  Punkt  u.  Strecke, 
382  (vgl.  Summe).  —  Vergleichung  der 


■0 
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lAter  za  A.  and  zur  ^^metrischen  J 


innerffn  PlkngrOsieii  mit  den  än^e^rf'D 

Po]iT<tt^m  einer  harmoniflchen  Glei- 
chnng  274  ^i.  harmon.  Gl.;. 

Produkt  >T^\.  kombinatorisch  .  I »  ä  a  « • 
«eres  Pr.  von  AagdehnangsgrOxaen, 
Keine  Ableitnnf^  81  ff;  »eine  Bezeich- 
nung H6;  K^chtffrrtigang  ded  Namenn 
8d.  —  B<;ziehong  zm*  Addition  88— W. 

—  Vertauschong  Ton  Faktoren,  Yjd- 
chenn^el  87.  —  BechnungHregeln  88 
— i^K  —  Produkt  höherer  Ausdehnungen 
lO'J  ff.,  Zusammenfassung  111  f.  —  Ge- 
setze des  äufls.  Prod.  in  allgv^meinsUT 
Form  112  f.  —  Vertauschung  zweier 
aufeinander  folgender  Faktoren  höhen*r 
Stufe  113.  —  AeusH.  Prod.  von  Ele- 
mentargrCssen  176  f.,  seine  Realisation 
177  £F. 

2)  eingewandtes (regresHiy es) Prod. 
m-Uii  Stufe,  reales  und  formales  207, 
Tgl.  [206  f. j  und  (311).  —  Wann  es 
null  wird  207  f.  —  Eingew.  Prod.,  das 
auf  ein  System  bezüglich  iHt  210,  wann 
es  real  wird  211.  —  Aeuss.  u.  eingew. 
Prod.  auf  ein  System  bezogen  211  f. 

—  Eingew.  Prod.  in  der  Form  der 
IJrit«Ton1nung,  wo  der  eine  Faktor] das 
iJezi^'himgHHyHtem  ist  212  f.  —  Kon- 
KtanU;  SyHt<;me  bei  L'mge«taltung  von 
eingew.  Prod.  2 Iß.  —  Der  Werth  des 
eingew.  Prod.  abhängig  von  «ler  Stufen- 
zahl des  Fakt.  217.  —  Gleichheit  ein- 
gewandt^jr  Produkte,  wenn  die  Fakt, 
verschiedene  Stiifenzahlen  haben  217. 

—  Eigfinthümlicher  (specifi  scher)  Werth 
(Faktor)  e.  eingew.  Prod.  i.  B.  auf  das 
Uauptmass  218.  —  licale  Bedeutung  des 
eingew.  Prod.  [206].  —  Eigenthüm- 
HcIkjs  Syst<Mn  und  Stufenzalil  e.  eingew. 
Prod.  218.  —  Vertäu schungrtgesctz  bei 
zwei  Faktoren  219.  —  Ergänzzahl  eines 
eiiigcjw.  l*rod.  aus  zwei  Faktoren  220. 

—  Wann  das  Produkt  verschwindet 
220.  —  (jrcsetze  für  die  Behandlung  von 
Produkten  aus  mehreren  Faktoren  221 ; 
wann  ein  solches  Produkt  real  und 
niclit  null  ist  221.  —  Jedes  reale  Pro- 
dukt lilsst  sich  in  der  Form  der  Unter- 


ordnung danitellen  222  f.  —  Multi- 
plikation mit  einander  eingeordnet»'n 
Grüsaen  225.  —  Eingew.  Prod.  aus  mehr 
Faktoren  i.  B.  aof  ein  Hauptj<y>tenu 
f^eia  eigenthümlicher  Werth  und  ^«rine 
Stufenzahl  226.  —  Bezeichnung  der 
eingew.  Mnlt.  212,  226,  i310  . 

3;  äusseres  und  eingewandte» 
Produkt:  Reine  und  gemischte  Produkte 
227.  —  Ergänzzahl  eines  reinen  eingew. 
I'rod.  228;  wann  ein  i>olches  Prod.  null 
ist  22d.  —  Produkte  von  Beziehungs- 
grGssen  228.  —  Zusanimenfas.«ung  der 
bis  dahin  abgeleiteten  Gesetze  für  be- 
liebige reine  Prod.  229.  —  Die  Fak- 
toren eine«  reinen  Prod.  lassen  sich 
beliebig     zusanunenfassen     230 — 232. 

—  Vollkommene  Analogie  zwischen 
äusserer  und  eingewandter  Mult.  241. 

—  Prod.  Ton  Grössen  (n  — l)-ter  Stufe 
im  System  w-ter  Stufe  238,  241.  — 
Eingew.  u.  gemischtes  Prod.  in  der 
Ebene  u.  im  Räume,  Anwendung  auf 
Kurven  u.  Flächen  243—249,  vgl.  (311). 

4)  Produkt  i.  B.  auf  ein  Doppel- 
system 242. 
6)  offnes  Produkt,  sein  Begriff  285 f. 

—  Beispiel  eines  Prod.  mit  einer  Lücke 
286  (Summe  von  offnen  Quadraten 
291).  —  Bedingungen  für  die  Konstanz 
eines  solchen  Produktes  287.  —  Seine 
Zurückführung  auf  eine  möglichst  ein- 
fache Form  288  f.  —  Begriffliche  Be- 
deutung des  Produkts  291. 

C)  inneres  Produkt  11  ff.  —  Defini- 
tion des  inneren  Prod.  von  parallelen 
Strecken  345,  von  nicht  parallelen 
Strecken  347;  Vertauschbarkeit  der 
Faktoren  347;  wann  das  Prod.  null 
wird  348,  Satz  3;  Beziehung  zur  Ad- 
dition 546";  Bezeichnung  349.  —  Die 
inn.  Prod.  von  Strecken  sind  gewissen 
äusseren  Prod.  proportional  350  f.  — 
Inn.  Prod.  zweier   Flächenräume  352. 

—  Inn.  Prod.  eines  Flächenraums  u. 
einer  Strecke  353.  —  Allgemeine  Eigen- 
schafben dieser  Arten  von  inn.  Prod. 
354  f.  —  Uebergang  von  der  inn.  Mult. 
der  Strecken  zu  der  der  Punkte  372-^ 
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376.  —  Inn.  Prod.  zweier  Punkte    u. 

inn.  Prod.  eines  Punktes  in  eine  Strecke 

• 

als  Differenz  zweier  inn.  Quadrate  S76f, 
(vgl.  Plangrösse  u.  Kugelgrösse). 

Projektion  (vgl.  Abschattung).  Proj. 
eines  Systems  262.  —  Die  verschie- 
denen Arten  von  Proj.  in  der  Ebene 
252,  —  Verhilltniss  der  Proj.  zur  Ab- 
schattung 272  (vgl.  perspektivisch). 

Proportion  als  Gleichheit  zweier  Quo- 
tienten 129  f.  —  Rein  geom.  Darstel- 
lung der  Prop.  in  der  Greom.  138 — 142. 

—  Prop.  zwischen  vier  paarweise  pa- 
rallelen Strecken  139  f.,  zwischen  vier 
parallelen  Strecken  140  f.  —  Prop. 
zwischen  Zahlgrössen  und  räumlichen 
Grössen  343  (vgl.  senkrecht). 

Punkt  (vgl.  Element,  Elementargrösse, 
Abweichung,  Mitte).  Addition  der 
Punkte  161-169,  (306)-(308),  337-340, 
375  f.  —  Aeussere  Produkte  von 
Punkten  176  ff.;  Anwendung  auf  den 
Raum  189  f.,  (303).  —  Der  Punkt  als 
Grösse  266  f.,  335.  —  Der  Punkt  als 
geometrische  Funktion  der  Zeit  360  f. 

—  Verknüpfung  von  Punkten  und 
Punktgrössen   zurückgeführt   auf  die 

,     von  Strecken  372  ff.  (vgl.  Produkt). 

Punktgrösse  355  (vgl. Punkt  und  Kom- 
bination). 

Punktquadrat  (inneres)  376  ff. 

Punktträger  290. 

Punktverein  168. 

Quadrat,  s.  offen;  inneres  Quadrat  einer 
Strecke  345. 

Quotient  zweier  Ausdehnungen,  wann 
wieder  eine  Ausd.  119,  seine  Mehr- 
deutigkeit 120  f.;  geometrische  Bei- 
spiele 121;  Bedingung,  die  zu  einem 
eindeutigen  Quotienten  führt  122  f. — 
Quotient  zweier  gleichartiger  Grössen 
126  ff',  (s.  Zahlengrösse).  —  Qu.  zweier 
Beziehungsgrössen  234  f.  —  Allge- 
meines Kennzeichen  für  die  Eindeutig- 
keit des  Quot.  236.  —  Quotient  nicht 
paralleler  Strecken  396.  —  Quotient 
einer  Messung  345,  350.  —  Qu.  ver- 
schieden gerichteter  Strecken  13. 

Grassman  n,  Werke.    L 


Räumliche  Grösse,  s.  Grösse.  —  Räuml. 
Funktion  361,  s.  geometrisch. 

Real,  8.  Summe  und  Produkt. —  Reale 
Grössen  206. 

Reciprok,  s.  affin;  reciprok  verwandte 
Systeme  267,  270. 

Regressiv  (296),"  s.  Produkt  (einge- 
wandtes). 

Reine  Faktoren  od.  Grössen  222.  — 
Eigenthümlicher  Werth  einer  reinen 
Grösse  226.  —  Reine  Grössen  =  Be- 
ziehungsgrössen nullten  Grades  234 
(vgl.  Produkt  u.  harmonisch). 

Richtaxen  für  Ausdehnungsgrössen 
(Richtgebiete  1.  Stufe)  151. 

Richtelemente,  d.  h.  Richtgebiete 
1.  Stufe  für  Elementargrössen  192. 

Richtgebiete  w-ter  Stufe  für  Aus- 
dehnungsgrössen 151. 

Richtmasse  m-ter  Stufe  für  Ausdeh- 
nungsgrössen im  System  n-ter  Stufe 
151,  für  Elementargrössen  192,  im 
Räume  192  f.  —  Die  Produkte  von  je 
m  Richtmassen  1.  Stufe  sind  von  ein- 
ander unabhängig  261  f. 

Richtstücke  einer  Ausdehnungsgrösse 
152. 

Richtsysteme  für  Ausdehnungsgrössen 
151,  für  Elementargrössen  191 — 193. 
Schwenkung  12. 

Schwerpunkt  (vgl.Mitte)  76,  169,306, 
376.  —  Bewegung  des  Schw.  76. 

Senkrecht  proportionale  Flächen- 
räume und  Strecken  350-,  Beziehung 
zwischen  solchen  und  ihren  Summen 
351,  Satz  6,  352,  Satz  7. 

Sinn,  im  gleichen  oder  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  erzeugt  41,  48  (vgl. 
Abschattung). 

Späth  (Parallelepipedum)  80,  Zeichen- 
regel 92,  (304).  —  Das  Späth  als 
äusseres  Produkt  dreier  Strecken  90. 

Spatheck  (Parallelogramm)  77,  80. 
Zeichenregel  77,  91,  (304).  —  Das 
Spatheck  als  äusseres  Produkt  zweier 
Strecken  90  f.  —  Aufgaben  über  Spath- 
ecke 92,  95.  —  Satz  von  Varignon  94. 

28 
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Specifi scher  «'eigenthümlicher)  Werth, 
8.  Produkt  (eingewandtes). 

Sphärischer  Raum,  der  Hclmholtz- 
sche  [394]. 

Starr,  s.  ElementargrÖHse. 

Statik,  neue  Begründung  der  Statik 
198—206.  —  Eine  Aufgabe   aus  der 

*  Statik  369—372. 

Strecke  «-Ausdehnung  1.  Stufe  49,  sie 
ist  eine  gerade  Linie  von  bestimmter 
Lange  und  Richtung  (802).  —  Ihre 
vorläufige  Bezeichnung  60.  ~  Addition 
und  Subtraktion  gleichartiger  Str.  49 
— 61.  —  Add.  u.  Subtr.  ungleichartiger 
Str.  63—60. —  Konstruktion  der  Strecke 
durch  zwei  gegebene  Elemente  66—69. 

—  Alle  Elemente  einer  Strecke  der- 
selben Aenderung  unterworfen  60.  — 
Darstellung  der  Strecken  in  einem 
Systeme  w-ter  Stufe  62.  —  Aufgaben 
über  Strecken  69  f.  —  Bewegung  von 
Strecken  77  —  79.  —  Endgültige  Be- 
zeichnung der  Str.  166  f.  —  Addition 
einer  Strecke  und  eines  vielfachen 
Elements  166  f.,  (806).  —  Die  Strecke 
verglichen  »mit  dem  äusseren  Produkte 
zweier  Elemente  (der  „erstarrten 
Strecke")  174  f.,  179,  189,  339  Anm., 
342. 

Stufenzahl,  s.  Ausdehnung,  System 
und  Produkt. 

Subtraktion,  s.  Addition. 

Summe  von  Ausdehnungen  gleicher 
Stufe,  sie  ibt  real,  wenn  die  Ausd.  in 
einem  Gebiete  nächsthöherer  Stufe  ent- 
halten sind  102  —  107.  —  Formelle 
Summe  (^Summengrösse)  und  ihr  kon- 
kreter Begriff  108;  das  Rechnen  mit 
solchen  Summen  109 — 112.  —  Harmo- 
nische Summe  276.  —  Summe  von 
inneren  Grössen  379^  wann  sie  ein  in- 
neres Streckenprodukt  ist  380^  wann 
eine  innere  Plangrösse  382,  wann  eine 
Kugelgrösse  385—387.  —  Eine  Summe 
von  inneren  Plangrössen  ist  eine  inn. 
Plangrösse  od.  ein  inn.  Streckenprod. 
382  /'.,  Konstruktion  der  Summe  384. 

—  Summe  von  inneren  Punktquadraten 
366  f.  —  Summe  von  inneren  Grössen 


mit  reellen  sich  treffenden  Faktor- 
flächen 388,  Säte  23  a,  Konstruktion 
der  Faktorfläche  der  Summe, 388  f., 
Satz  23  li. 

Summengrösse,  s.  Summe. 

Symmetrisch  im  Sinne  von  homogen 
246. 

Synthetische  Verknüpfung  36. 

System  (Gebiet)  28,  Syst.  erster  Stufe  49. 

—  Systeme  zweiter  u.  höherer  Stufe 
29;  ihre  Erzeugung  61  f.,  ihre  Unab- 
hängigkeit von  der  Erzeugung  des 
ganzen  Systems  61  f.  —  Das  S.  eines 
Vereins  von  Grössen  1.  Stufe  264. 

Uebergeordnet  241. 

unabhängig,  s.  Aenderung,  Ausdeh- 
nung, Element,  ElementargrÖsse ;  un- 

■  abhängig  «» im  nullten  Grade  abhängig 
207.  —  Unabh.  Grössen  1.  Stufe  238. 

—  Unabh.  Grössen  (n — l)-ter  Stufe  in 
einem  Systeme  n-ter  Stufe  239. 

Unendliche  Grösse  236. 

Untergeordnet  119.  Jede  Ausdehnung 
kann  als  ein  äusseres  (eingewandtes) 
Produkt  dargestellt  werden,  dessen 
einer  Faktor  eine  beliebige  Ausdeh- 
nung ist,  die  ihr  (der  sie)  unterge- 
ordnet ist  119,  256. 

Unterordnung,  Form  der,  s.  Produkt 
(eingew.). 

Untersystem  242. 

Ursprüngliche  Einheiten  [296]. 

Vereinbarkeit,  s.  Verknüpfung. 

Verknüpfung,  ihr  Begriff  34.  —  Ver- 
einbarkeit der  Glieder  (associatives 
Princip)  35.  —  Vertauschbarkeit,  ein- 
fache Verku.  35  f.  —  Synthetische  u. 
analytische  Verkn.  36—38.  —  Verkn. 
verschiedener  Stufen  41  f. 

Verschiedenheit,  s.  Gleichheit. 

Vertauschungsgesetz  bei  der  äuss. 
Mult.  87,  113,  geometrisch  begründet 
90  f.,  in  der  Statik  99.  —  Vertges.  bei 
der  eingew.  Mult.  219. 

Verwandtschaft,  s.  affin,  linear. 

Vielfachengleichung  117. 

Vielfachensumme  von  Strecken  159, 
entsprechende  V.  389. 
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Vielfaches  einer  Grösse  152. 

Winkel  als  Logarithmus  14,  396, 

Zahl,  ihr  Begriff  26. 

Zahlengrössen(Zahlgrössen)  129, 130, 
337.  —  Ihre  Verknüpfungen  unter  ein- 
ander und  mit  Ausdehnungsgrössen 
130 — 137.  —  Sie  sind  Ausdehnungen 
nuUter  Stufe,  ihre  Stellung  gegenüber 
den  andern  Ausdehnungsgrössen  137. 

Zahlenrelation,    zwei    Vereine    von 


Grössen  stehep  in  derselben  Zahlen- 
relation 204. 

Zeiger  einer  Ausdehnungsgröfese  152.  — 
Z.  einer  Grösse  i.  B.  auf  ein  Bichi- 
mass  153.  —  Dasselbe  bei  Elementar- 
grossen  192.  —  Man  kann  einen  der 
Zeiger  =»  1  machen  194. —  Gleichungen 
zwischen  Zeigern  195. 

Zwischenelement,  Begriff  180,  ana- 
lytische Darstellung  180—182. 


Berichtigungen. 

S.  19  in  der  Kopfüberschrift,  statt  A^  lies  Aj. 
S.  102,  Z.  8  V.  0.  statt  „Gebiete"  liea  „Systeme". 

S.  289,  Z.  3  V.  u.  statt  — =  lies  -—  • 

Yc       yc 


HERMANN  GRA88MANN8 


GESAMMELTE 


MATHEMATISCHE  UND  PHYSIKALISCHE  WERKE. 


AUF  VERANLASSUNG 

DER 

MATHEMATISCH -PHYSISCHEN  KLASSE 
DER  KCL.  SÄCHSISCHEN  GESELLSCHAFT  DER  WISSENSCHAFTEN 

UND  UNTER  MITWIRKUNG  DER  HERREN: 

JAJCOB  LÜROTH,  EDUABD  8TUDT,  JUSTUS  GRA88MANN, 
HERMANN  ailASSlfANN  DER  JÜNQERE,  OEORQ  8CHEFFER8 

HKKAUSGEOEBEN 
VON 

FRIEDRICH  ENGEL. 


LEIPZIG, 

DRUCK  UND  VERLAG  VON  B.  G.  TEUBNER. 

1896. 


HERMANN  GRA8SMANN8 


GESAMMELTE 


MATHEMATISCHE  UND  PHYSIKALISCHE  WERKE. 


ERSTEN  BANDES  ZWEITER  THEIL: 

DIE  AUSDEHNUNGSLEHRE  VON  1862. 

IN  GEMEINSCHAFT 

MIT 

HBSMAJNK  GBASSMAKN  DKM  JÜNaBBKlT 

HERAU$(iE<iEBeN 
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Vorbemerkungen. 

Die  hiermit  erscheinende  zweite  Ausdehuungslehre  Grassmanns 
bildet  den  zweiten  Theil  und  damit  den  Abschluss  des  ersten  Bandes 
der  gesammelten  mathematischen  und  physikalischen  Werke.  Grass- 
manns  Sohn  Hermann  hat  sie  vor  dem  Drucke  einer  genauen 
Durchsicht  unterzogen  und  die  Figuren,  die  an  einzelnen  Stellen 
wünschenswerth  erschienen,  hinzugefügt;  er  konnte  bei  dieser  Durch- 
sicht eine  Reihe  von  Bemerkungen  verwerthen,  die  ihm  Study  schon 
vor  längerer  Zeit  mitgetheilt  hatte.  An  der  Drucklegung  haben  wir 
beide,  Hermann  Grassmann  der  Jüngere  und  ich  in  ganz  gleicher 
Weise  gearbeitet.  Die  Anmerkungen  hinter  dem  Texte  stammen  eben- 
falls von  uns  beiden,  und  zwar  hat  H.  Grassmann  die  grösseren 
unter  den  von  ihm  verfassten  Anmerkungen  mit  seinem  Namen  unter- 
zeichnet. Wie  beim  ersten  Theile  so  hat  auch  diesmal  F.  Meyer  in 
Klausthal  die  zweite  Korrektur  mitgelesen;  ferner  hat  uns  auch  noch 
Grassmanns  zweiter  Sohn  Max  beim  Lesen  der  Korrektur  unterstützt. 

Gegenüber  der  ersten  Ausdehnungslehre  (von  1844)  bezeichnet 
die  zweite  einen  sehr  wesentlichen  Fortschritt,  der  sich  nicht  nur  in 
der  grösseren  Mannigfaltigkeit  des  Inhaltes  bemerklich  macht,  sondern 
namentlich  auch  in  dem  ganzen  Aufbau.  Die  Ausdehnungslehre  von 
1844,  so  geistreich  sie  auch  ist,  steht  doch  auf  keiner  ganz  sichern 
Grundlage;  die  Grundbegriffe,  von  denen  Grass  mann  darin  ausgeht, 
sind  so  allgemein  und  daher  so  inhaltlos,  dass  sie  zum  Aufbau  eines 
wirklichen  Systems  nicht  genügen,  imd  Grassmaun  muss,  um  zu 
einem  solchen  Systeme  zu  gelangen,  später  stillschweigend  in  seine 
Grundbegriffe  viel  mehr  hineinlegen,  als  die  ursprünglich  von  ihm 
aufgestellten  Erklärungen  besagen.  Ganz  anders  in  der  zweiten  Aus- 
dehnungslehre. Hier  verzichtet  Grassmann  von  vornherein  darauf, 
sein  System  unabhängig  von  der  Analysis  zu  entwickeln.  Indem  er 
aus  der  Elementarmathematik  das  Rechnen  mit  uubenannten  und  mit 
benannten  Zahlen  voraussetzt,  stellt  er  den  Begriff  der  extensiven 
Grösse  auf  und  entwickelt  sein  ganzes  System  aus  diesem  Begriffe  auf 
Grund  einer  Reihe  von  Definitionen  über  die  Verknüpfung  der  exten- 
siven Grössen  mit  den  Zahlgrössen  und  unter  einander.  Auf  diese 
Weise  begründet  er  die  Sätze  der  ersten  Ausdehnungslehre  ganz  von 
Neuem  und  völlig  einwandfrei  und  erweitert  zugleich  das  Gebiet  für 
die  Anwendbarkeit  seines  Kalküls  ganz  ausserordentlich. 


VI  Vorbemerkungen. 

Man  kann  über  die  Zweckmässigkeit  und  über  die  Vortheile  des 
Rechnens  mit  extensiven  Grössen  verschiedener  Meinung  sein:  niemand 
aber  wird  leugnen  können^  dass  die  Wissenschaft  der  extensiven  Grösse, 
wie  sie  Grass  mann  in  seiner  zweiten  Ausdehnungslehre  entwickelt 
hat,  ein  kunstvoll  und  durchaus  folgerichtig  aufgeführtes  Gebäude  bildet, 
das  keine  Lücken  zeigt.  Wenn  man  in  einigen  der  von  Grassmann 
selbst  hinzugefügten  Anmerkungen  auf  Aeusserungen  stösst,  die  zum 
Widerspruch  herausfordern,  so  darf  man  nicht  vergessen,  dass  diese 
Anmerkungen  nur  „zur  Erläuterung  oder  zur  Begründung  des  ge- 
wählten Ganges'^  dienen  sollen  (Vorrede  S.  4),  dass  sie  also  im  Zu- 
sammenhange des  Ganzen  nicht  nothwendig,  sondern  nur  Beiwerk  sind. 
Wenn  andrerseits  die  Darstellung  der  Differentialrechnung  und  der 
Funktionenlehre  im  zweiten  und  dritten  Kapitel  des  zweiten  Abschnitts 
nicht  aUen  Anforderungen  an  Strenge  genügt,  so  muss  man  sich  er- 
innern, dass  auch  diese  Auseinandersetzungen  mehr  beiläufig  gemacht 
werden  und  dass  es  eine  unbillige  Forderung  wäre,  zu  verlangen,  ein 
Anfang  der  sechziger  Jahre  erschienenes  Werk,  das  die  Rechnung  mit 
extensiven  Grössen  vollständig  und  auf  ganz  neuer  Grundlage  ent- 
wickelt, solle  auch  eine  einwandfreie  Darstellung  der  Differential- 
rechnung und  Funktionen theorie  bringen. 

Wenn  ich  sage,  dass  Grass  mann  s  Wissenschaft  der  extensiven 
Grösse  ein  kunstvoll  und  durchaus  folgerichtig  aufgeführtes  Gebäude  ist, 
das  keine  Lücken  zeigt,  so  meine  ich  damit  keineswegs,  dass  die  Dar- 
stellung dieser  Wissenschaft,  die  Grassniann  in  der  zweiten  Aus- 
dehnungslehre gegeben  hat,  gar  keine  Unrichtigkeiten  und  Versehen 
enthalte.  Im  Gegentheil,  solcher  Unrichtigkeiten  und  Versehen  finden 
sich  eine  ganze  Reihe,  aber  sie  sind  alle  von  imtergeordneter  Bedeu- 
tung und  betreffen  niemals  den  Kern  des  Ganzen:  sie  alle  sind  zur 
Genüge  dadurch  erklärt,  dass  Grassmann  bei  der  anstrengenden 
Thätigkeit  seines  Berufes  nicht  die  Zeit  fand,  jede  kleine  Einzelheit, 
jede  Verweisung  auf  frühere  Sätze  und  dergleichen  noch  einmal  genau 
nachzuprüfen.  In  Kleinigkeiten  konnte  er  irren,  das  Ganze  übersah  und 
beherrschte  er  vollständig.  Man  kann  in  dieser  Hinsicht  auch  auf 
Grassmanu  die  Worte  anwenden,  die  Lessing  in  seinem  Laokoon 
über  Winkelmann  SHgt:  ,,Es  ist  kein  geringes  Lob,  nur  solche  Fehler 
begangen  zu  haben,  die  ein  Jeder  hätte  vermeiden  können." 

Unter  diesen  Umständen  darf  man  sich  nicht  wundern,  dass  die 
Zahl  der  Stellen,  an  denen  eine  Aenderung  des  Textes  nöthig  war,  bei 
der  zweiten  Ausdehnungslehre  recht  gross  ist,  viel  grösser  als  bei  der 
ersten  Ausdehnungslehre,  in  der  die  Einzelheiten  entschieden  sorg- 
fältiger durchgearl>eitet   sind.      Diese  Aenderungen   schienen   uns   aber 
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unvermeidlich,  da  die  zweite  Ausdebnungslelire  ja  nicht  zu  den  Werken 
gehört,  die  schon  eine  tiefgehende  Wirkung  ausgeübt  haben,  sondern 
vielmehr  zu  denen,  die  hoffentlich  in  der  Zukunft  mehr  wirken  werden 
als  bisher.  Es  schien  uns  daher  durchaus  geboten,  alle  Ungeuauig- 
keiten  und  Flüchtigkeiten  zu  beseitigen  und  den  Text  möglichst  lesbar 
zu  gestalten,  so  weit  das  die  Pietät  gegen  den  Wortlaut  des  Originals 
zuliess.  Da  aber  jedermann  das  Recht  hat^  zu  verlangen,  dass  er  überall 
in  der  Lage  sei,  den  ursprünglichen  Wortlaut  Grassmanns  zu  ver- 
gleichen, so  sind  alle  Abweichungen  vom  Urtexte  in  einem  Anhange 
zusammengestellt  worden.  Dagegen  haben  wir  es  nicht  für  nöthig 
gehalten,  überall  die  Gründe  anzugeben,  die  uns  zu  einer  Aenderung 
des  Urtextes  bewogen  haben. 

Näher  auf  den  Inhalt  der  zweiten  Ausdehnungslehre  einzugehen, 
ist  hier  nicht  der  Ort.  Nur  die  Untersuchungen  über  das  Pfaffsche 
Problem  (Nr.  502 — 527)  mögen  hier  ausdrücklich  erwähnt  werden. 
Diese  Untersuchungen  sind  eine  der  schönsten  Leistungen  Grassmanns, 
aber  man  hat  sie  bisher  fast  vollständig  unbeachtet  gelassen,  obwohl 
Lie  schon  vor  zwanzig  Jahren  mehrfach  und  mit  grossem  Nachdrucke 
auf  ihre  Wichtigkeit  hingewiesen  hat.  Neuerdings  hat  zwar  Forsyth 
in  seiner  „Theory  of  differential  equations",  Part  I,  Cambridge  1890, 
den  Grass  man  nschen  Untersuchungen  über  das  Pfaffsche  Problem 
ein  Kapitel  gewidmet,  „um  Grass  mann  Gerechtigkeit  zu  erweisen", 
aber  auch  das  hat  an  dem  bisherigen  Zustande  nichts  geändert,  weil 
Forsyth  sich  im  Wesentlichen  mit  einer  Uebersetzung  des  Gräse- 
rn an  nschen  Textes  begnügt  hat,  die  ohne  genaue  Eenntniss  der  Aus- 
dehnungslehre unverständlich  bleibt.  Ich  habe  deshalb  hier  in  den 
Anmerkungen  versucht,  Grassmauus  Untersuchungen  über  das  Pfaff- 
sche Problem  in  der  Sprache  der  gewöhnlichen  Analysis  darzustellen, 
damit  jeder  sich  überzeugen  kann,  was  Grassmann  für  die  Theorie 
dieses  Problems  geleistet  hat. 

Der  zweite  Theil  des  ersten  Bandes  erscheint  gerade  ein  Jahr 
später,  als  in  den  Vorbemerkungen  zum  ersten  Theile  angekündigt 
worden  war,  ich  hatte  eben  doch  die  Schwierigkeit  der  Aufgabe  unter- 
schätzt und  will  es  daher  unterlassen,  einen  bestimmten  Zeitpunkt  für 
das  Erscheinen  des  zweiten  Bandes  anzugeben.  Nur  soviel  will  ich 
sagen,  dass  jetzt  auch  die  Abhandlungen,  die  Study  darin  heraus- 
geben wird,  druckfertig  vorliegen. 

Leipzig,  im  Januar  1896. 

Friedrieb  Engel. 
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Vorrede. 


Das  vorliegende  Werk  umfasst  die  gesammte  Ausdehnungslehre,  eine 
mathematische  Wissenschaft,  von  welcher  ich  schon  vor  siebzehn  Jahren 
den  ersten  Theil  unter  dem  besonderen  Titel:  „Die  lineale  Ausdehnungs- 
lehre, ein  neuer  Zweig  der  Mathematik  —  Leipzig  1844,  Verlag  von 
Otto  Wigand"  herausgegeben  habe.  Ausserdem  habe  ich  in  der  Vor- 
rede des  genannten  Werkes  die  wesentlichsten  Gegenstände  angedeutet, 
welche  nach  meinem  Plane  den  Inhalt  des  zweiten  Theiles  ausmachen 
sollten.  Statt  nun  diesen  zweiten  Theil  als  Fortsetzung  jenes  ersteren 
zu  veröffentlichen,  und  dadurch  jenem  Plane  gemäss  das  begonnene 
Werk  abzuschliessen,  habe  ich  es  vorgezogen,  den  in  jenem  behandelten 
Stoff  auch  in  dies  neue  Werk  mit  aufzunehmen,  und  so  ein  zusammen- 
hängendes Ganze  zu  liefern. 

Der  Hauptgrund,  der  mich  dazu  bewogen  hat,  ist  die  Schwierig- 
keit, welche  nach  dem  ürtheile  aller  Mathematiker,  deren  Urtheil  ich 
zu  hören  Gelegenheit  fand,  das  Studium  jenes  Werkes  wegen  seiner, 
wie  sie  meinen,  mehr  philosophischen  als  mathematischen  Form  dem 
Leser  bereitet.  Und  in  der  That  muss  diese  Schwierigkeit  sehr  be- 
deutend gewesen  sein,  da  zwar  wohl  die  geometrischen  Abhandlungen, 
welche  ich  zur  Erläuterung  jenes  Werkes  geschrieben  habe  (Grelle 
Bd.  31,  36,42,44,49,  52;  Geometrische  Analyse,  Leipzig  1847)  mehrfach 
von  andern  Mathematikern  erwähnt  und  benutzt  sind,  aber  das  in  jenem 
Werk  selbst  verarbeitete  Gebiet  nirgends,  wenn  ich  eine  interessante 
kleine  Abhandlung  von  Kysaeus  (Bedeutung  und  Anwendung  der 
Zahlen  in  der  Geometrie,  Siegen  1850)  ausnehme,  berührt  oder  zu 
weiteren  Forschungen  verwandt  ist.  Damit  hängt  auch  zusammen,  dass 
nie  eine  Beurtheilung  des  Werkes,  ja  nicht  einmal  eine  Anzeige  des- 
selben, ausser  im  Messkatalog,  oder  eine  Inhaltsangabe,  ausser  eiuer 
von  mir  selbst  verfassten  (inGrunert's  Archiv  Bd.  VI),  erschienen  ist.. 

Jene  Schwierigkeit  nun  zu  heben,  war  daher  eine  wesentliche  Auf- 
gabe für  mich,  wenn  ich  wollte,  dass  das  Buch  nicht  nur  von  mir, 
sondern  auch  von  andern  gelesen  und  verstanden  werde.  Es  konnte 
aber  diese  f  Schwierigkeit  nicht  gehoben  werden,  ohne  den  Plan  des  IV 
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Ganzen  wesentlicli  zu  andern.  Denn  sie  liegt  nicht  in  einer  willkürlich 
gewählten  Form,  sondern  in  dem  Plane,  den  ich  vor  Augen  hatte:  die 
Wissenschaft  unabhängig  von  andern  Zweigen  der  Mathematik  von 
Grund  aus  aufzubauen.  Die  Ausfuhrung  gerade  dieses  Planes,  wenn 
gleich  sie  ftir  die  Wissenschaft  an  sich  die  forderndste  sein  musste, 
wie  sie  es  denn  auch  subjektiv  gewesen  ist,  musste  bei  jeder  Form 
der  Darstellung  bedeutende  Schwierigkeiten  bieten,  zumal  in  einer 
Wissenschaft,  wie  die  Ausdehnungslehre  ist,  welche  die  sinnlichen  An- 
schauungen der  Geometrie  zu  allgemeinen,  logischen  Begriffen  erweitert 
und  vergeistigt,  und  welche  an  abstrakter  Allgemeinheit  es  nicht  nur 
mit  jedem  andern  Zweige,  wie  der  Algebra,  Kombinationslehre,  Funk- 
tionenlehre, aufiiimmt,  sondern  sie  durch  Vereinigung  aller  in  diesen 
Zweigen  zu  Grunde  liegenden  Elemente  noch  weit  überbietet,  und  so 
gewissermassen  den  Schlussstein  des  gesammten  Gebäudes  der  Mathe- 
matik bildet. 

Ich  musste  daher  diesen  ganzen  Plan  aufgeben,  und  habe  nun  für 
das  vorliegende  Werk  die  übrigen  Zweige  der  Mathematik,  wenigstens 
in  ihrer  elementaren  Entwickeluug  vorausgesetzt.  Ebenso  habe  ich  in 
der  Form  der  Darstellung  gerade  den  entgegengesetzten  Weg  einge- 
schlagen, wie  dort,  indem  ich  die  strengste  mathematische  Form,  die 
wir  überhaupt  kennen,  die  Euklidische,  für  das  vorliegende  Werk  an- 
gewandt, und  Alles,  was  zur  Erläuterung  oder  zur  Begründung  des 
gewälilten  Ganges  diente,  in  Anmerkungen  verwiesen  habe. 

Eine  notli wendige  Folge  des  so  veränderten  Planes  war  es,  dass 
die  sämmtlichen  Resultate  des  ersten  Theiles,  so  weit  sie  niclit  An- 
wendungen auf  die  Physik  enthielten,  mit  in  die  neue  Bearbeitung  auf- 
genommen und  nach  dem  veränderten  Plane  neu  abgeleitet  werden 
mussten  (wie  dies  in  Nr.  1  — 130,  216 — 329  geschehen  ist).  Dennoch 
sind  durch  die  Verschiedenheit  der  Methoden  die  beiden  Bearbeitungen 
desselben  Stoffes  einander  so  unähnlicli  geworden,  dass  man,  mit  Aus- 
nahme der  abgeleiteten  Resultate  selbst,  welche  der  Natur  der  Sache 
nach  kein(j  Abweichung  zeigen,  kaum  eine  üebereinstimmung  henius- 
fin<]en  wird.  Es  ist  daher  auch  die  alte  Bearbeitung  durcli  die  neue 
durchaus  niclit  überflüssig  gemacht.  Denn  auch  die  neue  Methode  ist 
an  sich  keinesweges  der  älteren  vorzuziehen,  da  vielmehr  die  bis  auf 
die  ersten  Ideen  hinabsteigende  und  von  hier  aus  ganz  unabhängig 
fortschreitende  Methode  der  ersten  Bearbeitung  tiefer  in  das  Wesen 
der  Sache  hineinführt,  luid  daher  in  rein  wissenschaftlicher  Bezieliung 
entschiedene  Vorzüge  vor  der  letzteren  hat.  Diese  dagegen  wir<l  auf 
der  andern  Seite  für  den  Mathematiker,  der  die  anderweitig  gewoinienen 
Sciiätze  mathematischen  Wissens  bei  seinen  Studien  nicht  gerne  müssig 
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liegen  sieht,  annehmlicher  und  jedenfalls  leichter  verständlich  sein.    So 
ergänzen  und  erläutern  sich  beide  Darstellungen  gegenseitig. 

Die  hier  gewählte  schliesst  sich  am  engsten  an  die  Arithmetik 
an,  doch  -f  in  der  Weise,  dass  sie  die  Zahlgrösse  schon  als  eine  stetige  V 
voraussetzt.  Wie  nun  die  Arithmetik  alle  übrigen  Grössen  aus  einer 
einzigen,  im  Uebrigen  willkürlichen  Grösse,  die  als  Einheit  gesetzt 
wird,  und  mit  e  bezeichnet  sein  mag,  entwickelt  (vergleiche  mein  Lehr- 
buch der  Arithmetik,  1861  Berlin  bei  Enslin),  so  setzt  die  Aus- 
dehnungslehre in  der  hier  gegebenen  Fassung  mehrere  solche  Grössen, 
<-\j  C2,  . . . ,  von  denen  keine  aus  den  übrigen  ableitbar  ist,  zum  Beispiel 
c^  sich  nicht  aus  e^  dadurch  entwickeln  lässt,  dass  e^  mit  irgend  einer 
Zahlgrösse  multiplicirt  wird,  voraus,  und  betrachtet  zunächst  die  aus 
jenen  Einheiten  durch  Multiplikation  mit  Zahlgrössen  und  Addition 
dieser  Produkte  entstandenen  Grössen,  welche  ich  extensive  Grössen 
(oder  Ausdehnungsgrössen)  genannt  habe.  Hieraus  ergeben  sich  denn 
leicht  die  in  Kap.  1  vorgetragenen  Gesetze  der  Addition,  Subtraktion, 
Vielfachung  (Multiplikation  mit  Zahlen)  und  Theilung  (Division  durch 
Zahlen). 

Es  mag  auffallend  erscheinen,  dass  diese  so  einfache  Idee,  welche 
im  Grunde  genommen  in  weiter  nichts  besteht,  als  dass  eine  Viel- 
fachensumme verschiedener  Grössen  (als  welche  hiernach  die  extensive 
Grösse  erscheint)  als  selbstständige  Grösse  behandelt  yrird,  in  der  That 
zu  einer  neuen  Wissenschaft  sich  entfalten  soll;  und  man  hat  mir  denn 
auch,  hieran  anknüpfend,  den  Einwurf  gemacht,  dass  die  ganze  Aus- 
dehnungslehre nur  eine  abgekürzte  Schreibart  sei,  ja,  dass  es  fehler- 
haft sei.  Ausdrücke  als  Grössen  zu  behandeln,  welche  gar  keine  Grössen 
seien.  Allein  dieser  Einwurf  beruht  auf  einem  gänzlichen  Verkennen 
des  Wesens  der  Mathematik  und  der  Grössen.  Auf  diese  Weise  würde 
die  ganze  Arithmetik,  ja,  man  kann  sagen,  die  ganze  reine  Mathematik, 
bloss  eine  abgekürzte  Schreibart  sein;  denn  die  Zahl  ist  nur  ein  ab- 
gekürzter Ausdruck  für  eine  Summe  von  Einheiten,  das  Produkt  für 
eine  Summe  gleicher  Zahlen,  die  Potenz  für  ein  Produkt  solcher,  und 
so  weiter;  dennoch  würde  ohne  diese  abgekürzte  Schreibart,  oder,  um 
es  richtiger  auszudrücken,  ohne  diese  Zusammenfassung  zu  einer  Ein- 
heit des  Begriffes  kein  Fortschritt  denkbar  sein.  Es  würde  zum  Bei- 
spiel ohne  diese  Zusammenfassung  nicht  möglich  sein,  zu  dem  Begriffe 
der  wegnehmenden  Rechnungsarten  (Subtrahiren,  Dividiren,  ßadiciren, 
Logarithmiren),  und  zu  den  durch  sie  neu  sich  entwickelnden  Zahl- 
formen: der  negativen,  gebrochenen,  irrationalen  und  imaginären,  zu 
gelangen.  Es  kommt  überall  nur  darauf  an,  dass  man  auch  wirklich 
dasjenige  zusammenfasse,  was  seinem  Wesen  nach  eine  Einheit  bildet, 
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und  was  daher  auch  zu  ueuen  Resultaten  führen  musS;  zu  denen  man 
ohne  jene  Zusammenfassung  nicht  gelangen  würde. 

Die  Ausdehnungslehre  führt  nun  in  der  That  zu  einem  unerschöpf- 
lichen Reichthum  solcher  Beziehungen^  welche  ohne  Bildung  jener  Be- 
griffseinheit, welche  in  der  extensiven  Grösse  erscheint,  auf  keine  Weise 
aufzufassen  oder  abzuleiten  wären.  Ob  man  diesem  Begriffe  den  Namen 
einer  Grösse  zugesteht,  ist  an  und  für  sich  von  sehr  untergeordneter 
VI  Bedeutung,  da  es  hier  auf  Namen  wenig  ankommt.  Die  Frage  f  ist 
nur  die,  ob  dieser  neue  Begriff  mit  dem  allgemeinen  Begriffe  der 
Grösse  wirklich  so  zusammenhänge,  dass  sie  ihrem  Wesen  nach  zu 
einem  Gesammtbegriffe  sich  zusammenschliessen,  und  dass  eine  zwischen 
beiden  Gebieten  gezogene  Gränzlinie  das  Zusammengehörige  willktirlich 
und  der  Sache  widersprechend  zertrennen  würde.  Ist  letzteres  der  Fall, 
so  wäre  es  sogar  fehlerhaft,  diesem  neuen  Begriffe  nicht  den  Namen 
der  Grösse  beizulegen. 

Nun  glaube  ich  in  der  That,  dass  zwischen  dem,  was  ich  exten- 
sive Grösse  genannt  habe,  und  zwischen  allgemeinen  Zahlgrössen  und 
namentlich  der  imaginären  Grösse  (a  -[-  6/)  eine  so  innige  Beziehung 
herrscht,  dass  es  widersinnig  wäre,  die  eine  als  Grösse  zu  betrachten 
und  die  andere  nicht,  da  ja  in  der  That  die  imaginäre  Grösse  ebenso 

aus  zwei  Einheiten  1  und  i  =  V^—  1  durch  reelle  Zahlkoefficienten 
ableitbar  ist,  wie  die  extensiven  Grössen  aus  zwei  oder  mehr  Ein- 
heiten ableitbar  sind  (s.  u.  Nr.  413  Anm.).  So  scheint  es  mir  also 
vollständig  gerechtfertigt,  wenn  ich  die  extensive  Grösse  als  Grösse 
bezeichne.  Aber  ich  gehe  noch  weiter,  indem  ich  sie  nicht  nur  als 
Grösse  überhaupt,  sondern  auch  als  einfache  Grösse  bezeichne.  Ihr 
treten  nämlich  gegenüber  andere  Grössen,  welche  den  Charakter  zu- 
sammengesetzter Grössen  ebenso  entschieden  an  sich  tragen,  wie  jene 
den  der  einfachen,  und  welche  erst  durch  Addition  höherer  Gebilde 
und  besonders  durch  die  Betrachtimg  der  Quotienten  und  der  l\inktionen 
hineintreten  (vgl.  Nr.  77,  377  und  364). 

Ich  fahre  nun  fort,  den  Gang  der  Entwicklung  in  dem  vorliegen- 
den Werke  übersichtlich  zu  verfolgen. 

An  die  Addition,  Subtraktion,  Vielfachung  und  Theilung  schliesst 
sich  (in  Kap.  2)  der  allgemeine  Begriff  der  Multiplikation  extensiver 
Grössen  an,  welcher  auf  die  Beziehung  der  Multiplikation  zur  Addition 
(nämlich  darauf,  dass  man  statt  der  Summe  die  Summanden  multipli- 
ciren  darf)  gegründet  ist.  Hiemach  führt  die  Multiplikation  der  ge- 
nannten Grössen  auf  die  ihrer  Einheiten  (e^,  e^y  . . .)  zurück,  und  aus 
der  Betrachtmig  der  Produkte  dieser  Einheiten  ergeben  sich  dann 
verschiedene  Gattungen  der  Multiplikation.    Es  gelingt  nun,  aus  diesen 
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Gattungen   zwei   auszusondern,   auf  welche   sich  alle   übrigen   zurück- 
führen lassen. 

Die  eine  derselben  fällt  in  ihren  Gesetzen  ganz  zusammen  mit  der 
gewöhnlichen  Multiplikation  in  der  Algebra  und  ist  daher  von  mir  die 
algebraische  genannt  worden.  Aber  sie  ist  in  Bezug  auf  die  durch  sie 
erzeugten  Grössen  bei  weitem  die  verwickeltste  und  kann  nur  durch 
Betrachtung  der  Funktionen  zur  vollen  Klarheit  gebracht  werden,  wes- 
halb ich  sie  auf  den  zweiten  Abschnitt  dieses  Werkes  verwiesen  habe. 
Die  Bezeichnung  für  diese  algebraische  Multiplikation  muss  der  Natur 
der  Sache  nach  mit  der  gewöhnlichen  Bezeichnung  der  Multiplikation 
zusammenfallen,  da  es  widersinnig  wäre,  Verknüpfungen,  welche  in  allen 
Beziehungen  denselben  Gesetzen  unterliege]^  verschieden  zu  bezeichnen. 

Die  zweite  jener  Multiplikationen,  welche  im  dritten  Kapitel  be- 
handelt ist,  zeigt  sich  als  die  für  die  Ausdehnungslehre  charakteristische, 
und  sie  wesentlich  weiter  fördernde,  indem  sie  die  f  verschiedenen  VII 
Stufen  einfacher  Grössen  liefert,  welche  in  der  Ausdehnungslehre  her- 
vortreten. Sie  ist  dadurch  gekennzeichnet,  dass  zwei  einfache  Faktoren 
des  Produktes  nur  vertauscht  werden  dürfen,  wenn  man  zugleich  das 
Vorzeichen  (-[-  — )  des  Produktes  imikehrt.  Da  zwar  für  diese  Multi- 
plikation die  Beziehung  zur  Addition  dieselbe  ist,  wie  bei  jeder  Multi- 
plikation, aber  die  übrigen  Gesetze  derselben  wesentlich  von  denen  der 
gewöhnlichen  Multiplikation  abweichen,  so  war  es  nothwendig,  sie  durch 
die  Bezeichnung  zu  unterscheiden.  Ich  habe  in  diesem  Werke  dafür 
die  Bezeichnung  durch  eckige  Klammern,  die  das  Produkt  umschliessen, 
gewählt,  so  dass  also  [a6]  =  —  [ba]  ist,  wenn  a  und  b  einfache  Fak- 
toren dieses  Produktes  sind.  Es  entfaltet  sich  dies  Produkt  zu  einer 
ausserordentlichen  Mannigfaltigkeit  von  Erscheinungsformen,  imd  lässt 
in  reicher  Fülle  Beziehungen  hervortreten,  welche  auf  alle  Zweige  der 
Mathematik  ein  unerwartet  neues  Licht  werfen,  so  dass  es  den  eigent- 
lichen Mittelpunkt  der  neuen  Wissenschaft  bildet.  Nachdem  der  Begriff 
der  Grössen-Ergänzung  hinzugekommen  ist,  tritt  jenes  Produkt  in  einer 
ganz  neuen  Eigenthümlichkeit,  als  inneres  Produkt  (Kap.  4)  hervor, 
so  dass  es  in  dieser  Form  aus  dem  Bereiche  der  in  der  ersten  Be- 
arbeitung dargestellten  Gegenstände  ganz  heraustritt.  (Vergleiche  je- 
doch die  Vorrede  zu  jenem  Werke  p.  XI  {S.  11  f.  dieser  Ausgabe}). 
Mit  Anwendungen  auf  die  Geometrie  (Kap.  5)  schliesst  der  erste  Ab- 
schnitt des  Werkes. 

In  dem  zweiten  Abschnitte  treten  nun  die  zusammengesetzten 
Grössen  hervor,  welche  wir  im  Ganzen  als  Funktionen  einfacher  Grössen 
charakterisireu  können.  Das  erste  Kapitel  dieses  Abschnittes  behandelt 
die  Funktionen  im  Allgemeinen,  woran  sich  die  algebraische   Multi- 


8  A,.    Vorrede. 

plikation  und  Division  anschliesst^  das  zweite  die  Düferenzialrechnung, 
das  dritte  die  Lehre  von  den  Reihen  und  das  vierte  endlich  die  Integral- 
rechnung ^  und  zwar  alle  diese  nur  in  sofern  als  extensive  Grössen  in 
Betracht  gezogen  werden.  Doch  glaube  ich,  dass  auch  die  entsprechen- 
den Zweige  der  gewohnlichen  (auf  Zahlgrossen  sich  beziehenden)  Mathe- 
matik und  namentlich  die  Integralrechnung  durch  diese  Darstellung 
nicht  nur  wesentUch  vereinfacht,  sondern  auch  mannigfach  ergänzt  und 
weiter  gefordert  sind. 

Da  der  Stoff  seit  der  ersten  Bearbeitung  bedeutend  angewachsen 
ist,  so  habe  ich  die  Anwendungen  auf  die  Physik  ganz  weglassen 
müssen;  doch  hoffe  ich,  wenn  mir  Zeit  und  Kraft  dazu  gestattet  ist, 
eine  mathematische  Bearb#tung  der  wichtigsten  Zweige  der  Physik  in 
selbststandigen  Werken  folgen  zu  lassen,  in  denen  ich  von  der  hier 
vorgetragenen  Wissenschaft  Anwendung  machen  werde. 

Ich  habe  mich  eifrig  bemüht,  überflüssige  Kunst  ausdrücke  zu  ver- 
meiden und  mich  auf  das  möglichst  geringste  Maass  neuer  Kunstaus- 
drücke zu  beschränken;  aber,  da  man  nun  einmal  ohne  Worte  nicht 
reden  kann,  und  daher  auch  zu  neuen  Begriffen  entweder  neue  Wort- 
bildungen oder  neue  Wortverbindungen  gebraucht,  oder  alten  Worten 
ein  neues  Gepräge  verleihen  muss,  so  blieb  doch  noch  eine  ziemliche 
vm  Menge  unvermeidlicher  Kunstausdrücke  f  übrig.  Um  das  Verständniss 
zu  erleichtern,  habe  ich  zunächst  die  Kunstausdrücke  so  gewählt,  dass 
sie,  wie  ich  hoffe,  durch  ihre  Bildung  selbst  unmittelbar  an  den  durch 
sie  dargestellten  Begriff  erinnern,  und  dann  habe  ich  am  Schlüsse  ein 
alphabetisches  Verzeichniss  derselben  mit  Hinweismig  auf  die  Stellen, 
wo  sie  erklärt  sind,  gegeben. 

Es  bleibt  mir  noch  übrig,  auf  verwandte  Bestrebungen  anderer 
Mathematiker  hinzuweisen.  Es  beziehen  sich  diese  fast  ohne  Ausnahme 
auf  diejenigen  Gegenstände,  welche  ich  als  Anwendungen  der  Aus- 
dehnungslehre auf  die  Geometrie  bezeichnet  habe  (also  auf  die  §§  24, 
28-30,  37—40,  56,  74—79,  91,  92,  101,  102,  114—119,  144—148, 
159—170  der  Ausdehnungslehre  von  1844  imd  auf  die  Nrn.  216—347 
des  vorliegenden  Werkes).  Bei  der  ersten  Bearbeitung  (1844)  war  mir 
unter  den  hier  einschlagenden  Arbeiten  nur  das  berühmte  Werk  des 
Begründers  der  geometrischen  Analyse:  der  barycentrische  C^alcul  von 
Mob  ins,  bekannt,  welches  die  Addition  der  Punkte  lehrte.  Hingegen 
waren  mir  die  Arbeiten  über  die  geometrische  Addition  der  Strecken 
(von  gegebener  Länge  und  Richtung),  sowie  über  die  Bedeutung  der 
imaginären  Grössen  unbekaimt  geblieben. 

Die  letztere  wurde  in  ihrer  Vollständigkeit  zuerst   in  einer  Ab- 
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liandlung  vod  Gauss  (Göttinger  gelehrte  Anzeigen  1831)  dargestellt, 
auf  welche  mich  Gauss  auf  Veranlassung  der  den  gleichen  Gegenstand 
behandelnden  Stelle  in  der  Vorrede  zur  Ausdehnungslehre  (p.  XI  bis 
XIV  { S.  12  bis  14  dieser  Ausgabe } )  brieflich  aufmerksam  machte.  Schon 
in  dieser  Darstellung  des  Imaginären  lag  der  Begriff  der  geometrischen 
Addition  von  Strecken  in  Einer  Ebene.  Der  erste,  welcher  die  geo- 
metrische Addition  der  Strecken  in  ihrer  ganzen  Allgemeinheit  gelehrt 
hat,  scheint  Bellavitis  gewesen  zu  sein,  indem  er  schon  1835  (Annali 
delle  scienze  del  regno  Lombardo-Veneto,  5^  volume)  den  hierher  ge- 
hörigen Calcul  aufstellte  (vgl.  unten  Nr.  227  Anm.). 

Unabhängig  davon  entwickelte  Mob  ins  (1843)  in  seiner  Mechanik 
des  Himmels  die  Gesetze  der  geometrischen  Addition  der  Strecken 
imd  wandte  sie  auf  die  Probleme  der  Mechanik  des  Himmels  an.  Nach 
dem  Erscheinen  meiner  Ausdehnungslehre  (von  1844)  mehrten  sich 
die  Arbeiten  auf  dem  Gebiete  der  geometrischen  Analyse.  Ins  Beson- 
dere waren  es  wieder  Möbius  und  Bellavitis,  welche  die  Wissenschaft 
wesentlich  weiter  förderten  und  auch  zum  Verständniss  und  zur  wei- 
teren Verbreitung  der  von  mir  vorgetragenen  geometrischen  Rechnungs- 
methode in  bedeutender  Weise  beitrugen.  Dazu  kamen  nun  noch  meine 
eigenen  Arbeiten  über  diesen  Gegenstand,  welche  theils  in  meiner  Schrift: 
„Geometrische  Analyse,  geknüpft  an  die  von  Leibniz  erfundene  geome- 
trische Charakteristik,  gekrönt  ePreisschrif t,  Leipzig  1 847",  welche  Möbius 
durch  eine  daran  angeschlossene  lichtvolle  Darstellung  den  Mathema- 
tikern zugänglicher  zu  machen  suchte,  theils  in  Crelle's  Journal  (Bd.  31, 
36,  42,  44,  49,  52)  niedergelegt  sind.  Femer  trat  ein  Jahr  nach  dem  Er- 
scheinen meiner  linealen  Ausdehnungslehre  Saint-Venant  mit  der 
geometrischen  Multiplikation  der  Strecken  hervor  (Comptes  f  rendus,  IX 
Tome  21  p.  G20  sq.,  15.  Septembre  1845),  welche  identisch  ist  mit  der  von 
mir  in  jenem  Werke  dargestellten  äusseren  Multiplikation  der  Strecken 
(§  28  —  40).  Offenbar  kannte  er  dies  Werk  nicht,  imd  ich  schickte 
daher  zwei  Exemplare  desselben  an  Cauchy  mit  der  Bitte,  eins  davon 
an  Saint-Venant  abzugeben,  dessen  Adresse  mir  unbekannt  war. 

Späterhin  veröffentlichte  Cauchy  in  mehreren  Aufsätzen,  welche 
in  den  Comptes  rendus  von  1853*)  abgedruckt  sind,  eine  Methode,  um 
vermittelst  gewisser  symbolischer  Grössen,  welche  er  clefs  algebriques 
nennt,  algebraische  Gleichungen  und  verwandte  Probleme  zu  lösen; 
eine  Methode,  welche  genau  mit  der  in  meiner  Ausdehnungslehre  von 
1844  (§  45,  46  und  93)  dargestellten  übereinstimmt.  Ich  bin  weit 
davon  entfernt,  den   berühmten  Mathematiker  eines  Plagiats   beschul- 

•)    {Bd.  36,  S.  70—75,  129—136,  161—169.} 
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digen  zu  wollen,  doch  glaubte  ich,  es  mir  und  der  Sache  schuldig  zu 
sein,  dass  ich  deshalb  eine  Prioritiltsreclamation  an  die  Pariser  Aka- 
demie richtete.  Allein  die  Commission,  welcher  diese  Keclamation 
im  April  1854  zur  Prüfung  und  Berichterstattung  übergeben  wurde 
(Comptes  rendus  Tome  38  p.  74.-J  f.),  hat  nie  etwas  von  sich  hören  lassen, 
und  auch  Gauchy  hat  seitdem  über  den  Gegenstand  nichts  mehr  ver- 
öffentlicht. 

Es  sind  die  erwähnten  Abhandlungen  Gauchy's  die  einzigen,  welche 
ausserhalb  des  Gebietes  der  Geometrie  einen  Berührungspunkt  mit 
meiner  Ausdehnungslehre  (von  1844)  darbieten.  Und  da  auch  diese 
Abhandhmgeu  einen  selbststandigen  Ursprung  beanspruchen,  so  scheint 
es,  als  ob  der  eigentliche  Kern  meines  Werkes,  abgesehen  von  dem 
geometrischen  Beiwerk  desselben,  nirgends  zu  verwandten  Bestrebungen 
angeregt  habe.  Und  dennoch  bin  ich  an  dies  neue  Werk,  welches  das 
alte  in  sich  aufnehmen  und  zum  Abschlüsse  bringen  sollte,  mit  frischem 
Muthe  herangegangen. 

Denn  ich  bin  der  festen  Zuversicht,  dass  die  Arbeit,  welche  ich 
auf  die  hier  vorgetragene  Wissenschaft  verwandt  habe,  und  welche 
einen  bedeutenden  Zeitraum  meines  Lebens  und  in  demselben  die  ge- 
spannteste Anstrengung  meiner  Kräfte  in  Anspruch  genommen  hat, 
nicht  verloren  sein  werde.  Zwar  weiss  ich  wohl,  dass  die  Form,  die 
ich  der  Wissenschaft  gegeben,  eine  unvollkommene  ist  und  sein  muss. 
Aber  ich  weiss  auch  und  muss  es  aussprechen,  auch  auf  die  Gefahr 
hin,  für  anmaassend  gehalten  zu  werden,  —  ich  weiss,  dass  wenn  auch 
dies  Werk  noch  neue  siebzehn  Jahre  oder  länger  hinaus  müssig  liegen 
bleiben  sollte,  ohne  in  die  lebendige  Entwickelung  der  Wissenschaft 
einzugreifen,  dennoch  eine  Zeit  kommen  wird,  wo  es  aus  dem  Staube 
der  Vergessenheit  hervorgezogen  werden  wird,  und  wo  die  darin  nieder- 
gelegten Ideen  ihre  Frucht  tragen  werden.  Ich  weiss,  dass,  wenn  es 
mir  auch  nicht  gelingt,  in  einer  bisher  vergeblich  von  njir  ersehnten 
Stellung  einen  Kreis  von  Schülern  lun  mich  zu  sammeln,  welche  ich 
mit  jenen  Ideen  befruchten  imd  zur  weiteren  Entwickelung  und  Be- 
reicherung derselben  anregen  könnte,  dennoch  einst  diese  Ideen,  wenn 
auch  in  veränderter  Form,  neu  erstehen  und  mit  der  Zeitentwiokelung 
X  in  lebendige  Wechselwirkung  f  treten  werden.  Denn  die  Wahrheit  ist 
ewig,  ist  göttlich;  und  keine  Entwickelungsphase  der  Wahrheit,  wie 
geringe  auch  das  Gebiet  sei,  was  sie  imifasst,  kann  spurlos  vorüber- 
gehen; sie  bleibt  bestehen,  wenn  auch  das  Gewand,  in  welches  schwache 
Menschen  sie  kleiden,  in  Staub  zerfällt. 

Stettin,  den  29.  August  1861. 


Erster  Abschnitt. 

Die  emfacheii  Verknüpfungen  extensiver  Grössen. 


Kapitel  1.    Addition^  Subtraktion^  Yeryielfachuiig  und  Theilung 

extensiver  Grossen. 

§  1.     Begriffe  xmd  BeohrnrngsgeBetze. 

!•  Erklärung.  Ich  sage^  eine  Grösse  a  sei  aus  den  Grössen 
hy  c,  . .  ,  durch  die  Zahlen  ß,  y,  , . .  abgeleitet,  wenn 

a  =  ßb  -{-  yc  -{-  ' " 

ist,  wo  /?,  y,  ...  reelle  Zahlen  sind,  gleichviel  ob  rational  oder  irra- 
tional, ob  gleich  Null  oder  verschieden  von  Null.  Auch  sage  ich,  a  sei 
in  diesem  Falle  numerisch  abgeleitet  aus  6,  c,  .... 

2.  Erklärung.  Ferner  sage  ich,  dass  zwei  oder  mehrere  Grössen 
ör,  6,  c,  ...  in  einer  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen,  oder  dass 
der  Verein  der  Grössen  a,  6,  c,  ...  einer  Zahlbeziehung  unterliege, 
wenn  irgend  eine  derselben  sich  aus  den  übrigen  numerisch  ableiten 
lässt,  also  wenn  sich  zum  Beispiel 

a  =  /36  -f-  yc  +  •  •  • 
setzen  lässt,  wo  ß,  y,  ...  reelle  Zahlen  sind.    Besteht  der  Verein  nur 
aus  Einer  Grösse  a,  so  soll  nur  in  dem  Falle  gesagt  werden,  der 
Verein  unterliege  einer  Zahlbeziehung,  wenn  a  =  0  ist. 

Wenn  i2wei  Grössen  a  und  6,  von  denen  keine  null  ist,  in  einer 
Zahlbeziehung  zu  einander  stehen,  so  bezeichne  ich  dies  durch 

imd  sage  a  sei  kongruent  6. 

Anmerkung.  Zwei  reelle  Zahlen  stehen  also  immer,  zwei  verschieden  be- 
nannte Grössen  stehen  nie  in  einer  Zahlbeziehang  zu  einander.  Null  ist  aus  jeder 
Grössenreihe  numerisch  ableitbar,  nämlich  durch  die  Zahlen  0,  0,  ....  Mehrere 
Grössen  also,  unter  denen  eine  nuU  ist,  stehen  stets  in  einer  Zahibeziehung  zu 
einander. 

Das  Zeichen  (=)  ist  in  ähnlichem  Sinne  von  Mob  ins  (in  seinem  barycen- 
trischen  Kalkül)  gebraucht.    Die  Benennung  (kongruent)  gründet  sich  auf  geo- 


i 
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metriHihc  Betrachtungen.     Zur  Bezeichnung  abstrakter  Beziehungen  ist  sie  von 
Gauss  gebraucht. 

3,  Erklärung.  Einheit  nenne  ich  jede  Grösse,  welche  dazu 
dienen  soll,  um  aus  ihr  eine  Reihe  von  Orössen  numerisch  abzuleiten, 
und  zwar  nenne  ich  die  Einheit  eine  ursprüngliche,  weim  sie  nicht 
aus  einer  anderen  Einheit  abgeleitet  ist.  Die  Einheit  der  Zahlen,  also 
die  Eins,  nenne  ich  die  absolute  Einheit^  alle  übrigen  relative.  Null 
soll  nie  als  Einheit  gelten. 

4,  Erklärung.     Ein  System  von  Einheiten  nenne  ich  jeden 

Verein  von  Grössen,  welche  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  euiander  stehen, 

und  welche  dazu  dienen  sollen,  um  aus  ihnen  durch  beliebige  Zahlen 

andere  Grössen  abzuleiten. 

Anm.  Hierher  gehört  auch  der  Fall,  wo  der  Verein  nur  aus  einer  Einheit 
besteht  (die  jedoch  nach  Nr.  3  nicht  null  sein  darf). 

6.  Erklärung.  Extensive  Grösse  nenne  ich  jeden  Ausdruck, 
welcher  aus  einem  Systeme  von  Einheiten  (welches  sich  jedoch  nicht 
auf  die  absolute  Einheit  beschränkt)  durch  Zahlen  abgeleitet  ist,  und 
zwar  nenne  ich  diese  Zahlen  die  zu  den  Einheiten  gehörigen  Ab- 
leitungszahleu  jener  Grösse;  zum  Beispiel  ist  das  Polynom 

oder 

Sae   oder   ZurCr, 

wenn    «j,  a^,  ...    reelle  Zahlen   sind,    imd  c^,  Co,  ...   ein   System   von 

Einheiten  bilden,  eine  extensive  Grösse,  und  zwar  ist  dieselbe  aus  den 

Einheiten  e^,  c^y  ...  durch  die  zugehörigen  Zahlen  «,,  a^,,  ...  abgeleitet. 

Nur  wenn  das  System  bloss  aus  der  absoluten  Einheit  (1)  besteht,  ist 

die  abgeleitete  Grösse  keine  extensive,  sondern  eine  Zjihlgrösse. 

Den  Ausdruck  Grösse  überhaupt  werde  ich  nur  für  diese  beiden 

Gattungen  derselben  festhalten.    Wenn  die  extensive  Grösse  aus  den 

ursprünglichen  Einheiten  abgeleitet    werden   kann,  so  nemie    ich   jene 

Grösse  eine  extensive  Grösse  erster  Stufe. 

Anm.  Aus  der  Elementarmathematik  setzen  wir  die  llecbnungsgesctze  für 
Zahlen,  und  auch  für  die  sogenannten  „benannton  Zahlen",  das  heisst,  für  die 
aus  Einer  Einheit  abgeleiteten  extensiven  Grössen  voraus;  jedoch  nur  für  den 
Fall,  dass  jene  Einheit  eine  ursprüngliche  ist. 

6.  Erklärung.  Zwei  extensive  Grössen,  die  aus  demselben  System 
von  Einheiten  abgeleitet  sind,  addiren,  heisst,  ihre  zu  denselben  Ein- 
heiten gehörigen  Ableitungszahlen  addiren,  das  heisst, 

Eae  +  Eße  =  2;(«  +  ß)e. 

7.  Erklärung.     Eine    extensive    Grösse    von    einer    andern,    aus 
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demselben  Systeme  von  Einheiten  abgeleiteten  subtrahiren,  heisst 
die  Ableitungszahlen  der  ersteren  von  den  zu  denselben  Einheiten  ge- 
hörigen Ableitungszahlen  der  letzteren  subtrahiren^  das  heisst^ 

Zae  —  Zße  =  Z(a  —  ß)e. 

Anm.  In  Bezug  auf  die  Elammerbezeichnung  halte  ich  die  Bestimmung 
fest,  dass  ein  ohne  Klammem  geschriebenes  Polynom  oder  Produkt  aus  mehreren 
Faktoren  gleichbedeutend  ist  dem  mit  Klammem  geschriebenen  Ausdruck,  in  wel- 
chem alle  Klammem  gleich  zu  Anfang  eintreten,  also 

a  +  ft  +  c«(a  +  ^)  +  c,    ahc  =^  {ab)c 
und  so  weiter. 

8.    Für  extensive  Grössen  a,  b,  c  geUen  die  Fundamental fonndn: 

1)  a  +  6  =  &  +  ö, 

2)  a  +  (6  +  c)  =  a  +  6  4-  c, 

3)  a  +  6  —  6=»a, 

4)  a  —  6  4-  6  =  a. 

Beweis.     Es  sei 

a  =  I]ae,     6  =  27/Je,     c  =  27ye, 
so  ist 

1) 


2) 


3) 


a  +  6  —  2:ae  +  Zße  —  Sia  +  ß)e 

[nach  6] 

—  2:(ß  +  a)e  =  Zße  +  Zae 

[6] 

—  b  +  a. 

«  +  (ft  +  c)  =  2:ae  +  {Zße  +  Sye) 

-2ae  +  2iß  +  r)e 

[6] 

-2{a  +  {ß  +  y))e 

[6] 

=  -SC«  +  /S  +  y)e 

-±J(a  +  ß)e  +  i:ye 

[6] 

=  2ae  +  Zße  +  Sye 

[6] 

—  a  +  6  +  c. 

a  +  h       b  —  Uae  +  Uße       Sße 

—  2](a  +  ß)e       Sße 

[6] 

-£ia  +  ß-ß)e 

[^] 

=  JSae  ■=  a. 

4)  a  —  b  +  b  =  2Jac  —  2:ße  +  Zße 

=  i:{a-  ß)e  +  Sße  [7] 

=  Z{a-ß  +  ß)e  [6] 

=  Sae  =  a. 
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9,  Für  extensive  Grrössen  gelten  die  sämnUlichen  Gesetze  algebraiscJier 
Addition  und  Subtraktion. 

Beweis.  Denn  diese  Gesetze  können^  wie  bekannt,  aus  den  vier 
Fimdamentalformelu  in  Nr.  8  abgeleitet  werden. 

10.  Erklärung.  Eine  extensive  Grösse  mit  einer  Zahl  multi- 
pliciren  heisst  ihre  sammtlichen  Ableitungszahlen  mit  dieser  Zahl 
multipliciren;  das  heisst, 

Uae  .  /3  =  /J  .  2;ae  =  ^(aß)  e, 

!!•  Erklärung.  Eine  extensive  Grösse  durch  eine  Zahl,  die  nicht 
gleich  Null  ist,  dividiren,  heisst,  ihre  sammtlichen  Ableitungszahlen 
durch  diese  Zahl  dividiren,  das  heisst, 

2ae:ß=^''^e. 

12.  Für  die  Multiplikation  und  Division  extensiver  Grössen  (a,  h) 
durch  Zahlen  (ß,  y)  gelten  die  Fundamentidf ormeln: 


1) 

2) 
3) 
4) 


aß  =  /So, 

aßy  =  a(ßy), 

(a  -{-  b)  y  =  ay  -^  by, 

a(ß  +  y)  =  aß  +  ay, 

a  .  1  =  a, 

aß  =  0 


dann  und  nur  dann,  wenn  entweder  a  =  0,  oder  ß  =  0, 

1 


7) 


a:  ß  =  a 


r 


wenn  ß'^  0  ist  *). 

Beweis.     Es  sei  a  =  £ae,   b  =  2^ße,  wo  die  Summe    sieb  nnf 
das  System  der  Einheiten  Cj,  ...  e^  bezieht,  so  ist 


1)  aß  =  ßa  nach  der  Definition 

2)  aßy  =  {£ae)ßy  =  {2:iaß)e)y 

=  Z{aßy)e 

=  2:aißy)c  =  i2:ae){ßy) 

=  a{ßy). 


[s.  Formel  in  Nr.  lOJ. 

flOl 
|10| 

LI"] 


*)  Das  Zeichen  ^  zusammengesetzt  au.«»  >  und  <  soll  ungleich  bedeuten. 
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3)  (a  +  i)y  =  (£ae  +  £ße)y  =  Site  +  ß)e.y  [6] 

=  2;(a  +  /S)ye  [10] 

=  Eiay  +  /3y)e  =  2{ay)e  +  2;(/5y)c  [6] 

=  Sae  .  y  +  Hße  .  y  [10] 
=  ay  +  6y. 

4)  a(/3  +  y)  =  2ae.(ß  +  y)  =  Za{ß  +  y)  e  [10] 

=  2;(a/5  +  ay)  e  =  Uaße  +  2;aye  [6] 

=  2:ae./3  +  2;ae.y  [10] 

=  a/S  +  ay. 

5)  a  .  1  =  £ae  .  1  =  2;ae  [10] 

=  a, 

6)  a)  wenn  a  =  0  ist,  so  ist 

«/J  =  0./3  =  0, 

b)  wenn  ß  =  0  ist,  so  ist 

a^  =  a  .  0  =  2;ae  .  0  =  2J0e  [10] 

=  2;0  [5.  Anm.] 

=  0, 

c)  wenn  aß  =  0,  so  hat  man 

0  =  aß  =  Zae  .  ß  =  Eaße  [10]. 

Hieraus  folgt  nun,  dass  alle  Produkte  aßy  das  heisst  a^/S,  a^ß, 
... ,  a,tß  null  sein  müssen.  Denn  gesetzt,  es  wäre  eins  derselben,  zum 
Beispiel  a^ß  nicht  null,  so  hätte  man  aus  der  Gleichung 

0  =  a^ße^  +  a^ße^  -) 1-  anßSn 

durch  Multiplikation  mit  — ^  die  Gleichung 

oder 


«, 


■'{-'4)"+-+i-'4h' 


das  heisst,  c^  wäre  aus  Cg^'-^n   numerisch   ableitbar,  oder,  zwischen 

den  Einheiten  e,, ...  e„  bestände  eine  Zahlbeziehung,  -f  was  gegen  die  e 

Annahme  ist,  da  e,,  Cg,  . . .  e„  ein  System  von  Einheiten  bilden  sollen. 

Somit  ist 

0  =  a^ß  =  a^ß  =  ...==  ttnß, 

also  entweder  /3  =  0,  oder,  wenn  ß^  0  ist. 


/^ 


k 
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0  =  a^  =  a^  =  •••  =  a«, 
also 

a  =  Zae  =  £0e  =  £0  [5.  Anm.] 

=  0, 

das   heisst,   wenn   a/3  =  0    ist,    so    muss   entweder   ß  oder    a   gleich 
Null  sein. 

7)  a:ß  =  2:ac:ß^^^^e,  [11] 

da  ß  nicht  null  ist, 

1 

13.  Für  die  Multiplikation  und  Division  extensiver  Grössen  durch 
Zahlen  gelten  die  algebraisdien  Gesetze  der  Multiplikation  und  Division, 

Beweis.  Denn  aus  den  Fundamentalformeln  (1  bis  G)  des  vorher- 
gehenden Satzes  folgen  in  bekannter  Weise  die  sämmtlichen  algebrai- 
schen Gesetze  der  Multiplikation,  und  durch  Formel  (7)  desselben 
Satzes  wird  die  Division,  ebenso  wie  in  der  Algebra,  auf  die  Multi- 
plikation zurückgeführt.  Also  gelten  auch  die  algebraischen  Gesetze 
der  Division  für  die  Division  extensiver  Grössen  durch  Zahlen. 

§  2.     Zusammenliang  zwischen  den  ans  einem  System  von 

Einheiten  ableitbaren  Grössen. 

14.  Erklärung.    Die  Gesammtheit  der  Grössen,  welche  aus  einer 

Reihe  von  Grössen  a^,  a^,  ...  a«  numerisch  ableitbar  sind,  nemie  ich 

das   aus   jenen   Grössen   ableitbare  Gebiet    (das  Gebiet    der    Grössen 

ttj,  ...  a«),  und  zwar  neune  ich  es  ein  Gebiet  n-ter  Stufe,  wenn  jene 

Grössen  von  erster  Stufe  (das  heisst,  aus  n  ursprünglichen  Einheiten 

numerisch  ableitbar)   sind,  und  sich  das  Gebiet  nicht  aus  weniger  als 

n  solchen  Grössen  ableiten  lässt.    Ein  Gebiet,  welches  ausser  der  Null 

keine  Grösse  enthält,  heisst  ein  Gebiet  nullt  er  Stufe. 

7  Anm.     Das  Gebiet   erster  Stufe   ist   also   die  Gesaiumtheit  der  Vielfachen 

einer  Grösse  erster  Stufe,  wenn  man  nämlich  unter  Vielfachem  einer  Grösse  jedes 
Produkt  der  Grösse  mit  einer  reellen  Zahlgrösse  versteht. 

16,  Erklärung.  Zwei  Gebiete  heissen  identisch,  wenn  jede 
Grösse  des  ersten  Gebietes  zugleich  Grösse  des  zweiten  ist,  und  um- 
gekehrt. Wenn  jede  Grösse  eines  Gebietes  (Ä)  zugleich  Grösse  eines 
andern  (B)  ist  (ohne  dass  das  Umgekehrte  nothwendig  stattfindet),  so 
neime  ich  beide  Gebiete  einander  incident,  und  sage  dann,  das  erste 
Gebiet  (^4)  sei  dem  zweiten  untergeordnet,  das  zweite  dem  ersten 
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übergeordnet.  Die  Gesammtheit  der  Grössen,  welche  zweien  oder 
mehreren  Gebieten  zugleich  angehören,  heisst  ihr  gemeinschaftliches 
Gebiet,  und  die  Gesammtheit  der  Grössen,  welche  sich  aus  den  Grössen 
zweier  oder  mehrerer  Gebiete  numerisch  ableiten  lassen,  ihr  verbin- 
dendes Gebiet. 

Anm.  Ist  zum  Beispiel  das  Gebiet  A  aus  den  Einheiten  «j,  e, ,  ^3  abgeleitet 
und  das  Gebiet  £  aus  den  Einheiten  e^,  63,  e^,  so  ist  das  den  Gebieten  A  und  h 
gemeinHchaftliche  Gebiet  das  aus  den  Einheiten  e,,  c,  abgeleitete,  und  das  A 
und  B  verbindende  Gebiet  das  aus  den  Einheiten  «, ,  «^ ,  63 ,  t^  abgeleitete. 

16.  Zwisdien  n  Grössen  a^,  ...  a»  herrscht  dann  und  nur  dann 
eine  Zahlbeziehung,  wenn  sieh  eine  Gleichung 

aufstellen  lässt,  in  welcher  die  Zahlen  a^,  ...  a«  nicht  alle  zugleich 
null  sind. 

Beweis.     Denn,  wenn  in  der  Gleichung 

«1«!  H h  «««n  =  0 

auch  nur  Eine  der  Zahlen  a^,  ...  ««  von  Null  verschieden  ist,  zum 
Beispiel  a^,  so  ist  die  mit  dieser  Zahl  verbundene  Grösse  a^  aus  den 
übrigen  numerisch  ableitbar;  denn  dann  ist 

a*  ^        «3  ^  a«  ^ 

Umgekehrt,  wenn  irgend  eine  Zahlbeziehung  zwischen  den  Grössen 
Gj,  . .  .  a«  herrscht,  zum  Beispiel 

80  wird 

—  «1  +  Aö«  +  A«s  H h  ßnan  =  0, 

eine  Gleichung,  in  welcher  wenigstens  der  Koefficient  von  a^  ungleich  8 
Null  ist. 

17.  Wenn' n  Grössen  in  einer  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen, 
und  sie  nicht  alle  null  sind,  so  muss  sich  aus  ihnen  ein  Verein  von 
weniger  als  n  Grössen  aussondern  lassen,  welcher  keiner  Zahlbeziehung 
unterliegt,  und  aus  dem  die  übrigen  Grössen  numerisch  ableitbar  sind. 

Beweis.  Es  seien  a^,  . . .  a„  die  in  einer  Zahlbeziehung  zu  ein- 
ander stehenden  Grössen,  so  muss  (nach  Nr.  2)  sich  eine  derselben  aus 
den  übrigen  numerisch  ableiten  lassen;  dies  sei  a»  und  sei  etwa 

Herrscht  nun  zwischen  den  Grössen  a^,  ...  0«— 1  abermals  eine 
Zahlbeziehung,  so  wird  wieder  eine  derselben  etwa  a»— i  aus  den  übrigen 

Grassmann,  Werke.    I.  2.  2 
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aj ,  ...  Oh— s  numerisch  ableitbar  sein  müssen.    £s  sei 

FQhrt  man  diesen  Ausdruck  för  a«-!  in  die  erste  Gleichung  ein,  so 
erhält  man 

««  =  («1  +  «t- i/^i)«!  H h  (««-x  +  a—i /*«-»)  öi—a, 

also  ist  dann  auch  a»  aus  a,,  ...  0^—8  numerisch  ableitbar. 

Dies  Verfahren  wird  man  fortsetzen  können,  so  lange  als  noch 
zwischen  den  jedesmal  übrig  bleibenden  Grössen  eine  Zahlbeziehung 
stattfindet.  Man  wird  also  zuletzt  entweder  zu  einer  Schaar  von  meh- 
reren Grössen  kommen,  die  in  keiner  Zahlbeziehung  mehr  zu  einander 
stehen,  und  aus  denen  die  übrigen  numerisch  ableitbar  sind,  oder  es 
bleibt  zuletzt  nur  Eine  Grösse,  etwa  a,,  übrig,  aus  der  alle  übrigen 
numerisch  ableitbar  sind.  Im  letztem  Falle  darf  diese  Eine  Grösse  a^ 
nicht  null  sein,  weil  sonst  alle  übrigen  Grössen,  als  numerisch  daraus 
ableitbar,  auch  null  sein  würden,  was  der  Annahme  widerstreitet.  In 
beiden  Fällen  gelangt  man  also  (Nr.  2)  zu  einem  Vereine,  der  keiner 
Zahlbeziehung  mehr  unterliegt,  und  aus  dem  alle  übrigen  der  n  Grössen 
a,y.,,an  numerisch  ableitbar  sind. 

18.     Wenn  in  einem  Verein  von  Grössen  Uj^,  a^,  . , ,  On  die  erste  a, 
D  nicht  nidl  ist,  und  keine  der  folgenden  f  sich  aus  den  vorhergehenden 
numerisch  ableiten  lässf^  so  unterliegt  der  Verein  keiner  ZaJiTbeziehung. 

Beweis.     Denn   gesetzt,   er   unterliege    einer   Zahlbeziehung,   so 
müsste  (nach  IG)  zwischen  den  Grössen  a^,  a^,  ...  a,,  eine  Gleichung 

aufgestellt  werden  können,  in  welcher  nicht  alle  Koefficienten  «i,  w^»  •••  ^^^ 
zugleich  null  sind.  Es  sei  a^-  der  letzte  unter  diesen  Koefficienten, 
welcher  von  Null  verschieden  ist,  so  erhält  man 

a^a^   +  «2^2  H h  ^rdr  =  0, 

also,  wenn  r  grösser  als  1  ist, 

das  heisst,  a^  ist  aus  den  vorhergehenden  Grössen  aj,  .  .  .  Or-^i  nume- 
risch ableitbar,  gegen  die  Voraussetzung.    Ist  aber  r  =  1 ,  so  hat  man 

«i  Ol  =  0 ; 

also,  da  dann  «^  ungleich  Null  angenommen  ist, 

«1  =  0, 
was  gleichfalls  der  Voraussetzung  widerstreitet.    Also  kann  keine  Zahl- 
beziehung zwischen  den  Grössen  a^,  . , .  an  herrschen. 
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19,  Wenn  eine  Grösse  a^  aus  n  Grössen  6, ,  6^,  . . .  6„  numerisch 
ableitbar  ist,  und  dabei  die  zu  h^  gehörige  Äbleitungszahl  ungleich  Null 
ist,  so  ist  das  aus  den  n  Grössen  b^,b^y  ..,h^  ableitbare  Gebiet  identisch 
mit  dem  aus  den  n  Grössen  a^,  6^,  ...  fe«  ableitbaren. 

Beweis.  Es  sei  a,  =  ß^b^^  +  ß^b^  -j-  ...  -f-  ß^bn,  wo  ß^  ungleich 
Null  ist,  so  ist 

Ist  nun  c  numerisch  ableitbar  aus  b^,  b^,  ...  bn,  etwa 

^  =  yA  +  Y%h  -I f-  Ynbn, 

so  erhält  man  c  als  aus  a^,  b^j  ...  b^  abgeleitet,  indem  man  hier  statt 
&i  den  gefundenen  Werth  setzt,  nämlich 

Umgekehrt,  ist  c  numerisch  ableitbar  aus  a^,.  63»,  ...  6„,  etwa  10 

c  =  a^a^  +  a^b^  H [-  a,&n, 

so  erhält  man  c  als  aus  &,,  b^^  ...  &„   abgeleitet,  indem  man  statt  a^ 
seinen  Werth  ß^b^  +  ßA  +  •••  +  ßnb^  setzt,  nämlich 

Also,  jede  Grösse,  die  einem  der  beiden  Gebiete  angehört,  gehört 
auch  dem  andern  an,  das  heisst,  beide  Gebiete  sind  identisch. 

20.  Wenn  m  Grössen  a^,  ...  a,«,  die  in  keiner  Zahlbeziehung  zu 
einander  stehen,  aus  n  Grössen  b^,  ...  6«  numerisch  ableitbar  sind,  so 
kann  man  stets  zu  den  m  Grössen  a,,  ...  a^  wocä  (n  —  m)  Grössen 
ttm+ij  '"  ein  von  der  Art  hinzufügen,  dass  sidi  die  Grössen  b^,  ...  6«  auch 
aus  a^,  ...  an  numerisch  ableiten  lassen,  ufid  also  d<is  Gebiet  der  Grössen 
«1,  ...  a„  identisch  ist  dem  Gebiete  der  Grössen  64,  ...  6„;  auch  kann 
man  jene  (n  —  m)  Grössen  aus  den  Grössen  by^,  ...  6»  selbst  entnehmen. 

Beweis.  Nach  der  Annahme  ist  a,  aus  6^,  ...  6«  ableitbar.  Von 
den  Zahlen,  durch  welche  diese  Ableitung  erfolgt,  muss  mindestens 
Eine  von  Null  verschieden  sein,  weil  sonst  a^  selbst  null  wäre,  also 
der  Verein  der  m  Grössen  (nach  2)  einer  Zahlbeziehung  unterläge. 

Es  sei  die  zu  b^   gehörige  Zahl  von  Null  verschieden,  und  dies 

wird  man  immer  annehmen  können,  da  man  ja  die  Indices   beliebig 

wählen  kann.   Dann  ist  (nach  19)  das  aus  b^,b^,  ...bn  ableitbare  Gebiet 

identisch  dem  aus  a^,  b^,  ...  b^  ableitbaren.    Man  habe  nun  für  irgend 

ein   r,   welches    <,m    ist,    gefunden,    dass    das    Gebiet    der    Grössen 

61,  />2,  ...  6»   identisch   sei  dem  Gebiete   der  Grössen   a, ,  a^,  ...  ar^ 

2* 
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br^i, ...  &iiy  SO  wird  nun,  da  nach  der  Hypothesis  Or+i  aus  b^,  b^^, . . .  bn 
ableitbar  ist,  es  auch  (vermöge  der  Gebiets-Identitat)  aus  a^,  a^, .,  ,af, 
br^i,  ...  Z^n  .ableitbar  sein.    In  dem  Ausdrucke  dieser  Ableitung 

muss  nothweudig  einer  der  Eoefficienten,  die  zu  ftr+i,  ...  6«  gehören, 
von  Null  verschieden  sein,  weil  sonst  zwischen  den  Grössen  a, , . . .  flfr+i 
eine  Zahlbeziehung  stattfände,  gegen  die  Hypothesis;  es  sei  dies  etwa 

11  ßr+iy  so  ist  (nach  19)  das  aus  a,,  ...  ar,  6r+i,  »--bn  ableitbare  f  Ge- 
biet identisch  dem  aus  a,,  ...  a^-i-i,  ^r+s^  ...  ^n  ableitbaren;  also  auch 
dies  letztere  Gebiet  identisch  dem  Gebiete  der  Grössen  tj,  ...  6„.  Diesen 
Schluss  kann  man  also  von  r  =  1  an  verfolgen,  bis  r  «b  ni  wird;  das 
heisst,  es  wird  dann  das  Gebiet  a^,  ...  a^f  frm+i;  •>•  bn  identisch  dem 
Gebiete  6^ ,  ...  6« ;  und  bezeichnet  man  dann  die  so  übrig  gebliebenen 
Grössen  6,n+i,  .••^n  beziehlich  mit  a„,+i,  ...a«,  so  wird  das  Gebiet 
der  Grössen  a^,  ...  a«  identisch  dem  Gebiete  der  Grössen  b^,  ...  b^. 

21.  Wenn  n  Grössen  (a^,  ...  a^,),  welche  in  keiner  Zahlbeziehung 
BU  einander  stehen,  aw5  n  andern  Grössen  (b^,  ...  &„)  numerisch  ableitbar 
sind,  so  ist  das  Gebiet  der  ersten  Crrössenrcihe  identisdi  dein  der  letzteren. 

Beweis.  Man  hat  nur  in  dem  vorhergehenden  Satze  m  =  n  zu 
setzen,  so  erfolgt  der  zu  erweisende  Satz. 

22.  Wenn  n  Grössen  {a^,.,.a^  aus  weniger  als  n  Grössen  (6^, . . .  6,„) 
numerisch  ableitbar  sind,  so  stehen  jene  n  Grössen  stets  in  einer  Za/d- 
bcziehung  zu  einander. 

Beweis.  Es  seien  «j,  ...  a„  aus  b^,  ...  6,«  ableitbar,  wo  m<« 
ist.  Nun  können  a, ,  . . .  rt^  entweder  in  einer  Zahlbeziehung  zu  ein- 
ander stehen  oder  nicht.  Im  ersteren  Falle  stehen  auch  a^,  ...  an,  da 
unter  ihnen  die  Grössen  a^,  ...  a„t  vorkommen,  in  einer  Zahlbeziehung 
zu  einander.  Im  zweiten  Falle  ist  das  Gebiet  der  Grössen  a,,  ...  a^ 
(nach  21)  identisch  dem  Gebiete  der  Grössen  b^,  ...  b„t,  also  ist  jede 
aus  &i,  ...  6»!  numerisch  ableitbare  Grösse  auch  aus  a^,  ...  a,n  nume- 
risch ableitbar,  also  sind  namentlich  die  Grössen  «,«4.1,  ...«n>  welche 
nach  der  Hypothesis  aus  ö^,  ...  b^  ableitbar  sind,  auch  aus|  a^,  ...  am 
ableitbar,  das  heisst,  auch  im  zweiten  Falle  besteht  zwischen  a,,  ...  a» 
eine  Zahlbeziehimg. 

23.  Wenn  ein  Gebiet  n-ter  Stufe  aus  n  Grössen  erster  Stufe  ab- 
leitbar ist,  so  stehen  diese  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander,  und  um- 
gekelirt:  Wenn  n  Grössen  erster  Stufe  in  keiner  ZahTbeziehung  zu  einander 
stehen,  so  ist  das  aus  Urnen  ableitbare  Gebiet  ein  Gebiet  n-ter  Stufe. 

12  Beweis.    Es  sei  ^  das  aus  den  n  Grössen  erster  Stufe  f  a^,  ...an 
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ableitbare  Gebiet.  Wenn  nun  zuerst  A  ein  Gebiet  n-ter  Stufe  ist,  so 
können  a^^  ...  an  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen;  denn 
dann  würde  sich  eine  dieser  Grössen  aus  den  übrigen  n  —  1  numerisch 
ableiten  lassen,  also  auch  das  Gebiet  aus  diesen  n  —  1  Grössen  ableitbar 
sein,  was  dem  Begriffe  des  Gebietes  n-ter  Stufe  (nach  14)  widerstreitet. 
Zweitens  umgekehrt,  wenn  a^,  ...an  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  ein- 
ander stehen,  so  können  sie  (nach  22)  nicht  aus  weniger  als  n  Grössen 
numerisch  abgeleitet  werden,  also  auch  das  aus  a^,  ...  a»  ableitbare 
Gebiet  nicht,  also  ist  dies  Gebiet  (nach  14)  von  n-ter  Stufe. 

24.  Jedes  Oebiet  n-ter  Stufe  kann  aus  n  [ihm  angehörenden] 
Grössen  erster  Stufe,  die  in  keiner  Zahlbeziehung  m  einander  stehen^  ab- 
geleitet werden,  und  zwar  aus  beliebigen  n  solcher  Grössen  des  Gebietes. 

Beweis.  Denn  es  seien  «fj,  ...a„  die  Grössen,  aus  denen  ur- 
sprünglich das  betrachtete  Gebiet  hervorgegangen  ist,  und  seien  tj, ...  bn 
n  Grössen  dieses  Gebietes,  die  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander 
stehen.  Da  b^,  ...  bn  dem  aus  a^,  ...  a»  abgeleiteten  Gebiete  angehören, 
so  werden  sich  (nach  14)  die  Grössen  b^,  ...  bn  aus  aj,  ...  a»  numerisch 
ableiten  lassen,  und  da  zugleich  jene  Grössen  b^,  ...  bn  in.  keiner  Zahl- 
beziehung zu  einander  stehen  (Voraussetzung),  so  wird  (nach  21)  das 
aus  b^,  ...  bn  ableitbare  Gebiet  identisch  dem  aus  a^,  ...  a„  ableitbaren. 

Anm.  Durch  diesen  Satz  ist  jeder  specifische  Unterschied  zwischen  den  ur- 
spninglichen  Einheiten  und  den  daraus  numerisch  abgeleiteten  Grössen  aufge- 
hoben, indem  man  jedes  Gebiet,  statt  aus  den  ursprünglich  zu  Grunde  gelegten 
n  Einheiten,  auch  aus  beliebigen  n  Grössen  dieses  Gebietes,  die  in  keiner  Zahl- 
beziehung zu  einander  stehen,  ableiten,  und  diese  Grössen  also  statt  jener  ersteren 
als  Einheiten  setzen  kann.  Es  hätte  sich  dieser  wichtige  Satz  auch  direkt  aus 
der  Theorie  der  Elimination  ableiten  lassen.  In  der  That  ist  unser  Satz  nur  eine 
Transformation  des  Satzes :  Wenn  n  Grössen  yi ,  .  • .  y„  ganze  homogene  Funk- 
tionen ersten  Grades  von  n  anderen  x^  . . .  x^  sind,  und  die  ersteren  in  keinem 
anderen  Falle  alle  zugleich  null  werden  können,  als  wenn  auch  die  letzteren  alle 
null  werden,  so  lassen  sich  auch  die  letzteren  (oJi ,  . . .  xj  als  ganze  homogene 
Funktionen  ersten  Grades  von  den  ersteren  (y^,  ...  y^)  darstellen. 

Doch  ist  der  hier  gelieferte  Beweis  nicht  nur  elementarer,  sondern  hat  auch  13 
den  Vorzug,  dass  dabei  die  wesentlichsten  einfachen  Beziehungen  zwischen  den 
extensiven  Grössen  klarer  hervortreten. 

26.  Die  Stufenzahlen  zweier  Gebiete  sind  zusammengenommen  ebenso 
gross  als  die  Stufenzahlen  ihres  getneinschaßliclien  und  ihres  verbindenden 
Gebietes  zusammengenonmieny  das  heisst,  wenn  m  und  n  die  Stufenzahlen 
der  gegebenen  Gebiete  siiidj  r  die  ihres  gemeinschaftlicheny  v  die  ihres  ver- 
bindenden Gebietes,  so  ist 

m  -\-  n^=r  '\-  V. 
Beweis.    Es  seien  A  und  B  die  beiden  gegebenen  Gebiete  tn-ter 
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und  n-ter  Stufe,  und  sei  A  aus  den  Grössen  a^j  ...  a^;  B  aus  den 
Grossen  6^ ,  ...  6«  ableitbar.  Dann  kann  (nach  2vi)  weder  zwischen 
^17  •  •  •  ^my  noch  zwischen  hy,  ...h^  eine  Zahlbeziehung  herrschen.  Femer 
möge  sich  ein  Verein  von  r,  aber  auch  nicht  von  mehr,  Grössen  finden 
lassen,  welche  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen,  und  welche 
beiden  Gebieten  zugleich  angehören.  Diene  Annahme  wird  immer  zu- 
lässig sein,  da  r  auch  null  sein  darf.  Es  seien  c, ,  ...  Cr  diese  Grössen. 
Dann  wird  man  (nach  20)  in  die  Iteihe  der  Grössen  a^,  ...  a,,«  statt  r 
derselben,  etwa  statt  ö,,  ...  Or  die  Grössen  r, ,  ...  6v  in  der  Art  ein- 
führen können,  dass  das  aus  dieser  neuen  Grösscnrcihe  ableitbare  Ge- 
biet identisch  sei  dem  Gebiete  A,  £benso  wird  man  in  die  Reihe  der 
Grössen  6,,  ...  6«  statt  r  derselben,  etwa  statt  6|,  ...  6,.  die  Grössen 
Ciy...Cr  in  der  Art  einführen  können,  dass  das  aus  dieser  neuen 
Grössenreihe  ableitbare  Gebiet  dem  Gebiete  B  identisch  sei.  Dann  ist 
also  A  aus  den  m  Grössen  r^,  ...  c,,  «r-fi,  ...  0,^  ableitbar,  und  B  aus 
den  n  Grössen  r, ,  ...  Cr,  &r+i,  ..•  ^n.  Keine  dieser  Grössenreihen  unter- 
liegt (nach  2«3)  einer  Zahlbeziehung.  Dann  ist  klar,  dass  alle  aus 
Cj,  ...  Cr  ableitbaren  Grössen  den  Gebieten  A  imd  B  gemeinschaftlich 
sind-,  aber  auch  keine  andern,  da  es  sonst,  wider  die  Annahme,  mehr 
als  r  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehende  Grössen  geben 
würde,  die  beiden  Gebieten  A  und  B  gemeinschaftlich  wären.  Das  den 
Gebieten  A  luid  B  gemeinschaftliche  Gebiet  ist  also  das  aus  c, ,  ...  c,. 
14  abgeleitete  Gebiet,  also  (nach  23)  ein  f  Gebiet  r-ter  8tufe. 

Nun  bilden  femer  alle  Grössen  Cj,  ...  fr,  ^'r-fi,  ...  «m,  '>/4-i,  ...  K 
eine  lleihe  von  Grössen,  die  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen. 
Denn  gesetzt,  es  herrschte  zwischen  ihnen  eine  Zahlbezichung,  so 
müsste  diese  von  der  Form 

a+b+c=0 

sein,  wo  a  aus  ^r+i,  . . .  (1,,,,  h  aus  6r-fi,  ...  hn,  c  aus  i\,  ...  Cr  abgeleitet 
ist.  Hier  könnte  weder  a  noch  h  null  sein.  Denn  wäre  a  null,  so 
wäre  6  -f-  c  =  0,  und  es  bestände  also  eine  Zahlbezichung  zwischen 
den  Grössen  &r+i,  ...  6»,  c,,  ...  Cr,  was,  wie  bewiesen,  unmöglich  ist-, 
und  wäre  h  null,  so  bestände  eine  Zahlbeziehung  zwischen  flr+i, ...  «m^ 
c, ,  ...  Cr,  was  gleichfalls  als  unmöglich  nachgewiesen  ist. 
Stellen  wir  die  obige  Gleichung  in  der  Form  dar 

a  =  —  h  —  r, 

so  ist  die  linke  Seite  aus  «r+i?  ...  «m  numerisch  abgeleitet,  gehört  also 
dem  Gebiete  A  an,  die  rechte  Seite  ist  aus  tr+i,  ...  6n,  c,,  ...  Cr  nume- 
risch abgeleitet,  gehört  also  dem  Gebiete  B  an,  folglich  gehört  a  dann 
beiden  Gebieten  zugleich  an.    Da  aber  a  aus   ar-f-i,  ...  am  numerisch 
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abgeleitet  ist,  und  zwischen  ar+i,  ...  o»»,  Cj,  ...  Cr  keine  Zahlbeziehung 
herrscht  (wie  oben  gezeigt  wurde),  so  ist  a  nicht  aus  q,  ...  Cr  ab- 
leitbar. Also  würden  dann  die  Gebiete  Ä  und  B  mehr  als  r  in  keiner 
Zahlbeziehung  zu  einander  stehende  Grössen  gemeinschaftlich  haben, 
was  gegen  die  Voraussetzung  ist.  Somit  folgt,  dass  der  ganze  Verein 
der  Grössen  c^,  ...  Cr,  «r+i,  ...  «»/.,  6r-fi,  ...  6«  keiner  Zahlbeziehung 
unterliegt.  Das  aus  diesen  Grössen  ableitbare  Gebiet  besteht  aber  aus 
den  sämmtlichen  Grössen,  welche  sich  aus  den  Grössen  der  Gebiete  A 
und  B  ableiten  lassen,  das  heisst,  ist  ihr  verbindendes  Gebiet.  Die 
Stufenzahl  desselben  sei  v,  so  ist  (nach  23)  v  gleich  der  Anzahl  der 
Grössen  c^,  ...  Cr,  ^r+i;  *•>  ^m^  ^r+i;  ...  &n;  das  heisst 

f)  szsfn  '\'  n  —  r, 
oder 

w  +  w  =  r  +  r. 

26.  Ztvei  Gebiete  (A  und  B\  welche  beziehlich  von  a-ter  und  ß-ter 
Stufe  sind  und  in  einein  Gebiete  n-ter  Stufe  liegen,  haben,  wenn  er  +  /'>  w 
ist,  mindestens  ein  Gebiet  von  {a  -{-  ß  —  n)'ter  Stufe  gemein. 

Beweis.     Das  A  und  B  verbindende  Gebiet  sei  von  t'-ter  Stufe,  15 
das  ihnen  gemeinschaftliche  von  r-ter  Stufe,  so  ist  (nach  25) 

a  +  /5  =  r  +  v,  oder   r  =  a  -\-  ß  —  v. 

Da  {aber}  A  und  B  in  einem  Gebiete  w-ter  Stufe  liegen,  so  liegt  auch 
ihr  verbindendes  Gebiet  in  diesem  Gebiete  «-ter  Stufe,  also  ist  v  ent- 
weder ebenso  gross  oder  kleiner  als  n,  also  r  =  a  +  /5  —  v  entweder 
ebenso  gross  als  a  +  /3  —  n  oder  grösser. 

Anm.  Die  bisher  entwickelten  Sätze  finden  sich  schon,  wenn  gleich  meist 
in  anderen  Formen,  in  meiner  ersten  Bearbeitung  der  Ausdehnungslehre,  vom 
Jahre  1844,  und  zwar  Satz  19  und  24  sind  genau  in  der  entsprechenden  Form 
in  §  20  jenes  Werkes,  Satz  25  in  §  126  enthalten,  und  auch  die  Idee  des  Be- 
weises für  diese  Sätze  ist  hier  und  dort  dieselbe. 

§  3.     Die  Zahl  als  Quotient  extensiver  Grössen  und  Ersetzung  der 
Gleiohtingen  zwisohen  extensiven  Grössen  duroh  Zahlgleiohnngen. 

27.  Erklärung.  Ich  nenne  zwei  Vereine  von  Gleichungen  ein- 
ander ersetzend,  wenn  sich  jeder  von  beiden  Vereinen  aus  dem 
andern  ableiten  lässt. 

Anm.  Hierbei  ist  auch  der  Fall  eingeschlossen,  in  welchem  einer  der  beiden 
Vereine  oder  jeder  von  beiden  nur  aus  einer  Gleichung  besteht. 

28.  Eine  Grösse  x,  welche  aus  n  in  keiner  Zaidbeeiehung  zu  ein- 
ander stellenden  Grossen  a^,  ...  a^  abgeleitet  ist,  ist  dann  und  nur  dann 
null,  wenn  ihre  n  Ableitungsgahlcn  null  sind,  das  heisst,  die  Gleidiung 
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(a)  x^üi  +  x^a^  H 1-  Xnan  =  0 

unrd  ersetzt  durcli  die  n  Gleichungeti: 

(b)  0  «=  iPi  =  Xj  =  •  •  •  =  OJn. 

Beweis.  Denn  wäre  irgend  eine  der  Ableitungszahleu  von  Null 
yerschieden^  so  würde  yermoge  der  Gleichung  (a)  (nach  16)  zwischen 
a^j  ...  Qn  eine  Zahlbeziehung  herrschen,  gegen  die  Annahme.  Gilt  also 
die  Gleichung  (a),  so  gilt  auch  der  Gleichungsverein  (b).  Umgekehrt, 
gilt  der  letzte  Verein,  so  folgt  daraus  die  Gleichung  (a).  Also  wird 
diese  Gleichung  durch  jenen  Verein  ersetzt. 

16  29.     Zwei  Grössen  eines  Gebietes  n-ter  Stufe  sind  dann  und  nur 

dann  einander  gleidi,  wenn  ihre  n  zu  denselben  Einheiten  gehörigen  Ab- 
leitungszahlen  einander  gleich  sifid,  das  Jieisst,  die  Gleidtung 

(a)  «i^i  +  a^e^  -| h  a^e»  =  ß^e^  +  ß^e^  -] [-  ß^en 

wird  ersetzt  durch  die  n  Gleichungen 

(b)  «l=/5l>     «2  =  ft?--;     «n  == /5«. 

Beweis.  Denn  die  Gleichung  (a)  wird  ersetzt  durch  die  Glei- 
chung 

(«1  -  ßi)ex  +  («,  -  ß^)e^  +  •••  +  (««-  /S«)e,  =  0, 

und  diese  (nach  28)  durch  die  n  Gleichungen 

0  =  «1  —  /Ji  =  a^  —  ft  =  •  •  •  =  a„  -^  /5„, 
das  heisst,  durch  die  n  Gleichungen 

«1  =  ^u    ^2  "^  A>  •  •  •  >    «»  =  /5/I- 

30.  Erklärung.  Wenn  eine  extensive  Grösse  h  aus  einer  andern 
a,  die  nicht  null  ist,  sich  numerisch  ableiten  lässt,   so  verstehe  ich 

unter  —    die    Zahl,    durch    welche    b    aus    a   abgeleitet    werden    kann, 

das  heisst 

aa 


—  =  ff, 


wenn  a  ^  0. 

31.  Wemi  zwei  Grössen  (a  und  b)  aus  derselben  Grösfic  (c)  nume- 
risch abgeleitii  sind,  und  die  zweite  { h  ]  nicht  nuU  ist,  so  lann  man,  statt 
die  erste  durch  die  zweite  zu  dividircn,  die  Äbleitungszahlen  mitsprechend 
dividirenj  das  heisst 

ac  a 

ßc  —  ß' 

wenn  ßc  ^  0. 

Beweis.    Wenn  /Sc  ^  0  ist,  so  ist  (nach  12,  6)  auch  ß'^0  und 
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c  ^  0.    Dann  ist  ac  =  -3^  (ßc)  (nach  13),  also 

ßc  ~    ßc    ~~ß  [30]. 

32.  Eine  Gleichung^  deren  Glieder  alle  ans  derselben  Grösse  (a) 
numerisch  ableitbar  sind,  wird  durch  eine  Gleichung  ersetzt,  die  man  er- 
hält, indem  man  alle  Glieder  der  ersteren  durch  eine  beliebige  aus  jener 
Grösse  (a)   numerisch  ableitbare,  f  aber  von  Null  verschiedene  Grösse  n 
dividirt,  das  heisst,  die  Gleichung 

(a)  aa  +  /Ja  +  •  •  •  =  a^a  +  A«  +  •  •  • 

tvird  ersetzt  durch  die  Gleichung 

(h)  ei^  +  ^fj ^?l1  +  &J?4.... 

wenn  qa  ^  0. 

Beweis.  Wenn  Qa  ^  0,  so  muss  (nach  12,  6)  sowohl  p  ^  0  als 
a  ^  0  sein.  Somit  kann  man  a  auch,  da  es  von  Null  verschieden  ist, 
als  Einheit  betrachten.  Dann  wird  (nach  29)  die  Gleichung  (a)  er- 
setzt durch 

«  +  /*  H =  «1  +ft  H j 

oder,  wenn  man  durch  (>  ^  0  dividirt,  durch  die  Gleichimg 

«  +  £  +  ...  =  ?.+•?.  +  ..., 

das  heisst  (nach  31),  durch  die  Gleichung 

«^  +  _?«  4.  ...  =  ?^  4.  ?if^  +  ... 
^  ^a    *    qa    ^  qa    ^     qa    ^ 

33.  Erklärung.  Wenn  die  Grössen  64,...  a»  in  keiner  Zahl- 
beziehung zu  einander  stehen,  und  die  Grösse 

a  =  a^a^  -f  a^a^  -f 1-  UnOn 

ist,  so  nennen  wir,  wenn  m  kleiner  als  n  ist,  die  Grösse 

„die  Zurückleitung  der  Grösse  a  auf  das  Gebiet  a^,  Og,  ...  Om,  unter 
Ausschliessung  des  Gebietes  a^^+i,  am+2, ...  a«".  Wir  sagen,  die  Zurück- 
leitungen  mehrerer  Grössen  seien  in  demselben  Sinne  genommen,  wenn 
die  Grössen  auf  dasselbe  Gebiet  und  unter  Ausschliessung  desselben 
Gebietes  zuriickgeleitet  sind. 
Anm.    Wenn  ins  Besondere 

a  —  «lOi  -t-  a^a^  H \-  a^a^ 

ist,  so  ist  zum  Beispiel  a^a^   die  Zorückleitung  von  a  auf  das  Gebiet  a^,  unter 


2G  A,.     Abschnitt  1.    Kapit^»!  1.    §  :i.    Nr.  38-36. 

Au88chlie8Hunff  des  Gebietes  a,,  ...  a^,  ferner:  wenn  a  ^=»  a^al'\-  a,aj  ist,  so  ist 
a^  Ol  die  Zurückleitung  auf  das  Gebiet  aj ,  unter  Ausschi iennung  des  Gebietes  o,. 

34.  Jede  Gleichung^  deren  Glieder  Produkte  je  einer  extensiven  Grösse 
mit  einer  ZaJd  sind,  tcirdy  wenn  die  extensiveti  Grössen  einem  Gehict  n-ter 
Stufe  angehoreriy  ersetzt  durdt  n  Xaldengleichungen^  die  man  erhält^  indem 
18  man  in  der  gegebeneti  Gleicimng  statt  aller  extensiven  Grössen  ihre  f  gu 
derselben  Einheit  gehörigen  Äbleitungszahlen  sctst;  und  zwar  gilt  dies,  u?elchß 
n  in  keiner  ZaJdhczicIiung  stehende  Grössen  des  Gebieten  man  auch  als 
System  van  Einheiten  annehmen  mag,  das  Jieisst,  die  Gleictiung 

(a)  aa  +  /36  +  •••  =  x/j  +  ^^  +  •••> 

in  tvelchcr 

Jc  =  Xj^'i  -I P  x„c«,     l  =  A,ej  -I h  A,c^,  .    . 

isty  wird  ersetzt  durch  die  n  Gleichungen 

aa,  +  /J/J, +  ...  =  xx,  +  kX,  +  ... 

/,  N  ««8  +  /J/J«  H =  xxg  +  A  A^  H 

•  •  ••.         •  .  .•• 

vorausgesetzt,  dass  e^,  ...  c«  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen. 

Beweis.  Setzt  man  in  die  Gleichung  (a)  die  Ausdrücke  für 
a,  b,  ...,  /.-,  Z,  ...  ein,  so  erhiilt  man 

{aa,+ßß,  +  ")e,+  {aa,  +  ßß,+  ")e,+  '-+(aa,  +  ßßn  +  "')en  = 
=  (xxi  +  AAl^ )CiH f-  (xx«  +  AA«H )cn. 

Diese  Gleichung  wird  (nach  29)  ersetzt  durch  die  n  Gleichungen 

««1  +  ßßi  +  •  • '  =  ^^i  +  ^^1  +  •  •  • 
ccct.  +  ßßi-] =  xxg  +  AAg  H 

««„  +  j3j3,i  +  •  •  •  =  XX«  +  A  A«  +  •  •  • . 

36.  Jede  Gleichung,  deren  Glieder  Produkte  je  einer  extensiven  Grösse 
mit  einer  Zahl  sind,  bleibt  bestehen,  wenn  man  statt  aller  extensiven 
Grössen  ihre  in  demselben  Sinne  genommenen  Zurückleitungen  setzt. 

Beweis.  Man  nehme  an,  die  gegebene  Gleichung  sei  die  Glei- 
chung (a)  des  vorhergehenden  Satzes,  in  welcher  a,  b,  ...,  k,  Z,  ... 
dieselbe  Bedeutung  haben  wie  vorher,  so  ist  zu  zeigen,  dass  diese 
Gleichung  auch  fortbesteht,  wenn  man  statt  der  Grössen  a,  b,  ..., 
k,  l,  .  . .  ihre  Zurückleitungen  auf  das  Gebiet  e^,  ...  e,,,,  unter  Aus- 
schliessung des  Gebietes  (?m+i,  ...  c«,  setzt,  das  heisst,  dass  auch 
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(c)  aa  +ßb'  +  '"  =  xh'  +  Af  +  •  •  • 

sei,  wo  19 

a    ==  «1^,   + \-  «„,€„,,       V  =  ftCi  + \-  ßn^Cmj   .  ,  . 

Je    =  Xi^ßi  + f-  ^^mCm,       V  =  AjCj  +  •  •  •  +   koiCrny  •  •  • 

ist.  In  der  That,  die  Gleichung  (a)  wird  ersetzt  durch  die  n  Glei- 
chungen (b)  der  vorigen  Nummer.  Multiplicirt  man  nun  die  ersten  m 
dieser  n  Gleichungen  beziehlich  mit  e,,  c^,  ...  €,n  und  addirt  die  so 
erhaltenen  Gleichungen,  so  erhält  man  die  zu  erweisende  Gleichung  (c). 

Anm.  Es  liegt  hierin  zugleich  der  speciellere  Satz,  dass  gleiche  Grössen, 
in  gleichem  Sinne  zuruckgeleitet,  auch  gleiche  Zurückleitungen  geben,  oder  anders 
ausgedrückt,  dass  die  Zurückleitung  einer  gegebenen  Grösse  bestimmt  ist,  wenn 
das  Gebiet,  üuf  welches,  und  das  Gebiet,  unter  dessen  Ausschliessung  zurück- 
geleitet werden  soll,  gegeben  ist. 

36.  Wenn  die  Zahlen  a?,,  ...  rr«,  durch  welche  eine  extensive  Grösse  x 
aus  einem  System  von  n  Einheiten  e^,  62,  ...  c»  abgeleitet  wird,  einer 
Gleichung  nuten  Grades  genügen,  so  genügen  auch  die  Zahlen  y^y  ...  y«, 
durch  welche  dieselbe  Grösse  aus  einem  System  von  n  andern  dasselbe 
Gebiet  liefernden  Einheiten  aj,  a^,  ...  a*  abgeleitet  wird,  einer  Gleichung 
m-ten  Grades,  und  zwar  ist  die  letzte  homogen,  wenn  die  erste  es  ist. 

Beweis.    Es  ist  nach  der  Annahme 

X  =  x^e^  +  x^e^  H f-  x„c«, 

und  zwischen  diesen  Ableitungszahlen  bestehe  die  Gleichung 

in  welcher  f  das  Zeichen  einer  Funktion  w-ten  Grades  ist.  Nun  müssen 
die  neuen  Einheiten  a^,  ...  o«;  da  sie  dem  Gebiete  c^,  ...  (?«  angehören, 
aus  diesen  Einheiten  6],  ...  e^  ableitbar  sein.    Es  sei 

«1  =  ^ai,rer  =  ofi^i^i  +  ax^^e%  -j \-  ai,„6,, 

«2  =  2:at^rer  =  «2,1^1  +  CCt^tCt  + [-  «2,1  ^n, 

•  •  •  ••••  • 

««  =  ^CCn^rer  =  Of«,!^!  +  ««,2^2  H h  CCn^n^n- 

Ferner,  da  t/i, . . .  yn  die  Ableitungszahlen  in  Bezug  auf  diese  neuen 
Einheiten  sein  sollen,  so  hat  man  auch 

^=  »i«!  +  y2«2H f-y«a«, 


also 


^1  ^1  +  ^2^  H f-  ^nen  = 

=  yi«i  +  y2a2H \-ynan, 

=  yiZai^rer  +  y^Ua^^rer-] H  yn^ccn^ter, 

=  Syr€Cr^x  .  Ci  +  SyrOLr^i  •  ^2  H [-  UyrCCr^n-  ßn- 


20 


28  A,.    Abschnitt  1.  Kapitell.  8  3.    Kapit«!  2.   §1.    Nr.  »6-88. 

Also  (nach  29) 

•  •  •  •  ...  • 

das  heissty  x^,  ...  a^n  sind  ganze  homogene  Funktionen  ersten  Grades 
Yon  y^y  ...  f/n]  folglich^  setzt  man  in 

f{xi,  ...  Xn)  =  0 

statt  x^y...Xn  diese  Werthe,  so  erhält  man  eine  Funktion  m-ten 
Grades  Yon  yi ,  . . .  y»  und  zwar  eine  homogene,  wenn  die  erstere  eine 
solche  war. 

Kapitel  2.    Die  Produktbildung  im  Allgemeinen. 

§  1.     Produkt  zweier  Qrössen. 

37.  Erklärung.  Unter  dem  Produkte  [ab]  einer  extensiven 
Grosse  a  in  eine  andere  b  verstehe  ich  diejenige  extensive  Grösse  (oder 
auch  Zahlgrössc),  die  man  erhält,  indem  man  zuerst  jede  der  Einheiten, 
aus  denen  die  erste  Grosse  a  niunerisch  abgeleitet  ist,  mit  jeder  der 
Einheiten,  aus  denen  die  zweite  b  numerisch  abgeleitet  ist,  zu  einem 
Produkte  verknüpft,  dessen  erster  Faktor  die  Einheit  der  ersten  Grösse 
und  dessen  zweiter  Faktor  die  Einheit  der  zweiten  Grösse  ist,  dann 
dies  Produkt  mit  dem  Produkte  derjenigen  Ableitimgszahlen  multiplicirt, 
mit  welchen  jene  Einheiten  verknüpft  waren,  und  die  sämmtlichen  so 
gewonnenen  Produkte  addirt,  das  heisst,  es  ist 

[2J arCr .  Z ß,cj\  =  Zarßs[eres], 

wo  Cr,  Cs  die  Einheiten,  aus  denen  die  Grössen  numerisch  abgeleitet 

sind,  Kr,  ßs  die  zugehörigen  Ableitungszahlen  bezeichnen,  und  die  Summe 

sich  auf  die  verschiedenen  Werthe  der  Indices  r  und  s  bezieht. 

Anm.  Da  das  Produkt  extensiver  Grössen  nach  der  Erklärung  wieder  ent- 
21  weder  eine  extensive  Grösse  oder  eine  Zahlgrösse  ist,  -|-  so  muss  dasselbe  (nach  5) 
aus  einem  System  yon  Einheiten  numerisch  ableitbar  sein.  Welches  dies  System 
von  Einheiten  sei,  und  wie  aus  ihnen  die  Produkte  [c^«,],  aus  denen  jenes  Produkt 
zusammengesetzt  ist,  numerisch  abzuleiten  seien,  darüber  sagt  die  Definition  nichts 
aus.  Soll  also  der  BegriflF  eines  besonderen  Produktes  genau  festgestellt  werden, 
80  müssen  noch  über  jenes  System  von  Einheiten  und  über  diese  Ableitungen  die 
nöthigen  Bestimmungen  getroffen  werden.  Sobald  diese  Bestimmungen  getroti'en 
sind,  so  geht  aus  der  allgemeinen  Gattung  der  Produktbildungen,  wie  sie  oben 
festgestellt  wurde,  eine  besondere  Art  der  Produktbildung  hervor. 
Hat  man  zum  Beispiel  das  Produkt 

P  —  [(arj  e,  +  x^  c,)  (y,  e,  +  y,  e,)]  i 
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so  ist  dasselbe  (nach  37)  gleich 

Besondere  Arten  der  Produktbildung  würden  nun  hervorgehen,  wenn  noch  die 
Einheiten  festgesetzt  würden,  aus  denen  dies  Produkt  numerisch  abgeleitet  werden 
soll,  und  die  Art  bestimmt  würde,  wie  die  vier  Produkte 

[e^e^],    [CiC,],    [Cjcj,    [c,ej 

aus  jenen  Einheiten  numerisch  abzuleiten  sind.  So  zum  Beispiel  könnte  festgesetzt 
werden,  dass  diese  vier  Produkte  selbst  das  System  der  Einheiten  bildeten,  aus 
denen  P  numerisch  abzuleiten  ist,  dann  sind  x^  y^ ,  ^i  Vi  i  x^  y^ ,  x^y^  die  Ableitungs- 
zahlen von  P;  und  wir  hätten  eine  besondere  Art  der  Produktbildung,  die  sich 
dadurch  auszeichnen  würde,  dass  zu  ihrer  Feststellung  keine  Gleichungen  er- 
forderlich wären.  Oder  man  könnte  drei  unter  ihnen,  etwa  [CjCj,  [«i«,],  [«j^j] 
als  Einheiten  festsetzen,  und  die  Bestimmung  hinzufügen,  dass  [e^e^"]  "»[^i^s] 
sein  sollte;  dann  würden  die  Ableitungszahlen  von  P  sein 

eine  Art  der  Produktbildung,  die  sich  dadurch  auszeichnen  würde,  dass  ihre  Ge- 
setze mit  denen  der  algebraischen  Multiplikation  identisch  sein  würden.  Oder 
man  könnte  eine  unter  ihnen,  zum  Beispiel  [^i^^],  als  Einheit  festsetzen,  aus 
welcher  das  Produkt  P  numerisch  abzuleiten  sein  soll,  und  für  die  übrigen  etwa 
die  Bestimmungen  treffen,  dass  [«i  c,]  =«  0,  [e^^ei]  «»  —  [Cj  c,],  [c,c,]  «» 0  sein  soll. 
Dann  würde  das  Produkt  P  nur  eine  Ableitungszahl  haben,  nämlich  x^y^  —  ^8^1? 
eine  Produktbildung,  die  ich  unten  kombinatorische  genannt  habe.  Ja  man  könnte 
auch  ein  System  von  anderen  Einheiten,  unter  denen  [«lej,  [«i««],  [^««i]»  [^^a] 
nicht  vorkämen,  zu  Grunde  legen,  und  dann  bestimmen,  wie  diese  vier  Produkte 
aus  ihnen  abzuleiten  seien,  zum  Beispiel  könnte  man  etwa  die  absolute  Einheit 
zu  Grunde  legen,  und  etwa  festsetzen,  es  solle 

sein,  in  diesem  Falle  würde  P  eine  Zahl,  nändich  '^  x^^y^ -\- x^y^  sein;  eine 
Produktbildung,  die  ich  unten  innere  genannt  habe. 

Gegenwärtig  werde  ich  nur  diejenigen  Gesetze  behandeln,  welche  aus  der 
allgemeinen  Erklärung  des  Produktes  in  87  hervorgehen,  und  welche  also  für  alle 
Arten  der  Produkte  gelten.  Ich  habe  das  Produkt  durch  eine  Klammer  um- 
schlossen, um  es  von  dem  gewöhnlichen  Produkte  der  Algebra  zu  unterscheiden. 

38.    Statt  isu  einer  Grösse  a  einen  Faktor  b  hinztusu fügen y  Jcann  22 
man  ihn  in  dem  Ahleitungsansdruck  der  ersteren  jeder  Einheit  auf  ent- 
sprechende Weise  hinzufügen,  das  heisst 

Beweis.     Es  sei  b  =  2i'/5,e,,  so  ist 

[JSarer .  6]  =  [2arer .  -SfteJ  =  Uarß,  [Cr^J  [37] 

=  2:a,ßs[eies]  +  -Ta^ft^^e,]  +  •  •  •  [9] 

{=  ai£ß,[e,es]  +  cc^Ußsle^e,]  +  .••}  {10} 

=.ai[ei .  2]ß,e,]  +  ««[e« .  ^ß.e,]  +  •  •  •  [37] 

=  «1  [^1^]  +  ««[«2*]  H =-  £cCr[erb]. 


ä 
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39.  Ein  Produkt  zweier  Faktoren^  dessen  einer  Faktor  eine  Summe 
istf  ist  gUicJi  einer  Summe  von  Produkten  y  die  man  ertiäUy  indem  man 
in  dem  urspriinglidien  Produkte,  statt  des  gerstückten  Faktors  nadi  und 
nach  jedes  Stück  setzt,  das  heisst 

[(a  +  6  +  ...)i)J=[«i)]  +  [fc2>]+--- 

[!>(«  + 6 +  ... )J  =  Ü>a] +  [!>&]  +  •••. 
Insbesondere  ist 

[c(a  +  t)l  =  [ca]  +  [c51. 
Beweis.   Es  sei 

a  =  2JarPr}       b  =  UßrCr,    "  •  , 

so  ist 

[(«  +  6  + •••)/>]  = 

=  [(2;«.r,  +  SßrCr  +  •  •  ')P\  =  [i:{ar  +  /J,  +  •  •  •)  ^,  .  |>1  [9J 

=  2:(a,  +  /S,+  ...)LtVi>J  [38] 

=  i:ar  [frp]  +  ^ßr  [Crjpj  +  "  *  '  [9J 

==  ISarCr  .  p]  +  [I^ßrCr  •  i>1  +  '  ' '  [38] 

=  [«i>]  +  i^p\  H —  • 

Somit  ist  die  erste  Formel  bewiesen.  Den  Beweis  der  zweiten  Formel 
erhält  man  aus  dem  der  ersten^  wenn  man  den  Faktor  p  überall  als 
ersten  Faktor  einsetzt. 

40.  Statt  den  einen  Faktor  eines  Produktes  {zweier  Faktorm)  mit 

einer  Zahl  [a]  zu  muUipliciren,  kann  man  das  ganze  Produkt  mit  dieser  Zahl 

mtdtiplicireyi,  das  heisst 

[{cca)h\  ==  a[aH 

[lj{aa)]  =  a[ha]. 

Beweis.    Es  sei  a  =  UurCr,  so  ist 

23  1(«^)'>]  =  [(« .  ^(»rCr)h]  =  [{2:aarer)h]  1 10] 

=  2: aar  [erb]  [38J 

=  aZ!ar[erb]  [13] 

=  a[2]arer.b\  [38] 

=  alab]. 

Der  Beweis  der  zweiten  Formel  ergiebt  sich,  wemi  man  b  überall 
als  den  ersten  der  beiden  Faktoren  setzt. 

41.  Statt  zu  einer  Grösse,  die  aus  beliebigen  Grössen  a,  b,  . . . 
numerisch  abgeleitet  ist,  einen  Faktor  p  hinzuzufügen,  kann  man  ihn  in 
dem  Ausdruck  dieser  Ableitung  zu  jeder  der  Grössen  a,  b,  ...  auf  ent- 
sprechende Weise  hinzufügen,  das  tieisst 
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l(aa  +  ßh  +  •••)!>]  =  «[«!>]  +  ßU>P]  +  '•• 
Ufzd 

[j>(aa  +  /56+  .. .)]  =  a[pa]  +  ß[ph]  +  •  •  -. 
Beweis,    [(aa  +  /36  +  . . ,)p]  =  [{aa)p]  +  [{ßb)p]  +  - •  •        [39] 

=  c.[ap]  +  ^[6jp]  +  ....  [40] 

42.  Das  Produkt  zweier  Faktoren^  toelcke  aus  beliebigen  Grössen 
numerisch  abgeleitet  sind,  erhält  man,  indem  man  zuerst  statt  jedes  Faktors 
eine  der  Grössen  setzt,  aus  denen  er  abgeleitet  ist,  das  so  gewonnene  Pro- 
dukt mit  dem  Produkte  der  zu  den  substituirten  Grössen  gehörigen  Ab- 
leitungszaMen  multiplicirt,  und  die  sämmtlichen  ProdxüUe,  wdche  sich  auf 
diese  Weise  bilden  lassen,  addirt,  das  heisst 

lUarar.Ußsb.]  =  Zurß.iarbs'], 

wo  ar,  bs  beliebige  Grössen,  ar,  ßs  beliebige  Zahlen  sind. 

Beweis.    [2:«,«^ .  Uß.b,]  =  Uar[ar .  2ßsb,]  [41] 

=  2]ar(2:ßs[arb.])  [41] 

=  2Jarßs[arbs].  [13] 

§  2.     Produkt  mehrerer  Grössen. 

43.  Erklärung.  Wenn  aus  einem  Produkte  ein  anderes  dadurch 
abgeleitet  werden  kann,  dass  man  statt  jedes  Faktors,  der  in  dem 
ersten  Produkte  vorkommt,  einen  andern  (ihm  gleichen  oder  von  ihm 
verschiedenen)  Faktor  setzt,  so  nenne  ich  die  beiden  Produkte  ein- 
ander entsprechend,  und  nenne  f  jeden  Faktor  des  ersten  Produktes  24 
entsprechend  dem  für  ihn  substituirten  des  andern  Produktes.  Zweien 
Grössen  oder  zweien  entsprechenden  Produkten  beziehungsweise  zwei 
Faktoren  in  entsprechender  Weise  hinzufügen,  heisst  sie  so  hinzufügen, 
dass  die  entstehenden  Produkte  wieder  einander  entsprechend  werden, 
und  zwar  so,  dass  der  in  dem  einen  und  der  in  dem  andern  Produkte 
hinzugefügte  Faktor  entsprechende  Faktoren  werden,  und  die  bisher 
einander  entsprechenden  Faktoren  auch  entsprechend  bleiben. 

Ein  Produkt,  in  welchem  die  Faktoren  a,  b,  ...  irgend  wie  ent- 
halten sind,  werde  ich,  wo  es  angemessen  scheint,  mit  P«,*,...  be- 
zeichnen; dann  drückt  innerhalb  derselben  Entwicklung  P*. ,-,...  ^^ 
entsprechende  Produkt  aus,  in  welchem  die  Faktoren  h,  i,  ...  der  Reihe 
nach  den  Faktoren  a,  b,  ...  entsprechen. 

Anm.  Diese  Bestimmungen  sind  unentbehrlich,  wenn  man  allen  Zweideutig- 
keiten entgehen  will.  Denn,  da  die  Faktoren  eines  Produktes  extensiver  Grössen 
weder  unter  allen  Umstünden  vertauscht,  noch  zu  besonderen  Produkten  vereinigt 
werden  dürfen,  so  ist  die  Art,  wie  ein  Faktor  in  das  Produkt  eingeht,  bestimmt 
zu  fixiren.    Als  Beispiel  zweier  entsprechender  Produkte  seien  die  Produkte  a(bc) 
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und  d{ef)  gewählt,  wo  die  Faktoren  sich  der  Reihe  nach  entsprechen.  Sollen  zu 
ihnen  noch  beziehlich  die  Faktoren  g  und  h  in  entsprechender  Weise  hinzugefügt 
werden ,  so  kann  dies  auf  verrtchiedene  Arten  geschehen ,  zum  Beispiel  so ,  dass 
die  Produkte  a(bc)g  und  d{ef)h  hervorgehen,  oder  aifigc)  und  d{ehf)^  und  so 
weiter.  Was  die  Bedeutung  ausgelassener  Klammem  betrifft,  so  verweise  ich  auf 
Nr.  7  Anmerkung. 

44.  Wenn  ein  g^ebenes  Produkt  einen  Faktor  p  etUhältf  der  aus 
hetiängen  Grössen  a,  &,  c,  ...  durch  die  Zahlen  q,  r^  s  abgeleitet  ist^  und 
man  setzt  in  jenem  Produkte  statt  des  Faktors  p  nadi  und  nadi  die 
Grössen  a,  6,  c,  . . . ,  multiplicirt  die  so  erhaitefieti  Produkte  beziehlich  nUt 
q^  ry  s,  ...  und  addirt  diese  Ausdrücke,  so  ist  Uire  Sumtne  gleich  dem 
gegebenen  Produkte,  das  J^eisst 

Pqa  +  rb-{-'"  "=  qPa  +  ^^6  +  ••'. 

Beweis.  Wie  das  Produkt  auch  beschafifeu  sei,  immer  kann  man 
es  so  entstanden  denken,  dass  zu  dem  Faktor  p  die  übrigen  Faktoren 
fortschreitend  in  bestimmter  Weise  hinzugetreten  seien,  nämlich  so, 
dass  zu  p  zuerst  ein  anderer  Faktor  (sei  es  als  erster  oder  als  zweiter 
26  Faktor  des  Produkts)  f  hinzugetreten  sei,  zu  diesem  Produkte  wieder 
ein  anderer  und  so  fort.  Statt  nun  aber  einen  Faktor  zu  einer  numerisch 
abgeleiteten  Grösse  hinzuzufügen,  kann  man  ihn  (nach  41)  in  dem  Aus- 
druck jener  Ableitung  zu  jeder  der  Grössen,  aus  denen  jene  erstere 
abgeleitet  war,  auf  entsprechende  Weise  hinzufügen.  Folglich,  statt  zu 
^  =  ^a  +  r&  +  •  •  •  die  übrigen  Faktoren  in  der  genannten  Weise  fort- 
schreitend hinzuzufügen,  kann  man  sie  in  dem  Ableitimgsausdruck  in 
entsprechender  Weise  zu  jeder  der  Grössen  a,  6, . . .  hinzufügen,  das  heisst 

Pp  =  qPa  -{-  rPi,  +  •  •  • ,  wenn  p  =  qa  '\-  rb  -^  -". 

45.  Der  Satz  42  gilt  auch  für  mehr  als  zwei  Faktoren,  das  heisst 

I  Earttr  .  21  ßj),,  .  . .]  =  £arßs  .  .  .  ^^  ?>*  .  •  .] . 

Beweis.  Gilt  der  Satz  für  irgend  eine  Anzahl  von  Faktoren,  zum 
Beispiel  für  [UarUr .  I^ßnb^ . . .  Ilx,nk,n]y  so  dass  also 

(a)  [Hcirar  .  2:ß,bs  .  .  .  £x,nkm]  =  2:arßs  .  .  .  X«[ar6,  .  .  .  kn] 

ist,  so  gilt  er  auch,  wenn  noch  ein  Faktor,  zum  Beispiel  27/1«?«,  hinzu- 
tritt; denn  es  ist 

=  [Uccrßs . .  •  X/n  [Orbs . . .  A-;„] .  2;A„Z„  |  |  uach  a] 

=  Uarßs  .  .  .  X„,Xn[cirbs  •  .  •  kjn\.  [42] 

Also,  wenn  die  Formel  45  für  irgend  eine  Anzahl  von  Faktoren 
gilt,  so  gilt  sie  auch,  wenn  noch  ein  Faktor  hinzutritt.  Nun  gilt  sie 
aber  (nach  42)  für  zwei  Faktoren,  also  auch  für  drei,  vier  und  so 
weiter,  also  für  beliebig  viele. 
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46.  statt  die  FaJctoren  eines  Prodvüctes  mit  einer  Beihe  von  Zahlen 
[q,  r,  ...}  zu  multipliciren,  kann  man  das  ganze  Produkt  mit  dem  Pro- 
dukte dieser  Zahlen  multipliciren,  das  heisst 

■^qa,rb^.,.  ^'^  Q^  •  •  •  -^0,6,... • 

Beweis.    Nach  44  ist  P,«  =  qPaj  also  auch 

=  qrPa,b,sc,...  [44] 

und  so  weiter,  endlich 

=  qrs..,Pa,b,c,...'  [44] 

47.  Zwei  in  einem  Produkte  vorkommende  FaJctoren,  welche  in  einer 
Zahlbeziehung  zu  einander  stellen,  kann  man  ohne  Werthänderung  des 
Produktes  vertauschen,  das  heisst 

P        =  P 

Beweis.    Es  ist  26 

Pqa^ra  =  qrPa.a  [46] 

=  rqPa^a  =  Pra^qa-  [46] 

§  3.     Die  versohiedenen  Arten  der  Prodnktbildiing. 

48.  Erklärung.  Wenn  die  Produktbildung  dadurch  näher  be- 
stimmt wird,  dass  zwischen  den  Produkten  der  Einheiten  Zahlbe- 
ziehungen bestehen,  so  nenne  ich  jede  Gleichung,  welche  eine  solche 
Zahlbeziehung  ausdrückt,  eine  zu  jener  Art  der  Produktbildung  ge- 
hörige Bestimmungsgleichung.  Einen  Verein  von  p  Bestimmungs- 
gleichungen, von  denen  keine  aus  den  übrigen  gefolgert  werden  kann, 
nenne  ich,  wenn  zwischen  den  Produkten  keine  andere  Zahlbeziehung 
herrscht,  als  die  aus  jenen  Gleichungen  gefolgert  werden  kann,  ein  zu 
jener  Produktbildung  gehöriges  System  von  Bestimmungsglei- 
chungen. 

49.  Jedes  System  von  m  Bestimmungsgleichungen  zwischen  den  n 
Einheitsprodukten  E^,  ...  E^  kann  auf  die  Form  gebracht  werden,  dass 
jede  der  Gleichungen  ausdrückt,  wie  au^  n  —  m  jener  Einheitsprodukte, 
zum  Beispiel  aus  E^y  ...  En—m,  die  übrigen  m  numerisch  ableitbar  sind. 
Bann  bilden  E^,  ...  En-m  ßiw  System  von  Einheiten,  aus  denen  alle  Pro- 
dukte, die  zu  dieser  Produktbildung  gehören,  ableitbar  sind. 

Beweis.  Nach  48  soll  jede  Gleichung  des  Systems  der  m  Bestim- 
mungsgleichungen eine  Zahlbeziehung  zwischen  E^,  ...  En  ausdrücken. 
Jede  solche  Zahlbeziehung  wird  sich  (nach  16)  auf  die  Form 

cc,E^  +  -"  +  anEn  =  0 

bringen  lassen,  in  welcher  die  Zahlen  a^,  ...  a«  nicht  alle  zugleich  null 

QraBsmann,  Werke.    I.  2.  3 
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sind.    Es  sei  eine  derselben  betrachtet,  und  sei  in  ihr  etwa  a^  ungleich 

Nully  so  kann  man  E^  durch  1\ , . . .  J^^— i  ausdrücken.    Substituirt  man 

diesen  Ausdruck  in  die  übrigen  (m  —  1)  Gleichungen,  so  werden   sie 

von  der  Form 

a,Ei  H [- an_iiUi -=  0. 

In  keiner  der  so  erhaltenen  Gleichungen  dürfen  die  Zahlen  cr^^ ...  a„_i 
alle  zugleich  null  werden,  weil  sonst  diese  Bestimmungsgleichung  aus 
27  der  ersten  gefolgert  werden  könnte^  f  was  dem  Begriöc  eines  Systems 
von  Bestimmimgsgleichmigen  (nach  48)  widerspricht.  Es  sei  eine  der 
so  erhaltenen  Gleichungen  betrachtet  ^  und  sei  in  ihr  etwa  der  Eoef- 
ficient  von  J?n— i  ungleich  Null ;  so  wird  En-^i  sich  durch  Jij ,  ...  Ji«-- 
ausdrücken  lassen,  und  wenn  dieser  Ausdruck  in  die  übrigen  (jn  —  2) 
Gleichungen  eingeführt  wird,  so  erhalten  sie  die  Form 

«i-Ei  + f-  a^-^E^-'i  =  0. 

Da  auf  diese  Weise  durch  die  Anwendung  jeder  neuen  Gleichung 
immer  eine  neue  unter  den  Grössen  E^,  ...  En  aus  den  übrigen  Glei- 
chungen verschwindet,  wir  wollen  annehmen,  jedesmal  die  letzte  unter 
den  bis  dahin  vorhandenen,  so  behält  man  zuletzt  nur  noch  die  Grössen 
l?j,  ...  J5J„-.„,,  durch  welche  sich  alle  übrigen  -£«—;«+ 1;  •.■ -E„  aus- 
drücken lassen. 

60.  Erklärung.  Jede  Produktbildung,  deren  Bestimmimgsglei- 
chungen  geltend  bleiben,  wenn  man  statt  der  darin  vorkommenden 
Einheiten  beliebige  aus  ihnen  numerisch  abgeleitete  Grössen  setzt, 
heisst  eine  lineale  Produktbildung  (Multiplikation). 

61.  Für  Produkte  aus  etcei  Faktoren  gieht  es  ausser  derjenigen 
ProduTithildnng ,  welcJie  gar  keine  Bestimmungsgleidmng  liaty  und  der- 
jenigen^ deren  Produkte  alle  null  sind,  nur  zwei  Gattungen  linealer  Produkt- 
bildungy  und  snvar  ist  das  System  der  Bestimmungsgleic/iufigen  für  die  eine 

(1)  [ereA  +  [e,er]  =  0 , 

für  die  andere 

(2;  [eres]  =  [e.er] , 

wo  für  r  und  5,  wenn  e,,  e^,  ...  en  die  EinJieiten  sind,  nach  und  'nach 
jede  zwei  der  ZaJüen  1,  ...  n  gesetzt  werden  sollen. 

Beweis.  Jede  Bestimmungsgleichung  wird  bei  zwei  Faktoren, 
die  aus  den  Einheiten  c, ,  ...  e«  abgeleitet  sind,  die  Form  haben 

(a)  £ar^s[eres]  =  0, 

wo   die  Koefficienten   «r,»  beliebige  Zahlen   sind,  die  a])er   nicht   alle 
gleichzeitig  null  werden  dürfen,  imd  wo  für  r  und  s  nach   und  nach 
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je  zwei  der  Werthe  1 ,  . . .  n  in  die  Summe  eingeführt  werden  sollen. 
Wir  nehmen   an,   die   Produktbildung   solle  f  eine   lineale   sein;   das  28 
heisst  (nach  50),  es  soll  jede  Bestimmungsgleichung  noch  geltend  bleiben, 
wenn  man  statt  der  Einheiten  beliebige  aus  ihnen  numerisch  abgeleitete 
Grössen  setzt. 

Man  setze  in  (a)  Zxr,„eu  statt  er  und  Ex^^^e^  statt  e,,  wo  die  Summen 
sich  nur  auf  die  Indices  u  und  v  beziehen,  imd  Xr^u  'uid  x»^^  beliebig 
zu  wählende  Zahlen  bedeuten.    Dann  erhalten  wir 

0  =  Ear^,{Zxr,ueu'  EXs^r>ee'\ 

=  EUr^,  EXr,u30s,v[^uet,]y  [42] 

also 

0  =  Ear,nXr,uXs,r,[euev],  [13] 

indem  sich  nun  die  Summe  auf  alle  vier  Werthe  r,  s,  m,  v  bezieht. 
Vertauscht  man  hier  r  mit  s  und  u  mit  v,  was  man  kann,  da  r,  s, 
t(,  t;  in  jedem  Gliede  ganz  beliebige  der  Zahlen  1,  ...  n  sind,  so  er- 
hält man 

0  =  Eas^rX3,t>Xr,u[eveu]9 

und  indem  man  diese  Gleichung  mit  der  obenstehenden  addirt,  erhält  man 

(b)  0  =  EXr^uXs,v(cCr,s[€uec\  +  a*,r[<?r  <?«]), 

eine  Gleichung,  welche  für  die  Anwendung  bequemer  ist,  als  die  beiden 
vorhergehenden.  Sie  muss  für  alle  Werthe,  die  man  den  Grössen  Xr,u, 
x,^„  geben  mag,  gelten. 

Man  setze  nun  in  (b)  irgend  eine  der  Grössen  Xr,u  etwa  Xa^o  zu- 
erst =  1,  dann  =  —  1,  subtrahire  die  so  erhaltenen  zwei  Gleichungen 
von  einander,  und  dividire  durch  2,  so  fallen  alle  Glieder  weg,  welche 
Xa^c  entweder  keinmal  oder  zweimal  enthielten,  und  es  bleibt  nur 

Ex,,,(aa^s[ece,]  +  a,,«[6e^c])  ==  0, 

wobei  jedoch  unter  den  Werthepaaren  von  s  und  v  dasjenige  auszu- 
lassen ist,  für  welches  zugleich  s  «=  a  imd  v  ^  c  ist.  Setzt  man  nun 
hierin  wieder  irgend  eine  der  Grössen  rr,^p,  zum  Beispiel  Xt^d  zuerst 
gleich  1  und  dann  gleich  —  1 ,  subtrahirt  die  so  erhaltenen  zwei  Glei- 
chungen und  dividirt  durch  2,  so  fallen  wieder  die  Glieder  weg,  welche 
Xo^a  nicht  enthalten,  imd  es  bleibt 

(c)  aa,ft[ecCd]  +  aö^aleaec]  =  0 

zunächst  nur  für  je  vier  Indices  a,  b,  c,  d,  von  denen  nicht  f  gleich-  29 
zeitig  der  erste  dem  zweiten,  der  dritte  dem  vierten  gleich  ist. 
Hierdurch  reducirt  sich  die  Gleichimg  (b)  auf 

Setzt  man   hierin  für  eine  der  Grössen  Xr^»}  etwa  für  Xa^cf  nach  der 


«i* 
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Reihe  zwei  einander  nicht  entgegengesetzte  Werthe,  zum  Beispiel  1  und  2 
ein,  subtrahirt  die  so  erhaltenen  Gleichungen  von  einander  und  dividirt 
die  Kestgleichung  in  diesem  Falle  durch  3,  so  bleibt 

(d)  0  «=  aa,a[€c€c]f 

das  heisst,  die  Gleichung  (c)  gilt  auch  fiir  den  vorher  ausgeschlossenen 
Fall,  dass  a  «=»  6,  c  ^=  d  ist. 

Somit  folgt  aus  der  Gleichimg  (a),  wenn  sie  eine  lineale  Bestim- 
mungsgleichung sein,  das  heisst,  noch  geltend  bleiben  soll,  welche  aus 
den  Einheiten  abgeleitete  Grössen  man  auch  statt  derselben  einführen 
mag,  nothwendig  die  Gleichungsgruppe  (c) ;  aber  auch  umgekehrt,  wenn 
die  Gleichungsgruppe  (c)  gilt,  so  folgt  aus  ihr  die  Gleichung  (b), 
welche  ausdrückt,  dass  die  Gleichung  (a)  lineal  sei. 

Setzen  wir  in  (c)  die  Indices  c  und  d  einander  gleich,  so  geht 
sie  über  in 

(e)  («0,6  +  CCb,a)  [ecCe]  =  0, 

und  setzen  wir  in  ihr  a  ^  &,  so  geht  sie  über  in 
(f)  cca,a{[eeed\  +  [edCc])  =  0. 

In  diesen  gleich  Null  gesetzten  Produkten  muss  (nach  12,  0)  jeilesmal 
der  eine  oder  der  andere  Faktor  null  sein. 

Nehmen  wir  zuerst  an,  [ec€c]  sei  von  Null  verschieden,  so  muss 
nothwendig  für  je  zwei  Indices  a  und  h 

cca,h  -f-  a6,a  =  0,  das  heisst:  —  «„,/,  ==  «/,,„ 

sein.     Setzen  wir  dies  in  (c)  ein,  so  erhalten  wir 

cCuAbcCj]  —  [oej)  =  0. 

Sollte  hier  [ecCu]  —  [^aCc]  von  Null  verschieden  sein,  so  müsste  der 
andere  Faktor  a,,,/,  für  je  zwei  Indices  a  und  b  null  sein,  das  heisst, 
die  Gleichung  (a)  würde  identisch  null  gegen  die  Annahme.  Somit 
muss  in  diesem  Falle,  wo  \ecCc\  von  Null  verschieden  ist, 

[cc€a]  —  [eaßc]  =  0,  das  heisst:  [cce,i\  =  [edCc] 

sein,  das  heisst,  es  tritt  die  Gleichuugsgruppe  (51,  2)  ein. 
30  Ist  nun  f  im  zweiten  Falle  [cce^  =  0,  oder,  indem  wir  a  statt  c 

setzen,  |e«e'«|  =  0,  so  können  wir  diese  Gleichung  als  Bestimmungs- 
gleichung an  die  Stelle  der  Gleichung  (a)  setzen;  dann  ist  ««,«  =  1 , 
während  alle  übrigen  Koefficienten  null  sind,  und  es  folgt  danu,  indem 
wir  diesen  Werth  a^,,,  =  1  in  (f)  einsetzen, 

\eced\  +  [eaCc^  =  (.), 
das  heisst,  es  tritt  die  Gruppe  (51,  1)   ein. 

Nun  wäre  noch   möglich,  dass  beide  Gruppen  (51,  1)  und  (51,  2) 
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zugleich  geltend  wären.  Allein  dann  würde  folgen,  dass  [Ccea]  =  0,  also 
alle  Produkte  null  wären,  ein  Fall,  den  wir  oben  ausgeschlossen  hatten. 
Es  sind  also  keine  andern  linealen  Produktbildungen  möglich,  als 
die  im  Satze  genannten.  Dass  diese  nun  in  der  That  lineale  sind,  folgt 
sogleich  aus  der  Gleichung  (c),  verglichen  mit  (a).    In  der  That,  wenn 

(g)  [eaet]  +  [etea]  =  0 

die  Bestimmungsgleichungen  sind,  und  man  setzt  irgend  eine  derselben 
als  die  Gleichung  (a),  so  ist  für  sie  «0,^  =  1,  «0,0  =  +  1,  und  alle 
übrigen  Koefficienten  sind  null.  Dann  geht  die  Gleichungsgruppe  (c) 
über  in 

[eced]  +  [edee]  =  0, 

welche  schon  in  der  gegebenen  Gruppe  (g)  enthalten  waren.   Also  sind 

jene  beiden  Gattungen  der  Produktbildung  lineal  und  zwar  die  einzig 

möglichen  ausser  der  bestimmungslosen  und  der  verschwindenden. 

Anm.  Soll  also  das  bisher  sich  von  selbst  darbietende  Princip,  dass  näm- 
lich jedes  durch  eine  Gleichung  ausdrückbare  Gesetz  auch  bestehen  bleibt,  wenn 
man  statt  der  Einheiten  beliebige  aus  ihnen  abgeleitete  Grössen  setzt,  auch  in 
der  nächsten  Entwickelung  noch  fortbestehen,  so  ist  kein  anderer  Fortschritt 
möglich,  als  der  zu  den  beiden  genannten  Produktbildungen.  Nehmen  wir  der 
Einfachheit  wegen  nur  zwei  Einheiten  e^  und  e,  an,  so  ist  das  System  der  Be- 
stimmungsgleichungen ftlr  die  erste  Gattung  gleichzeitig 

[«1  «1]  =  [«j««]  =  0  und  [cj e,]  =  —  [e^e,] , 
und  für  die  zweite 

[eic,]  =  [e,cj. 

In  Bezug  auf  die  Operationen  ist  die  letztere  Gattung  die  einfachere.  Ja,  da 
die  Bestimmungsgleichungen  derselben  nichts  weiter  ausdrücken  als  die  Yertausch- 
barkeit  der  Faktoren,  so  ist  diese  Multiplikationsgleichung,  was  die  Operationen 
anlangt,  identisch  mit  der  gewöhnlichen  Multiplikation  der  Algebra,  weshalb  ich 
sie  auch  die  -f-  algebraische  genannt  habe*).  Es  versteht  sich  von  selbst,  31 
dass  ihr  auch  eine  algebraische  Division,  Potenzirung,  .  .  .  zur  Seite  geht,  und 
dass  man  für  alle  diese  Verknüpfungen  extensiver  Grössen  unmittelbar  die 
algebraischen  Gesetze  als  geltend  annehmen  darf.  Hingegen  ist  diese  Multi- 
plikation, was  die  durch  sie  erzeugten  Grössen  betrifft,  sehr  viel  komplicirter  als 
die  erstere  Gattung,  welche  ich  die  kombinatorische  genannt  habe. 

In  der  That,  betrachten  wir  bei  zwei  Einheiten  e^  und  e^  das  Produkt  zweier 
Faktoren 

toi «1  +3«0(^i«i  +»•«««)]  =  3in  k«i]  +  2s^  [««««]  + öl**«  [eie,]  +  3»**i  [Cjjei], 
so  reducirt  sich  dies  bei  der  ersten  Gattung,  wo  [CjCi]  =  [c,c,]  «=  0,  [€2^1]=  —  [^i^s] 
ist,  auf  ((jTjfj  —  32^i)[^i^j],  also  auf  nur  eine  Einheit,  nämlich  [c,  c,];  ja,  wenn 
in  einer  Entwickelungsreihe  nie  mehr  als  jene  beiden  ursprünglichen  Einheiten 
Cj  und  Cj  vorkommen,  so  wird  man,  ohne  der  Allgemeinheit  Eintrag  zu  thun, 
[6162]  =  !  setzen  können,  und  erhält  dann  als  Resultat  der  Multiplikation  eine 


*)  Crelle's  Journal  Bd.  49,  S.  139.    {In  der  Abhandlung:   Sur  les  diff^rents 
genres  de  multiplication. }       « 


M 
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Zahl.    Ganz  anders  bei  der  zweiten  Gattung,  wo  sich  jenes  Produkt  auf 

üi  n  [«I  «J  +  ft  ^  K  ««]  +  (9fi  r^  +  3«  n)  [«1  ^«] 
reducirt,  also  auf  nicht  weniger  als  drei  Einheiten. 

Da  es  in  der  Entwickelung  der  Wissenschaft  vor  allen  Dingen  darauf  an- 
kommt, die  nach  und  nach  hervortretenden  Grössen  in  ihrem  einfachsten  BegriÜe 
zu  erfassen,  so  ist  hier  der  Uebergang  zu  der  ersten  Gattung  der  Multiplikation 
mit  Nothwendigkeit  geboten.  Ja,  da  die  durch  algebraische  Multiplikation  exten- 
siver Grössen  erzeugten  Gebilde  nicht  mehr  als  einfache  Grössen  sich  darstellen, 
sondern  vielmehr  den  Funktionen  der  Algebra  sich  parallel  stellen,  so  werden 
wir  dieser  Multiplikation  erst  im  zweiten  Theile  dieses  Werkes  wieder  begegnen, 
welcher  die  Funktionen  behandeln  wird. 

Ich  verweise  in  Bezug  auf  die  Entwickelung  der  verschiedenen  Multipli- 
kationsgattuDgen  auf  die  vorher  angeführte  Abhandlung  in  Crelle's  Journal.  Dort 
habe  ich  für  den  obigen  Satz  einen  zwar  weiUäuftigeren,  aber  elementareren  Be- 
weis gegeben.  Die  allgemeine  Idee  der  Multiplikation,  wie  sie  im  ersten  Para- 
graphen dieses  Kapitels  entwickelt  ist,  habe  ich  schon  in  der  ersten  Ausgabe 
meiner  Ausdehnungslehre  (§  10—12)  zu  Grunde  gelegt. 


Kapitel  3.    Kombinatorisches  Produkt. 

§  1.    Allgemeine  Gtesetse  der  kombinatorischen  Multiplikation. 

52,  Erklärung.  Wena  die  Faktoren  eines  Produktes  P  aus 
einem  Systeme  von  Einheiten  abgeleitet  sind,  und  je  zwei  Produkte 
82  der  Einheiten,  welche  durch  Vertauschung  der  f  beiden  letzten  Fak- 
toren auseinander  hervorgehen,  zur  Summe  Null  geben,  jedes  Produkt 
aber,  was  lauter  verschiedene  Einheiten  als  Faktoren  enthält,  von  Null 
verschieden  ist,  so  nenne  ich  jenes  Produkt  P  ein  kombinatorisches, 
und  jene  Faktoren  desselben  seine  einfachen  Faktoren;  das  heisst, 
sind  b  und  c  Einheiten^  A  aber  eine  beliebige  Reihe  von  Einheitenj 
so  wird  die  angegebene  Bestimmung  ausgedrückt  durch  die  Formel 

lAhe]  +  iAch]  =0. 

Anm.  Warum  hier  gerade  mit  dieser  besonderen  Multiplikationsgattung 
der  Anfang  gemacht  wird,  ist  Nr.  51  Anm.  entwickelt. 

63.  Man  kann  in  jedem  JcombinatoriscJwn  Produkt  die  beiden  letzten 
(einfachen)  Faktoren  vertausdierij  wenn  man  nur  zugleich  das  Vorzeiclien 
(  +  )  in  das  entgegengesetzte  vertvandelt,  das  heisst 

[Abc]  +  [Äcb]  =  0, 

aucJi  wenn  A  eine  beliebige  Reihe  von  Faktoren  ist  und  b  und  c 
einfache  Faktoren  sind. 

Beweis.  1.  Es  seien  zuerst  b  und  c  Einheiten.  Da  nun  A  eine 
beliebige  Keihe  von  Faktoren  ist,  imd  die  Faktoren  aus  den  Einheiten 
numerisch  ableitbar  sind,  so  erhält  man,  indem  man  statt  der  Faktoren 
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von  A  ihre  Ableitungsausdrücke  setzt,  und  die  Klammern  löst,  (nach  45) 
einen  Ausdruck,  der  aus  den  Produkten  der  Einheiten  numerisch  ab- 
leitbar ist,  also  die  Form  hat 

A^HarEr, 

wo  Er  Produkte  der  Einheiten  sind.    Setzt  man  dies  ein,  so  wird 

lAbc\  +  [^c6]  =  \IlarErM'\  +  [2;a^J5?r.c&] 

c=  HarlErM  +  2:ar\ErC}>\  144] 

^  HoriiEM^  +  {ErCV^  [12,  3] 

=  Ear^  [52] 

=  0. 

2.  Es  seien  h  und  c  aus  den  Einheiten  e^,  efg,  ...  numerisch  ab- 
geleitet, und  sei 

so  ist 

lA  6c]  +  lAch\  =  \A  .  -T/Sr^r  .  ^yr Cr]  +  [^  •  ^yrCr  .  ^J/S^^r]  33 

=  2;/S,y,[^e,6j  -f  i:y,ßr[Ae,er]  [45] 

=  -S/S,y,([^e,6,]  +  [^c,e.])  [12] 

=^2]ßrysO  [Beweis,  1] 

=  0. 

54,  In  einem  kombinatorischen  Produkte  kann  man  beliebige  zwei 
aufeinander  folgende  einfache  Faktoren  vertauscheti,  wenn  man  zugleich 
das  Zeichen  (  +  )  umkehrt,  das  heisst 

[AbcD]  +  [AcbD]  =  0, 

wenn  A  und  D  beliebige  Faktorenreihen,  b  und  c  einfache  Faktoren  sind. 

Beweis.     Es  ist 

[AbcD]  +  [AcbDj  =  [[Abc]D]  +  l[Acb]D]        [7,  Anm,] 

=  [{[Abc]  +  [Acb])D]  [39] 

=  0.2)  [53] 

=  0. 

56.  In  einem  kombinatorisclien  Produkte  kann  man  beliänge  zwei 
einfache  Faktoren  vertauschen,  wenn  man  zugleich  das  Zeichen  (+)  um- 
kehrt, das  lieisst 

oder 

Pa,b  "T  Pö,a  =  0. 

Beweis.  Angenommen,  zwischen  a  und  b  stehen  in  Pa^i,  noch  n 
einfache  Faktoren.  Vertauscht  man  jetzt  b  mit  dem  nächst  vorher- 
gehenden Faktor,  das  heisst,  rückt  man  b  um  eine  Stelle  nach  links, 
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SO  ändert  sieb  (nach  54)  das  Zcicben;  rückt  mau  also  h  uach  und 
nach  über  die  n  Faktoren  hinweg,  weiche  ursprünglich  zwischen  a  und  b 
standen,  so  ändert  sich  das  Zeichen  92 -mal.  Jetzt  folgt  b  immittelbar 
auf  a,  vertauscht  man  jetzt  a  mit  b,  so  ändert  sich  das  Zeichen  noch 
einmal.  Jetzt  steht  b  auf  der  Stelle,  wo  ursprünglich  a  stand;  um  nun 
auch  a  auf  die  Stelle  zu  bringen,  wo  ursprünglich  b  stand,  hat  man 
nun  noch  a  um  n  Stellen  nach  rechts  zu  rücken,  wobei  sich  das  Zeichen 
noch  n-mal  ändert.  Im  Ganzen  hat  es  sieb  (2n  -f-  l)-nial  geändert; 
dureb  die  2n-malige  Aenderuug  wird  das  Zeichen  aber  wieder  das  ur- 
sprüngliche, und  da  nun  noeb  die  einmalige  Aenderung  hinzukommt, 
so  ist  das  letzte  Zeichen  dem  ursprünglicben  entgegengesetzt,  also 

Pa,A  =  —  A«»    öder    Pa,b  +  Pft.a  =  0. 

34  56,   Erklärung.   Wenn  von  zwei  Grössenreiben  jede  die  Grössen 

a  und  /;  enthält,  und  zwar  jede  derselben  einmal,  und  in  beiden  Reihen 
a  früher  steht  als  &,  oder  in  beiden  6  früher  steht  als  n,  so  sage  ich, 
diese  beiden  Grössen  seien  in  jenen  Reiben  gleich  geordnet,  hin- 
gegen sie  seien  in  jenen  Reihen  entgegengesetzt  geordnet,  wenn 
in  der  einen  a  fr  über  steht  als  &,  in  der  andern  b  früher  als  a. 

67.  Zwei  l'ombinatorische  Produitc^  tcelche  dieselben  einfacfieti  Fak- 
toren (aber  in  verschiedener  Folge)  enthalten,  sind  einander  gleidh  oder 
entgegengesetzt,  je  nachdetn  die  Anzahl  der  in  beiden  Produkten  ein- 
ander entgegengesetzt  geordneten  Faktorenpaare  gerade  oder  ungerade  ist, 
das  lieisst 

wenn  P  und  Q  kombinatorische  Produkte  sind,  welche  dieselbcti  einfachen 
Faktoren  enthalten,  und  tvenn  r  die  Anzahl  der  Faktorenpaarc  ist,  welche 
in  P  entgegengesetzt  geordnet  sind,  wie  in  Q, 

Beweis.  Weim  zuerst  je  zwei  Faktoren,  welche  in  dem  einen 
Produkte,  etwa  in  Q,  unmittelbar  aufeinander  folgen,  in  beiden  Pro- 
dukten gleich  geordnet  sind,  so  leuchtet  ein,  dass  daim  beide  Produkte 
identisch  sind,  und  sie  also  kein  entgegengesetzt  geordnetes  Faktoren- 
paar enthalten  können.  So  lange  es  daher  in  (^  noch  Faktoreupaare 
giebt,  welche  entgegengesetzt  geordnet  sind,  wie  in  P,  so  giebt  es 
auch  noch  mindestens  zwei  Faktoren,  welche  in  Q  immittelbar  auf 
einander  folgen,  und  welche  in  Q  entgegengesetzt  geordnet  sind  wie 
in  P.  Angenommen,  a  und  b  seien  zwei  solche  Faktoren.  Vertauscht 
man  sie  unter  einander,  so  erhält  man  ein  Produkt  Q^,  welches  dem 
Produkte  Q  (nach  54)  entgegengesetzt  bezeichnet  ist,  und  in  welchem 
alle  Faktorenpaiire,  mit  Ausnahme  des  Faktorenpaares  a,  b,  ebenso  ge- 
oribiet  sind  wie  in  Q,  während  dies  Faktorenpaar  a,  &  in  (^^  entgegen- 
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gesetzt  geordnet  ist  wie  in  Q,  also  ebenso  geordnet  wie  in  P.  Also 
ist  die  Anzahl  der  Faktorenpaare,  welche  in  Q^^  und  P  entgegengesetzt 
geordnet  sind,  um  1  kleiner,  als  die  Anzahl  derer,  welche  in  Q  und  P 
entgegengesetzt  geordnet  sind.  Ist  diese  letztere  Anzahl  also  r,  so  ist 
die  erstere  r  —  1 . 

Ist  f  nun  r  —  1  noch  nicht  null,  das  heisst,  giebt  es  noch  Faktoren-  35 
paare,  welche  in  Q^  und  P  entgegengesetzt  geordnet  sind,  so  kann 
man  mit  Q^  wieder  so  verfahren  wie  vorher  mit  Q]  man  erhalte  da- 
durch aus  ^1  das  Produkt  Q^y  ^^  ^^  Ö2  =  —  Qiy  ^^^  =( — !)'(?; 
und  die  Anzahl  der  Faktorenpaare,  welche  in  Q^  und  P  entgegen- 
gesetzt geordnet  sind,  ist  r  —  2.  Fährt  man  in  dieser  Weise  fort,  bis 
man  zu  Qr  gelangt,  so  wird  Qr  =  ( —  l)'"^,  tmd  die  Anzahl  der  Faktoren- 
paare, die  in  Qr  und  P  entgegengesetzt  geordnet  sind,  beträgt  r  —  r, 
also  Null,  das  heisst,  die  Faktorenpaare  in  Qr  und  P  sind  sämmtlich 
gleich  geordnet,  also  Qr  =  P,  somit  P=  ^^  o«  ( —  1)**^. 

68.  Wmn  man  in  einem  kombinatorischen  Produkte  eine  Beihe  von 
r  einfachen  Faktoren  mit  einer  unmittelbar  darauf  folgenden  Beihe 
von  s  einfachen  Faktoren  vertauscht  (ohne  im  Uebrigen  die  Ordnung  der 
Faktoren  zu  ändern),  so  ist  das  so  hervorgehende  Produkt  dem  ursprüng- 
lichen gleich  oder  entgegengesetzt,  je  nachdem  rs  gerade  oder  ungerade  ist, 
das  lieisst 

[BC]  =  (-  1)-[CB],    [^BC]  =  (-  iriACE], 

WO  B  eine  Beihe  von  r,  G  von  s  einfachen  Faktoren  darstellt 

Beweis.    Es  sei  C ^=  c^c^.,,Ciy  also 

Vertauscht  man  nun  c,  mit  dem  letzten  einfachen  Faktor  von  JB,  das 
heisst,  rückt  man  c^  um  Eine  Stelle  vor,  so  ändert  sich  (nach  54)  das 
Vorzeichen  des  ganzen  Produktes;  rückt  Cj  also  um  r  einfache  Fak- 
toren vor,  das  heisst,  rückt  man  ihn  vor  die  Faktoren  von  JB,  so  ändert 
sich  das  Zeichen  r-mal,  also  wird 

[^ABc^c^ . . .  cj  =  ( —  \y[Ac^Bc^c^  . . .  cj , 

also  dies 

=  (—  \y{-  lY[Ac^c^Bc^  . . .  cj 

=  (—  ^y*'\_Ac^c^Bc^ . . .  cj 
=  (—  ly^'lAc^c^c^Bc^ . . .  cj 


=  {—iy'iAc^c^...CsB^ 
oder 
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und  wemi  man  hierin  J.  <=»  1  setzt 

[BC]  =  i-iy'[CBl 

59.  Wmn  man  in  einem  kombinatorischen  Produkte  eine  Reüie  von 
30  q  einfachen  Faktoren  mit  einer    [von  ihr]  dtirdi  r  einfache  f  FaJctoren 

yetretinten  Reihe  von  8  einfachen  Faktoren  vertausdity  so  ist  rfflw  so  her- 
vorgehende Produkt  dem  ursprünglidien  gleich  oder  entgegengesetzt,  je  nadi- 
dem  r5  +  5(?  +  2**  gerade  oder  ungerade  ist,  das  heisst 

[ABC]  =  (—  iy*-^"i-^9r[CBÄ], 

wo  A,  B,  C  Eeihen  vofi  bejsiehlidi  q,  r,  s  einfachen  Faktoren  darstdlcfi. 

Beweis.    Es  ist 

[ABO]  =  (—  iy«+'-)'LCMi?]  [58] 

=  (—  l)''+"'(-  !>'■  [CBA]  [58] 

=  {—iy'+"i+'i'[CBA\. 

60,  Wenn  sivei  einfache  Faktoren  eines  kotnbinatorischcn  Produktes 
einander  gleich  sind,  so  ist  das  Produkt  ntdl,  das  lieisst 

Pa,a  =  0. 

Beweis.  Es  sei  P«^^  irgend  ein  kombinatorisches  Produkt,  welches 
die  Faktoren  a  und  h  enthält,  und  i\,„  das  durch  Vertauschung  von 
a  und  b  aus  ihm  hervorgehende,  so  ist  (nach  55) 

Pa,6  +  P«f.,a  =  0, 

also,  wenn  a  gleich  b  ist, 

das  heisst  2Pa^a  ==  <^  somit  auch  P«,,,  =  0. 

ftl.  Ein  kombinatorisches  Produkt  ist  null,  wcfin  zuischeti  seinen 
einfachen  Faktoren  eifie  ZahTbeeichung  herrscht,  das  heisst 

[a^a^a.^ ...  a,u]  =  0, 

wenn  eine  der  Grösscyi  a^,  ...a„,  sich  aus  den  übrigen  numerisch  ableitai 
lässt,  sum  Beispiel 

ist. 

Beweis.  Man  erhält,  indem  man  den  Werth  von  a^  in  das  Pro- 
dukt einsetzt, 

[aia^az  . . .  a,„]  =-=  [(«äfl-j  -f  «3(13  +  •      -f  «/„a,,,)«^«^  •  •  •  «m]  , 
also  (nach  44) 
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[aiagfls  . . .  «»n]  ==  cc2[a2a2as . . .  «ml  +  cc^lazChas . . .  «n»]  +  •  •  •  + 

=  «2.0  +  «3.0-] h^m.O  [60] 

=  0. 

62.  Erklärung.    Unter  der  Determinante  aus  n  Reihen  von  37 
je  n  Zahlen  versteht  man,  wenn  man  die  r-te  Zahl  der  s-ten  Reihe 
mit  aj:')  bezeichnet,  dasjenige  Polynom,  welches  man  aus  dem  Produkte 

a^^a^^K ..  a^^^  dadurch  erhält,  dass  man  in  ihm  nach  und  nach  die 
unteren  Indices  auf  alle  möglichen  Arten  versetzt,  während  man  die 
oberen  unverändert  lässt,  dann  jedes  dieser  Produkte  mit  dem  -|-  oder 
—  Zeichen  versieht,  je  nachdem  die  Anzahl  derjenigen  Paare  von  In- 
dices, welche  imten  entgegengesetzt  geordnet  sind  wie  oben,  gerade 
oder  ungerade  ist,  und  diese  sämmtlichen  Glieder  addirt.  Man  bezeichnet 
diese  Determinante  mit  2^+  a^^^af^ ...  a^^\  das  heisst,  man  setzt 

Z  ip  «(/)«(«)  . . .  «(«)  =  2;(—  l>a<i)a<2)  . . .  «<«), 

'12  n  \  /       r       »  w  f 

WO  r,  5,  ...  t(;  den  Zahlen  1,  2,  ...  w,  in  irgend  einer  Ordnung  ge- 
nommen, gleich  sind,  wo  die  Summe  sich  auf  alle  möglichen  Ord- 
nungen dieser  Art  bezieht,  und  u  die  Anzahl  der  Index-Paare  bezeichnet, 
welche  unten  entgegengesetzt  geordnet  sind,  wie  oben. 

Anm.  Der  Vollständigkeit  wegen  habe  ich  diesen  Begriff  der  Determinante 
hier  aufstellen  zu  müssen  geglaubt,  zumal  da  es  zweckmässig  schien,  die  Zeichen- 
bestimmung in  der  einfachen  Form,  wie  sie  hier  dargestellt  ist,  festzusetzen, 
während  die  sonst  gebräuchliche,  durch  Cauchy  eingeführte  Form  der  Zeichen- 
bestimmung ein  Zurückgehen  auf  die  Permutations-Gesetze  nothwendig  machen 
würde.  Dass  man  übrigens  statt  der  unteren  Indices  auch  die  oberen  vertauschen 
kann,  leuchtet  ein,  doch  ist  es  unangemessen,  eine  solche  zwiefache  Bestimmung 
in  eine  strenge  Definition  aufzunehmen. 

63.  Das  Tioinhinatorisclie  Produkt  von  n  einfachen  Faktoren,  welche 
aus  n  Grössen  ai,  a^,  ...  a«  numeriscti  abgeleitet  sind,  erJiält  man,  indeni 
man  aus  den  n  EeiJicn  von  Zahlen,  durch  welclhe  jene  Faktoren  aus  den 
n  Grössen  ai,  a^,  ...  a«  abgeleitet  sind,  die  Determinante  bildet,  und  diese 
mit  dem  kombinatm'ischen  Produkte  der  Grössen  ai,  ...  a„  muUiplicirt, 
wobei  nämlich  die  Zahlen,  durch  ivelche  der  erste  jener  Faktoren  aus 
rti,  ...  an  abgeleitet  ist,  die  erste  Reihe  bilden,  und  so  fort,  das  heisst,  es  ist 

[K^fli  +  •  •  •  +  «i^^««)  «>«i  +  •  •  •  +  cc^^n)  . . .  «Jai  +  •  •  •  +  <")«„)]  = 

=  2;  +  «<'>«</) . . .  a(,") .  [aias  . . .  a„]. 

Beweis.    Es  ist  (nach  45)  das  Produkt  auf  der  linken  Seite         38 

=  2;aO)af)...a(;>[a,a,...a,], 
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wo  jed#fr  dffT  Indic^rs  r,  if , . . .  fr  nach  und  nach  jeden  der  Werthe  1 , . . .  w 
ann^fhm^fn  soIL  Sind  ron  diei^en  Werthen  zwei  oder  mehrere  einander 
$rleir:h,  ho  f-nthält  dajj  Produkt  [a^a« ... /i^]  gleiche  Faktoren,  ist  also 
^'tiach  *jff)  null.  Lassen  wir  daher  die  Glieder,  welche  diese  Produkte 
enthalten,  weg,  ho  bleiben  nur  die  Qbrig,  in  denen  die  n  Indices 
r,  «,  . . .  ur  in  irgend  welcher  C^rdnung  den  Werthen  1 ,  2,  . . .  ii  gleich 
Hind.  Em  ist  also  dann  (nach  57)  das  Produkt  [OrO,  .  .  .  r?r]  gleich 
(  l^l^iOf  ...  a^\f  wenn  u  die  Anzahl  der  Faktorenpaare  ist,  welche 
in  dem  Produkte  [<i^a« . . .  a^]  entgegengesetzt  geordnet  sind  wie  in 
|aiC(x  . . .  /i.|,  das  heisst,  die  Anzahl  derjenigen  Paare  von  Indices,  welche 
in  dem  Produkte  t^^^t^** . . .  cr|^^  unten  entgegengesetzt  geordnet  sind  wie 

ol>en;  somit  ist  das  gegebene  Produkt 

das  heisst  (nach  02; 

Ii4.  Erklärung.  Unter  multiplikativeu  Kombinationen  aus 
einer  Reihe  von  Grössen  verstehe  ich  die  Kombinationen  ohne  Wieder- 
holung aus  diesen  Grössen,  und  zwar  jede  Kombination  aufgefasst  als 
kombinatorisches  Produkt,  dessen  einfache  Faktoren  die  Elemente  der 
Kombination  sind;  so  zum  Beispiel  sind  [a&],  [ac],  \bc\  die  multipli- 
kativeu Kombinationen  aus  den  Grössen  a,  h,  c  zur  zweiten  Klasse. 

05.  Jedes  kotnbinatariscJie  Pralukt  von  m  cinfac/icn  Faktorefi,  tceldie 
aus  n  in  keiner  Zahlheziehuny  zu  einander  steliendoi  Grössen  ai,...a« 
numerisch  abgeleitet  sind,  ist  aus  den  mxdtiplikaiiven  Kombinationen  dieser 
(i rossen  zur  m-ten  Klasse  numerisch  ableitbar,  und  zwar  ist  die  zu 
irgend  einer  dieser  Kombinationen  gehörige  Ableitungszahl  die  Determinante 
aus  dcnjtmigen  m^  Ableitungszahlm  jener  m  Faktoren,  tvcMie  zu  den  m 
Flei>iente7i  dieser  Kombinatiofi  gehören,  das  lieisst 

1 2:aaaa .  2;/Jb«b  •  •  •  I  =  ^  { -^'  +  f^rß,  • . . }  K«. . .  .J , 
wo  r  <  cS  r',  •  •• . 

v^  Beweis.     Es  ist 

1 2:a^aa .  -T/Sbfli, . .  -1  =  ^(«fl/Jb . . .) [«a«b . . .] .  [45] 

Da  (nuch  ()0)  |^/ü^b.-.|  iiuU  ist,  sobald  zwei  der  Faktoren,  also 
hier  zwei  der  Indices  a,  b,  ...  gleich  sind,  so  können  wir  die  Be- 
dingung hinzufügen,  dass  a,  b,  ...  alle  von  einander  verschieden  seien. 
Nun  seien  a,  b,  .  . ,  nachdem  sie  steigend  geordnet  sind,  =  r,  s,  ^, . . ., 
also  r  <  ij  <  ^  <  •  •  • ,  und  sei  u  die  Anzahl  der  Grössenpaare,  welche  in 
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der  Reihe  a,  b,  c,  . . .  entgegengesetzt  geordnet  sind,  wie  in  r,  5,  ^, . . . , 
so  ist  [oaüb  ...]  =  (— l)"[ara, ...],  somit  ist  das  gegebene  Produkt 

=  Z[aaßf>  ...(-l)"[ara,...]} 

Aber  nach  der  Definition  (62)  ist  2J( — l)"aaßb  .•;  wenn  a,  6,  ...,  in 
irgend  einer  Ordnung  genommen,  gleich  r,  5,  . . .  sind,  gleich  der  Deter- 
minante 2J  -^  arßs . . . ,  also 

wo  r  <  s  <  •  •  • . 

66.  Umkehrung  von  61.  Wenn  ein  kombinatorisches  Produkt 
null  isty  so  stehen  seine  einfachen  Faktoren  in  einer  Zahlbeziehung  zu 
einander^  das  heisst,  wenn 

laia%,..atn\  =  0 
isty  so  muss  sich  eine  Gleichung 

«i«!  +  «202  H h  «wöm  =  0 

aufstellen  lassen,  in  welcher  die  Zahlen  ^1,^29  •••  am  nicht  alle  zugleich 
null  sind. 

Beweis.     Es  sei  das  kombinatorische  Produkt 

[aiOs  ...  am]  =  0. 
Zu  zeigen  ist,  dass  ai,  02, ...  o^  in  einer  Zahlbeziehung  stehen  müssen. 

Angenommen,  sie  ständen  in  keiner  Zahlbeziehimg  zu  einander. 
Bilden  dann  Ci,  ...e»  das  System  der  Einheiten,  aus  denen  ai,...an 
numerisch  abgeleitet  sind,  so  kann  man  (nach  20)  zu  den  m  Grössen 
ai,  ...am  noch  n  —  m  Grössen  am-\-i,  »-^an  annehmen,  so  {dass}  sich 
aus  ai,...an  die  Einheiten  ei,...6»  numerisch  ableiten  lassen.  Führt 
man  die  Ausdrücke  dieser  Ableitungen  in  das  kombinatorische  Produkt 
[6162 ...  ^n]  ein,  t  ^^^  löst  die  Klammem  auf,  so  erhält  man  (nach  63)  40 
eine  Gleichung  der  Form 

[^162 . . .  Cn]  =  a  [ai  Oa  . . .  öfn]  ; 
wo  c(  eine  Zahl  ist. 

Nun  ist  aber  [«102  ...  a,n]  =  0,  also  auch 

[«1^2  . . .  «möm+i  . . .  a„]  ==  0, 
also 

[ciCi ...  e«]  =  a.O  =  0. 

Dies  widerstreitet  aber  der  Erklärung  in  52,  nach  welcher  [^162  •••  ß«] 
von  Null  verschieden  ist.  Also  ist  die  Annahme,  dass  ai,  ...a„t  in 
keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen,  unmöglich.  Sie  stehen  also 
in  einer  Zahlbeziehung  zu  einander. 

67,   Ein  kombinatorisches  Produkt  ändert  seinen  Werth  nicht,  wenn 
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man  zu  einem  einfaclien  Faktor  desselben  ein  beliebiges  Vielfaclies  eines 
andern  einfadien  Faktars  desselben  Produktes  addirt,  das  heisst 

wenn  q  eine  Zahl  ist^  und  P  ein  konibinatorisclies  Produkt  bezeichnet. 
Beweis.     Es  ist 

Pa.h^qa  =  l\b  +  qPa,a  [44] 

=  Pa,..  [60] 

68.  Bie  sämmtlicheti  Sätze  kombitmtorisdier  Multiplikation  bleiben 
noch  bestellen,  wenn  nian  statt  der  n  ursprüntjliclien  Einheiten  bdid>ige 
n  aus  ihnen  abgeleitete  Grössen,  die  in  keiner  Zaldbeziehung  zu  einander 
stellen,  einführt. 

Beweis.  Erstens  gelten  alle  in  der  Definition  des  kombinatori- 
schen Produktes  gegebeneu  Bestimmungen ;  auch  wenn  man  statt  des 
Systems  der  n  ursprünglichen  Einheiten  n  solche  Grossen  setzt,  wie 
sie    der   Lehrsatz   bestimmt.     Nämlich ,   es   ist   auch    für   diesen   Fall 

(nach  53) 

[Abc]  +  [Acb]  =  0, 

und  das  Produkt  der  sämmtlichen  n  Grössen  ist  von  Null  verschieden, 
denn  wäre  es  gleich  Null,  so  müsste  (nach  G6)  zwischen  den  n  Fak- 
toren eine  Zahlbeziehung  herrscheu,  gegen  die  Voraussetzung.  Diese 
beiden  Bestimmungen  waren  nun  die  einzigen  in  der  Definition  ent- 
haltenen. Femer  gelten  aber  auch  alle  in  den  ersten  beiden  Kapitebi 
entwickelten  Gesetze  für  den  Fall  jener  Substitution.  Aus  jener  De- 
41  finition  und  f  diesen  Gesetzen  waren  aber  die  sämmtlichen  Gesetze 
der  kombinatorischen  Multiplikation  abgeleitet.  Also  gelten  diese  Ge- 
setze auch  nach  jener  Substitution. 

§  2.     Das  kombinatorisohe  Produkt  als  Grösse. 

Vorbemerkung.  Weim  eine  Verknüpfung  von  Grössen  wieder 
als  Eine  Grösse  erkannt  werden  soll,  so  müssen  die  folgenden  Fragen 
beantwortet  werden:  Wann  sind  zwei  solche  Verknüpfungen  einander 
gleich  oder  von  einander  verschieden?  wann  stehen  sie  in  einer  Zahl- 
beziehung zu  einander,  und  in  welcher?  Für  die  Vollendung  des  Be- 
grifls  wird  es  daim  noch  wichtig  sein,  die  sämmtlichen  verschiedenen 
Grössenreihen  ableiten  zu  können,  deren  jede,  wenn  sie  der  fraglichen 
Verknüpfung  unterworfen  wird,  dieselbe  Grösse  liefert,  wie  die  andern. 

Diese  Fragen  sollen  hier  für  das  kombinatorische  Produkt  beant- 
wortet werden,  wobei  wir  den  Begriff  der  multiplikativen  Kombina- 
ti on(Mi  zn  Gnmde  leiten. 
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69.  Wenn  die  Grössen  ai,  aj,  ...  a«  in  keiner  Zahlbejsiehung  zu 
einander  stehen,  so  stehen  atich  ihre  multiplikativen  Kombinationen  zu  einer 
beliebigen  Klasse  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander ,  das  heisst,  die 
Gleichung 

(a)  aÄ  +  ßB-\ =  0, 

in  welcher  A,  B,  ...  die  multiplikcUiven  Kombinationen  aus  ai,  ...  o» 
zu  irgend  einer  Klasse  sind,  und  a,  ß,  ...  Zahlen  bedeuten,,  wird  ersetzt 
durch  die  Gleichungsgruppe 

(b)  a  =  0,  /3  =  0,  .... 

Beweis.  Es  sei  die  Gleichung  (a)  als  geltend  angenommen.  Man 
multiplicire  die  ganze  Gleichung  kombinatorisch  mit  denjenigen  unter 
den  Grössen  ai,  ...  a„,  welche  in  dem  Produkte  A  nicht  vorkommen; 
es  sei  A^  diese  Faktorenreihe,  so  dass  also  das  kombinatorische  Pro- 
dukt [^^i]  die  sämmtlichen  Grössen  ai,  ...  a„  als  Faktoren  enthält. 

Dann  erhält  man 

a[AA,]  +  ß[BA^]  +  "'  =  0. 

Da  nun  A  und  B  verschiedene  Kombinationen  sind,  so  muss  B 
wenigstens  einen  Faktor  enthalten,  der  nicht  in  A  enthalten  ist.  Es 
sei  ar  ein  solcher,  so  muss  a^  in  Ai  enthalten  sein,  da  Ai  von  den 
Faktoren  ai,  ...  a«  alle  diejenigen  f  enthält,  die  in  A  nicht  vorkommen.  42 
Somit  kommt  Or  sowohl  in  B  als  in  -4,  vor,  folglich  ist  das  kom- 
binatorische Produkt  [BAi\  (nach  60)  null.  Aus  demselben  Grunde 
auch  [6'-4J  und  so  weiter.     Somit  reducirt  sich  die  Gleichung  auf 

a[AAi]  =  0. 

Also  muss  (nach  12,  6)  entweder  a  oder  [-i-^J  null  sein.  Da  nun 
[-4^i]  ein  kombinatorisches  Produkt  von  n  Grössen  ai,  ...  a„  ist,  die 
in  keiner  Zahlbeziehimg  zu  einander  stehen,  so  ist  dasselbe  ungleich 
Null  (nach  66).  Somit  muss  der  andere  Faktor,  also  a,  null  sein.  Aus 
demselben  Grunde  sind  /3,  ...  null,  das  heisst,  zwischen  den  Kom- 
binationen A,  By  ...  herrscht  keine  Zahlbeziehung. 

70.  Zwei  kombinatoriscfie  Produkte  {A  und  B\  die  nicht  null  sind, 
stehen  dann  und  nur  dann  in  einer  Zahlbeziehung  zu  einander,  wenn  die 
aus  ifiren  einfachen  Faktoren  ableitbaren  Gebiete  identisch  sind;  das  heisst 

(a)  A  =  B 

dann  und  nur  dann,  wenn  die  einfachen  Faktoren  von  A  dasselbe  Gebiet 
liefern  wie  die  von  B;  oder: 

(b)  [aiag  . . .  a„J  ^  [&162  • . .  6m] 

dann  und  nur  dann,  wenn  sicfi  jede  aus  ai,  ...  «w  numerisch  ableitbare 
Grösse  auch  aus  bi,  ...  &,„  ableiten  lässt,  also  wenn  stets 
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(c)         a^iöi  +  Xs(h  H h  oi^mam  =  yi^i  +  Vth^  H f-  ffmlm 

gesetzt  werden  kann,  tvelche  Werthe  auch  enttoeder  Xi, ...  x,u,  oder  yi, . . .  y« 
haben  mögen. 

Beweis.  1.  Angenommen  zuerst,  das  Gebiet  ai, ...  am  sei  identisch 
dem  Grebiete  &i, .. .  b,n,  so  sind  die  Grössen  ai, ...  n,«  aus  bi,  ...h,n 
numerisch  ableitbar.     Dann  ist  (nach  63) 

[aifla  . . .  Arn]  =  cc[bibi . . .  6,J , 

wo  a  eine  Zahl  ist  (nämlich  die  dort  beschriebene  Determinante).  Diese 
Gleichung  drückt  aus,  dass  die  beiden  kombinatorischen  Produkte  in 
{einer}  Zahlbeziehung  stehen,  und  da  auch  keins  von  beiden  null  ist, 
so  gilt  (nach  2)  die  Kongruenz: 

[aiOa  . . .  ttm]  :^\bih  ...  M . 

2.  umgekehrt  sei  angenommen,  diese  Kongruenz  gelte,  also  die 
beiden  kombinatorischen  Produkte  stehen  in  einer  Zahlbeziehung  zu 
einander,  ohne  null  zu  sein,  und  sei 

[aiOg  . . .  Ow]  =  cclbibi . . .  6,J. 

43  Man  füge  auf  beiden  Seiten  den  kombinatorischen  Faktor  b^  hinzu, 

so  erhält  man 

[aifls . . .  Oiw&i]  =  a\bib2 . . .  6«6i]. 

Aber  [bib^  . . .  b,nbi\  ist,  da  es  zwei  gleiche  Faktoren  (ti)  enthält, 
(nach  CO)  null;  also  ist  auch 

\a1a2  ..^a„,bi\  =  0. 

Folglich  stehen  (nach  66)  die  einfachen  Faktoren  dieses  Produktes, 
das  heisst  fli,  a«,  ...  a,;,,  61,  in  einer  Zahlbeziehuug  zu  einander.  Also 
muss  sich  (nach  16)  eine  Gleichung  der  Form 

«lai  +  «sag  + h  «//*«m  +  ßibi  =  0 

aufstellen  lassen,  in  welcher  die  Zahlen  «i,  «2,  ••  ccm,  ßi  nicht  alle 
zugleich  null  sind.  In  dieser  Gleichung  kaim  auch  ß^  nicht  null  sein, 
weil  sonst  zwischen  den  Grössen  «i,  02,  ...  «,«  (nach  16)  eine  Zahl- 
beziehung herrschen,  also  das  iombinatorische  Produkt  [aia2...a„J 
(nach  61)  null  sein  müsste,  was  der  Voraussetzung  widerstreitet.  Wenn 
nun  aber  ß^  ungleich  Null  ist,  so  kami  man  die  obige  Gleichung  durch 
ßi  dividiren,  imd  erhält 


Ol  =  —  -5-  ai  —  1,-02 


^-  a, 


Pi  ^'       ft  ^  P,     "' 

das  heisst,  b^  ist  aus  Oj,  ...  o,n  numerisch  ableitbar.     Aus   demselben 
Grunde   sind  auch   6^,  63,  . .  .  b,n   aus   a^  ...  am  numerisch  ableitbar. 
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Nun  stehen  aber  auch  6^ ,  . . .  6«  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  ein- 
ander, weil  sonst  das  kombinatorische  Produkt  [b^b^  . . .  6„J  (nach  61) 
null  sein  müsste,  was  der  Voraussetzung  widerstreitet;  also  sind  ( die }  m 
Grössen  fe^, . .  .  fc«,  welche  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen, 
aus  {den}  w  Grössen  a^,  ...  um  numerisch  ableitbar,  folglich  ist 
(nach  21)  das  aus  der  ersten  Grössenreihe  ableitbare  Gebiet  dem  aus 
der  zweiten  ableitbaren  identisch. 

Anm.  Da  zwei  gleiche  Grössen  immer  in  einer  Zahlbeziehung  zu  einander 
stehen,  so  folgt  aus  dem  vorhergehenden  Satz^  unmittelbar,  dass  zwei  gleiche 
kombinatorische  Produkte  immer  ein  imd  dasselbe  Gebiet  haben,  dem  seine  ein- 
fachen Faktoren  angehören,  und  dass  daher  ausser  diesem  Gebiete  nur  noch  der 
durch  eine  Zahl  darstellbare  metrische  Werth  gegeben  zu  sein  braucht,  damit 
der  ganze  Werth  des  kombinatorischen  Produktes  genau  bestimmt  sei.  Ist  nämlich 
dann  in  dem  Gebiete  irgend  ein  kombinatorisches  Produkt  gegeben,  aus  dessen 
einfachen  Faktoren  das  Gebiet  ableitbar  ist,  so  wird  -\-  jedes  andere  kombinatorische  44 
Produkt,  aus  dessen  einfachen  Faktoren  dasselbe  Gebiet  ableitbar  ist,  durch  eine 
blosse  Zahl  bestimmt  sein,  welche  das  Verhältniss  dieses  Produktes  zu  jenem 
darstellt. 

71.  Erklärung.  Wenn  man  aus  einer  Beihe  von  Grössen  eine 
zweite  Reihe  dadurch  ableitet,  dass  man  zu  irgend  einer  Grösse  der 
Reihe  ein  Vielfaches  der  benachbarten  Grösse  der  Reihe  addirt,  während 
man  alle  übrigen  Grössen  der  Reihe  ungeändert  lässt,  so  sage  ich,  es 
sei  die  erste  Reihe  in  die  zweite  durch  eine  einfache  4ineale  Aen- 
derung umgewandelt;  leitet  man  aus  dieser  zweiten  Reihe  wieder 
durch  einfache  lineale  Aenderung  eine  dritte  ab,  und  so  fort,  so  sage 
ich,  es  sei  die  erste  Reihe  in  die  letzte  durch  mehrfache  lineale 
Aenderung  umgewandelt.  In  beiden  Fällen  also  sage  ich,  es  sei  die 
erste  Reihe  in  die  letzte  durch  lineale  Aenderung  umgewandelt. 

Wenn  also  2>  ^^d  q  irgend  zwei  aufeinander  folgende  Grössen  der 
Reihe  sind,  so  lässt  sich  durch  einfache  lineale  Aenderung  umwandeln 

die  Reihe 

...        p,  q^        • . . 

in 

...  p  +  aq,  q, 

oder  in 

wo  a  eine  beliebige  Zahl  ist. 

Anm.  Die  Wahl  des  Ausdrucks  bezieht  sich  auf  den  Gegensatz  zu  einer 
weiter  unten  zu  behandelnden  Aenderung,  welche  ich  circuläre  Aenderung  nenne. 
Beide  Ausdrücke  gehen  auf  die  Geometrie  zurück  und  zwar  auf  die  beiden 
Fundamentalgebilde  der  Geometrie,  die  gerade  Linie  und  den  Kreis,  oder  viel- 
mehr auf  das  Lineal  und  den  Zirkel,  indem,  wie  ich  später  zeigen  werde,  die 
lineale  Aenderung  in  der  Geometrie  sich  einfach  mittelst  des  Lineals,  die  circu- 
läre mittelst  des  Zirkels  bewerkstelligen  lässt. 

Orassmann,  Werke.    I.  2.  4 
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72.  Bei  der  Unedlen  Aenderung  einer  Grössenreihe  bleibt  das  'kom- 
Jnnatorische  Produkt  dieser  Grössenreihe  ungeänderL 

Beweis.  Nach  67  ändert  ein  kombinatorisches  Produkt  seinen 
Werth  nicht;  wenn  man  zu  einem  Faktor  ein  beliebiges  Vielfaches 
eines  andern  Faktors  desselben  addirt^  also  ändert  es  seinen  Werth 
nicht  bei  einfacher  linealer  Aenderung  seiner  Faktoren,  also  auch  nicht 
bei  mehrfacher. 

73.  Man  kann  durch  lineale  Aenderung  zwei  heliAige  Grössen  einer 
46  Beihe  heliebig  im  umgekdirten  Verhältniss  f  ändern;  da^  Jieisst,  es  lässt 

sich  durch  lineale  Aenderung  umwandeln  die  Eeilie 

•   •    •       1/  ■       •   •   •     C#  I     •   •   • 

in 


•   CCp^  •  •  •  —y  •  • 


Beweis.  Erstens  seien  p  imd  q  zwei  aufeinander  folgende  Grössen 
der  Reihe,  so  lässt  sich  (nach  71)  durch  lineale  Aenderung  nach  und 
nach  yerwandeln: 

in 

.   p,  ä'  +  C«  — i)i>, 

dies  wieder  in 

P  +  Q  +  i^  —  l)i>,  2  +  («  —  i)p, 

das  heisst  in 

ccp  +  q,  3  +  (a  — 1)JP; 

dies  in 

«!>  +  2,  ?  +  (a—  ^)P  —   -—  (ccp  +  q), 


das  heisst  in 

^P  +  Q, 
und  dies  endlich  in 

ap  +  q  —  q^ 
das  heisst  in 


2 
a 


a^ 


a 


Zweitens:  Sind  p  und  q  durch  die  Grössen  Pi^  p%^  » -  -  Pn  getrennt, 
so  verwandelt  sich  durch  lineale  Aenderung,  indem  man  die  im  ersten 
Theil  als  zulässig  erwiesene  Umwandlung  anwendet^ 
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P7  JPi?  1^2»  •  ••  Pn,  q 


in 


dies  in 


f^P7  ~;  2^2,  '"  Pny  q, 


«JP,  Pi7  f ,  •••i>»,  q, 


nndj  indem  man  so  fortfahrt^  so  erhält  man  zuletzt 


das  heisst 
geht  über  in 


aP,    Pl7    P%7    '"    Pny     J, 


q 

ap,  ...  - 


74.  Aus  einer  beliebigen  GrössenreiJie  hmn  man  durch  Unedle 
Äenderung  jede  andere  Beihenfolge  derselben  Grössen  ableiten,  voraus- 
gesetzt, dass  man  für  den  Fall,  dass  d<is  kombitiatorische  Produkt  der 
abgeleiteten  Grössenreihe  dem  der  ursprünglichen  entgegengesetzt  ist,  das 
Vorzeichen  von  einer  der  Grössen  der  neuen  Reihe  ändert;  das  heisst,  wenn 
d,  V,  c',  ...  dieselben  Grössen  sind  wie  a,  b,  c,  , . .,  nur  in  anderer 
Reihenfolge,  so  lässt  sich  durch  lineaie  Äenderung  umwandeln: 

a,  by  c,  ...   in:        a\  V,  c',  ...  46 


wenn 

ist,  hingegen 
wenn 

ist. 


\abc  .  . .]  =  [ab  c  , , ,] 

a,by  c,  ...    in:    — a,V,(!,,,, 

\abc  . . .]  =  —  \aVc  . . .] 


Beweis.  1.  Wenn|}  und  q  zwei  beliebige  {aufeinander  folgende} 
Grössen  jener  Reihe  sind,  so  verwandeln  sich  durch  lineale  Äenderung 
indem  man  nämlich  abwechselnd  zum  ersten  und  zweiten  Faktor  be- 
ziehlich  den  zweiten  und  ersten  addirt  und  subtrahirt.  Schritt  für  Schritt 


0 

P, 

i 

m 

dies  in 

P-¥i, 

9, 

das  heisst,  in 

l'  +  3. 

q  —  (j>-\-i)y 

dies  in 

P  +  i, 

p, 

i, 

p- 

2.    Man   kann    also    durch    lineale   Äenderung   zwei  *  aufeinander 
folgende  Grössen  der  Reihe  in  die  umgekehrte  Ordnung  bringen,  wenn 
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maD  nur  das  Vorzeichen  der  einen  lindert.  Somit  kann  man  auch  durch 
lineale  Aenderung  jede  Grösse  der  Reihe  auf  jede  Stelle  bringen,  bei 
gehöriger  Zeichenänderung. 

Es  seien  nun  a',  h\  c\  .  . .  dieselben  Grossen  wie  fl,  i,  c,  . . .  aber 
in  anderer  Reihenfolge,  so  wird  man  die  Reihe  a,  h,  c^  ...  durch 
lineale  Aenderung  in  eine  Reihe  umwandeln  können,  deren  Grössen 
der  Reihe  nach  mit  a\  V,  c',  .  .  .  entweder  gleich  oder  ihnen  entgegen- 
gesetzt sind.  Nun  kann  man  (nach  7.3)  durch  lineale  Aenderung  zwei 
beliebige  Grössen  j),  q  einer  Reihe  im  umgekehrten  Verhaltuiss  ändern, 
das  heisst,  so  ändern,  dass,  wenn  die  eine  Grösse  p  in  ap  übergeht^ 

dann  die  andere  g  in  -  -  übergehe;  also  kann  man  namentlich  die  zu- 
letzt gefundene  Reihe  so  ändern,  dass  jede  beliebige  Grösse  p  der- 
selben, welche  einer  der  Grössen  a,  2i,  c,  .  .  .  entgegengesetzt  ist,  in 
( —  ^^P  j  ^^  heisst  in  — p ,  übergeht,  während  die  erste  Grösse  jener 

Reihe,  nämlich  +  a   in  +  ^rv?  ^  heisst  in  +  «'  übergeht.  Wendet 

man  diese  Aenderung  nach  und  nach  auf  jede  Grösse  jener  Reihe  an, 

welche  einer  der  Grössen  n,  6,  c,  .  .  .  entgegengesetzt  ist,  nur  nicht 

auf  die  erste  Grösse  4^  a  jener  Reihe,  so  erhält  man  zuletzt  entweder 

die  Reihe 

a',  6',  c',  ...  oder   —  a',  6',  c',  . . . , 

47  wo  noch  das  Vorzeichen  von  a  zu  bestimmen  ist.  Da  nun  f  diese 
Reihe  aus  a,  h,  c,  ...  durch  lineale  Aenderung  hervorgegangen  ist, 
so  muss  (nach  72)  im  ersten  Falle 

\abc  .  .  .J  =  [aVc  .  . .], 
im  zweiten 

[abc  .  . .]  =  [ —  ab'c  .  . .]  =  —  [ab'c   . .  .] 
sein. 

76.     Wemi  tnan  zu  irgend  eitler  Grösse  (p)  einer  Grössenreihe  ein 

Vielfaches  einer  andern  Grösse  (q)  jener  Beilie  addirt,  also  statt  p  setzt 

p  •}-  ccq^  während  nian  alle  übrigen  Grössen  jener  lieihe  unverändert  lässf, 

$0   lässt  sich  die  so  hervorgelieyide  lieihe  am  der   ursprünglichen  durch 

lineale  ÄenderiDig  ableiten,  das  li^isst,  es  lässt  sich  durch  lineale  Aenderung 

umwandeln 

jp,         ...      q 
in 

p  +  aq,  ,,.       q, 
oder  auch  in 

p,         ...  q  +  ap. 

Beweis.  Wenn  in  der  gegebenen  Reihe  zwischen  p  und  q  keine 
Grösse    steht,   so   folgt  das    zu  erweisende    unmittelbar    aus   der   De- 
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finition  [71].  Stehen  zwischen  p  und  q  die  Grossen  Pi^  p^,  .  .  .  j>«,  so 
ist  (nach  74)  durch  lineale  Aenderung  umzuwandeln 

P)         Pu    P27  '"    Pnf        q 
in 

Pf  0.7       Pl7     Pif       •••        +Pn\ 

und  dies  (nach  71)  in 

P  +  f^Qf    2,     Pi}  Ptj    •••     +p»; 
dies  wieder  (nach  74)  in 

P  +  f^q,    Pu    P%7  "'    Pn,    +q, 

wo  das  Vorzeichen  von  q  noch  zu  bestimmen  ist. 

Da  die  letzte  Reihe  aus  der  ersten  durch  lineale  Aenderung  her- 
vorgegangen ist;  so  ist  das  kombinatorische  Produkt  der  ersten  Reihe 
(nach  72)  dem  der  letzten  gleich;  also 

\jpP1P2  •  •  •  Pnq\  =  [(p  +  f^q)PiP%  ..-!>»(+  q)] 

=  +[(!>  +  ^q)PiPi  •  •  •  Pnq'\' 
Aber  es  ist  (nach  67) 

iPPiP2  •  •  •  Pnq\  =  +  [(P  +  (^q)PxP%  . . .  Pnq\, 

das  heisst,  es  gilt  in  der  vorigen  Formel  das  +  Zeichen,  also  haben 
wir  statt  +  g-  zu  setzen  g,  das  heisst,  die  gewonnene  Reihe  ist  j)  +<^^; 
Pij  Pij  '  ' '  Pny  q-    ^s  verwandelt  sich  also  durch  lineale  Aenderung 

Pj  '  ^ '  q      in:     j)  +  ^q^  •  •  •  ?; 

und  auf  dieselbe  Weise  folgt,  dass  sich  auch  durch  lineale  Aenderung  48 
umwandeln  lässt 

jp,  . . .  g      in:     |>j  . . .  9'  +  ^P- 

76.  Wenn  zwei  vo7i  Null  verschiedene  kombinatorische  Produkte  ein- 
ander gleich  sind,  so  lassen  sich  die  einfachen  Faktoren  des  einen  aus 
denen  des  andern  durch  lineale  Aenderung  ableiten^  das  heisst,  wenn 

(a)  ialc  . . .]  =  [ABC  . . .]  ^  0 

ist,  so  lässt  sich  durch  lineale  Aenderung  die  Grössenreihe 

(b)  a,  b,  c,  .  .  .    in:   A,  B,  C,  . . . 

umwandeln  [Umkehrung  von  72]. 

Beweis.  Da  die  von  Null  verschiedenen  kombinatorischen  Pro- 
dukte [abc  ,  . .]  und  [ABC  ,  , .]  einander  gleich  sind,  und  sie  also  in 
einer  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen,  so  müssen  (nach  70)  die  aus 
ihren  einfachen  Faktoren  ableitbaren  Gebiete  identisch  sein;  das  heisst, 
die  aus  der  Grössenreihe  a,  6,  c,  . . .  numerisch  ableitbaren  Grössen 
müssen  auch  aus  A,  B,  C,  ...  numerisch  ableitbar  sein  und  umgekehrt. 


in 


dies  in 


das  heisst  in 
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Also  müssen  namentlich  A^  B,  C^  ..,  selbst  aus  a,b,  c^  ...  numerisch 
ableitbar  sein.  In  den  Ausdrücken  dieser  Ableitung  darf  nicht  der 
Koefficient  von  irgend  einer  der  Grössen  a,  6,  c,  ...,  zum  Beispiel 
der  von  a,  in  allen  gleichzeitig  null  sein;  denn  sonst  wären  die  Grossen 
Af  lij  C;  . . .,  deren  Anzahl  n  sei,  aus  den  n  —  1  Grossen  6,  c,  . . . 
ableitbar;  also  würde  (nach  22)  eine  Zahlbeziehung  zwischen  ihnen 
herrschen,  ihr  Produkt  also  (nach  Gl)  null  sein,  gegen  die  Annahme. 
Es  sei  a  eine  der  Grössen  Ay  JB,  C,  ...  und  zwar  eine  solche, 
in  deren  Ableitungsausdruck  der  Koefficient  von  a  nicht  null  sei,  und  sei 

a  =  o^a  +  ftft  +  •••, 

wo  also  ci^i  ^  0  ist;   so  lässt  sich  durch  lineale  Aendcrung  nach  und 

nach  umwandeln 

a,  6,  f,  ...  I 

«1«,  fc,  c,  ...^,  [73] 

a,a  +  /J,6  +  ...,    ft,  c,  ..•  ^  ,  [75] 

49  Nun  muss  aber  (nach  19)  das  aus  a\  h,  c^  ...  ableitbare  Gebiet 

identisch  sein  dem  aus  a,  &,  e,  . . .  ableitbaren,  also  müssen  nament- 
lich die  Grössen  A^  B,  C,  ...  aus  a',  6,  c,  ...  ableitbar  sein.  Nun 
ist  es  wieder,  aus  demselben  Grunde  wie  vorher,  unmöglich,  dass  der 
Koefficient  von  6  in  allen  Ausdrücken  dieser  Ableitung  zugleich  null 
sei.  Es  sei  6'  eine  der  Grössen  Ay  B,  C,  ...  und  zwar  eine  solche, 
in  der  jener  Koefficient  nicht  null  ist,  und  sei 

so  lässt  sich  durch  lineale  Aenderung,  auf  dieselbe  Weise  wie  vorher, 

a'   6,  c,  •••  — 
umwandeln  in 

Ebenso  sei   [c   eine  der  Grössen  Aj  7i,  C,  ...  und  zwar  sei} 

wo  ^3  ungleich  Null  ist,  so  lässt  sich  wieder  durch  lineale  Aenderung 

umwandeln  in  ^^- 

a    0,  c,  a,  •"      f. — 
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Auf  diese  .Weise  fahre  man  fort  bis  znr  vorletzten  Grosse.    Diese  sei 
Tiy  so  erhält  man  zuletzt  die  Grössenreilie 

Da  nun  diese  Grössenreihe  aus  der  ursprüngUchen  a,  6,  c,  . . . 
hervorgegangen  ist^  so  muss  (nach  72)  ihr  kombinatorisches  Produkt 
gleich  dem  jener  Grössenreihe  sein;  also 

Femer  sind  die  w  —  1  Grössen  a',  6',  <^,  . . .  t'  aus  der  Reihe  der 
n  Grössen  A,  B^  C,  , . ,  K^  L  entnommen^  und  da  a',  b\  af,  . , .  k'  alle 
von  einander  verschieden  sein  müssen,  weU  sonst  (nach  60)  das  kom- 
binatorische Produkt  derselben  null  wäre,  was  vermöge  der  soeben 
entwickelten  Gleichung  mit  der  Voraussetzung  streitet,  so  kann  von 
den  Grössen  A^  B,  0,  , . .  K,  L  nur  noch  eine  übrig  sein,  welche 
nicht  unter  den  Grössen  a\  b',  c',  . . .  h'  enthalten  ist.  Dies  sei  V  und 
sei  Z  =  ccna  +  /S»&'  +  *  *  •  +  ^*'  +  ^nl\  so  verwandelt  sich  die  zuletzt  60 
gewonnene  Reihe  durch  lineale  Aenderung  in 

X  V 
a,6,c,  ...  Ä,   - 

"i  r«  /  8  •  •  •  *»— 1 

Die  Grössenreihe  o',  &',  c\  . , .  1c\  V  enthält  aber  dieselben  Grössen, 
wie  die  Reihe  -4,  JS,  t7,  . . .  Jf,  i,  nur  in  anderer  Ordnung;  also  ist 
(nach  74)  a',  6',  c',  . .  .  V,  V  durch  lineale  Aenderung  umzuwandeln  in 
^,  JS,  C,  . . .  jK",  +  L,  also  auch 

Cv   J       0   J         Cm         ..•         Km 

in 

^,  B,  C,  ...  JT,  =f 

indem  es  (nach  73)  gleichgültig  ist,  zu  welcher  Grösse  man  den  Zahl- 

faktor  — ^ hinzufügt.     Es  sei   dieser  Zahlfaktor  =  «,   so  ist 

also  durch  lineale  Aenderung  aus  a,  6,  c,  . .  .  Ä,  /  schliesslich  hervor- 
gegangen A,  B,  0,  . , ,  Ky  sL.    Also  ist  (nach  72) 

[abc  ...Jcq  =  [ABO  ,..  K.sL]  =  b[ABC  . . .  KL], 

Es  ist  aber  auch  nach  der  Hypothesis 

[abc  ...  hl]  =  [ABC  ...  KL]. 
Also  auch 

s[ABC  . . .  ZL]  =  [^BC  . . .  KL], 


Kl' 

«ift 

*  '  *       n      t 

i.-^ 

«tft 

•  •  •  *«— 1 
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das  heisst  c  «» 1;  also  ist  aL  «==  L,  und  somit  hat  sich  durch  lineale 
Aenderuug  umgewandelt  die  Reihe: 

a,  hj  c^  . . .  kj  l  in  A,  B^  C,  . . ,  K,  X, 

eine  Umwandlung,  deren  Möglichkeit  zu  erweisen  war. 

77.  Erklärung.  Die  multiplikativen  Kombinationen  der  ursprüng- 
lichen Einheiten  zur  m-ten  Klasse  nenne  ich  Einheiten  tii-ter  Stufe^ 
eine  aus  diesen  Einheiten  numerisch  abgeleitete  Grösse  eine  Gros'se 
f/t-ter  Stufe,  und  zwar  eine  einfache,  wenn  sie  sich  als  kombina- 
torisches Produkt  von  m  Grössen  erster  Stufe  darstellen  lässt^  eine 
zusammengesetzte,  wenn  dies  nicht  möglich  ist.  {Die  Zahlen  sollen 
hierbei  als  Grössen  nullter  Stufe  gelten.} 

Das  aus  den  einfachen  Faktoren  einer  einfachen  Grösse  ableitbare 
Gebiet  nenne  ich  das  dieser  Grösse  zugehörige  Gebiet,  kurz  das  Ge- 
biet dieser  Grösse.  Ich  nenne  endlich  eine  einfache  Grösse  A  einer  andern 
61  übergeordnet,  untergeordnet,  f  oder  mit  ihr  incident,  je  nach- 
dem dies  von  den  Gebieten  dieser  Grössen  gilt  (vgl  Nr.  15). 

77  b.  Zusatz.  Ein  'kombinatorisches  Produkt  ans  m  Grössen  erster 
Stufe  ist  eine  einfache  Grösse  m-ter  Stufe  {77),  und  ist  aus  den  Ein- 
Jieiten  m-ter  Stufe  numerisch  ableitbar  {65}. 

Anm.  Als  Beispiel  einer  zusammengesetzten  Grösse  führe  ich  hier  die 
Smnme  [ah]  -i-  [cd]  an,  wenn  a,  b,  c,  d  vier  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander 
stehende  Grössen  sind.  Sollte  nämlich  [ab]  -j-  [cd]  eine  einfache  Grösse,  etwa 
=  [pq]  sein,  so  müsste 

[{ab  +  cd)  {ab  +  cd)]  =  [pqpq]  ==  0 
sein  (nach  60);  aber 

[{ab  +  cd)  {ab  +  cd)]  «  [abcd]  +  [cdab], 

da  [ab ab]  und  [cd cd]  null  sind.    Aber  (nach  5y)  ist  [abcd]  =  [cdab\.     Also 

[{ab  +  cd)  {ab  +  cd)]  =  2[ahcd]. 

Somit  müsste,  wenn  \ab]  +  [cd]  eine  einfache  Grösse  wäre,  [abcd]  =  0  sein, 
also  (nach  66)  a,  6,  c,  d  in  einer  Zahlbeziehung  stehen,  was  der  Voraussetzung 
widerstreitet. 

§  3.     AetiBBere  Multiplikation  von  Qrössen  höherer  Stufe. 

78.  Erklärung.  Zwei  Einheiten  höherer  Stufe  ausser  lieh  mul  ti- 
pliciren,  heisst  die  einfachen  Faktoren  derselben,  ohne  ihre  Reihen- 
folge zu  verändern,  kombinatorisch  multipliciren,  das  heisst 

[(ClCs  .  .  .  e„,)  (e,„^i  .  .  .  ßn)]  =  [^1^2  . . .  ^n]. 

Anm.  Den  Namen  der  äusseren  Multiplikation  habe  ich  gewählt,  um  zu 
bezeichnen,  dass  das  Produkt  nur  dann  geltenden  Werth  hat,  wenn  der  eine 
Faktor  ganz  ausserhalb  des  Gebietes  des  andern  liegt.  Es  steht  der  äusseren 
Multiplikation  die  innere  (s.  Kap.  4)  gegenüber. 
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79.  Statt  eine  einfalle  Ghrösse  A  mit  einer  andern  B  äusserlich 
zu  multiplicireny  kann  man  nach  der  Reihe  die  einfachen  Faktoren  der 
ersten  mit  denen  der  zweiten  kombinatorisch  muUipliciren,  das  heisst 

[(ab  . . .)  (cd  ...)]  =  [ab  , . ,  cd . . .], 

Beweis.    Es  seien  ei^  ...e„  die  ursprünglichen  Einheiten,  und  sei 

a  =  £aaea ,    b  =  UßbCb,  . .  . ,    c  =  Zy^Cc ,    d  =  27db€b,  . . . , 

so  ist 

\{ah  ..){cd,, .)]  =  [{I^Uaea .  I^ß^Ch . . .) (2;yc^c •  -^'*b^b  • . •)] 

=  [2;{  «a/Jb . . .  [eaCb  ...]}•  -27{  yc^b  •  • .  [«c^d  ...]}]  [45] 

==  2;{ «fl/Sb . . .  yc*b  • . .  [{eaCb  • . .)  («c^b  ••.)]}  [42]  62 

=  Z{aaß\)  . . .  yc^b  •  '  •  [^a^6  •  •  •  ^c^b  •  •  •]  }  [78] 

=  [27^0^0 .  27/Sb^  . . .  -2Jyc^c  •  -2^*b^  . . .]  [45] 

=  [ah  ...  cd  . ..]. 

79b.  Zusatz.  Wenn  eine  einfache  Grösse  Ä^  welche  nicht  nvü  ist, 
einer  andern  B,  welche  gUidifalU  nicht  null  ist,  untergeordnet  ist,  so  lässt 
sich  die  letztere  als  äusseres  Produkt  darstellen,  dessen  einer  Faktor  Ä 
und  dessen  anderer  Faktor  eine  einfache  Grösse  C  ist,  also  in  der  Form 

B=[AC]. 

Beweis.  Nach  77  ist  4  dem  B  untergeordnet,  wenn  das  Gebiet 
von  A  dem  von  B  untergeordnet  ist,  das  heisst  (nach  15),  wenn  jede 
Grösse  des  ersten  Gebietes  zugleich  Grösse  des  zweiten  ist.  Es  sei 
A  =  [ajOg  •  •  •  ötm],  wo  Ol,  ...  a,;,  Grössen  erster  Stufe  sind,  so  stehen 
diese,  da  A  ungleich  Null  sein  soll,  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  ein- 
ander (61).  Ferner  sei  B  =[h^  ...  6«].  Da  nun  die  Grössen  a,, . . .  a,n 
dem  Gebiete  B  angehören  sollen,  so  müssen  sie  aus  6,,  ...  6«  nume- 
risch ableitbar  sein.  Dann  aber  kann  man  (nach  20)  zu  den  Grössen 
a^,  ...  a„^  noch  (n  —  m)  Grössen  a„^i,  . . .  a«  von  der  Art  hinzufügen, 
dass  die  Gebiete  a, ,  ...  a„  und  b^,  .  .  .bn  identisch  sind.  Ist  aber  dies 
der  Fall,  so  müssen  (nach  70)  die  Produkte  [a,  ...  a„]  und  [b^  , ,  ,  &«] 
in  einer  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen.     Es  sei 

[fc,  . .  .  bn\  =  «[«1  . . .  aj  =  «[flfi  .  . .  ö„,a„,+i .  . .  «n] 

=  [(a,  . . .  a„,) .  a{am^i . . .  a„)]    [79, { 46 } ]. 
Also,  wenn  noch 

a  [öm+i .  . .  an]  =  C 
gesetzt  wird,  so  wird 

B=[ACl 

80.  Die  Klammersetzung  in  einem  äusseren  Produkt  ist  gleicJigültig 
für  das  liesidtat,  das  heisst 

[A{BC)\  =  [ABCl 
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Bewei».  1.  Es  seien  A,  Bj  C  einfache  Cirussen  A  ^  \ai  . . ,  aj, 
//  «=  (fci  . . .  hr\ ,   C  —  (r,  . .  .  c],  so  ist 

\A{li(:)\  =  [.ii  .  . .  a,{{h,  ...lr)ic,..,  f.))] 

=  [fli  . . .  a.^ (bi  . . .  brCi . . ,  c,y]  [79] 

—  («i  . .  .  a^6i . . .  fcrfi  .  • .  c,]  [79] 

=  [(fli . .  .  a/) '  fci  . .  .  hr)(ci. . .  c,)\  [79] 

=  [4JBC]. 

2.  Es  seien  Aj  B,  C  Summen  einfacher  Grossen ^  A  =  SA^j 
B  =  2:Bty  C  =  £Cc,  so  ist 

\A{BC)\  =  [2;^a .  (-2;  JBb .  ^C^)]  =  2:[.4a(BbCc)]  [42] 

=  2:[^lajBbC'c]  [Beweis  1] 

=  [SAa .  2:  Bf, .  2;Cf  J  [45] 

=  [ABC]. 

81.  Ifenn  fli,  . . .  am,  &i;  •  •  •  6»  Grössen  erster  Stufe  sind,  welche 
in  keiner  Zahlbeeieliung  bu  einander  stehen,  Und  A  aus  a^,  ...  am  durch 
Addition  und  Multiplikation  Jiervorgegangen  ist  und  B  aus  b^,  ...  6» ,  und 

[AB]  =  0 

ist,  so  muss  entweder  A  ^0  oder  i?  =  0  sein. 

Beweis.  Es  sei  A  von  a-ter  Stufe,  B  von  /J-ter  Stufe,  und 
seien  A^^  A^, ...  die  multiplikativen  Kombinationen  aus  a^,  .  .  .  a^  zur 
a-tcu  Klasse,  7?^,  B^j  .  . .  die  zur  /J-ten  Klasse  aus  b^,  .  .  .  6«,  so  sind 
(nach  77)  A  und  Ji  darstellbar  in  den  Formen 

A^'ZUaAa.      B  =  2Jßf,Bt, 

also  ist 

[AB\  =  2Ja,fi,\AaB,l 

liier  sind  die  [AaB\f]  als  multiplikative  Kombinationen  von 
a, ,  . .  .  a,;, ,  ij ,  . .  .  bn  zu  betrachten.  Sie  stehen  also  (nach  69)  in  keiner 
Zahlbeziehung  zu  einander.    Also  ist  (nach  28) 

arßs  =  0 
nir  jedes  /*  und  s]   also   wenn  J5  ^  0  ist,   das  heisst,  irgend  eine  der 
(irössen  /i,  ungleich  Null  ist,  so  folgt  «r  =  0  für  jedes  r,  das  heisst 
A  =0. 

82.  Wnm  eine  Summe  S  einfacher  Grössen  mit  einer  vom  Nidl  ver- 
schiedenen Grösse  erster  Stufe  a  äusscrlich  multiplicirt  Ntdl  giebt,  so  lässt 
sieh  die  erstere  (S)  als  äusseres  Produkt  darstellen ,  in  ucldiem  a  ein 
Faktor  ist,  das  lieisst  in  der  Form 

S=\aP].  tcenn  [aS]  =  0. 

M  Beweis.    Es  sei    iS  eine   Summe  von  Grössen   ??j-ter  Stufe   und 
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seien  ^i^  eg,  .  . .  6»  die  ursprünglichen  Einheiten^  so  kann  man  (naoh  20) 
zu  a  stets  noch  (w — 1)  andere  Grössen  6,  c,  . . .  der  Art  hinzufügen^ 
dass  sich  die  Grossen  e^,  . . .  e,»  aus  a,  &,  c,  . . .  numerisch  ableiten 
lassen.  Dann  lässt  sich  auch  jeder  einfache  Faktor  in  jeder  der  Grössen 
w-ter  Stufe,  deren  Summe  S  ist,  aus  a,  h,  c,  . ,  ,  numerisch  ableiten. 
Also  lässt  sich  jede  dieser  Grössen,  und  also  auch  ihre  Summe  Sj  aus 
den  multiplikativen  Kombinationen  zur  m-ten  Klasse  aus  a,  6,  c,  . . . 
ableiten. 

Es  seien  nun  [aJ5J,  [ajBJ,  ...  diejenigen  unter  diesen  Kom- 
binationen, welche  a  enthalten,  und  C^,  C^,  ...  diejenigen  unter  ihnen, 
welche  a  nicht  enthalten,  und  sei 

S=ß,  [aB,]  +  /J,[aB,]  +  . . .  +  y,0,  +  y,  C,  +  •  •  • . 

Da  nun  nach  der  Annahme  [a5]  «»  0  sein  soll,  so  hat  man 

0  =  [aS]  =  yJaCJ  +  y^CaCJ  +  -.., 

da  [aaJ?j],  [aaB^],  . . .  null  sind.  Da  nun  a  nicht  in  (7^,  C^,  . . .  ent- 
halten ist,  so  sind  [aCi],  [aC^],  ...  {lauter  verschiedene)  multiplika- 
tive  Kombinationen,  stehen  also  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander. 
Somit  folgt  aus  der  obigen  Gleichung  0  =  yi[aCi]  +  y2[^Q]  +  •••^ 
dass  y^y  y^,  ...  alle  null  sind  (nach  28).    Folglich  ist 

=  [«(/3i-Bi  +  /JÄ  +  --)]  =  [aP], 
wenn 

P^ß^B,  +  ß,B,+   '- 

gesetzt  wird. 

83.  Wenn  eine  Summe  S  einfacher  Grossen  mit  jeder  von  m,  in 
keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehenden  Grössen  erster  Stufe  a^,  . , ,  a^ 
äusserlich  multiplicirt  Null  giebt,  so  lässt  sich  S  a&  äusseres  Produkt  dar- 
stellen, in  welcJiem  a^,  ...  am  Faktoren  sind,  das  heisst  in  der  Form 

• 

S==  [a^a^ ...  amSm], 
wenn 

0  =  [a^S]  =  [a,S]  = [omS]. 

Beweis.  Es  seien  e^,  . , .  e^  die  ursprünglichen  Einheiten,  so  lassen 
sich  (nach  20)  zu  a^,  . . .  Om  noch  n  —  m  andere  Grössen  a^+i,  . . .  a» 
der  Art  hinzufügen,  dass  sich  e^,  . .  ,  Cn  aus  a^,  .  , ,  a^  numerisch  ab- 
leiten lassen.  Demnach  lassen  sich  auch  alle  in  S  vorkommenden 
Grössen  erster  Stufe  aus  a^,  ...  an  numerisch  ableiten. 

Nun  ist  angenommen  [ö^ä]  =  0,  folglich  lässt  sich  f  (nach  82)  66 
S  in  der  Form  S  =  [a^  SJ  darstellen.   Hier  ist  S^  wieder  eine  Summe 
einfacher  Grössen.    Stellt  man  die  einfachen  Faktoren  dieser  Grössen  als 
Vielfachensummen  von  a^,  ...  a„  dar,  so  kann  man,  ohne  den  Werth 
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des  Produktes  [«iSJ  zu  ilndern^  (nach  67)  in  allen  diesen  Vielfachen- 
summen das  Glied;  das  a^  enthält,  weglassen.  Nachdem  dies  geschehen, 
habe  sich  S^  in  P^  verwandelt,  so  ist 

wo  P,  nur  aus  den  ({rossen  a^, ...  an  hervorgegangen  ist  (kein  o^  enthält). 
Nun  ist  ferner  |«v,SJ  =  0,  das  heisst 

0=3[a2a,  Pi],  oder  (nach  55)   [a^a^lW  =^  0. 

Da  nun  [a^^^J  ^^^  ^^^  ^^^  Grössen  (Zg,  . . .  a„  erzeugt  ist,  so  muss 
(nach  81)  entweder  a^  oder  [«sPi]  null  sein.  Das  erste  ist  gegen 
die  Annahme,  also  [a^PJ  =0.  Somit  muss  I\  in  der  Form  [a^S^] 
darstellbar  sein;  hier  kann  wieder  in  S^  die  Grösse  a^  fortgeschafit 
werden,  ohne  den  Werth  des  Produktes  [a^SJ  zu  ändern;  es  sei 
Pi  =  [^iS^]  ■«=  [^sPg]?  wo  1\  nur  noch  aus  cr^,  . .  .  a»  erzeugt  ist  (ohne 
a^  und  a^),  so  ist 

S  =  [«1^2 'S«]  =  K«2  AI- 

Dann  ist  [a^S]  «>  0,  also 

[aj  Ol  a^  Pj]  =  0 ,     oder     [a^  a^  a^  P^]  =  0. 

Da  nun  [ogP^]  nur  aus  a^,...an  erzeugt  ist,  so  muss  (nach  81) 
entweder  [a^a^]  null  sein,  oder  [flrjPJ.  Ersteres  ist  nicht  möglich, 
weil  sonst  (nach  66)  zwischen  a^^  und  a^  eine  Zahlbeziehung  herrschen 
würde,  gegen  die  Voraussetzung.  Es  muss  also  [«sPa]  =  0  {sein}, 
also  Pj  in  der  Form  darstellbar  P^  =  [a^  P^] ,  wo  wieder  P^  nur  aus 
«4,  . . .  ttn  erzeugt  ist,  und  so  fort ,  bis  endlich 

S  =  [a^a^  ...  ClmSm] 
wird. 

84.  Wenn  eine  Summe  S  von  Grössen  m-ter  Stufe  mit  jeder  von 
m  Grössen  erster  Stufe  a^,  ...  Umj  die  in  keiner  ZcJilbeziehung  zu  ein- 
ander stellen,  äusserlidi  mnltiplicirt  Null  (jiebt,  so  ist  S  dem  äusseren  Pro- 
dukte dieser  m  Crrössen  kongruent ,  das  heisst,  wenn 

0  =  [a^S]  =  « •  •  =  [amS] ,  6*ö  ist  S  ~  [a^  .  .  .  a,,,]. 

Beweis.    Dann  ist  (nach  83)  S  in  der  Form   [a^  ...  a„tS„]   dar- 
56  stellbar;   hier  muss,  da  S  ein  Ausdruck  wi-ter  Stufe   ist,  f  S,n  von 
nullter  Stufe,  also  eine  Zahl  sein  {77},  und  dcann  können  wir  (nach  2) 
statt  S  =  [«1  ...  atnSrn]  schrcibcn 

S  EEE[a^  ...  a,„] . 

85.  Wenn  es  m  -\-l  Grössen  [  erster  Stufe }  Oj ,  . . .  a^+i  giebt,  deren 
jede  mit  einer  Summe  S  von  Grössen  m-ter  Stufe  äusserlich  multiplieirt 
Null  giebt,  so  ist  aitweder  S  =  0  oder  [«i  .  . .  «w-f  i]  =  0. 

Beweis.  Gesetzt,  es  sei  [a^  . .  .  a,n^i]  nicht  null,  also  auch  [a^ . . .  a„J 
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nicht  null;  also  a^  ^  .  . .  a,n  in  keiner  Zahlb^ziehung  zu  einander  stehend^ 
so  ist,  da  zugleich  [a^S]  =  [ogS]  =  •••  =  [a^S]  =  0  ist,  (nach  84) 
. S  =  a[a,  ...  Ojn] .  Nun  soll  abey  auch  [a^+iS]  =  0,  also  «[a^ .. .am+i]  =  0 
{ sein } ,  also,  da  [a^  . .  .  öTw+i]  nach  der  Annahme  von  Null  verschieden 
ist,  so  muss  a  =  0  { sein } ,  also  auch  /S  =  a  [«1 . . .  o^]  =  0,  das  heisst, 
es  ist  entweder  [a,  ...  a,n-\-i]  oder  S  null. 

§  4.     Ergänzung  der  Qrössen  in.  Bezug  auf  ein  Hanptgebiet. 

86.  Erklärung.  Hauptgebiet  nenne  ich  das  Gebiet  der  ur- 
sprünglichen Einheiten,  aus  welchen  alle  der  Betrachtung  unterworfenen 
Grossen  hervorgegangen  sind. 

87.  Zwei  einfache  Grössen  Ä  und  B  lassen  sich^  wenn  die  Summe 
ihrer  Stufenzahlen  die  des  Hauptgebietes  um  y  übertrifft,  in  der  Form 

darstelle.^  ^  =  [C^J,    B^[CB,], 

WO  [A^  und  JSj  einfache  Grössen  sind,  und)  C  eine  einfache  Grösse  von 
y-ter  Stufe  ist. 

Beweis.  Es  sei  «  die  Stufenzahl  von  Ä,  /J  die  von  B,  n  die  des 
Hauptffebietes,  also  .    ^ 

^  '  a-|-p  =  w  +  y- 

Dann  haben  (nach  26)  die  Gebiete  {von}  Ä  und  B  mindestens 
ein  Gebiet  (a  -{-  ß  —  n)-ter,  also  y-ter  Stufe  gemein.  Es  sei  C  eine 
{einfache}  Grösse  y-ter  Stufe  dieses  Gebietes,  so  ist  C  sowohl  der 
Grösse  A,  als  der  Grösse  B  untergeordnet,  also  (nach  79  b)  ^  in  der 
Form  [CwdLj]  und  B  in  der  Form  [CJ5,]  darstellbar,  { wo  auch  A^  und  B^ 
einfache  Grössen  sind}. 

88.  Einfache  Grössen  (n  —  l)-fer  Stufe  in  einem  Hauptgebiete  n-ter 
Stufe  geben  zur  Summe  wieder  eine  einfacJie  Grösse  (n  —  \)'ter  Stufe. 

# 

Beweis.   Es  seien  A  imd  B  die  beiden  Grössen  (w — l)-ter  Stufe,  57 
welche  in  einem  Hauptgebiete  n-ter  Stufe  liegen;  so  müssen  sie,  da 
die   Summe   (2n  —  2)   ihrer  Stufenzahlen  die   des   Hauptgebietes   um 
n  —  2  übertrifft,  (nach  87)  in  der  Form 

^  =  [Ca],    B  =  [Cb] 

darstellbar  sein,  wo  C  eine  Reihe  von  n  —  2  einfachen  Faktoren  erster 
Stufe  darstellt,  a  und  b  aber  Faktoren  erster  Stufe  sind,  also 

A  +  B=  [Ca]  -f  [Cb]  =  [C(a  +  6)].  [39] 

Hier  ist  a  +  6,  als  Summe  zweier  Grössen  erster  Stufe,  wieder 
eine  Grösse  erster  Stufe,  also  ist  A  -{•  B  als  kombinatorisches  Pro- 
dukt von  7?  —  1  Grössen  erster  Stufe  darstellbar,  also  selbst  eine  { ein- 
fache} Grösse  (n  —  l)-ter  Stufe. 
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Anm.  Hat  man  in  einem  Hauptgebiete  tz-ter  Stufe  zwei  { einfache}  Grössen 
Ä  und  B,  deren  Stufenzahlen  grösser  als  1  und  kleiner  als  n  —  1  sind,  so  giebt  ihre 
Summe  im  Allgemeinen  nicht  mein*  eine  einfache  Grösse.  So  zum  Beispiel  lässt  sich, 
wenn  a,  b,  c,  d  vier  in  keiner  Zahlbeziehung  fU  einander  stehende  GröHsen  erster* 
Stufe  sind,  die  Summe  /S  =  fa&J  -|-  [cd]  nicht  mehr  in  Form  eines  kombinatorischen 
Produktes  yon  Faktoren  erster  Stufe  durstellen.  In  der  That  müsste  dann  (nach  60) 

[S.s]  =  0 
sein    also 

0  =  [SS]  =  \(ah  +  cd)  {ah  +  cd)]  —  [ahcd]  +  [cdab] , 

da.  [a&a&]  und  [cdcd]  (nach  60)  null  sind.     Aber  da  (nach  58)  [cdab]  =  [«bcrij 

ist,  so  hätte  mau  dann 

0  =  2[a6c(i], 

das  heisst,  es  müsste  [ab cd]  null  sein,  also  (nach  66)  a,  6,  c,  d  in  einer  Zahl- 
beziehung zu  einander  stehen,  gegen  die  Voraussetzung.  Also  ist  S  dann  nicht 
in  Form  eines  kombinatorischen  Produktes  yon  Grössen  erster  Stufe  darstellbar, 
und  ist  also  dann  eine  zusammengesetzte  Grösse. 

89.  Erklärung.  Wenn  in  einem  Hauptgebiete  w-ter  Stufe  das 
kombinatorische  Produkt  der  ursprünglichen  Einheiten  e^,  e^,  ...  e^ 
gleich  1  gesetzt  ist^  und  E  eine  Einheit  beliebiger  Stufe,  das  heisst, 
entweder  eine  der  ursprünglichen  Einheiten  oder  ein  kombinatorisches 
Produkt  von  mehreren  derselben  ist,  so  nenne  ich  ,,Ergänzung  von  £" 
diejenige  Grösse,  welche  dem  kombinatorischen  Produkte  E'  aller  in 
E  nicht  vorkommenden  Einheiten  gleich  oder  entgegengesetzt  ist,  je 
nachdem  [EE']  der  absoluten  Einheit  gleich  oder  entgegengesetzt  ist; 

68  ich  bezeichne  die  Ergänzung  einer  Grösse  f  durch  einen  vor  das 
Zeichen  der  Grösse  gesetzten  vertikalen  Strich,  also  die  von  E  durch  \E. 
Die  Ergänzung  einer  Zahl  setze  ich  dieser  Zahl  gleich.     Also: 

\E=IEE']E\ 

wenn  E  und  E'  die  einfachen  Faktoren  e^,  . . .  e«  enthalten  und 

[(^l^ji   .  .  .  6ft]  ==   1 

ist;  und 

ja  =  a, 
wenn  a  eine  Zahl  ist. 

Anm.  Bei  der  Definition  ist  vorausgesetzt,  dass  [EE']  nur  entweder  -|-  1 
oder  —  1  sein  könne.  In  der  That,  da  E  und  E'  kombinatorische  Produkte  der 
ursprünglichen  Einheiten  sind,  und  E'  alle  in  E  fehlenden  Einheiten  enthält,  so 
unterscheidet  sich  [EE']  von  [CjC,  •  • .  e„]  nur  durch  die  Folge  seiner  Faktoren, 
und  beide  sind  also  (nach  67)  einander  entweder  gleich  oder  entgegengesetzt, 
also  da  [e,  c,  . .  •  c J  =  1  ist,  so  ist  [i^i^']  =  ip  l. 

90.  Erklärung.  Unter  der  Ergänzung  einer  beliebigen  Grösse  A 
verstehe  ich  diejenige  Grösse  |-4,  die  man  erhält,  wenn  man  in  dem 
Ausdrucke,  welcher  die  numerische  Ableitung  jener  Grösse  aus  den 
Einheiten  darstellt,  statt  jeder  dieser  Einheiten  ihre  Ergänzung  setzte 
das  heisst 
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WO  E^y  E^j  ...  Einheiten  beliebiger  Stufe  sind. 

Zusatz.    Wenn  n  die  *8tufenzalil  des  Hauptgebietes    und  a  die 

der  Grösse  ^  ist^  so  ist  n  —  a  die  der  Ergänzung. 

Anm.  Der  vertikale  Strich  erscheint  also  nach  diesen  Definitionen  mit  den 
Eigenschafben  eines  Faktors.    Es  hat  dieser  Faktor,  wie  sich  weiter  unten  zeigen 

wird ,  eine  auffallende  Analogie  mit  dem  imaginären  Ausdruck  Y^  i ,  so  dass 
man  ihn  unter  gewissen  Umständen  dadurch  ersetzen  kann.  Den  yertikalea  Strich 
habe  ich  gewählt,  um  darauf  hinzudeuten,  dass,  wie  ich  unten  zeigen  werde, 
diese  Ergänzung  geometrisch  durch  das  auf  einem  gegebenen  (Gebilde  senkrecht 
stehende  Gebilde  dargestellt  wird. 

91.  Das  äussere  Produkt  einer  Einheit  in  ihre  Ergänzung  ist  1, 

das  heisst 

[E\E]  =  1. 

Beweis.  Wenn  E'  das  kombinatorische  Produkt  aller  in  E  nicht 
enthaltenen  ursprünglichen  Einheiten  ist;  so  ist  (nach  89) 

\E  =  +  E', 
je  nachdem 

[EE']  =  +  1, 

AlsO;  wenn  das  untere  Zeichen  gilt^  so  ist 

[E\E]  =  [EE']  =  1, 
und,  wenn  das  obere  gilt,  so  ist  59 

[E\E]  =  -  [EK] (- 1)  =  1. 

92.  Die  Ergänzung  der  Ergänzung  einer  Grösse  A  ist  dieser  Grösse 
Ä  gleich  oder  entgegengesetzt ,  je  nachdem  das  Produkt  der  Stufenzahlen 
dieser  Grösse  einerseits  und  ihrer  Ergänzung  andrerseits  gerade  oder  un- 
gerade ist,  das  heisst 

u = (-  ly^Ä, 

wenn  q  die  Stufenzahl  von  A  und  r  die  von  \A  ist 

Beweis.  Angenommen  sei  ^e^u^^,  dass  A  ein  kombinatorisches 
Produkt  der  ursprünglichen  Einheiten  sei,  und  JB=(.4  seine  Er- 
gänzung, so  enthält  nach  der  Definition  B  alle  die  Einheiten,  welche 
dem  A  fehlen,  und  zwar  so,  dass  [il|-4]  =  1,  also 

•  [AB^  =  1 

V 

ist.  Die  Ergänzung  von  B  wiederum  ist,  da  A  alle  Einheiten  enthält, 
die  der  Grösse  B  fehlen,  (nach  89)  der  Grösse  A  gleich  oder  ent- 
gegengesetzt, je  nachdem  \BA\  der  absoluten  Einheit  gleich  oder  ent- 
gegengesetzt ist;  nun  ist  (nach  58)  [B^]  =  ( — 1)«''[-4JB],  wenn  q 
und  r  die  Stufenzahlen  von  A  und  B  sind;  also,  da  \_AB^  «=  1  ist, 

\BA-\  =  (- 1)«^ 
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somit  auch  die  Ergänzung  von  li  gleich  -\- A  oder  — -4,  je  nachdem 
( —  !)'''■  gleich  -f  l  oder  —  1  ist,  das  heisst 

Aber  B  war  gleich    A  angenommen,  somit 

A^^i-iy^A, 

wenn  A  ein  kombinatorisches  Produkt  der  ursprünglichen  Einheiten  ist. 
Es  sei  zweitens  A  eine  beliebige  Grösse  r^-ter  Stufe,  ihre  Ergänzung 
von  r-ter  Stufe,  und  sei 

A  =  «iJ?!  +  aJJ^  +  •••, 

wo  E^y  E^y  ...  kombinatorische  Produkte  der  ursprünglichen  Einheiten, 
a^,  «2,  ...  Zahlen  sind,  so  ist  (nach  ÜO) 

M  =  ai  ^>\  +  «ai^i  H ; 

somit,  da    E^j    E^  wieder  Einheitsprodukte  sind, 

{A  =  a,;E^  +  «ä'Ti^H . 

60  Nun  sind  J?,,  -Ej,  ...  von  gleicher  Stufe  mit  A,  also  von  f  q^-i^x 
Stufe,  und  ihre  Ergänzungen  von  r-ter  Stufe;  also  ist  nach  dem  ersten 
Theile  des  Beweises  \E^  =  (—  ly^'E^y   ,£,  =  (—  O^'^ii^,  . . .,  somit 

=  {—V)9'^A, 

93.   Ist  die  Stufenzahl  (n)  des  Hauptgehietes  ungerade^  so  ist 

\A  =  A. 
Ist  n  gerade,  so  ist 

A  =  (-  1)'^, 

wenn  q  die  Stufenzalil  von  A  ist. 

Beweis.  Denn  dann  ist  die  Stufenzahl  von  A  gleich  (w  —  g)^ 
also  (nach  92)  A  =  ( —  l)^^'*~''^-4..  Ist  nun  n  ungerade,  so  ist  ent- 
weder q  oder  w  —  q  gerade,  also  ( —  l)v(«— ?)  =  i  und  also  dami 
A  =  A.  Ist  n  gerade,  so  ist  q(n  —  q)  gerade  oder  ungerade,  je 
nachdem  q  es  ist,  also  dann  (—  l)'/('»-7)  =  ( — lyi^  und    A  =  ( — l^A. 

Anm.  Sind  q  und  r  beide  ungerade,  wie  zum  Beispiel,  wenn  man  die  Er- 
gänzungen von  Grösaeu  erster  Stufe  in  einem  Gebiet  zweiter  Stufe  betrachtet,  so 
wird  WA  =»  —  A,  so  dass  also  in  diesem  Falle  das  Zeichen  |  denselben  Gesetzen 

unterliegt,  wie  t  =  }/  —  1,  und  wir  erhalten  daher  hier  eine  reelle  Bedeutung 
des  Imaginären. 

Es  wird  sich  bei  der  Anwendung  auf  die  Geometrie  zeigen,  dass  Strecken, 
das  heisst  Linien  von  bestimmter  Richtung  und  Länge,  als  Grössen  erster  Stufe 
zu  betrachten  sind,  und  dass  in  Bezug  auf  sie  die  Ebene  als  Gebiet  zweiter  Stufe 
erscheint,  so  dass  also  hier  der  obenerwähnte  Fall,  wo  \\Ä  =  —  A  ist,  eintritt. 
Ich  werde  zeigen,  dass  die  Ergänzung  einer  Strecke,  wenn  mau  als  urspnuigliche 
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Einheiten  zwei  gegeneinander  senkrechte  Strecken  von  gleicher  Länge  annimmt, 
die  auf  ihr  senkrechte  Strecke  ist,  und  man  sieht  daher  schon  hier,  dass  die  reelle 
Bedeutung,  die  wir  hier  dem  Imaginären  beilegen,  genau  der  geometrischen  Be- 
deutung desselben,  wie  sie  von  Gauss  zuerst  aufgefasst  wurde,  entspricht;  nur 
dass  diese  Bedeutung  hier  in  allgemeinerer  Form  hervortritt. 


§  5.     Produkt  in  Beeng  auf  ein  Hauptgebiet. 

94.  Erklärung.  Wenn  die  Summe  der  Stufenzahlen  zweier  Ein- 
heiten kleiner  oder  ebenso  gross  ist  als  die  Stufenzahl  n  des  Haupt- 
gebietes, so  verstehe  ich  unter  ihrem  progressiven  Produkte  ihr 
äusseres  Produkt,  jedoch  mit  der  f  Bestimmung,  dass  das  progressive  ci 
Produkt  der  «  ursprünglichen  Einheiten  1  sei.  Hingegen,  wenn  die 
Summe  der  Stufenzahlen  zweier  Einheiten  grösser  ist  als  die  Stufen- 
zahl (n)  des  Hauptgebietes,  so  verstehe  ich  unter  ihrem  regressiven 
(eingewandten)  Produkte  diejenige  Grösse,  deren  Ergänzung  das  pro- 
gressive Produkt  der  Ergänzungen  jener  Einheiten  ist. 

Das  progressive  und  {das}  regressive  Produkt  fasse  ich  zusammen 
unter  dem  Namen  des  auf  ein  Hauptgebiet  bezüglichen  Produktes. 
Die  Bezeichnung  ist  für  alle  diese  Produkte  dieselbe,  nämlich  die 
einer  das  Produkt  umschliessenden  Klammer.    Also 

\[EF]=^[\E\F], 

wenn  die  Summe  der  Stufenzahlen  von  E  und  F  grösser  ist,  als  die 
Stufe  (n)  des  Hauptgebietes,  und 

wenn  e^,  c^,  ...  en  die  Reihe  der  ursprünglichen  Einheiten  ist. 

Anm.  Auf  die  hier  behandelte  Multiplikation  und  auf  die  algebraische 
lassen  sich  alle  Multiplikationen,  die  überhaupt  für  die  Wissenschaft  von  Interesse 
sind,  zurückfahren.  Es  kommt  daher  nur  darauf  an,  diese  beiden  Multiplikations- 
gattungen von  einander  durch  die  Bezeichnung  unzweideutig  zu  unterscheiden. 

Wenn  man  bei  der  algebraischen  Multiplikation  alle  überflüssigen  Klammem 
vermeidet,  also  nie  ein  algebraisches  Produkt,  welches  mit  einer  andern  Grösse 
durch  Addition,  Subtraktion,  Multiplikation,  Division  verbunden  werden  soll,  durch 
eine  Klammer  umschliesst,  so  wird  eine  in  diesen  Fällen  angewandte  Klammer 
stets  ein  unzweideutiges  Zeichen  der  bezüglichen  Multiplikation  sein.  In  den- 
jenigen Fällen,  wo  das  algebraische  Produkt  so  verknüpft  wird,  dass  eine  Klammer- 
setzung nöthig  wird,  also,  wenn  das  Produkt  potenzirt  oder  logarithmirt  werden 
soll,  oder  in  ein  Funktionzeichen  (wozu  auch  Summenzeichen,  Differenzialzeichen, 
und  so  weiter  gerechnet  werden  können)  einrückt,  so  wird  wieder  alle  Zwei- 
deutigkeit gehoben,  wenn  man  in  diesem  Falle  entweder  für  die  bezügliche  Multi- 
plikation zwei  Klammem  anwendet,  oder,  was  bequemer  erscheint,  für  diese  Fälle 
dem  algebraischen  Produkte  stets  die  runde  Klammer,  dem  bezüglichen  die  eckige 
zuweist,  während  man  in  den  erstgenannten  Fällen  nach  Bequemlichkeit  über 
beide  verfügt. 

Qrassmann,  Werke.    I..2.  5' 
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Es  ist  noch  zu  erwähnen,  dass  die  gewählte  Bezeichnung  für  die  Tenchie- 
denen  Arten  der  bezüglichen  Multiplikation,  sobald  das  Huuptgebiet  bekannt  ist, 
durchaus  zureichend  ist  und  keinen  Verwechselungen  Kaum  giebt,  und  dass  die 
Rechnungsgesetze  überall  dieselben  sind,  und  nur  noch  von  den  Stufenzahlen  der 
zu  Terknüpfenden  Grössen  und  Ton  der  des  Hauptgebietes  abhängen. 

62  95,    Wetin  q  und  r  die  Stnfenzalilcn  zweier  Grössen  A  und  B  sind, 

und  n  die  des  Hauptgd)ietes,  so  ist  die  Stufeiusald  des  Produktes  [Ali] 
erstens  gleicJi  g'  +  ^,  wenn  g  +  r  Meiner  als  n  ist,  zweitens  gleich 
g  +  r  —  n,  wenn  g  +  r  grösser  oder  ebenso  gross  als  n  ist,  in  beiden 
Fällen  also  Jcongruent  der  Summe  der  Stufvnzdlden  in  Bezug  auf  den 
Modul  w,  das  heisst,  wenn 

so  ist 

s  ^z^q  -}-  r  {MoiL  n), 

wo  q,  r,  s,  n  bcziehlidi  die  Stufenza/den  von  A,  B,  C  und  vom  Haupt- 
gebiete  sind. 

Beweis.    Ist  q  -}-  r  <,n  uiid 

A  =  [«1«,  . . .  a,j\,     B  =  [iiijj  .  .  .  irl , 

wo  «,,...  o.iy  b^, ...  br  Grössen  erster  Stufe  sind,  so  ist  [AB]  als  pro- 
gressives Produkt  zu  betrachten,  also 

C  =  [AB\  =  [{(tiü^  . .  .  ^/JC^^ä  . . .  br)\ 

=  [a^a^  . .  .  a^6i&2  •  •  •  M;  l^ö] 

also  (nach  77)  die  Stufenzahl  des  Produktes  =  7  +  r. 

Wenn  {/  +  '*  =  ^*  ^^^f  ^^  wird,  da  (nach  1)4)  das  Produkt  der  w 
Einheiten  =  1  gesetzt  ist,  und  also  auch  das  Produkt  von  w  Grössen 
erster  Stufe  eine  Zalil  wird,  die  Zahlen  aber  (nach  77)  als  Grössen 
nuUter  Stufe  aufzufassen  sind,  die  Stufenzahl  des  Produktes  gleich  Null, 

also  =(?  +  '*  —  ^^  • 

Wenn  endlich  7  +  r  grösser  als  n  ist,  so   ist   (nach  1)4),   wenn 

A  und  B  Einheiten  beliebiger  Stufen  sind, 

\C=[\ABl. 

Aber  (nach  90,  Zusatz)  sind  die  Stufenzahlen  von  |.4,  B,  C  gleich 
n  —  q,  n  —  r,  n  —  s;  nun  ist  n  —  q  -\-  n  —  r  =  n  —  {q  +  r  —  n), 
also  kleiner  als  «,  somit  ist  (nach  dem  ersten  Theile  des  Beweises) 
die  Stufenzahl  des  Produktes  [-4|i^]  gleich  der  Summe  der  Stufen- 
zahlen seiner  Paktoren,  also 

n  —  s  =  71  —  (Z  +  w  —  r, 

das  heisst 

ü  =  q  -{-  r  —  n. 

Somit  gilt  das  zu  erweisende  Gesetz  für  den  Fall,  dass  .1  und  B 
Einheiten  beliebiger  Stufen  sind.    Da  nun  aber  jede  aus  den  Einheiten 
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numerisch  abgeleitete  Grösse  mit  den  Einheiten  von  gleicher  Stufe  ist, 
so  gilt  der  Satz  auch  für  beliebige  Grössen. 

96.  Weiin  n  die  Stvfenzahl  des  Hauptgebietes  isty  so  ist  die  Stufen- 
zM  eines  beliebigen  auf  dies  Gebiet  bezüglichen  f  Produktes  der  Summe  63 
der  Stufemahlen  seiner  FaJctoreti  kongruent,  in  Bezug  auf  den  Modul  n, 
oder,  die  Stufenzahl  des  Produktes  ist  gleich  dem  Divisionsreste,  welcher 
bleibt,  wenn  man  die  Summe  der  Stufenzahlen  aller  Faktoren  durch  die 
Stufen  zahl  des  Hauptgebietes  dividirt;  also,  wenn 

R  ==  [ABC  . . .] 
?^^,  so  ist 

p  rd  a  -f-  /3  -f-  y  +  •  •  •  {Mod.  n), 

tvenn  q,  a,  ß,  y,  , ,  .  die  Stufenzahlen  von  H,  A,  B,  C,  ...  sind  und 
n  die  des  Hauptgebietes  ist. 

Beweis.    In  95  ist  gezeigt,  dass  die   Stufenzahl   des   Produktes 

zweier  Grössen  der  Summe  der  Stufenzahlen  dieser  Grössen  kongruent 

ist,  in  Bezug  auf  den  Modul  ik    Tritt  nun  zu  dem  Produkte  noch  ein 

Faktor  hinzu,  so  bleibt  aus  gleichem  Grunde  das  Gesetz  noch  bestehen, 

und  so  fort,   also   gilt  es    für   beliebig  viele  Faktoren.     Da  nun   die 

Stufenzahl  immer  kleiner  als  n   und  nie  negativ  ist,  so  gilt  der  Satz 

auch  in  der  zweiten  Fassung. 

Anm.  So  zum  Beispiel  ist  die  Stufenzahl  eines  Produktes  von  sieben  Fak- 
toren dritter  Stufe,  in  Bezug  auf  ein  Hauptgebiet  vierter  Stufe,  gleich  Eins  (a. 
Crelle's  Journal  Bd.  49,  S.  12).  {In  der  Abhandlung:  Grundsätze  der  stereometri- 
schen  Multiplikation. } 

97.  Das  Produkt  der  Ergänzungen  zweier  Grössen  ist  die  Ergänzung 
des  Produktes  dieser  Grössen,  das  heisst 

[\A'ß]  ==  \[AB]. 

Beweis.  1.  Wenn  die  Stufenzahlen  a  und  ß  der  Grössen  A  und  B 
zusammen  grösser  sind  als  die  Stufenzahl  n  des  Hauptgebietes,  das 
heisst,  a  +  /3  >  ??. 

Dann  sei 

A^ZarEr,     B=ZßsF,, 

wo  Er,  Fs  Einheiten  sind,  so  ist  (nach  90) 

[A  =  ZarlEr  und  |ß  =  2:ß,\F,. 
Also 

['A\B\  =  [2:ar\Er.£ßs\F.]  =  i:arßA\Er\F,]  [42] 

==  Zarß^lErF,]  [94] 

=  \Zarß.[ErF;\  [90] 

^{[ZarEr.Sß.Fs]  [42] 

.     •        -\[ÄB]. 

5* 
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2.  Wenn  a  -{-  ß  ^=  n  ist;  dann  gilt  der  Satz  zunächst  für  die 
Einheiten. 

64  Es  seien  E  und  F  Einheiten^  das  heisst,  kombinatorische  Pro- 

dukte der  ursprünglichen  Einheiten  e^,  . .  ,  e^. 

Enthält  zuerst  li  eine  ursprüngliche  Einheit,  die  auch  in  F  vor- 
kommt,  so  können  in  E  und  F,  da  sie  zusammen  nur  n  einfache 
Faktoren  enthalten,  nicht  alle  ursprünglichen  Einheiten  vorkommen; 
es  muss  also  mindestens  eine  dieser  Einheiten,  etwa  r^,  in  beiden 
Grossen  E  und  i^  fehlen;  nun  cnthiilt  \E  alle  ursprünglichen  Einheiten 
die  in  E  fehlen,  also  auch  e,,  und  \F  alle  die  in  F  fehlen,  also  auch 
^, ,  somit  enthalten  \E  und  \F  beide  die  ursprüngliche  Einheit  e^,  es 
ist  also  (nach  60)  [jJBIi^"!  =0,  aber  auch  \EF]  =  0y  da  /;  und  F 
nach  der  Annahme  beide  ein  und  dieselbe  ursprüngliche  Einheit  ent- 
halten, somit 

[K  F]  =  [EF\. 

Wenn  zweitens  E  keine  ursprüngliche  Einheit  enthält,  die  auch 
in  F  vorkommt,  so  muss,  da  E  und  F  im  Ganzen  n  Faktoren  ent- 
halten, deren  jeder  eine  der  ursprünglichen  Einheiten  ist,  [EF\  ein 
Produkt  sämmtlicher  n  Einheiten  sein.    Dann  aber  ist  (nach  80) 

\E=[EF]F  und  \F—[FE]E, 

wo  [EF]  und  [FE]  nur  entweder  +  1  oder  —  1   sind.    Dann  ist 

IE\F]  =  [EF]  [FE\  \FE\. 

Aber  [FE][FE\   ist  entweder    1.1    oder    (—1 ).(—!),  also    beide- 

male  1     Somit  ist 

[\E\F]  =  [EF], 

wie  im  vorigen  Falle.     Da  nun  \EF]  eine  Zahl  ist,  so  ist  (nach  89) 
[FF]  =  \\EF].     Somit  in  beiden  Fällen 

[\EF]  =  lEFl 

Da  nun  das  Gesetz  für  Einheiten  gilt,  so  folgt  ganz  wie  in  Be- 
weis 1,  dass  es  auch  für  beliebige  Grössen  gilt,  vorausgesetzt,  dass 
die  Summe  der  Stufenzahlen  n  sei. 

3.  Wenn  a  +  /3  <  n,  dann  sei  A  =  \Ä  und  B  =  B\  Ist  nun 
zuerst  n  ungerade,  so  ist  (nach  93) 

\A  =  A'  =  Ä  und  ebenso    B  =  ,J5'  =  B\ 
Also 

[A\B\  =  [AB']  =   [A'B'].  Lnach  93] 

Aber,  da  die  Stufenzahlen  von  A'  und  B'  beziehlich  =w  —  a,  n  —  ß 
66  sind  (90,  Zusatz),  so  sind  die  Stufenzahlen  von  A'  und  B'  f  zusammen- 
genommen =  ^271  —  a  —  ß  ^=  n  -{-  (n  —  a  —  ß).     Nun  ist  n  —  a  —  ß 
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positiv,  da,  tt  -}-  ß  nach  der  Annahme  kleiner  als  u  ist,  somit  ist 
n  +  (w  —  a  —  ß)>ny  also  die  Summe  der  Stufenzahlen  von  Ä  und  B' 
grösser  als  n.     Also  ist  nach  Beweis  1 

\\_ÄB']  =  [\Ä\B']=^[AB]. 
AJso 

li[A'5']  =  |[4B], 
aber  auch 

\\[ÄB'].^WA\B], 
wie  oben  gezeigt,  also 

[\A\B]  ^  \{AB^. 

{Ist  endlich  n  gerade j  so  ist  (nach  93) 

A  =  A  =  (-  ly-^'Ä  und  \B  =  \\B'  =  (—  ly-ßß', 
also 

\\A\B]  =  (-  l)«'-«-/^[i4'B']. 

Nun  ist  die  Summe  der  Stufenzahlen  von  Ä  und  B\  wie  schon  vorhin 
beim  Falle  eines  ungeraden  n  gezeigt  wurde,  grösser  als  n.  Es  wird 
daher  (nach  Beweis  1) 

lÄB']  =  [1^'iBT  =  [AB\ 
und  somit 

Da  aber  die  Stufensumnle  der  Faktoren  des  Produktes  [il'B'],  wie 
soeben  erwähnt  wurde,  grösser  als  n  ist,  so  hat  (nach  95)  die  Stufen- 
zahl des  Produktes  [^'£']  selbst  den  Werth 

(n  —  a)  -{-  {n  —  ß)  —  n  =  n  —  «  —  /3 ; 

es  wird  also  (nach  93) 

UB]  =  li  [A'B'^  =  (-  ly-'-t'iÄ B-\, 

oder,  da  n  nach  der  Voraussetzung  eine  gerade  Zahl  ist,  auch 

\[AB]  =  (-  ly^-^-^lÄ B'^. 

Man  erhält  daher  für  |[-4J5]  denselben  Werth  wie  oben  fttr  [|4|B], 

also  gilt  die  Formel 

\_\A\B-\  =  UB] 

auch  in  diesem  letzten  Falle.} 

Zusatz.  Wenn  das  Produkt  zweier  Grössen  ein  progressives  ist,  so 
ist  das  ihrer  Ergänzungen  ein  regressives,  vorausgesetzt,  dass  man  das 
Produkt  nullter  Stufe  zugleich  ah  ein  progressives  und  als  ein  regressives 
betra^chtet. 

Beweis.  Denn  ist  [AB^  ein  progressives  Produkt,  so  ist  {nach  94} 
a-^-ß^n,  wenn  «  und  ß  die  Stufenzahlen  von  A  und  B  sind.  Dann 
sind   {nach  90,  Zusatz}  die  der  Ergänzungen  n  —  «  und  n  —  ß,  aber 
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u  —  a  —  /3  >  0,  also  auch  n  —  «  +  w  —  /3  >  ;?,  das  heisst  { nach  94 } , 
(las  Produkt  der  Ergänzungen  {ist}  ein  regressives. 

98,  Das  Produkt  der  Ergänzungen  mehrerer  Grössen  ist  die  Er- 
gänzung des  Produktes  dieser  Grossen  y  das  heisst 

\\A\B\C  .,.]=  [ABC  ,..\. 

Beweis.    Es  gelte  der  Satz  für  m  Faktoren,  das  heisst,  es  sei 

1     A^     A.^      •     .    •        A.,„\     B=3     ||   /Jj    /l^      ...     A„,\y 

so  gilt  er  auch  itir  m  -|-  1  Faktoren.    Denn  es  komme  noch  ein  Faktor 
1.4^4.1  auf  beiden  Seiten  obiger  Gleichung  hinzu,  so  ist 

f'-4,  Ä^  , .  .    ^4,;,  l-.'l;,,^!]  =  [  {^lA^  . . .  A,„)  A,u^l] 

=  [A^A^  . . ,  ^,«^,4.1!.  [07] 

Gilt  der  Satz  also  für  irgend  eine  Faktorenzahl,  so  gilt  er  auch 
für  die  nächst  höhere,  also  auch  filr  jede  höhere  FaktorenzahL  Da 
er  nun  (nach  07)  für  zwei  Faktoren  gilt,  so  gilt  er  auch  für  be- 
liebig viele. 

99.  Ins  Besondere  ist 

\  a  b  . .  .J  =  \[ah  . .  .], 

wenn  «,  b,  ...  Grössen  erster  Stufe  sind. 

Zusatz.  Es  folgt  hieraus,  dass  ein  regressives  Produkt,  dessen 
Faktoren  die  Ergänzungen  von  Grössen  erster  Stufe  sind,  als  ein 
kombinatorisches  betrachtet  werden  kann,  dessen  einfache  Faktoren 
von  (n  —  l)-ter  Stufe  sind. 

66  100.   Die  Ergänzung  eines  Polynoms  erhält  maVy  indem  many  ohne 

die  Vorzeidien  der  Glieder  zu  ändern y  von  jedem  die  Ergänzung  nimmt y 
das  heisst  _ 

i(yl  +  B  +  •-.)  =  1^  +  !-B  +  •••• 
Beweis.    Es  sei 

A^^LarEry       B  =  2JßrEry    .      ., 

so  ist 

(.4  +  5  +  .  .  .)  =  li^arEr  T-  ^ßrEr  +•••)  =  i^(«r  +  ßr  +  "  ')Er 

=  Z{ar'^ßr+'")Er  [00] 

=  2:ar\Er+  2Jßr\Er^--- 

=  IZarEr  +    ZIßrEr  +  "  '  [90] 

=  U+  B+". 

101.  Eine  Gleichung y  in  welclier  keine  andern  Verknüpfungen  als 
die  in  Kap,  1  und  3  behandelten  vorkommen  y  bleibt  auch  bestehen  y  wenn 
man  statt  der  darin  vorkommenden  Grössen  iiire  Ergänzungen  setzt,  das 
Jieissty  wenn 
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f{A,B,...)  =  fiÄ',B',...) 

ist,  wo  f  und  (p  Zeichen  von  Verknüpfungen  sind,  die  den  genannten 
Kapiteln  angehören,  so  ist 

f{\A,  \B,  . . .)  =  9>(M',  \B',  ■■■)■ 
{Ebenso  folgt  umgekehrt  aus  der  letzten  Gleichung  die  erste.) 

Beweis.  Da  gleiche  Grössen,  derselben  Verknüpfung  unterworfen, 
Gleiches  liefern,  so  muss,  wenn 

aA,B,...)^q>iA',B',...) 
ist,  auch 

fXA,B,...)^\fpiA',B',...) 

sein.  Nun  können  keine  andern  Verknüpfungen  vorkommen  als  Ad- 
dition, Subtraktion  und  die  bezügliche  Multiplikation,  zu  welcher  auch 
die  Multiplikation  mit  Zahlen  gerechnet  werden  darf.  Für  Addition 
imd  Subtraktion  ist  in  Satz  100  bewiesen,  dass  man,  statt  von  der 
Verknüpfung,  von  den  Verknüpfungsgliedern  die  Ergänzungen  nehmen 
kann,  und  dasselbe  gilt  (nach  98)  von  der  bezüglichen  Multiplikation, 
also  für  alle  auf  beiden  Seiten  vorkommenden  Verknüpfungen. 

{Andrerseits  ergiebt  sich  aus  92  sofort,  dass  für  jede  beliebige 
Grösse   Ä   von   ^-ter   Stufe   in   einem   Hauptgebiete   n-ter    Stufe    die 

Gleichung 

Ä  =  (—  !)'?(«-?)(—  l)3(«-9>^  =  A 

gilt.    Weiss  mau  daher,  dass  eine  Gleichung  von  der  Form 

n\A,\B,...)=^g>{\A',\B',...) 

besteht,  so  erkennt  man,  indem  man  den  oben  bewiesenen  Satz  dreimal 
auf  diese  Gleichung  anwendet,  dass  auch  die  Gleichimg 

f{A,B,...)=^tp(A\B',,,.) 
gültig  ist.} 

Anm.  Es  tritt  hierdurch  die  volle  Reciprocität  zwischen  beliebigen  Grössen 
und  ihren  Ergänzungen,  also  überhaupt  zwischen  Grössen  w-ter  und  (n  —  m)-ter 
Stufe  hervor,  wenn  das  Hauptgebiet  von  n-ter  Stufe  ist;  namentlich  ist  die  Reci- 
procität zwischen  Grössen  erster  und  (n — l)-ter  Stufe  von  Interesse.  Noch  an- 
schaulicher wird  sich  diese  Reciprocität  weiter  unten  entfalten. 

102.    Wenn  E,  F,  G  Einheiten  sind,  deren  Stufemahlen  zusammen  67 
n  {Stufenzahl  des  Hauptgehietes)  betragen  ^  so  ist 

[EF,EG]^[EFG]E. 

Beweis.  Wir  können  zwei  Fälle  unterscheiden,  entweder  [JEJF'Ö] 
enthält  gleiche  Faktoren  oder  nicht.  Enthält  es  gleiche,  so  muBs,  da 
die  Anzahl  seiner  einfachen  Faktoren,  nach  der  Voraussetzung,  gleich 
n,  gleich  der  Anzahl  der  ursprünglichen  Einheiten  ist,  eine  dieser  Ein- 
heiten, etwa  ej,  unter  den  Faktoren  von  [EFG]  fehlen. 
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Nun  sei  [EF]  '=\Q,  so  muss  (nach  89)  Q  diesen  auch  in  [EF] 
fehlenden  Faktor  ^j  enthalten;  ebenso  sei  [EG]  =  li,  so  muss  7t 
diesen  Faktor  gleichfalls  enthalten.  Also  ist  dann  (nach  60)  [Qlt] 
gleich  Null.     Nun  ist 

[EF.EG]^[\Q,R]  =  \[QE],  [97] 

also  gleich  der  Ergänzung  von  [QIl]  =  0,  also  (nach  89)  selbst  null. 
Aber  es  ist  auch  [EFG]^  da  es  nach  der  Annahme  gleiche  Faktoren 
enthält,  null,  somit  beide  Seiten  der  zu  erweisenden  Gleichung  null. 

Wenn  dagegen  [EFG]  keine  gleichen  Faktoren  enthält^  so  muBS 
esy  da  es  n  Faktoren  enthalten  soll  und  zwar  keine  andern  als  ur- 
sprüngliche Einheiten,  ein  Produkt  der  n  ursprünglichen  Einheiten 
sein.     Dann  ist  (nach  80  (und  80}) 

\G  =  [GEF]  [EF\,    ,F=  [FEG]  \EGl 

Da  hier  [GEF]  und  [FEG]  als  Produkte  sämmtlicher  Einheiten 
e^y  ...  Cn  gleich  +[f*ie^  ...  e«],  also  (nach  fU)  =«  4I  1  sind,  und  die 
Multiplikation  mit  +  1  gleiches  Resultat  mit  der  Division  durch  +  1 
liefert,  so  können  wir  die  obigen  Gleichungen  auch  so  schreiben: 

[EF]  =  [GEF]  G,    [EG]  =  [FEG]  \F, 

Dann  wird,  da  man  überdies  Zahlfaktoren  beliebig  ordnen  darf, 

[EF.EG]  =  [GEF]  [FEG]  [\G'F]  =  [GEF]  [FEG]  \\GF]   [97] 
=  [G  EF]  [FEG]  [G  FE]  E,  [89] 

Nun  ist  [EF]  =  -(-  [FE]  (nach  58).  Vertauscht  man  also  in 
dem  gewonnenen  Ausdrucke  zweimal  E  mit  F,  so  bleibt  sein  Werth 
uugeändert,  und  so  wird  er 

=  [GEF]  [EFG]  [GEF]E. 

68  Aber,  da  [GEF]  =  +  1  ist,  so  wird  [GEF][GEF]  =  1  und  somit 

erhält  man 

IEF.EG]=^[EFG]E. 

108.  Wenn  A,  B^  C  einfache  Grössen  sind  und  die  Summe  ihrer 
Stufenzahlen  gleich  der  Stufenzahl  n  des  Hauptgebietes  ist,  so  ist 

[AB.AC]  =  [ABC]A. 

Beweis.  Angenommen,  die  Formel  103  gelte  für  den  Fall,  dass 
A,  Bj  C  keine  andern  Faktoren  enthalten  als  die,  welche  einer  ge- 
gebenen Reihe  von  n  Grössen  erster  Stufe  a,,  a^y  a^y  ...  angehören, 
so  zeige  ich,  dass  sie  auch  noch  gelte,  wenn  man  statt  einer  dieser 
n  Grössen,  etwa  statt  a,,  eine  aus  ihnen  numerisch  abgeleitete  setzt, 
etwa 

a  z=z  a^Oi  -f"  ^2^2  +  •  •  •  =  Uttrar- 
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Es  kann  a,  entweder  in  A  oder  B  oder  C  enthalten  sein.  Ist  a,  in 
B  enthalten,  so  sei  B  ==  [a^D],  und  verwandle  sich  B  durch  die  obige 
Substitution  in  J?'  ==  [o'D].     Dann  wird 

[AB' .  AC]  =  [A{{i:arar)D}  .AC]^  i:ar[A(arD)  .  AC]   ' 

^I]ar[A{arD)C]A, 

da  nach  der  Annahme  Formel  103  för  den  Fall,  dass  die  betrachteten 
Grössen  nur  a^^  a^,  ...  als  einfache  Faktoren  enthalten  ^  gelten  soll. 
Also  ist 

[AB\  AC]  =  2]ar[A{arD)C]A'^[A[{2]arar)D]Cr\A  =  [A{aD)C'\A 

=  [AB'C]A. 

Genau  dieselben  Schlüsse  gelten,  wenn  a^  in  C  enthalten  ist.  Es 
bleibt  also  nur  der  Fall  zu  behandeln,  wo  a^  in  il  enthalten  ist. 

In  diesem  Falle  verwandle  sich  zunächst  a^  in  a's=  a^a^  -f*  ^^s; 
und  sei  A  ==  [^iD],  also 

das  heisst 

(*)  A' =.  a,Ä  +  a,[a,D]. 

Sollte  a^  noch  in  D  enthalten  sein,  so  wäre  der  letzte  Summand 
(nach  60)  null;  es  verwandelte  sich  also  Ä  nur  in  sein  Vielfaches, 
also  würde  dann 

[A'B .  ÄC]  =  a,'[AB  .  AC]  =  a,^[ABC]A 

=  [a,ABC]a,Ä  =  [A'BC]A\ 

Also  bleibt  nur  noch  der  Fall  zu  betrachten,  wo  o,  in  £  oder 
in  Cy  zum  Beispiel  in  B  vorkommt.   In  diesem  Falle  sei  f  JB  =»  [Oa-E].  69 
Es  war,  wie  oben  (*)  gezeigt,  ^'  =  «j-ä  +  ««[ö^a-^]?  ^^^  da  a,  in  J? 
als  Faktor  enthalten  ist,  und  also  [a^DB]  null  wird,  so  ist 

(**)  [A'B]  =  a,[AB]; 

femer  ist 

[ÄC]  =  [ia^A  +  a,[a,D])C]  =  a,[AC]  +  a^ia^DC], 
also 

[A'B  .  A'C]  =  ai^[AB  .  AC]  +  aia^[AB .  a^DC] 

=  a^^lABC]  A  +  a^a^lAB  .  a^DC]. 
Aber 

[AB.aiDC]='la^DiatE).atDC]  =  —  [a^D{a^E).atDa\  [{80),  55] 

^  —  [a^D  (a,  E)  C]  [«r,  D] . 

Letzteres  nämlich  ist  der  Fall,  da  die  drei  Grössen  [a,i)],  [a,£]  und  C 
keine   andern    Faktoren   enthalten,   als    solche,   die   der   Orössenreihe 
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^17  ^if  ^s;  •  •  •  angehören,  und  die  Summe  der  Stufenzahlen  n  ist^  also 
die  Bedingungen  alle  erfüllt  sind,  unter  denen  die  Geltung  der  Formel 

[AB,AC]  =  [ABCliA 

angenommen  war.     Somit  wird 

[A'B.A'C]  «  a,'[ABC]A  —  ct,a,[(J^D{a^E)C]\a,I)] 

=  a,'[ABC]A  +  (t,a,\a^D{a^E)C][a,I)]  [{80},  55] 

=  a,'[ABC]A  +  a,a^[ABC][aJ)] 

=  a,[ABC]{a,A  +  a,\a,I)]) 

^[a,ABC]A'  [*] 

=  [A'BC\A\  (♦») 

dasselbe  gilt,  wenn  a^  in  C  statt  in  B  enthalten  war.  Also  ist 
gezeigt,  dass  die  Formel  immer  bestehen  bleibt,  wenn  man  einen  Faktor 
«1  in  «löj  +  «2^2  verwandelt,  also  auch,  wenn  man  diesen  wieder  in 
a^üi  +  «2^2  +  «3^3  verwandelt  und  so  fort. 

Es  ist  also  jetzt  vollständig  erwiesen,  dass,  wenn  die  Formel  103 
für  irgend  eine  Reihe  von  n  Grössen  erster  Stufe  aj,  a^,  ...  fu  gilt, 
welche  die  einfachen  Faktoren  der  Grössen  Ay  B,  C  bilden,  sie  auch 
noch  bestehen  bleibt,  wenn  man  statt  irgend  eines  dieser  Faktoren 
eine  aus  jenen  Grössen  Aj,  . . .  a«  numerisch  abgeleitete  (Grösse}  setzt. 
Da  sich  dasselbe  wieder  auf  die  so  hervorgehende  Reihe  von  Grössen 
anwenden  lilsst,  so  folgt,  dass  die  Formel  auch  noch  bestehen  bleibt, 
wenn  man  statt  der  einfaclien  Faktoren  der  Grössen  Ay  B,  C  beliebige 
aas  jenen  Grössen  a^  ...  a»  numerisch  abgeleitete  Grössen  setzt. 

In  der  That,  es  seien  zum  Beispiel  &i,  ...  bn  solche  aus  a^y  .  .  .  an 
numerisch  abgeleitete  Grössen.  Wie  diese  auch  beschaffen  seien,  immer 
wird  sich  (nach  17)  unter  ihnen  ein  Verein  von  m  Grössen  angeben 
70  lassen,  welche  in  keiner  Zahlbezielnmg  f  zu  einander  stehen,  und  aus 
denen  sich,  wenn  m  kleiner  als  n  ist,  die  übrigen  numerisch  ableiten 
lassen.  Es  seien  nun  t,,  ...  &,,,  diese  Grössen,  aus  denen  6,«4.i,  ...  6» 
numerisch  ableitbar  sind;  dann  kann  man  (nach  20)  statt  m  der 
Grössen  a,,  . . .  ry«,  die  Grössen  fcj,  ...  b,n  in  der  Art  einführen,  dass 
das  Gebiet  der  so  erhaltenen  Grössen  dem  Gebiete  der  Grössen  a,, . .  .  o„ 
identisch  wird.  Es  seien  ö,,  ...  a,n  die  Grössen,  statt  deren  man  in 
dieser  Weise  b^y  ...  b^  einführen  kann,  so  wird  nun  das  Gebiet  der 
Grössen  a, ,  ...  er«  identisch  dem  Gebiete  der  Grössen  ij ,  ...  b,„ , 
a„t^iy  .  . .  Ony  oder,  indem  man  dieselbe  Schlussfolge  Schritt  für  Schritt 
anwendet:  Es  wird  das  Gebiet 
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«1,  «2,  ...  an  identisch  dem  Gebiet  6|,  a^y  ...  a„, 

dies  wieder  identisch  ft^,  h^,  a^,  ...  a„, 

•  •  •  •  • 

•  •  •  •  • 

und  endlich  identisch  ij,  ig,  . . .  &mi  «m+i, . .  .  «». 

Gilt  nun  Formel  103  für  aj,  ...  a«,  so  gilt  sie  auch^  wenn  man 
statt  des  Faktors  a,  die  aus  o^,  ...  On  abgeleitete  Grösse  6^  setzt,  also 
für  6^,  ttjj,  ...  a„.  Da  mm  das  Gebiet  a^j  ...  a«  mit  dem  Gebiete 
hy,  a^y  ...  Qn  identisch  ist  y  und  {^^  n^ch  der  Annahme  aus  a^y  ...  a« 
ableitbar  ist,  so  ist  es  auch  aus  6|,  öTg,  . . .  a„  ableitbar,  folglich  bleibt 
Formel  103  noch  bestehen,  wenn  man  b^  statt  «2  setzt,  das  heisst  för 
die  Reihe  6^,  63,  aj,  ...  a„,  und  so  fort,  endlich  noch  für  die  Reihe 
b^y  &2J  •  •  •  ^my  flm+i,  •  •  •  ««.  Femer,  da  nach  der  Annahme  bn^if ...  &« 
aus  &i,  62 >  •  •  •  ^'n  numerisch  ableitbar  sind,  so  bleibt  nun  103  auch 
noch  bestehen,  wenn  man  nach  und  nach  in  der  Reihe  ft^,  ...  bm, 
a,„4.i,  ...  ünf  statt  a„t^\y  .  . .  cr^  die  Grössen  6in+i>  •  •  •  6»  setzt,  also 
auch  für  die  Reihe  6j,  .  . .  &«,  das  heisst,  für  jede  beliebige  aus  a^,  ...  a» 
numerisch  abgeleitete  Grössenreihe.  Nun  gilt  aber  103  für  die  ur- 
sprünglichen Einheiten  e, ,  ...  €„  (nach  102),  also  für  eine  beliebige 
Reihe  von  Grössen  erster  Stufe,  welche  die  einfachen  Faktoren  von 
A,  By  C  bilden,  das  heisst,  für  beliebige  einfache  Grössen  A,  By  C, 

104.  Auch  wenn  B  und  C  zusammengesetzte  Grossen  sind,  A  aber 
eine  einfache  Grösse  und  die  Summe  der  Stufenzahlen  von  Aj  B,  C  gleich 
der  Stufenzahl  des  Hauptgebietes  ist,  so  ist 

[AB.AC]  =  [ABC]A. 
Beweis.     Es  sei 

B^EßrEr,     C=2:y,F,y 

wo  Er  und  Fs  Einheitsprodukte  sind,  so  ist 

[AB  .  AC]  =  2ßry,lAEr  .  AF,]  [42] 

=  2:ßrys[AErF;\A  [103] 

=  lAZßrEr.i:y,F.]A  [45] 
=  [ABC]A. 

Anm.  Dieser  Satz  gilt  im  Allgemeinen  nicht  mehr,  wenn  Ä  eine  zusammen- 
gesetzte Grösse  ist.  Ist  zum  Beispiel  Ä  =  [ab]  +  [c^]»  ^o  a,  b,  c,  d  in  keiner 
Zahlbeziehung  zu  einander  stehen  sollen,  und  ist  B  =  c,  C^=^d,  so  wird  in  Bezug 
auf  ein  Gebiet  vierter  Stufe 

[AB.  dC\  =  [{ah  +  cd)c  .  (ab  +  cd)d}  =  [abc  .  abd], 

da  [cdc]  und  [cdd]  verschwinden;  aber  [abc  .  abd]  =  [abcd][ab].    Also  ist 

[AB.AG]==[abcd}[ab]. 
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Dagegen  ist 

[ABC]  A  =  [{ab  +  cä)cd\{[ab]  +  [cd])  =  [abcd]([ab]  +  [cd]) 

—  [abcd][ab]  +  \abcd][cd]. 
Also  sind  beide  Ausdrücke  um  [a6c(f]  [cc2J  Ton  einander  Terschieden. 

106 — 107,  Wenn  -4,  B,  C  einfache  Grössen  sind,  und  ihr  Produkt 
von  nullter  Stufe  ist^  so  ist 

106.  [AB,AC\  =  [ABC]A 

106.  [AB.BC]^  [ABC]B 

107.  [AC.BC]=^[ABC]C, 

dctö  heissty  wenn  zwei  Produkte  (P  und  §)  einfadier  Grössen,  welche 
einen  gefneinschaftliclten  Faktor  haben,  zu  muWplicircn  sind,  und  dieser 
gemeinschaftlidie  Faktor  entweder  in  dem  zweiten  Produkte  (Q)  als  erster 
Faktor  oder  in  dem  ersten  (P)  als  ztceiter  Faktor  vorkommt,  so  kann 
man  diesen  Faktor  mit  dem  Produkte  der  übrigen  Faktoren  multipliciren, 
vorausgesetzt,  dass  dies  letztere  Produkt  von  nullter  Stufe  ist.  In  beiden 
Fällen  ist  das  Gesammtprodxdct  von  gleichetn  Werthe. 

Beweis.  1.  Sind  a,  ß,  y  die  Stufenzahlen  von  A,  B,  C,  und  n 
die  des  Hauptgebietes,  so  muss,  da  [ABC]  von  nullter  Stufe  sein  soll, 
(nach  96)  «  +  /J  +  y  durch  n  theilbar  sein,  also,  da  a,  /3,  y  kleiner 
als  n  sind,  entweder  gleich  n  oder  gleich  2n  sein.  Ist  a  +  /3  +  y  =  «, 
so  ist  die  Geltung  der  Formel  105  schon  in  103  bewiesen.  Ist  da- 
gegen a  +  ^  +  y  ==  2tt,  so  sei 

72  A  =  \A',    B  =  \E,    C=|C" 

und  seien  a,  ß\  y   die  Stufenzahlen  von  Ä,  B' ,  C\  so  ist 

a'  =  «  —  a,     ß'  =  n  —  ß,     y  =  n  —  y,     [90,  Zusatz] 
also 

a  +  /3'  +  /  ==  3n  —  («  +  /3  +  y)  —  3w  —  2n  =  n. 
Somit 

[AB  .  AC]  =  {[\Ä\B'][\A'\C'\)  =  \[A'B\ÄC']  [97] 

=  \\A'B'C\A'],  [103] 

da  nämlich  a'  -{-  ß^  -{-  y  =  n  ist.     Dies  ist  aber  (nach  98) 

=  [|^'|^;C']M'=  \ABC]A. 

2.  Es  sei  [AB]  =  [BD],  so  ist  D  von  gleicher  Stufe  mit  A,  also 

[AB  .  BC]  =  [BD  .  BC]  =  [BDC]  B  [105] 

=  [ABC]B, 
da  [BD]  =  [AB]  ist. 

3.  Es  sei  [BC]  =  [CD],  so  ist  D  von  gleicher  Stufe  mit  B,  also 
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[A C .  BC]  =  [AC.  CD]  =  [ÄCD]C  [106] 

=  [ABC]C, 
da  [CD]  =  [BC]  ist. 

Amn.  Es  lassen  sich  die  in  105 — 107  aufgestellten  Gesetze  so  erweitern, 
dass  sie  auch  für  den  Fall  gelten,  wo  [ABC]  nicht  Yon  nuUter  Stufe  ist,  wenn 
man  sie  nämlich  in  den  folgenden  Formen  darstellt: 

[AB  .ÄC]  ==  [A,ABC] 

[AB,BC\  ^[B,ABC] 

[AC.BC}  =  [C.ABC]. 

Den  Beweis  dieser  Formeln,  die  ich  in  dieser  allgemeineren  Bedeutimg  im 
Folgenden  nicht  anwenden  werde,  überlasse  ich  dem  Leser. 

108,  Wenn  A,  B,  C  einfache  Grössen  sind,  und  die  Summe  der 

Stufenzahlen  von  A  und  C  gleich  der  des  Hauptgebietes ,  und  B  dem  A 

untergeordnet  ist,  so  ist 

[A.B(r\^[AC]B 

[CB.A]  =  [CA]B. 

Beweis.  Denn  dann  ist  (nach  79b)  ^  in  der  Form  [BD]  dar- 
stellbar, und  also 

[A  .  BC]  =  [BD  .  BC]  =  [BDC]  B  [105] 

=  [AC]B 
und 

[CB .  A]  =  [CB  .  BD]  =  [CBD]  B  [106] 

=  [CA]B. 

109.  Ein  bezügliches  Produkt  zweier  einfacher  Grössen ,  die  nicht  78 
null  sindy  ist  dann^  und  nur  dann  von  Null  verschieden,  wenn  die  Stufen-  . 
zahl  ihres  getneinschaftlichen  Gebietes  den  kleinsten,  oder,  was  dasselbe  ist, 
die  Stufenzahl  ihres  verbindenden  Gebietes  den  grössten  Werth  hat,  den 
sie  bei  gegebenen  Stufenzahlen  der  beiden  Faktoren  und  desJHanptgebietes 
haben  kann,  das  heisst,  wenn  a  und  ß  die  Stufenzahlen  der  Faktoren 

A  und  B,  n  die  des  Hauptgebietes  ist,  y  die  des  gemeinschafUicIken ,  d  die 
des  verbindenden  Gebietes,  so  ist, 

wenn  a  -{-  ß^n,  das  heisst,  das  Produkt  ein  progressives  ist, 

lÄB]^0 
dann  und  nur  dann,  wenn 

y  =  0, 

oder,  was  dasselbe  ist, 

a  +  ß  =  d', 

und  wenn  a  -{-  ß>  n,  das  heisst,  das  Produkt  ein  regressives  ist,  so  ist 

[AB]^0 
dann  und  nur  dann,  wenn 
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odefy  was  dasselbe, 

d  =  n 

ist. 

Beweis.  1.  Wemi  «  +  /^  <  "  ist,  so  ist  das  Produkt  (nacli  94) 
progressiv,  also  (nach  Cl,  (>(>)  dauii  und  nur  dann  null,  wenn  seine 
einfachen  Faktoren  in  einer  Zahl  bezieh  ung  zu  einander  stehen.  Ist 
also  [AB]  =  Oy  so  lasst  sieh  von  den  einfachen  Faktoren  des  Pro- 
duktes \A  /y]  einer  aus  den  «  +  /3  —  1  übrigen  numerisch  ableiten 
(nach  2).  Also  werden  dann  siimmtliche  einfache  Faktoren  jenes  Pro- 
duktes von  einem  Gebiete  von  niederer  als  (a  -|-  /3)-ter  Stufe  umfassi^ 
das  heisst,  d  <  a  +  /J.  Ist  hingegen  [AB]  ^  0,  so  stehen  die  einfachen 
Faktoren  dieses  Produktes  (nach  Gl)  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  ein- 
ander, ihr  verbindendes  Gebiet  ist  also  von  (a  +  /3)-ter  Stufe,  das 
heisst,  a  +  /3  =  d.  Somit  ist,  wenn  a  -}-  ß^^n  ist,  [AB]  dann  und 
nur  dann  von  Null  verschieden,  wenn  a  -}-  ß  =  d  ist. 

2.  Es  sei  a  +  /3  >  n  imd  «  +  /3  —  n  =  y.  Dann  haben  die  Gre- 
biete  A  und  B,  da  sie  beziehlich  von  a-ter  und  /3-ter  Stufe  sind, 
(nach  2ü)  mindestens  ein  Gebiet  («  +  /}  —  M)-ter,  das  heisst,  y-ter  Stufe 
gemein.  Es  sei  C  eine  Grösse  von  y-ter  Stufe  in  diesem  Gebiete,  so 
sind  (nach  79  b)  A  und  B  in  den  Formen  A  =  [C'-IJ,  B^ICB^] 
darstellbar.     Somit  wird 

[AB]  =  [CA,  .  CB,]  =  [CA,B,]C,  [103] 

74  weil  die  Summe  der  Stufenzahlen  von  6',  A,  und  J^, 

^y  -\-  (a  —  y)  +  {ß  —  y)  =  a-\-  ß  —  y  =  n 

ist.  Es  ist  aber  [CJ^ii/JG,  da  [CAiB,]  von  nuUter  Stufe,  also  eine 
Zahl  ist,  dann  und  nur  dann  null,  wenn  [CA^B,],  das  heisst  [-47^,] 
null  ist.  Aber  nach  Beweis  1  ist  [-^Z^J  dann  und  nur  dann  null, 
wenn  A  und  B^  von  einem  Gebiet  von  niederer  als  «-ter  Stufe  um- 
fasst  werden;  aber  da  C  in  A  =  [CA,]  liegt,  so  werden  dann  auch 
A  und  [CB,]f  das  heisst,  A  und  B  von  einem  Gebiete  niederer  als 
)j-ter  Stufe  imifasst,  das  heisst,  d  <,n.  Somit  ist,  wenn  a  + /}  >  w 
ist,  [A  B]  dann  und  nur  dann  von  Null  verschieden,  wenn  Ö  =  n  ist. 

3.  Nach  25  ist  die  Summe  der  Stufenzahlen  zweier  Gebiete  gleich 
der  Summe  der  Stufenzahlen  ihres  gemeinschaftlichen  und  ihres  ver- 
bindenden Gebietes,  das  heisst 

Die  Bedingung  in  Beweis  1,  dass  a  -}-  ß  =  d  sei,  ist  also  iden- 
tisch mit  der,  dass  y  =  0  sei,  und  die  Bedingung  in  Beweis  2,  dass 
S  =  n  sei,  ist  identisch  mit  der,  dass 
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cc  -{-  ß  —  n  =  y 

sei.  Somit  ist  der  zweite  Wortausdruck  unseres  Satzes  bewiesen.  Nun 
ist  aber  klar,  dass,  wenn  a  +  ^  <  n  ist,  die  kleinste  Stufenzahl,  die 
das  den  Grössen  A  und  B  gemeinschaftliclie  Gebiet  haben  kann,  null, 
und  die  gross te,  die  das  verbindende  Gebiet  haben  kann,  a  +  /3  ist. 
Auf  der  andern  Seite,  wenn  a  +  /3  >  n  ist,  so  ist  die  grösste  Stufen- 
zahl, die  das  verbindende  Gebiet  haben  kann,  w,  also  (nach  26)  die 
kleinste,  die  das  gemeinschaftliche  Gebiet  haben  {kann),  a  + /3  —  v. 
Somit  stimmt  der  erste  Wortausdruck  mit  dem  zweiten  überein,  und  der 
Satz  ist  erwiesen. 

110.  Alle  Gesetze  der  auf  ein  Hauptgebiet  bezüglichen  Multiplikation 
gelten  auch  nochy  wenn  man  überall  statt  der  ursprünglichen  Einheiten 
eine  beliebige  Reihe  von  n  Grössen  setzt,  die  aus  jenen  numerisch  abge- 
leitet sind,  und  deren  Jconibinatorisches  Produkt  1  ist. 

Beweis.  Es  seien  ^,,  ...  f«  die  ursprünglichen  Einheiten,  und 
aj,  ...  a^  aus  ihnen  numerisch  abgeleitet,  und  zwar  so,  dass 

{a^a^  .  .  .  a J  =  1 
ist. 

Nach  89  wurde  unter  der  Ergänzimg  \E  eines  Einheitsproduktes  75 
E  diejenige  Grösse  verstanden,  welche  dem  kombinatorischen  Produkte  E' 
aller  in  E  nicht  vorkommender  Einheiten  gleich  oder  entgegengesetzt 
ist,  je  nachdem  [££']   der  absoluten  Einheit   gleich  oder   entgegen- 
gesetzt ist,  diejenige  Grösse  also,  welche  der  Gleichung 

genügt.  Bezeichnen  wir  nun  diejenige  Grösse,  welche  aus  einem  Pro- 
dukte Aj  in  welchem  nur  die  Grössen  a^,  ...  a„  vorkommen,  auf  ent- 
sprechende Weise  gebildet  ist,  für  den  Augenblick  mit  J-4,  das  heisst, 
bezeichnen  wir  mit  lA  diejenige  Grösse,  welche  dem  kombinatorischen 
Produkte  Ä  aller  derjenigen  Grössen  jener  Reihe  a^j  ...  a„,  welche 
in  A  nicht  vorkommen,  gleich  oder  entgegengesetzt  ist,  je  nachdem 
[^J.']  der  absoluten  Einheit  gleich  oder  entgegengesetzt  ist,  so  dass 
also 

(a)  IA  =  [AA']Ä 

ist,  {imd  setzen  wir  ferner  wieder,  wenn  a  eine  Zahl  bedeutet, 

(b)  Ia  =  a 
und  endlich 

(c)  lUarAr  =  EUrlAry 

entsprechend  der  Erklärung  90},  so  haben  wir  zunächst  zu  beweisen; 
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dass  die  als  Definition  des  bezüglichen  Produktes  (in  1)4)  aufgestellte 
Bestimmung  auch  bei  dieser  Einsetzung  der  Grössen  a^,  ,  . .  üt^  an  die 
Stelle  der  ursprünglichen  Einheiten  noch  ihre  Geltung  behalte,  das 
heissty  dass 

(d)  I[AB]  =  [IA.IB] 

sei,  wenn  A  und  B  nur  Grossen  aus  der  lleihe  a, ,  . .  .  a«  als  einfache 
Faktoren  enthalten ,  und  die  Summe  (a  -f  ß)  der  Stufenzahlen  Ton  A 
und  B  grosser  ist  als  die  Stufenzahl  n  des  Hauptgebietes. 

{Es  sei  euerst  [AB^  «=  0,  so  müssen,  da  a  -\-  ß>  n  ist,  die  Ge- 
biete von  A  und  B  (nach  109)  von  einem  Gebiete  von  niederer  als 
n*ter  Stufe  umfasst  werden.  In  A  und  B  werden  daher  nicht  alle 
n  einfachen  Faktoren  a^,  ...  a«  vorkommen,  sondern  nur  eine  gewisse 
Zahl  d  von  ihnen,  wo  d  <  n  ist,  während  die  n  —  d  übrigen  sowohl 
in  il  als  in  £  fehlen.  Da  nun  lA  nur  die  Faktoren  enthält,  die  in 
A  nicht  vorkommen,  und,  da  fUr  //?  entsprechendes  gilt,  so  werden 
JA  und  IB  diese  n  —  d  Faktoren,  die  in  A  und  B  fehlen,  gemein 
haben.  Da  überdies  die  Summe  der  Stufenzahlen  von  lA  und  IB 
den  Werth  n  —  a  -{-  n  —  ß  hat  und  somit  kleiner  als  n  ist,  so  wird 

(nach  109) 

IIA.IB]  =  0. 

Da  aber  auch  [^l^]  =  0  war  und  die  Ergänzung  einer  Zahl  (nach  b) 
auch  in  dem  jetzigen  Sinne  gleich  dieser  Zahl,  also  die  von  Null  wieder 
Null  ist,  so  ergiebt  sich 

I[AB]  =  [IA,IB], 

Es  sei  zweitens  \^AB\  von  Null  verschieden,  so  muss  (nach  109) 
das  verbindende  Gebiet  der  Gebiete  von  A  und  B  die  Stufenzahl  n 
haben,  das  gemeinschaftliche  Gebiet  dagegen  die  Stufenzahl  a-^-ß  —  ti. 
Da  nun  die  Grössen  A  und  B  beide  Produkte  von  Faktoren  aus  der 
Reihe  der  n  Grössen  a^,  ...an  sind,  so  ist  klar,  dass  jeder  der  n  Fak- 
toren a^, ...  ün  mindestens  in  einer  der  beiden  Grössen  A  und  B  vor- 
kommt und  dass  ausserdem  A  und  B  gerade  a  +  /3  —  w  unter  diesen 
einfachen  Faktoren  gemein  haben.  Ist  C  das  Produkt  dieser  a-\-  ß  ^n 
Faktoren,  so  lassen  sich  A  imd  B  in  den  Formen 

A  =  [CA,'\,    B^[CB,^ 

darstellen,  wo  \A^CB^  alle  n  einfachen  Faktoren  enthält  und  somit 
eine  Zahl  ist.     Es  wird  aber  (nach  103) 

\AB\  =  [CA^ .  CB,]  =  \CA,B,'\C 

und  femer  (nach  c) 

liAB^  =  \CA,B,^IC, 
oder,  da  (nach  a) 
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ist, 

I[AB]  =  [CA,B,][CA,B,][A,B,]. 

Andrerseits  ist 

lA  =  I[CA,]  =  [CA.B.^B, ,    IB  =  I[CB,]  =  [CB^A.liA,, 

demnach  wird 

[lA  .  JB]  =  [CA, B,]  [CB,  A,][B,A,], 

und  da  dieser  Ausdruck  (nach  58)  seinen  Werth  nicht  ändert,  wenn 
man  zweimal  A^  mit  B^  vertauscht,  so  ergiebt  sich  wieder 

I[ABl^[IA.IB], 

also  ist  diese  Formel  allgemein  bewiesen. } 

Es  gilt  also  die  Bestimmung,  durch  welche  der  Begriff  der  be-(76) 
züglichen  Multiplikation  festgestellt  wurde,  auch,  wenn  man  statt  der 
ursprünglichen  Einheiten  die  Grössen  a^,  , . .  a^  einfiihrt:  alle  früheren 
Gesetze  gelten  aber,  wenn  man  statt  der  n  ursprünglichen  Einheiten  be- 
liebige n  Grössen  { setzt } ,  die  in  keiner  Zahlbeziehimg  zu  einander  stehen, 
das  heisst,  deren  kombinatorisches  Produkt  nicht  null  ist,  also  auch, 
wenn  man  statt  derselben  die  Grössen  a^,  ...  a„  setzt.  Aus  diesen 
früheren  Sätzen  imd  der  in  der  Definition  festgestellten  Bestimmung 
sind  aber  alle  folgenden  Gesetze  abgeleitet,  folglich  gelten  auch  diese 
noch  bei  der  angegebenen  Substitution. 

Anm.  Durch  das  Fortbestehen  der  Multiplikations-Gesetze,  auch  wenn  man 
eine  Beihe  lineal  ableitbarer  Einheiten  den  ursprünglichen  substituirt,  ist  die 
Multiplikation  als  lineale  bedingt,  und  erst  im  folgenden  Kapitel  werden  wir 
zu  einer  Produktbildung  übergehen,  bei  welcher  das  Fortbestehen  der  für  die  ur- 
sprünglichen Einheiten  geltenden  Gesetze  nur  in  einem  viel  beschränkteren  Um- 
fange stattfindet. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  die  oben  mit  lÄ  bezeichnete  Grösse  im  All- 
gemeinen nicht  mit  der  Ergänzung  von  Ä,  die  wir  mit  \Ä  bezeichneten,  zu- 
sammenfällt. Zum  Beispiel  ist  in  einem  Gebiete  dritter  Stufe,  wenn  ej ,  e^,  e^  die 
ursprünglichen  Einheiten  sind  und  [CiCj«s]  =»  1  ist,  die  Ergänzung  von  e^  -{•  e^^ 
da  |ei  =  [«,63],   lejj  =  [^3^1]  ist,  gleich  [e^e^]  +  [«scj;  denn  (nach  90)  ist 

l(«i  +  ^t)  =  kl  +  ki  ="  [ßi^a]  +  [«8«i]- 
Dagegen,  wenn 

ist,  80  ist  zwar  [a^a^a^]  ==»  [«i^jCs]  =  1,  aber,  bei  Anwendung  der  Bezeichnung  77 
in  obigem  Satze, 

also  von  {a^  um  [e^e^]  verschieden,  im  folgenden  Kapitel  {s.  Nr.  167  und  168} 
wird  sich  ergeben,  welche  Beziehungen  zwischen  c^ ,  . . .  e^  und  Qi,  . . .  a  statt- 
finden müssen,  wenn  \A  =  lA  sein  soll. 

111.     Wenn 
1  =  K  ...«,]  =  [Pr\  =  [AÄ\  =  [BB']  =  [CC]  = .. . 

Grassmaun,  Werke.    I.   2.  6 
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ist,  und  P,  P',  Af  A\  B,  B',  C,  C,  ...  Iceine  andern  einfadien  Fak- 
toren enthalten  f  als  die  der  Reihe  a^j  ...  a«  angdwren,  und 

P=[ABC,..] 
ist,  so  ist  auch 

r  =  [A'B'C\..]. 

Beweis.    Es  sei  unter  lA  dasselbe  verstanden ,  wie  im  vorigen 

Beweise,  so  ist 

IP=^[PP']F  =  r,     IA^[AA']A'  =  A',.,.    . 

Nun  ist;  da  nach  dem  vorigen  Satze  alle  früheren  Satze,  also  nament- 
lich auch  Satz  1^8  noch  gilt,  wenn  man  überall  das  Zeichen  I  statt  | 

I\AJiC:.:\'=^[TA.lB.IC..,], 
also 

IP==[TA.IB.IC...]. 

Also,  da  IP=P',  lA  «  A\  in  =  B\  IC  =  C,  .  . .   ist, 

P'  =  [A'B'C'  ...]. 

112.  Wenn  fnan  aus  n  Grössen  erster  Stufe,  deren  hombinatorisciies 
Produkt!  liefert,  die  muUipWcativen  Kofnbinationen  zur  (n — Vj-ten 
Kl€tsse  bildet,  und  die  Elefnente  jeder  Kotpibination  alphabetiseh,  die  Kom- 
binationen selbst  lexikographisd^  unter  der  Annahnte  ordnet,  dass  die 
Beihe  jener  n  Grössen  als  ein  Alpluibet  betraclM  wirdy  so  ist  das  Pro- 
dukt aus  den  n  —  m  ersten  dieser  Kombinationen  gleich  defn  Produkt 
aus  den  m  ersten  jener  n  Grössen,  das  heisst 

\^An  . .  .  A,„^\  I  =  I  flt,  . .  .  a„,  j , 

wenn 

Ar  ^=  \ai  ...  nr-iar-\  1  .  .  .  n»\ 

und 

[^1  . . .  a„]  ==  1 

isL 

Beweis.    1.  Ich  beweise  zuerst,  dass 

Iflr,  ...  arA,]  =  [a^  .. .  ^^-i] 

78  sei.    Es  ist  nach  der  gewählten  Bezeichnung 

Ar  =  1/^1  .  .  .  ^/r-i^'r+i  •  •  •  a„^. 
Also 

=  [oi  .  .  .  nrOr+i  .  .  .  (in\  \ai  .  .  .  r/,_ij    1 105  { und  80)] 

da  [</i  .  .  .  ^/«l  =  1  ist. 
2.    Somit  ist 

[yln^»-il  =  [^1  . .  .  n„..i  yl„-i'\  -=  [ai  . . .  f7„_2] 

[AnAn-.lAn-)i]  =  [Oi  .  .  .  On^iA^^^]  ==   [«i  .  .  .  a«_3] 
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und  so  fort.     Also 

lAnÄtt—l  .  .  .  -^n— rj  =  [öj  .  .  .  Cr^—r— ij- 

AlsO;  wenn  n  —  r  —  1  =  m  ist, 

[AnA„^\  .  .  .  idm+i]  =  [«1  .  .  .  a„i]. 

113.  Wenn  C,^  O2;  . . .  die  mtiltiplilccUiven  Kombinationen  [zu  einer 
hestimmteti  Klasse]  aus  den  einfachen  Faktoren  {erster  Stufe)  einer  von 
Null  verschiedenen  Grösse  B  sindj  und  Dr  jedesmal  aus  denjenigen  Fak- 
toren von  B  besteht^  welche  in  Cr  fehlen,  und  zwar  die  Faktaren  so  ge- 
ordnet, dass  jedesmal 

\CrDr]  =  B 

ist,  so  ist  für  jede  Grösse  A,  deren  Stufenmid  die  StufenzaJd  der  Dr  zu 
der  des  Hauptgebietes  ergänzt, 

[AB]  =  i:[ADr]Cr  =  [AD.^Cj^  +  [AD^^C^  +  ..... 

Beweis.  Es  möge  m  die  Anzahl  der  einfachen  Faktoren  von  B 
sein  und  n  die  Stufe  des  Hauptgebietes,  cc  die  Stufenzahl  von  A,  und 
sei  B  =[bib^  ...  bm] • 

Da  nun  nach  der  Annahme  B  von  Null  verschieden  ist,  so  stehen 
(nach  61)  b^,.,,bjn  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander ,  folglich 
lassen  sich  (nach  20)  zu  ihnen  noch  n  —  m  Grössen  erster  Stufe 
fc;„4.i,...6„  von  der  Art  hinzufügen,  dass  sich  alle  Grössen  erster 
Stufe,  welche  dem  betrachteten  Hauptgebiete  angehören,  aus  ihnen 
numerisch  ableiten  lassen.  Dann  lässt  sich  A  als  Grösse  a-ter  Stufe 
aus  den  multiplikativen  Kombinationen  der  n  Grössen  bi,  .  . .  b^  zur  , 
a-ten  Klasse  numerisch  ableiten,  also  sich  in  der  Form 

A  =  a^A^  -{-  a2  A2  -{-  ' "  =  2]arAr 
darstellen,  wenn  -4,,  -42,  ...  die  multiplikativen  Kombinationen  f  aus  79 
?>j,  .  . .  fc,»  zur  «-ten  Klasse  sind.  Es  seien  diese  Kombinationen  ^j, ^j, . . . 
so  gewählt,  dass  jedesmal  Ar  aus  denjenigen  jener  n  Grössen  besteht, 
welche  in  Dr  fehlen.     Dies  ist  allemal  möglich,  da  Dr  nach  der  An- 
nahme ^  —  a  jener  Grössen  enthält.     Dann  ist 

[AB]^[2:arAr.B]  =  2Jar[ArB]    ■  [41] 

=  2:arlAr.CrDr], 

da  nach  der  Annahme  B  =  [Cr J9r]  ist.  Da  nun  Cr  nur  solche  jener 
n  Grössen  b^,  . .  .  bn  enthält,  die  dem  Dr  fehlen,  und  Ar  sämmtliche 
in  Dr  fehlenden  Grössen  b^,  . .  .  bn  enthält,  so  ist  CV  dem  Ar  unter- 
geordnet, somit  (nach  108) 

[Ar.CrDr\   =  [ArDr\Cr, 

also 

[ABl^^EariArDrVr' 

6* 
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Nun  ist  aber  {nach  60)  [^.DJ  =  0,  wenn  s  von  r  verschieden  ist^ 
weil  dann  A»  mindestens  einen  Faktor  enthält,  der  auch  in  Dr  vor- 
kommt^ also  kann  man  statt  ar[ArDr]  schreiben  2Ja«[y4«7)rJy  wo  sich 
die  Summe  nur  auf  den  Iudex  s  bezieht,  das  heisst,  es  ist 

ar[ArDr]  =  2;a,[^Z).]  =  [2:a,A..Dr]  =  L^7)rJ, 
somit 

[AE]^2:[ADr]Cr. 

§  G.     Vertansohung  der  Faktoren  und  Aoflösiing  der  Slammem 
in  einem  reinen  und  {in  einem)  gemischten  Produkte. 

114.  Erklärung.  Wenn  mehr  als  zwei  Grössen  yl,  7?,  C,  ... 
so  zu  einem  Produkte  verknüpft  sind,  dass  sie  keiner  anderen  als  der 
progressiven  Multiplikation  unterliegen,  so  nenne  ich  das  Produkt  ein 
rein  progressives  Produkt  jener  Grössen,  wenn  sie  dagegen  keiner 
andern  als  der  regressiven  Multiplikation  unterliegen,  oder,  falls  das 
Gesammtprodukt  von  nuUter  Stufe  ist,  nur  die  letzte,  das  Gesammt- 
Produkt  bildende  Multiplikation  eine  progressive  ist,  so  nenne  ich  das 
Produkt  ein  rein  regressives,  in  beiden  Fällen  ein  reines,  in  jedem 
andern  Falle  ein  gemischtes.  Das  heisst,  wenn  in  dem  Produkte 
[ABCD  , . .  JK]j  das  Produkt  [AB^  ein  progressives,  das  Produkt 
der  zwei  Grössen  [AB\  und  C  wieder  ein  progressives,  ebenso  das 
Produkt  der  zwei  Grössen  [ABC]  und  D,  und  so  fort,  endlich  auch 
80  das  Produkt  der  zwei  Grössen  {AB CD  . .  .  J]  f  und  K  ein  progres- 
sives ist,  so  ist  [ABCD  .  . .  JK]  ein  rein  progressives  Produkt  der 
Grössen  Ay  B,  Cy  Dy  . .  .  Jy  K.  Wenn  hingegen  alle  jene  Produkte 
regressive  sind,  oder  wenigstens  nur  das  letzte,  nämlich  das  der  zwei 
Grössen  [ABCD  ,  , .  J\  und  K  ein  progressives  Produkt,  und  zwar 
von  nuUter  Stufe  ist,  so  ist  [ABCD  .  .  .  JK']  ein  rein  regressives 
Produkt  der  Grössen  -4,  2?,  C,  D,  . . .  J",  K. 

Anm.  Dass  das  Produkt  auch  in  dem  Falle  als  ein  rein  regressives  be- 
trachtet wird,  wenn  die  letzte  Multiplikation,  die  das  ganze  Produkt  nullter 
Stufe  bildet,  eine  progressive  ist,  beruht  darauf,  dass  die  progressive  Multij^likation, 
welche  ein  Produkt  nullter  Stufe  bildet,  auch  insofern  zugleich  als  regressive 
Multiplikation  betrachtet  werden  kann,  als  alle  speciellen  Gesetze  regressiver 
Multiplikation  ebenso  für  dieselbe  gelten,  wie  die  speciellen  Gesetze  progressiver 
Multiplikation.  Als  Beispiel  einer  solchen  rein  regressiven  Multiplikation  diene 
das  Produkt  [ab  .  ac  .  6c |,  wenn  das  Hauptgebiet  von  dritter  Stufe  ist. 

115.  Wenn  ein  Produkt  mehrerer  Grössen  [ABC...]  ein  rein 
progressives  ist,  so  ist  das  Produkt  der  Ergänzungen  [\ABC...]  ein  rein 
regressives  und  umgekehrt. 

Beweis.  Denn  (nach  97,  Zusatz)  gilt  dies  für  zwei  Faktoren,  also 
da  [AB]  ein  progressives  ist,  so  ist  [|^;1^]  ein  regressives,  und  da 
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[(AB)C'\  ein  progressives  ist,  so  ist  [|(-4JB)'C']  ein  regressives,  also 
[;-4|^|6']  ein  rein  regressives,  und  so  weiter. 

116.  Ein  Frodukt  von  m  Grössen  A,  B,  Cj  . . .  J^  K  ist  ein  rein 
progressives^  wenn  die  Summe  der  Stufenmhlen  dieser  Grössen  ebenso 
gross  oder  kleiner  als  die  Stufenzahl  (n)  des  Hauptgebietes  ist,  hingegen 
ein  rein  regressives,  wenn  jene  Summe  ebenso  gross  oder  grösser  als 
n{m —  1)  ist,  ein  gemischtes,  wenn  jene  Summe  grösser  als  n  und  kleiner 
als  n(m  —  1)  ist. 

Beweis.  1.  Es  seien  a,  ß,  y,  , . .  die  Stufenzahlen  der  Grössen 
A,  B,  C, Wenn 

ist,  so  ist  auch  a-\-  ß<n,  also  das  Produkt  [AB]  (nach  94)  ein 
progressives;  aber  auch  a  + /J -f- y  <  n,  also  das  Produkt  der  zwei 
Grössen  [AB]  und  C  ein  progressives,  und  so  fort.     Endlich  auch 

also  auch  das  Produkt  der  zwei  Grössen  [ABC  . . .  J'\  und  K,  da  die 

Stufe  von  [ABC  . . .  J]   (nach  96)   gleich   «  +  /5  +  y  H [-  c  ist, 

ein  progressives,  f  Ebenso  folgt  das  Umgekehrte,  dass  nämlich,  wenn  81 
[ABC  . ,  ,  JK]  ein  rein  progressives  Produkt  ist, 

a  +  /3  +  y  +  "'  +  *  +  ^<w 
sein  muss. 

2.    Wenn 

cc-i-ß-\-y'{'"-'\-t'-\-x^n  (m  —  1) 

ist,  so  können  wir  dies  auch  so  schreiben: 

(n  —cc)  +  {n  —  ß)  +  {n  —  y)'\ f-  (u  —  t)  +  (n  —  x)  <  n, 

weil  nämlich  m  die  Anzahl  der  Grössen  A,  B,  C,  . ,  .,  J,  K  ist.  Da 
nun  n  —  a  die  Stufenzahl  der  Ergänzung  von  A,  das  heisst  die  Stufen- 
zahl von  1^  ist,  . .  . ,  so  ist  das  Produkt 

[\A\B\C...\JiK] 

nach  Beweis  1  ein  rein  progressives,  folglich  (nach  115)  [ABC ...  JK] 
ein  rein  regressives. 

116  b.*)     Das  reine  Produkt  von  Grössen  erster  Stufe  oder  von(dS) 
Grössen  (n —  l)-fer  Stufe  in  einem  Hauptgebiete  n-ter  Stufe  ist  ein  kom- 
binatorisches Frodukt  dieser  Grössen. 

Beweis.  Das  reine  Produkt  von  Einheiten  erster  Stufe  ist  (nach 
1 14,  94)  ein  progressives,  also  (nach  94)  ein  äusseres,  also  (nach  78)  ein 

*)  {Dieser  Satz  steht  in  der  Originalausgabe  auf  S.  98  als  Nr.  132,  gehört 
aber  hierher  hinter  Nr.  116. ) 
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kombinatorisches  Produkt  der  Eiuheiteu;.  also  {istj  auch  (nach  52)  das 
reine  Produkt  toii  beliebigen  Grössen  erster  Stufe  ein  kombinatorisches 
Produkt  dieser  Grossen.  Das  reine  Produkt  von  Grössen  (n  —  l)-ter 
Stufe  ist  aber  (nach  101)  genau  denselben  Gesetzen  unterworfen,  wie 
das  von  Grössen  erster  Stufe ,  also  auch  den  Gesetzen  der  kombina- 
torischen Multiplikation  y  das  heisst  jenes  Produkt  ist  ein  kombina- 
torisches Produkt  jener  Grössen  (n  —  l)-ter  Stufe. 

(81)  117,  Die  StufenzcM  eines  rein  progressiven  Produktes  ist  null,  tcefin 
die  Summe  der  Stufenzahlen  seiner  Faktoren  gleidi  der  Stufengahl  n  des 
Hauptgebietes  ist,  in  jedem  andern  Falle  ist  die  Stufenzahl  jenes  Pro- 
duktes gleich  der  Summe  der  StufenzaJUen  seiner  Faktoren.  Die  Stufen- 
zahl  eines  rein  regressivefi  Produktes  ist  =  g  —  (wi  —  l)n,  tcetin  g  die 
Summe  der  StufennaJilen  seiner  Faktoren  und  m  die  Anzald  dieser  Fak- 
toren ist 

Beweis.  Für  zwei  Faktoren  ist  der  Satz  in  95  bewiesen.  Ist 
nun  das  Produkt  [ABC , , .  JK\  ein  rein  progressives,  und  sind 
«,  /3,  y,  . . .,  t,  X  die  Stufenzahlen  von  A,  li,  C,  , , .  Jj  K,  so  ist  die 
von  [AB]  gleich  a  +  /3,  also  die  von  [{AB)C]  gleich  a  +  /J  +  y7--i 
also  die  von  [ABC  . . .  J]  gleich  «  +  /*  +  y  +  •  •  •  +  *•     Ist  nun 

so  ist  nach  demselben  Satze  (95)  die  Stufenzahl  von  \{ABC  ...  J)K] 
gleich  a  -\-  ß  -{-  y  -\-  '  • '  -\'  t  -^  X]  wenn  aber 

a-^ß-\-y'{-'''\-i'\-x=-H 

ist,  so  ist  sie  nach  demselben  Satze  null. 

Ist  zweitens  das  Produkt  [ABC  . .  .  JK]  ein  rein  regressives,  so 
ist  nach  dem  angeführten  Satze  die  Stufenzahl  von  [A  B]  gleich 
«  +  /i  --  >?,  also  die  von  [(AB)C]  gleich  «  +  /^  +  y  ~  2;/,  .. .,  also, 
wenn  in  die  Anzahl  der  Faktoren  von  [ABC  .  .  .  JK]  ist,  die  Stufen- 
zahl dieses  Produktes  gleich   «  +  /3  +  y  -f-  •  *  *  +  *  +  ^  —  (''*  —  l)w- 

118.  Das  Gebiet  eines  rein  progressiven  Produktes  ist  gleich  dem 
seine  sämmtlichen  Faktoren  verbindenden  Gebiete^  und  das  Gebiet  eines 
rein  regressiven  Produktes  gleich  dem  seinen  sämmtlidien  Faktoren  ge- 
meinschaftlichen Gebiete,  vorausgesetzt,  dass  in  beiden  Fällen  das  Produkt 
nicht  mdl  ist. 

82  Beweis.    1.  Es  sei  [-4i?  .  .  .]   ein  rein  progressives  Produkt  und 

-4  =  [a,  . .  .  a  J ,    B  =  [b^  . ,  .  br]  y  .  . . , 
wo  ffj,  .  .  .  a.j,  h^y  .  .  ,  br,  ...  Grössen  erster  Stufe  sind,  so  erhält  mau 

[AB . .  .]  =  [(^1  .  . .  flr^)  (6]  ...  hr)  . .  .]. 
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Da  nun  das  progressive  Produkt  stets  zugleich  ein  äusseres  ist,  so 
kann  man  (nach  80)  die  Klammem  weglassen  und  es  wird  der  letzte 
Ausdruck 

Das  Gebiet  des  Produktes  ist  also  (nach  77)  das  aus  seinen  ein- 
fachen Faktoren  a^, . . .  a^,  6^,  . . .  6r, . .  •  numerisch  ableitbare  Gebiet. 
Ebenso  ist  das  Gebiet  von  ^  das  aus  fir^,  . . .  a<,  ableitbare  Gebiet^  und 
so  weiter,  und  (nach  15)  ist  das  aus  den  Grossen  zweier  oder  mehrerer 
Gebiete  A,  By  ...  ableitbare  Gebiet  das  diese  letzteren  verbindende 
Gebiet,  also  das  Gebiet  des  progressiven  Produktes  [AB  ,  ,  ^  das  die 
Faktoren  A,  B,  , , .  verbindende  Gebiet. 

2.  Es  sei  [^1?]  ein  von  Null  verschiedenes  regressives  Produkt, 
also  die  Stufenzahlen  a  und  ß  der  Faktoren  A  und  B  zusammen 
grösser  als  n,  so  haben  A  und  B  ein  Gebiet  {a  -\-  ß  —  n)-ter  Stufe 
gemein  { 26 } ;  aber  auch  kein  Gebiet  höherer  Stufe,  weil  sonst  (nach  109) 
das  Produkt  null  sein  würde.  Also  lassen  sich  {nach  87}  A  und  B 
auf  einen  gemeinschaftlichen  Faktor  D  von  (a  +  /*  —  n)-ter  Stufe  von 
der  Art  bringen,  dass  A  ^  [DE],  B  =  [DF]  und  D,  E,  F  einfache 
Grössen  sind;  dann  ist  (nach  105) 

[AB]  =  [DE  .DF]  =  [DEF]  D  =  D, 

da  [DEF]  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  ist,  das  heisst,  das  Gebiet 
von  [-42^]  ist  gleich  dem  den  Faktoren  A  und  B  gemeinschaftlichen 
Gebiete.     Tritt  nun  noch  ein  Faktor  C  hinzu,  so  wird 

[ABC]  =  [DC]  =  Gy 

wenn  G  das  dem  D  und  C  gemeinschaftliche  Gebiet  ist,  also  das  den 
Ay  Bj  C  gemeinschaftliche,  und  so  weiter. 

119.  In  einefn  reinen  Produkte  kann  man  Klammern  beliebig  setzen 
und  weglassen,  das  heisst 

wenn  [ABC]  ein  reines  Produkt  ist. 

Beweis.    1.  Wenn  das  Produkt  ein  rein  progressives  ist,  f  so  ist  83 
es  (nach  94)  auch  ein  äusseres,  also  (nach  80)   die  Klammersetzung 
gleichgültig  fürs  Resultat.  « 

2.    Wenn  das   Produkt  [ABC]    ein  rein   regressives  ist,  so   ist 

(nach  115)    das  Produkt    [|i4  .B|C]    ein  rein   progressives,  also   nach 

Beweis  1 

l\A{:B\C)]  =  [\A\B\Cl 

das  heisst  (nach  101) 

[AiBC)]  =  [ABC-\. 


4 


88  .    A,.     Abschnitt  I.   Kapitel  3.   §  6.    Nr.  119  b— 12«. 

119  b.  Hin  rcifies  l^odnkt  Ißchäli  seinen  Wcrthj  wmn  man  seine 
Faktoren  in  lauter  Faktoren  erster  oder  (n  —  l)-fcr  Stufe  auflöst ^  je 
nachdem  das  gegebene  Produkt  ein  jrrogressives  oder  regressives  tcar.  Auch 
heJiauptet  das  Produkt  in  Bezug  auf  diese  neueth  Faktoren  seinen  Charakter, 
als  rein  progressives  oder  regressives,  das  heisst,  tcefin 

P=[AB  ,,,  E\ 

ein  reines  Produkt  der  Faktoren  A,  Bj  . .  ,  E  ist,  und 

A  =  \a^  , . ,  nj,     B  =  [«v-f  1  •  •  •  ^''•1 }  ' '  '7     -E  =  [^1/^.1  . , ,  au\ 

und  «1,  . . .  ««  Grössen  erster  oder  (n  -—  l)-/cr  Stufe  sind,  je  nadulem 
das  Produkt  [-47/...  E]  ein  progressives  oder  regressives  ist,  so  ist  auch 

P  =  [aiOt  '  •  •  ^«]i 

und  zwar  audi  dies  Produkt  ein  rein  progressives  oder  regressives,  je 
naeluletn  das  gegebene  Produkt  [AB  , . ,  E]  es  war.  • 

Beweis.  Wenn  das  Produkt  [AB  ...  E]  ein  rein  progressives 
ist,  so  ist  {nach  116}  die  Summe  der  Stufenzahlen  von  A,  B,  . . ,  E, 
das  heisst  u,  <  n,  somit  bleibt  es  auch  (nach  116)  ein  rein  progres- 
sives in  Bezug  auf  die  Faktoren  a^,  ...  auy  wenn  man  statt  A  setzt 
[dj  ...  flfj,  und  so  weiter,  folglich  kann  man  (nach  HD)  die  Klam- 
mem weglassen  und  erhält  -P=  [«i^fj  • . .  Ou\ 

Ist    aber    [AB  . , .  E'\    ein    rein    regressives    Produkt,    so    wird 

\\A  B ...  1/?  I  (nach  1 15)  ein  rein  progressives;  und  wenn  A  =  [a^  ...  nj 

ist,    . . .,    und    rtj,  ...  a«    Grössen    (n  —  l)-ter    Stufe   sind,    so    ist 

A  =  [ja,  .  . .  rtj  und  so  weiter,  wo  \a^,  .  . .,  \a,j  Grössen  erster  Stufe 

sind,  somit  nach  dem  ersten  Theile  des  Beweises 

[|^  \B  ...  £]  =  [,ai  . . .  |a,J . 

Also  auch  (nach  101) 

[AB  . . .  E'\  =  [n^  ...  Oul, 

und  dies  ein  rein  regressives  Produkt  (nach  115). 

183  119c.*)  Wenn  a,  h, .,,  die  StufenzaJdai  [der  Faktoren]  eitles  reinen 
Produktes  P  [sind]  (114),  ti  die  des  Ilauptgebietcs,  v  die  Stufenzahl  des 
verbindefuJcfi,  g.  die  des  genwinschaftliclien  Gebietes  [aller  Faktoren]  (15) 
und p  die  des  Produktes  ist,  und  n  —  a=^a,  n  —  b  =  b\...,  n  —  g  =  g' 
gesetzt  wirdy  so  L^ 

*)  {Dieser  Satz  steht  in  der  Originalausgabe  auf  S.  183  als  Nr.  287,  gehört 
aber  hierher,  hinter  Nr.  119  b.) 
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1)  wenn  das  Produkt  P  ein  progressives  ist^  P  dann  und  nur  dann 
von  Null  verschieden y  wenn 

V  =  a  -\-  b  •-\-  '" 
isty  und  zwar  ist  dann  p  =  v, 

2)  wenn  das  Produkt  P  ein  regressives  ist,  so  ist  P  dann  und  nur 
dann  von  Null  verschieden ,  wenn 

ist,  und  zwar  ist  dann  p  '^^  g. 

Beweis.  1.  Wenn  das  Produkt  P  ein  progressives  ist,  so  kann 
man  die  Faktoren  (nach  119  b)  in  lauter  Faktoren  erster  Stufe  auf- 
lösen; die  Anzahl  dieser  Faktoren  erster  Stufe  ist  (nach  77)  a  +  &  +  •••, 
ihr  Produkt  ist  (nach  61  und  66)  dann  und  nur  dann  von  Null  ver- 
schieden, wenn  die  Faktoren  erster  Stufe  in  keiner  Zahlbeziehung  zu 
einander  stehen,  das  heisst  (nach  23),  wenn  das  verbindende  Gebiet 
von  (a  +  6  +  •  •  •)-ter  Stufe,  also  v  «=»  a  +  6  +  •  •  •  ist.  Dann  ist  die 
Stufe  des  Produktes  (nach  77)  =  a  +  ^  +    *'>  ^^^  heisst  =  v. 

2.  Wenn  das  Produkt  P  ein  regressives  ist,  so  gilt  der  Satz  zu- 
nächst für  zwei  Faktoren.  Denn  nach  109  ist  { in  diesem  Falle }  P  dann 
und  nur  dann  von  Null  verschieden,  wenn  </  =  a  +  fc  —  n,  das  heisst 

n  —  g  =  n  —  a  '{'  n  —  b, 
also 

g'  =  a  +  b' 

ist.  Nach  95  ist  femer  j>  =  a  -|-  &  —  n,  also  ==  g.  Somit  gilt  der 
Satz  für  zwei  Faktoren.  Aus  ihm  erhält  man  aber  durch  wiederholte 
Anwendung  den  Satz  für  beliebig  viele  Faktoren. 

120,  Ein  reines  Produkt  bleibt  sich  selbst  kongruent,  wenn  man  die  84 
Ordnung  der  Faktoren  beliebig  ändert,  das  heisst 

Pj,  B  ^  Pb^  ä  ' 

Beweis.  1.  Sind  q  und  r  die  Stufenzahlen  von  A  und  B,  und 
ist  zuerst  das  Produkt  [AB]  ein  progressives,  so  ist  (nach  58) 

also 

[AB]eei[BA]. 

Ist  das  Produkt  [AB]  ein  regressives,  die  Stufe  des  Hauptgebietes 
n,  so  ist  [|-4|£]  (nach  115)  ein  progressives  Produkt,  und  da  n  —  q 
und  n  —  r  die  Stufen  von  \A  und  \B  sind, 

[i^iB]  =  (-i)(«-«)<-'-)[|Bi^], 

also  (nach  101) 


iK)  A,      AbKbaitt  I.   K»iMt«l  3,   $  6.    Nr.  130— m. 


ailno  auch 

[AIi]:^[BA]. 

2.    I«t  feiner  da«  I'njdukt  [P./H(]  ein  reines,  so  ist 

(/'ylI<l  =  [P.J2?]  [119] 

~]P.BA] 
tuuiU  Bewein  1  und  nach  2,  40;  dies  wieder 

=  [PBA],  [119] 

[PAB]       [PBA], 

ihm  heinfit,  daM  IVodukt  bleibt  sich  kongruent^  wenn  man  zwei  auf 
«einander  folgende  Faktoren  vertauschi 

n.  Durch  Vertauschong  zweier  auf  einander  folgender  Faktoren 
kann  man  nun  nach  und  nach  jeden  Faktor  auf  jede  beliebige  Stelle 
bringen;  alfto  den  Faktoren  jede  beliebige  Ordnung  geben,  während 
dabei  nach  Beweis  2  das  Produkt  sich  kongruent  bleibt. 

121«  Wenn  ein  reines  Produkt  zwei  einander  incidente  Faktoren 
enthält j  von  denen  keiner  die  StufemaJd  NuU  hat,  so  ist  das  Produkt 
nuUf  das  heisst  Pj^b^^O,  wenn  P  [ein]  reines  Produkt  [ist]  und  A 
und  li  die  incidenten  Faktoren  sind. 

Beweis.  1.  Sind  A  und  J?  die  einander  incidenten  Faktoren, 
hIho  der  eine  dem  andern  untergeordnet,  etwa  B  dem  A,  so  ist  B 
diiH  gemeinHcliaftlicho  Gebiet  und  A  das  verbindende,  also  das  Produkt 
|/l/y|,  da  die  Stufe  von  B  grösser  als  Null,  und  die  von  A  kleiner 
als  n  ist,  (nach  li)\))  null. 
HA  2.    Knthiilt  aber  ein  Produkt  P  zwei  einander  incidente  f  Faktoren 

A  und  //,  HO  kaim  man  (nach  120)  die  Faktoren  so  ordnen,  dass  A 
und  B  auf  einander  folgen,  wobei  das  Produkt  sich  selbst  kongruent 
bleibi-,  alno  auch  (nach  2)  in  dem  einen  Falle  null  bleibt,  wenn  es  in 
«lern  andern  null  ist.  Dann  kann  man  (nach  119)  diese  beiden  Fak- 
toren in  eine  Klammer  schliessen.  Ihr  Produkt  ist  null  nach  Beweis  1, 
aUo  ein  Faktor  von  B  null,  also  auch  B  selbst  null. 

122.  Fin  gemischtes  Produkt  [ABC]  dreier  [einfacher]  Grössefi, 
[von  depicfi  die  letzte  C^O  ist,]  ist  dann  und  nur  dann  null,  tvenn  ent- 
Höxter  [AB]  —  0  ist,  oder  alle  drei  Orösscfi  A,  B,  C  von  einem  Gebiete 
von  niederer  als  n-ter  Stufe  umfasst  werden,  oder  ein  Gebiet  von  holderer 
als  nullter  Stufe  getPiein  haben. 

Beweis.  Es  seien  «,  ß,  y  die  Stufenzahlen  von  A,  B,  C,  also 
«  H"  /*  +  /*  >  ''  ""^^  <  -^'  l^aeh  HG).    Es  sei  [AB]  ^  0,  und  sei 
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zuerst  a  +  /3>*n  etwa  =  w  +  *?  so  lassen  sich  (nach  87)  A 
und  B  auf  einen  gemeinschaftlichen  Kaktor  d-ter  Stufe  D  bringen,  so 
dass  A  =  [DE],  B  =  [DF]  sind,  so  ist 

iAB-]  =  iDEF]D,  [103] 

also,  da  [A  U]  nach  der  Annahme  ^  0  ist,  so  muss  auch  [DEF]  ^  0 

sein.     Dann  ist 

[ABC]^  [BEF][DC], 

also,  da  [DEF]  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  ist,  so  ist  [ABC] 
dann  und  nur  dann  null,  wenn  \_DC]  es  ist.  Die  Stufe  von  [DC]  ist 
=  5  +  ?  =  «  +  /^  —  w  +  y,  also  <  w,  da  a  +  /5  +  y  <  2n  ist.  Also 
ist  das  Produkt  [DC],  { da  D  und  C  ungleich  Null  sind }  (nach  109) 
dann  und  nur  dann  null,  wenn  D  und  C  ein  Gebiet  von  höherer  als 
uuUter  Stufe  gemein  haben,  das  heisst  (da  D  das  gemeinsame  Gebiet 
von  A  und  B  ist),  wenn  A,  B  und  C  ein  Gebiet  von  höherer  als 
nuUter  Stufe  gemein  haben. 

Es  sei  zweitens  a  -\-  ß^n,  so  ist  [AB]  ein  progressives  Pro- 
dukt, also,  da  [AB]  nach  der  Annahme  ^  0  ist,  {imd  auch  C  von  Null 
verschieden  ist,}  das  Produkt  [(AB)C]  (nach  109)  dann  und  nur  dann 
null,  wenn  [^4^]  und  C,  das  heisst  A,  B  und  C,  von  einem  Gebiete 
niederer  als  n-ter  Stufe  umfasst  werden.     Somit  bewiesen. 

123,  Die  Ordnung y  in  welclier  man  mit  zwei  einander  incidenten 
einfachen  Grössen  fortschreitend  multiplicirt,  ist  gleichgültig  fUr  das  Be- 

SUltat,    das   heisst  r  a  ^yrl-^  r  ^^tjt 

'  [ABC]  ==  [ACB], 

tjoenn  B  incident  C, 

Beweis.  1.  Wenn  B  oder  C  von  nullter  Stufe,  das  heisst  Zahlen  86 
sind,  so  findet  die  Gleichheit  beider  Seiten  statt  (nach  13).  Wenn  die 
Produkte  reine  sind,  so  sind  beide  Seiten  (nach  121)  null,  folglich  ist 
der  Satz  nur  noch  zu  erweisen  für  den  Fall  des  gemischten  Produktes, 
in  welchem  B  und  C  von  höherer  als  nullter  Stufe  sind;  das  heisst 
(wenn  a,  ß,  y  die  Stufenzahlen  von  A,  B,  C  sind,  und  n  die  des 
Hauptgebietes)  für  den  Fall,  dass  a  +  ß  +  y>  n  und  <  2n  {116}  und 
ß  und  y  von  Null  verschieden  sind.. 

Wir  können,  da  die  zu  erweisende  Formel  sich  nicht  ändert,  wenn 
man  B  und  C  mit  einander  verwechselt,  annehmen,  dass  ß  <cy  sei, 
das  heisst,  da  B  und  C  einander  incident  sind,  dass  B  dem  C  unter- 
geordnet sei.  Ausserdem  nehmen  wir  zunächst  an,  auch  A  sei  eine 
einfache  Grösse.  Da  die  Summe  «  +  /5  ebenso  gross  oder  kleiner  als 
die  Summe  cc  -\-  y  ist,  so  sind  nur  drei  Fälle  möglich:  entweder  beide 
Summen   sind   kleiner    als  n,  oder   beide    grösser  als  w,  oder  es   ist 
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2.  t>ind  beide  Summen  kleiner  als  ^i,  also  auch  a  -{-  y  <Cny  so 
werden  die  drei  Grossen  A,  V,*Cy  von  denen  li  der  Grösse  C  unter- 
geordnet ist,  von  einem  Gebiete  (a  +  y)-ter  Stufe,  also  von  einem 
Gebiete  von  niederer  als  M-ter  Stufe  umfasst,  somit  sind  (nach  122) 
sowohl  [ABC]  als  [ACB]  null,  also 

[AliC]^[ACli]. 

3.  Sind  a  +  /J  und  a  +  y  >  w ,  so  sind  {n  —  a)  -{-  (n  —  ß)  und 
(n  —  a)  +  (w  —  y)  <  w,  also  dami,  da  n  —  a,  n  —  /J,  n  —  y  die 
Stufenzahleu  der  Ergänzungen  von  Aj  By  €  sind, 

\A\BC]  =  [L4  C  7i]  (nach  Beweis  2), 

also  (nach  1(^1) 

[ABC^^'iAriq. 

4.  Ist  «-{-/'>«  ^löd  «  +  /?<;?/,  ersteres  etwa  =  m  +  tf ,  wo 
d  auch  null  sein  kann,  so  müssen  (nach  87)  A  und  C  sich  auf  einen 
gemeinschaftlichen  Faktor  D  von  d-ter  Stufe  bringen  lassen  in  der 
Art,  dass  6^=  [^J^]  sei,  wo  /)  und  i^  einfache  Grössen  sind  und  B 
dem  A  untergeordnet  ist.  Dann  ist  E  von  (y  —  tf)-ter  Stufe,  also 
die  Summe  der  Stufenzahlen  von  A  und  E  gleich  a  +  y  —  d  =  w, 
somit  ist  (nach  108) 

[AC]  =  [A  .  7)i;]  =  [AE]D, 
also 

87  liier  ist  das  Produkt  [DB]  ein  progressives,  da 

ist,  indem  das  Produkt  ein  gemischtes  sein  sollte.  Wemi  nun  [7)JB] 
nnll  ist,  so  haben  (nach  lOi))  D  und  B  ein  Gebiet  von  höherer  als 
nullter  Stufe  gemein,  dann  haben  aber  auch,  da  1)  dem  A  untergeordnet 
ist,  A  und  B  dies  Gebiet  gemein,  das  Produkt  [AB\  ist  aber,  da 
a  +  /3  5  «  ist,  ein  progressives,  folglich  dies  (nach  109)  null.  Also 
dann  auch  [ABC]  =  0,  ebenso  wie  [ACB],  und  somit  beide  einander 
gleich.  Ist  aber  [DB]  ^  0,  so  ist,  da  D  und  B  beide  dem  C  unter- 
geordnet sind,  auch  ihr  verbindendes  Gebiet  [DB]  dem  Gebiete  von  C 
imtergeordnet,  also  C  (nach  79  b)  in  der  Form  [DBE]  darstellbar,  wo 
F  wieder  eine  einfache  Grösse  ist.  Dann  wird,  da  wir  oben  C  =  [DE] 
setzten,  E  =^[BF]  gesetzt  werden  können,  und  man  erhält: 

[ACB]=   [AE][DB]   =[ABF][DB], 
Femer : 

[ABC]  =  [AB,  DBF]  ^  [ABF] [DB]      (nach  108), 

weil  nämlich  D  dem  A  untergeordnet  ist,  also  [DB]  dem  [-4J5],  und 
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weil  [ABF']  =  [AE],  wie  oben  gezeigt ,  von  nullter  Stufe  ist.    Also 
erhält  man  [ACB]  =  [ABC]. 

5.  Hiermit  sind,  da  /3  <;  y  angenommen  war,  alle  Fälle  erschöpft, 
sofern  A  eine  einfache  Grösse  ist.  Ist  nun  A  eine  zusammengesetzte 
Grösse,  so  ist  sie  immer  (nach  77)  aus  einfachen  Grössen  numerisch 
ableitbar.    Es  sei  A  =  UarAr,  wo  alle  Ar  einfache  Grössen  sind,  so  ist 

[ABC]  =  Sar  [ArB  C]  [44] 

=  Ear[ArCB]         [nach  Beweis  1—4] 

^[ACB].  ^      .    [44] 

124.  Wenn  g,  r,  s  die  StufenzaJilen  dreier  {von  Null  verschie- 
dener] einfacJter  Grössen  Aj  B,  C  sind  und  n  die  des  HauptgAieteSj  so 
sind  die  ProduJcte  [ABC]  und  [ACB]  nur  in  folgenden  {sechs]  Fällen 

liongruent: 

[ABC^  =  iACB\, 

■ 

o)  wenn  g'  +  ^  +  ^  <C  ^  ^^  dann  ist 

[ABcr\  =  {-iy'[ÄCB\, 

b)  wenn  q  -^  r  -\-  s^2n  ist,  dann  ist 

[ABC]  =  (— l)(«-^)(''-'>[^CB], 

c)  wetin  \_AB]  und  [AC]  null  sind,  dann  ist  gg 

IABC]'='[ACB]  =  0, 

• 

d)  wenn  [ABC]  ein  gemischtes  Produkt  ist  und  A,  B  und  C  ent- 
weder ein  Gebiet  von  höJierer  als  nuüter  Stufe  gemein  Jiaben  oder  von 
einem  Gebiete  von  niederer  als  n-ter  Stufe  umfasst  werden^  dann  ist 

[ABC]  =  [ACB]  ^0, 

e)  wenn  { das.  Produkt  [ABC]  gemischt  ist  und]  q -{'  r  -\-  s  =  n  '\-  t 
ist,  und  B  und  C  entweder  ein  Gebiet  von  t-ter  Stufe  gemein  haben  oder 
von  einem  Gebiete  t-ter  Stufe  umfasst  werden;  dann  ist 

[ABC]  =  (—  iy^-'><*-'>[4(7^], 

f)  wenn  B  und  C  einander  incident  sind;  dann  ist 

[ABC]  =  [ACB]. 

Beweis.     Formel  a)  ist  in  58  bewiesen. 

Ist  q  +  r  -{-  s^  2w,  so  ist  (n  —  q)  +  (n  —  r)  +  (n  —  s)  ^  «, 
also,  da  w  —  q,  n  —  r,  n  —  s  die  Stufenzahlen  der  Ergänzungen  von 
A,  B,  C  sind,  so  ist  in  diesem  Falle 

[A\B:C]  =  (—  iy«--)^«-')[^|CjB].  (Formel  a) 
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Also  (nach  101) 

[ABC]  =  (-  ly— ^><»— >|^C2^]. 

Somit  ist  Formel  b)  bewiesen. 

Da  in  diesen  beiden  Fällen  Q  -\-  r  -\-  s  entweder  <  n  oder  >  2» 
war,  so  bleibt  nur  der  Fall  übrig,  wo  q  -}-  r  -\-  s>  n  und  <  2«  ist, 
also  der  Fall  des  gemischten  Produktes. 

Angenommen  zuerst,  [A]iC\  sei  null.  Ein  gemischtes  Produkt 
[ABC]  {dessen  dritter  Faktor  C  von  Null  verschieden  ist}  ist  (nach 
122)  dani^und  nur  dann  null,  wenn  entweder  [AB]  =  0  ist^  oder  alle 
drei  Grossen  A^  B,  C  von  einem  Gebiete  niederer  als  w-ter  Stufe  um- 
fasst  werden,  oder  ein  Gebiet  von  höherer  als  nullter  Stufe  gemein 
haben.  Tritt  einer  der  beiden  letzten  Fälle  ein,  so  ist  sowohl  [ABC] 
als  [ACB]  null,  und  also  [ABC]  =  [ACB]  =  i\  somit  Formel  d)  be- 
wiesen. Tritt  aber  von  diesen  beiden  Fällen  keiner  ein,  so  kann  [.4/:?r] 
nicht  anders  null  werden,  als  wenn  [AB]  null  ist;  ist  dies  der  Fall 
und  soll  dann  [ABC]  kongruent  [ACB]  sein,  so  muss  auch  [ACB] 
null  sein,  dies  kann  aber,  da  die  beiden  genannten  Fälle  ausgeschlossen 
sind  {und  B^O  ist},  nicht  anders  geschehen,  als  wenn  auch  [AC] 
null  ist^  und  es  tritt  also  duiin  der  Fall  c)  ein. 
89  Es  bleiben  also  nur  noch  f  die  Fälle  des  von  Null  verschiedenen 

gemischten  Produktes  übrig.  Da  q  -\-  r  -{-  s  <,2n  und  >  n  ist,  so 
können  wir  q--\-r-{-s^=n'{'t  setzen,  wo  /  >  0  und  <  n  ist.  Nun 
seien  hier  (genau  wie  in  123)  drei  Fälle  unterschieden. 

Erstens  der,  wo  die  Summen  (?  +  s  und  (/  +  r  beide  kleiner  als 

n  sind.     Dann    ist,  da  [AB]  und  [AC]  dann  von  Null  verschiedene 

progressive  Produkte  smd,   q  -{-  r  die  Stufe  von  [AB]  und  q  +  •**'  ^*® 

von  [AC].     Dann  haben    [AB]  und  f  (nach  26,  {><7})  einen   Faktor 

von  (ö'  +  ^  +  s  —  7i)-ter,  das  heisst  ^-ter  Stufe  gemein.   Dieser  sei  i>, 

und  sei  C  =  [D^],  so  ist  die  Summe  der  Stufenzahlen  von  yl,  By  E 

gleich    w,   und    Z)   ist    dem    [AB]   untergeordnet.     Folglich    ist    dann 

(nach  108) 

\ABC]  =  [AB  .  DE]  =  [ABE]  D, 

Also,  da  [ABE]  eine  Zahl  ist,  so  ist  [ABC]  ii::!  7);  somit  muss, 
wemi  [ABC]-~^[ACIi]  sein  soll,  auch  [ACB]  z^.D  sein,  das  heisst, 
[A  C]  und  B  müssen  sich  auf  einen  mit  D  kongruenten  gemeinschaft- 
lichen Faktor  bringen  lassen,  also  auch  auf  den  Faktor  D  selbst.  Folg- 
lich muss  D  dem  B  untergeordnet  sein,  es  war  aber  auch  dem  C 
untergeordnet,  das  heisst,  B  und  C  lassen  sich  auf  den  gemeinschaft- 
lichen Faktor  /-ter  Stufe  Z)  bringen,  das  heisst,  {sie}  haben  ein  Gebiet 
f-ter  Stufe  gemein,  was  die  erste  Bedingung  der  Formel  e)   ist. 

Es  sei  B  =-  [BF],  so  ist 
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[ABC]  =  [AB.DE]  =  [ABE]D   .  [108] 

«  [A(DF)E]D  =  [ADFE]D  [119] 

[A CB]  =  [AC.  DF]  =  [ACF]D  [108] 

=  [A(DE)F]D  =  [ADEF]D.  [119] 

Da  nun  C  =  [DE^  war,  so  ist  E  von  (s  —  ^)-ter  Stufe,  und  da 
JS  =  [DF]  war,  so  ist  F  von  (r  —  ^)-ter  Stufe,  somit 

[ADFE]D  =  (-  ly-^  ^*'')[ADEF\D,  [58] 

also 

[ABC]  =1—  1)(^-«  ('-0[^C£], 

was  die  Formel  e)  ist. 

Sind  hingegen  die  beiden  Summen  }  +  r  "und  g  +  s  grösser  als 
n ,  so  sind  die  Summen  (n  —  ?)  +  (w  —  ^  ^uid  (w  —  j)  +  (w  —  s) 
kleiner  als  w,  und  (n  —  g)  +  (w  —  0  +  (**  —  s)  =  n  -}-  (n  —  t).  Folg- 
lich sind  in  diesem  Falle  (nach  Fall  e)  die  Produkte  [(-4|JB|C]  und 
[|4|C'|JB]  nur  dann  einander  kongruent,  f  wenn  sich  |JB  und  \C  auf  90 
einen  gemeinschaftlichen  Faktor  von  (n  —  ^)-ter  Stufe  bringen  lassen. 
Dieser  sei  \D  und  sei   \B  =  [\D\F],  \C=[\D\E],  so  ist  (nach  e)- 

[i^|B|C]  =  (-l)('-^)('->[i^|C|J5]. 

Aber  (nach  98  {und  101})  ist  dann 

B  =  [DF],    C  =[/)£] 

[ABC]  =  (—  iy'-^><'-')[^(7i]  -=  (-  iy-'^^'-')[ACB], 

das  heisst,  es  tritt  die  zweite  Bedingung  der  Formel  e)  und  diese  selbst 
ein,  indem  nämlich  das  Produkt  B  '^  [DF]^  da  B  von  geringerer 
Stufe  als  D  ist,  als  regressives  erscheint,  und  ebenso  [DE],  und  also 
B  und  C  beide  dem  D  untergeordnet  sind,  also  von  dem  Gebiete  D 
umfasst  werden. 

Es  bleibt  somit  nur  noch  der  {driüe}  Fall  übrig,  wo  von  den 
Summen  q  -{-  r  und  g  +  s  die  eine,  etwa  die  erstere,  ebenso  gross 
oder  kleiner,  die  andere*  ebenso  gross  oder  grösser  als  n  ist.  Dann 
lassen  sich  (nach  26  {und  87})  [AB]  und  C  auf  einen  gemeinschaft- 
lichen Faktor  (3^  +  ^  +  5  —  n)-ter,  das  heisst  ^-ter  Stufe  bringen. 
Dieser  sei  2),  und  sei  C  =[DE]*),  so  wird 

[ABC]  =  [AB.  DE]  =  [ABE]D.  [108] 

Ferner  sei  g  +  s  =  «  +  v,  so  haben  A  und  C  einen  Faktor  von 


*)   Sollte  5  -f-  r  =  w  sein,  so  würde  E  von  nuUter  Stufe  sein,  was  in  dem 
obigen  Beweise  mit  eingeschlossen  ist;  dasselbe  gilt  im  Folgenden  von  F. 
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v-ter  Stufe  gemein^  dieser  sei  F,  und  sei  C=[^'G],  »o  ist 

[^C]  =  [A  .  FG^  =  {AG^F.  [108] 

Also 

[_ACB]  —  [AG^[FB], 

SoU  also  [iljBC]  ~  [ACH\  sein,  so  muss,  da  \ABE^  und  [ilG] 
von  Null  verschiedene  Zahlen  sind,  D  5££  \_FB]  sein,  da^  heisst,  B  ist 
dem  D  untergeordnet,  aber  auch  D  dein  C,  also  li  dem  C  unter- 
geordnet, das  heisst,  B  und  C  sind  einander  incident.  Dies  ist  die  Be- 
dingung der  Formel  f)  und  (nach  123)  ist  dann 

{ABC^  =  {ACB\ 

Somit  der  Satz  vollständig  bewiesen. 

125.    In  denselben  und  in  Iceinen  andern  Fällen  (wie  in  124)  ist 

[BAC]  =  [B.ACl 

9i  Beweis.     Es  ist  in  den  in  124  angenommenen  Fällen 

[BAC]  =  [ABC]  [120] 

=  [AGB]  [124] 

=  [B.ACl  [120] 

und  umgekehrt  folgt  aus  der  Kongruenz  von  125  wieder  die  von  124. 

Anm.    Es  ergiebt  sich  ins  Besondere  für  Fall  c)  und  d) 

[BÄC]  «  [B  .  ÄC]  =  0, 

für  Fall  a)  und  b)   {vgl.  119) 

[BAC]^[B  .  AC]. 

Dagegen  spaltet  sich  der  Fall  e)  in  zwei  Fälle;  nämlich,  wenn  die  Summen 
q  -\-  r  und  j  +  «  kleiner  als  n  sind,  so  ist 

[J5AC]«(-1)'/'[J5.  AC], 
und  wenn  jene  Summen  grösser  als  n  sind, 

[BAC]  =-  (-i/«-9)^'»-'>[B  .  AC]. 

Der  Fall  f)  spaltet  sich  in  zwei  F&Ue,  nämlich,  wenn  5  -f  r  kleiner,  und 
q  -{•  8  grösser  als  n  ist,  so  wird  • 

[BAC]  ==  (— 1)'- («-•') [B  .  AC], 

wenn  umgekehrt  q  -{-  r  grösser,  und  q  -{-  8  kleiner  als  n  ist, 

\BAC]^(-lf'*-''^'[B  .  AC]. 

Wenn  eine  der  Summen  gleich  n  ist,  so  gilt  sowohl  diejenige  Formel,  hei 
welcher  die  Summe  grösser,  als  diejenige,  wo  sie  kleiner  als  n  vorausgesetzt  war, 
indem  dann  beide  Formeln  identisch  werden.  Auch  ist  zu  bemerken,  dass  wenn 
in  f),  das  heisst,  in  dem  Falle  der  Incidenz  von  B  und  C,  die  Bedingung  eintritt, 
dass  beide  Summen  grösser  als  n,  oder  beide  kleiner  als  w  sind,  sowohl  [BAC]y 
als  [B.AC]  null  werden,  und  also  zugleich  der  Fall  c)  oder  d)  statt  hat. 
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126.  Ein  Produkt  nuUter  Stufe  bleibt  sich  selbst  kongruent,  wenn 
man  die  Ordnung  aller  seiner  Faktoren  umkehrt,  oder  die  letzten  Faktoren 
in  beliebiger  Anjsahl  mit  umgekehrter  Ordnung  bu  einem  Produkte  eur 
sammenfassty  das  heisst 

Beweis.     Es  sei  zuerst 
so  ist 

Da  das  Produkt  von  nullter  Stufe  sein  soU^  so  muss  die  Summe 
der  Stufenzahlen  von  P,  An—i,  An  (nach  96)  durch  n  theilbar,  also^ 
da  die  einzelnen  Stufenzahlen  >  0  und  <  n  sind,  entweder  gleich  n 
oder  gleich  2n  sein;  im  ersteren  Falle  ist  das  Produkt  der  drei  Grössen 
P,  An—i,  -4„  ein  rein  progressives,  f  im  letzteren  ein  rein  regressives,  92 
in  beiden  also  ein  reines,  somit  (nach  119,  120) 

[PA^lAn]  =  [P.AnA^i\, 

oder 

L-^l-"2  •  •  •   An—iAn]  ^=  \Ai  .  .  .  A.n—i»AnAn—i\, 

Betrachten  wir  diesen  Ausdruck  als  ein  Produkt  der  drei  Grössen 
[Ai . . .  -4„_8],  Ain—%  und  [AnAn^i],  so  erhalten  wir  auf  gleiche  Weise 
den  zuletzt  gewonnenen  Ausdruck 

=  lAi  • .  .  An—S  •  AnAi^^iAn^%\. 

Wendet  man  dies  Verfahren  r-mal  an,  so  erhält  man 

[Ai  .  .  .  An]  =  t^l  •  •  •  An—r—l  •  An  An    1  •  •  •  An—rj  f 

das  heisst,  das  Produkt  bleibt  sich  selbst  koi^ruent,  wenn  man  die 
letzten  Faktoren  in  beliebiger  Anzahl  (r)  mit  umgekehrter  Ordnung 
zu  einem  Produkte  zusammenfasst.     Hiemach  wird  nun  auch 

L-^l-^  .  .  .  Anj  =  L-4.J  .  AnAn^l  .  .  •  -^2!! 

somit  (nach  58) 

=  [AnAn^l  .  .  .  A^A^jy 

also  {ist}  auch  der  erste  Theil  des  Satzes  bewiesen. 

§  7.     Zarüokleitnng  und  Ersetzung. 

127.  Erklärung.  Wenn  n  die  Stufenzahl  des  Hauptgebietes, 
Ai, . . .  A9  die  multiplikativen  Kombinationen  aus  den  n  in  keiner  Zahl- 
beziehung zu  einander  stehenden  Grössen  erster  oder  (n  —  l)-ter  Stufe 

OraBsmann,  Werke.    I.  2.  7 
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a,,  . . .  a«  zu  irgend  einer  Klasse  und  A^^  ,  , .  A»  die  multiplikativen 
Kombinationen  aus  m  derselben,  etwa  aus  a, ,  ...  a,,«  zur  gleichen  Klasse 
sind,  und  j     i  .        j 

Ci  =  aiAi  H [-  a„^a 

ist,  80  nenne  ich  Q  die  Zurückleitung  von  (7  auf  das  Gebiet  [oj . . .  flm]; 
unter  Ausschluss  des  Gebietes  [am^-i  . . .  a^],  und  zwar  nenne  ich 
die  Zurückleitung  eine  progressive,  wenn  «i,  . . .  «»  Grössen  erster 
Stufe,  eine  regressive,  wenn  eij,  . . .  a«  Grössen  (n  —  l)-ter  Stufe 
sind.  Die  Zurückleitungen  mehrerer  Grössen  heissen  in  demselben 
Sinne  genommen,  wenn  sie  auf  dasselbe  Gebiet  und  unter  Ausschluss 
desselben  Gebietes  zurückgeleitet  sind  (vgl.  33). 

Anm.    Ist  zam  Beispiel  das  Uauptgebiet  von  vierter  Stufe  (wie  zum  Bei- 
spiel der  Baum),  und  sind  a,  6,  c,  d  vier  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander 
98  stehende  Grössen  erster  Stufe  (zum  Beispiel  vier  nicht  in  ein  und  derselben  Ebene 
liegende  Punkte),  so  ist   (7,  =■  [öc]  +  [cd]  +  [«&]   (hn   Baume  eine  Linie)   die 
(progressive)  Zurückleitung  von 

C  -  [6c]  +  [ca]  +  [ab]  +  [ad]  +  [hd\  +  [cd] 

auf  das  Oebiet  [abc]  (also  auf  die  Ebene  abc),  unter  Ausschluss  des  Gebietes  d. 
Bezeichnen  wir  ferner  [bcd]  mit  a',  [cad]  mit  b',  [abd]  mit  c   und  [acb] 
mit  d\  so  sind  a,  b\  c\  d'  Grössen  (n —  l)-ter  Stufe,  da  n  =»  4  ist  und  setzen 
wir  noch  [abcd]  =  1,  so  ist 

[&V]-[aiJ,    [dd]^\bd],    [a6']-[cd], 

[fl'd']  =  [6c],    [6'd']  =  [cal.    [c'd']  =  [a6], 
und  es  wird 

C  =  [a'd']  +  [6'd']  +  [c'd']  +  [t'C]  +  \c-ii\  +  [a'6'J. 

Dann  wird,  wenn 

C  —  \b'c]  +  fc'a  ]  +  \ab'] 

ist,  C  die  (regressive)  Zunickleitung  von  C  auf  das  Gebiet  \ab' c]^  unter  Aus- 
schluss des  Gebietes  tV  sein,  das  heisst,  da  [a'6'c']  =»  [cd.  a6d]  =  d,  und 
ci'  =  [a/>cj  ist,  C  ist  die  Zurückleituug  von  C  auf  das  Gebiet  (i,  unter  Ausschluss 
des  Gebietes  [a6cj. 

So  erscheint  also  in  der  Geometrie  die  Zurückleitung  einer  Linie  auf  eine 
Ebene  als  progressive  Zurückleitung,  und  die  einer  Linie  auf  einen  Punkt  als 
regressive  Zurückleitung.  Die  Zurückleitung  selbst  ist  in  der  Geometrie  gleich- 
bedeutend mit  der  Projektion  ini  weitesten  und  prägnantesten  Sinne  des  Wortes 
(siehe  unten  { Nr.  129,  164—166,  200  ) ). 

Wir  haben  oben  (<J3)  die  in  der  Definition  bestimmte  Grösse  C^  die  Zurück- 
leitung der  Grösse  C  auf  das  Gebiet  der  Grössen  u4, ,  -4^ ,  . . .  A^^  genannt.  Dieser 
Benennungsweise  haben  wir  hier  die  für  die  Anwendung  bequemere  zur  Seite 
gesetzt. 

128.    Je  nachdem  die  Stufenzähl  des  GebieteSy  auf  welches  zurückr 

geleitet  wird,  grösser  oder  kleiner  als  die  Stufenzahl  der  mrikikgeleiteten 

Grösse  ist,  erscheint  die  Zuriickleitung   als  progressive  oder  regressive. 

Wenn  die  Stufenzahl  jenes  Gebietes  gleich  der  Stufenzahl  der  zurück- 
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geleiteten  Grosse  ist,  so  Jcann  die  Zurückleitung  sowohl  eine  progressive 
als  eine  regressive  sein. 

Beweis.  Es  seien  a^,  ...  o«  Grossen  erster  Stufe,  die  in  keiner 
Zahlbeziehung  zu  einander  stehen^  und  seien  A^,  . . ,  A^  die  multiplika- 
tiven  Kombinationen  aus  a,,  ...  a„  zur  p-ten  Klasse,  und  A^,  ...  Au 
die  multiplikativen  Kombinationen  aus  a^,  ...  Gm  zur  p-ten  Klasse  und 

G  =«1^1  H \'  cc^At,,    Ci  =  a^Ai  +  .••  +  auAu, 

also  (nach  127)  C^  die  progressive  Zurückleitung  der  Grösse  C  auf 
das  Gebiet  [a^  ...  a»,]  unter  Ausschluss  des  Gebietes  f  [0^4.1  ...  On],  so  94 
würde  es,  wenn  m<p  wäre,  gar  keine  Kombinationen  aus  a^,  . . .  a„ 
zur  ^-ten  Klasse  geben,  also  auch  keine  progressive  Zurückleitung.  Es 
muss  also  für  die  progressive  Zurückleitung  m^p  sein,  da  aber  m 
die  Stufenzahl  des  Gebietes  [a^  . . .  a^]  und  p  die  der  multiplikativen 
Kombinationen  A^,  ...  Ai,,  also  auch  die  von  C  ist,  so  muss  die  Stufen- 
zahl des  Gebietes,  auf  welches  zurückgeleitet  wird,  ebenso  gross  oder 
grösser  sein  als  die  der  zurückgeleiteten  Grösse. 

Macht  man  im  Uebrigen  dieselben  Annahmen  wie  vorher,  mit 
dem  einzigen  Unterschiede,  dass  a^,  . . .  On  Grössen  (n  —  l)'ter  Stufe 
sind  (in  dem  Hauptgebiete  n-ter  Stufe),  so  ist  die  Zurückleitung  eine 
regressive;  und  auch  hier  muss,  aus  gleichem  Grunde  wie  vorher, 
w  ^ ^  sein.  Fasst  man  nun  aber  die  Grössen  (n  —  l)-ter  Stufe  ai,  ...Om 
als  Ergänzungen  von  Grössen  erster  Stufe  auf,  so  wird  (nach  98)  ihr 
Produkt  [a^  . . .  Um]  die  Ergänzung  eines  Produktes  von  m  Grössen 
erster  Stufe,  seine  Stufenzahl  also  (nach  90,  Zusatz)  gleich  n  —  w; 
ebenso  wird  die  von  C  gleich  n  —  p.  Da  aber  n  —  w  ^  n  —  p  ist, 
so  ist  die  Stufenzahl  des  Gebietes,  auf  welches  zurückgeleitet  wird, 
ebenso  gross  oder  kleiner  als  die  der  zurückgeleiteten  Grösse. 

Ist  also  die  Stufenzahl  jenes  Gebietes  grösser  oder  'kleiner  als  die 
Stufenzahl  der  zurückgeleiteten  Grösse,  so  wird  die  Zurückleitung  im 
ersteren  Falle  eine  progressive,  im  letzteren  eine  regressive  sein.  Sind 
hingegen  die  genannten  Stufenzahlen  einander  gleich,  so  wird  die 
Zurückleitung  sowohl  eine  progressive  als  auch  eine  regressive  sein 
können. 

129,  Die  ZurücMeitung  Ä  einer  Grösse  A  auf  ein  Gebiet  B,  unter 
Ausschluss  des  Gebietes  C,  ist       . 

,       [B.AC] 

also 

Ä  ^Iß.'AC], 
wenn  [BC]  =  1  ist. 

7* 
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Beweis.  Es  seien  a^,  . . .  a«  n  in  keiner  Zahlbeziehung  zn  ein- 
ander stehende  Grössen  erster  oder  (n  —  l)-ter  Stufe,  und  -4|,  ...  A, 
die  multiplikativen  Kombinationen  {zu  einer  gewissen  Klasse}  aus 
Ol; ...  a«,  und  A^, ...  -4„  die  aus  Oi,  ...Om  und  -4-aai-4i  +  •••+  a^Ap, 
also  A'  ■=»  «jili  +  •  •  •  +  ^uAttf  und  sei 

80  ist 

Aber,  da  ^^ , . . .  il«  die  Kombinationen  aus  a^ , . . .  dm  sind  und  ^m^.]  , . . .  il» 
diejenigen  Kombinationen  aus  a,,  ...  a«,  welche  nicht  zugleich  Kom- 
95  binationen  aus  di,  . . .  o^  sind,  so  muss  f  jede  der  Grossen  A^^i,  . , .  A^ 
mindestens  einen  der  Faktoren  a^^i,  . . .  a»  enthalten,  also  mindestens 
einen  Faktor  mit  C  —  [a^+i  .  • .  a„]  gemein  haben.  Die  Produkte 
[iltt^-iC],  . . .  [-4<,C]  sind  aber  in  Bezug  auf  die  Faktoren  a^,  ...  an 
reine  (nach  114  {127,  128  und  119b}),  somit,  da  sie  gleiche  Faktoren 
enthalten,  null  {nach  121],  also  wird 

[AC]  =  [{a^A,  +  ...  +  auAu)C]  =  a,[A,C]  +  -"  +  a.[^.C]. 
Folglich  ist 

[B  .  AC]  =  a,[B.A,C]'\ \-  a^[B  .  AuC]. 

Da  nun  jede  der  Grössen  A^,  . . .  A»  aus  Faktoren  besteht,  die  in 
B  enthalten  sind,  so  ist  jede  derselben  mit  B  incident,  somit,  da  auch 
die  Stufenzahlen  von  B  und  C  zusammen  n  betrafen,  so  ist  (nach  108) 

IB.A,C]  =  [BC]A,,  ...,    lB.AuC]  =  [BC]Au, 
also 

[B  .  AC]  =  [BC]{a,A,  +  •  •  •  +  a^Au)  =  [BC]A\ 

Also,  da  \BC]  eine  Zahl  ist, 

^  ~     [BC] 

130.  Jede  Gleichung,  deren  Glieder  Vielfache  je  einer  Grösse  m-ter 
Stufe  sind,  bleibt  bestehen,  wenn  man  statt  aller  dieser  Grössen  ihre  in 
demselben  Sinne  genommenen  Zurückleitungen  setzt;  oder,  wenn 

P  =  aA  +  ßB  +  '" 

ist,  und  P',  A'y  B\  ...  die  in  gleichem  Sinne  genommenen  Zurückleitungen 
von  P,  A,  B,  . . .,  und  a,  /J,  . . .  Zahlen  sind,  so  ist  aiidi 

P'  =  aA'  +  ßB'  +  '". 

Beweis.  Es  sei  Q  das  Gebiet,  auf  welches  zurückgeleitet  wird, 
und  R  das  ausgeschlossene  Gebiet  und  [Qi2]  =  1,  so  erhält  man  aus 
der  Gleichung 
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durch  Multiplikation 

[PK]  =  a[AR]  +  ß[BK]  +  •  •  • 
und 

[Q  .  FK]  =  a[Q  .  AK]  +  ßlQ  .  BR]-]^  ^^., 

das  heisst  (nach  129) 

P'  =  aÄ'  +  ßB'  +  '". 

131.    Die  progressive  ZurücJcleitung  eines  rein  progressiven  und  die  96 
regressive  eines  rein  regressiven  Produktes  ist  gleich  dem  Produkte  der  in 
demselben  Sinne  genommenen  Zurückleitungen  der  Faktoren  jenes  Pro- 
dukteSy  das  heisst,  wenn  das  reine  Produkt  P 

P=[AB  ...E] 

isty  und  P\  A\  B\  . . .  E'  die  in  gleichem  Sinne  genommenen  Zurück- 
leitungen  von  P^  A^  By  . . .  E  sind  {und  ewar  progressive  oder  regressive, 
je  nachdem  das  Produkt  progressiv  oder  regressiv  ist),  so  ist  auch 

Beweis.     1.  Es  sei 

A  =  [ai, , ,  aj,    B  ■=  [a^i . . .  ar], . . . ,     jE?  =  [0^4.1 . .  .aj , 

wo  «i, . . .  a^  Grössen  erster  oder  (n  —  l)-ter  Stufe  sind,  je  nachdem 
das  Produkt  [AB  , . ,  E]  ein  progressives  oder  regressives  war.  Dann  ist 

P=^[a^  ...  a  J 

{nach  119b}  ein  reines  Produkt  von  Grossen  erster  oder  (n  —  l)-ter 
Stufe.  Femer  sei  ^  =  [mj  . . .  Um\  das  Gebiet,  auf  welches  zurückgeleitet 
wird,  jR  ^  [mto+i  •  •  •  Wn]  das  ausgeschlossene  Gebiet  und  [^ü]c=sl^ 
wobei  u,y  . . .  ttn  Grössen  erster  oder  (n  —  l)-ter  Stufe  sind,  je  nach- 
dem o^,  ...  o«  es  sind.     Dann  ist  (nach  129) 

r  =  [Q.  PR] 

Wenn  nun  das  ursprüngliche  Produkt  [AB ,.,  E]  ein  progressives 
ist,  so  soll  auch  die  Zurückleitung  eine  progressive,  das  heisst  (nach  128), 
die  Stufenzahl  von  Q  ebenso  gross  oder  grösser  als  die  von  P  sein, 
das  heisst  m  ^  v,  folglich  v  -^  n  —  w  ^  n,  das  heisst,  das  Produkt 
[aj . . .  a„ .  Mto+1  . . •  wJ  { ist)  ein  rein  progressives,  also  auch 

=  [Oj  . . .  apHm+i . . .  mJ, 

und  da  alle  Faktoren  von  erster  Stufe  sind,  ein  kombinatorisches  (nach 
94,  78).    Nun  sei 

(r)  I  I         (r) 
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80  können  wir  (nach  G7)  in  dem  Produkte  [üi .,.  a„ii„^i ...  u^^   statt 

flfr  =  ci^{^Ui  H f-  a^J^hu  setzen:  a^pu^  H f-  aj;;)!/«,  weil  w,^i, . . .  ii« 

als  Faktoren  in  jenem  Produkte  vorkommen;  aber  a^pu^  +  •••  +  «S^^w«, 

97  ist  die  Zurückleitung  von  ar  auf  das  Gebiet  f  Q  ^^[u^  ...  Uih] ,  niit 
Ausschluss  des  Gebietes  J?  =  [«,«4.1 ... ««].  Somit  wird,  wenn  wir 
diese  Zurückleituug  mit  a'r  bezeichnen, 

■P'  =  [*'i  •  •  •  w,;.(ai  ...a„.  «,«4-1 . . .  «„)]. 

Hier  ist  [ai . . .  «i]  dem  [w,  ...  */„]  untergeordnet,  also  (nach  108) 

P'  «=  [mi  . . .  ii  J  [a'i . . .  a'r]  =  [a'i . . .  ai] . 

Aus  gleichem  Grunde  ist 

Ä  «=»  [ai . . .  a^] ,     JB'  =  [^9+1  •  •  •  ^r]  ;  •  •  •  >  J5  =  [^H-i  •  •  •  ^p]' 

Somit  {wird}  P'  =  [4'B'...E1. 

2.  Wenn  das  ursprüngliche  Produkt  [AB  ...  E^  ein  reyr(?5Stt;es  ist, 
und  also  auch  die  Zurückleitung  von  P  auf  Q,  unter  Ausschluss  von  Jß, 
eine  regressive,  das  heisst  {nach  128 },  die  Stufenzahl  von  P  grosser  oder 
ebenso  gross  als  die  von  Q  ist,  so  {ersetze  man  zunächst  sämmtliche 
Grössen  durch  ihre  Ergänzungen.  Dann }  kehrt  sich  das  regressive  Pro- 
dukt und  ebenso  die  regressive  Zurückleitung  (nach  115  und  90,  Zu- 
satz) in  das  progressive  Produkt  und  in  die  progressive  Zurückleitung 
um.  Sind  daher  P^,  Q^,  7fj,  A^,  B^^ ...  E^  die  Ergänzungen  von  P,  Q^ 
liy  Ay  B^...Ej  und  Pi,  A\,  B[,...E\  die  Zurückleitungen  von  P^, 
Alf  B1J...E1  auf  Qi,  unter  Ausschluss  von  2i,,  so  ist  (nach  101) 

und  nach  Beweis  1 

(*)  P\  =  [A[Bi...E[]. 

Femer  ist  (nach  129) 

P'  =  [Q.  FE] ,     P[=[Q,.  1\ B,-\  =  |[Ö .  Pü] ,     [nach  97] 

also  Pi  =  \B'  und  ebenso 

Ä,=  A\    B[  =  \B\..., 
also  (nach  *) 

P'  =  [\Ä\Br  ...\E'^ 

V  =  [ÄB\..E'^.  [nach  101] 

3.  Sind  nun  endlich  A,  B, ...  E  zusammengesetzte  Grössen, 

A  =  UarAr,     B  =  ZßsB.y . . . ,     E=  SscE.y 

wo  Ar,  Baj...Ep  einfache   Grössen  sind,  und  sind  Ar,  B'g,...Ei,  die 
Zurückleitungen  von  Ar,  Bg, ...  JS^,  so  ist 
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P=[2:arÄr.Zß,B,..,2:€,E,]  =  Uarß, . . .  e,[ArB. . . .  Er]   {45} 

wenn 

ist.     Also  (nach  130) 

p'  =  zarßs ...  feP;,v...  =  2;«,/», ...  5,[4;p; ...  J5;;] 

nach  Beweis  1  und  2;  und  dies  98 

=  [Zar Ar . Sß,B\  ...Sb.E',]  [nach  45] 

^[ÄB  ...E'].  [130] 

133*).  Eine  Gleichung^  deren  Glieder  Grössen  m-ter  Stufe  sind,  wird, 
toefin  n  die  Stufe  des  Hauptgebietes  ist,  durch  so  viel  ZaJUgleichungen  er- 
setzt, als  es  Kombinationen  ohne  Wiederholung  aus  n  Elementen  ssur  m-ten 
Klasse  giebt;  und  zwar  erhält  man  einen  ersetzenden  Verein  von  Glei- 
chungen, indem  man  die  gegebene  Gleichung  nach  und  nach  mit  den  multir 
plikativen  Kombinationen  zur  (n  —  myten  Klasse  au^s  einer  beliebigen 
Schaar  von  n  Grössen  erster  Stufe,  deren  Produkt  1  ist,  muUiplicirt. 

Beweis.     Es  sei 

(a)  P  =  Ä  +  B-\ 

die  gegebene  Gleichung,  in  welcher  P,  A,  B,  .,,  Grössen  w-ter  Stufe 
sind,  es  seien  femer  e, ,...e„  Grossen  erster  Stufe,  deren  Produkt 
[e^  ...  e„]  =  1  ist,  und  seien  E^,  E^,  ...  Et,  die  multiplikativen  Kom- 
binationen zur  m-ten  Klasse  aus  e^,  ...  e»,  und  F^,  JPg,  ..,  Fg  die 
ergänzenden  Kombinationen,  das  heisst,  die  Kombinationen  aus  denselben 
Elementen  zur  (n  —  m)-ten  Klasse  und  zwar  so  geordnet,  dass 

sei,  so  ist  zu  zeigen,  dass  die  obige  Gleichung  ersetzt  wird  durch  den 
Verein  von  Gleichungen,  der  aus 

(b)  [PFr]  =  [AFr]  +  [BFr]  +  ■■' 

dadurch  hervorgeht,  dass  man  statt  r  nach  und  nach  setzt  1,  2,  ..,v.  99 

Es  sind  (nach  77)  P,  A,  B, ...  numerisch  ableitbar  aus  Ei, ...  E,, 
Nun  sei 

P^7t^E,  +  --+7C,E,,  A=a,E,  +  '-  +  a,E„  B=ß,E,  +  --+ß,E,, 
und  so  weiter,  so  ist 

[PFr]  =  [ZTt.E^.Fr']  =  £^s[EsFr]. 

Aber,  da  Es  und  Fr,   wenn   s  ^  r   ist,  nothwendig  gleiche  Elemente 
*)  Die  Nr.  132  der  Originalausgabe  steht  jetzt  auf  S.  85  f.  als  Nr.  116  b. 


ä 
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(ci,  ...  Cn)  als  Faktoren  enthaUen,  so  ist   { nach  60 }    ftlr  diesen  Fall 
lE,Fr]  =  0,  also 

Aus  gleichem  Ormide  ist 

Gilt  nun  die  Oleichung  (a),  so  gilt  auch  die  aus  ihr  durch  Multi- 
plikation hervorgegangene  Oleichungsgruppe  (b).  Gilt  umgekehrt  die 
letztere,  so  hat  man  fQr  jedes  r  von  1,  ...  v,  indem  mau  ftlr  [Pl^r]» 
[ÄFr],  [BFr],  ...  die  gefundenen  Werthe  setzt, 

7t r  ■=  ff r  "T"  ßr  "r   "*  f 

also  auch 

nrEr  =  €CrEr  +  ßrFr  +  •  •  • 

ftlr  jedes  r  von  1  bis  v,    Addirt  man  diese  sämmtliehen  Gleichungen, 
so  erhält  man 

das  heisst 

P=  A  +  B'\ 

Somit  ersetzen  sich  die  Gleichung  (a)  und  der  Gleichungsverein  (b) 
gegenseitig. 

Zusatz.     Ins  Besondere  wird  die  Gleichung 

-4  ==»  «1  J?i  +  «2  JBj  -f-  .  •  . 

ersetzt  durch  den  Gleichungsverein 

das  heisst  durch  die  Gleichungen 

t 

§  8.    Elimination  der  Unbekannten  aus  algebraischen  Gleichungen 

durch  kombinatorische  Multiplikation. 

134.  Aufgabe.  Aus  n  Gleichungen  erstell  Grades  mit  n  ütibekanntm 
diese  m  finden. 

100         Auflösung  1.     Die  n  Gleichungen  seien 

afxy  +  a^a:«  +  •  •  •  +  «i'^^c«  =  ^^'> 


(a) 


Man   multiplicire  diese  Gleichungen  beziehlich  mit  n  extensiven 
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Grössen  e^^\  e^^\  . . .  e^*^,  deren  kombinatorisches  Produkt  Eins  ist,  und 
addire  sie,  so  erhält  man,  indem  man 


(b) 


•  •  +  «i-'e«  =  o, 

1    MJn)  ^  ^ 

•  •                  •                    • 

^(»c(«  +  ^«e«  +  . 

. .  +  ^We<»'  =  6 

setzt,  die  Gleichung 

(c)  x^Oi  +  x^a^  H h  Xntt^  =  6, 

eine  Gleichung,  welche  (na^h  29}  die  gegebenen  Gleichungen  (a)  er- 
setzt. Um  aus  ihr  Xi  zu  finden,  fügt  man  beiden  Seiten  der  Gleichung 
die  Faktoren  o,,  aj,  ...  a„  hinzu,  so  erhalt  man,  da 

la^diO^  ...  aj,    [a^a^a^ ...  a«], ...  [anC^a^ ...  aj 

(nach  60)  null  sind, 

(d)  Xi [Oitti . . .  aj  ■=  [iOgOs  . . .  a«]. 

Und  ebenso 

Xil/^i^h  .  •  •  o«]  =  [«1  iöfg  . . .  aj,  .... 

Angenommen    nun    zuerst y    das   Produkt    [a^a^  . . .  a»],  {das    als 
Grosse  n-ter  Stufe  eine  Zahl  ist,}   sei  ungleich  Null,  so  erhält  man 

[6  a^a^  . . .  aj 


(e) 

und  ebenso 


X, 


[a^a^a^  ...aj' 


(e) 


.  .       .... 


Xn  — 


Es  ist  für  diesen  Fall  noch  zu  zeigen,  dass  diese  Werthe  der  Un- 
bekannten in  der  That  der  Gleichung  (c)  genügen. 

Da  das  Produkt  [a^a^  ...  aj  nach  der  für  diesen  Fall  gemachten 
Annahme  ungleich  Null  ist,  so  stehen  a^, . . .  a»  in  keiner  Zahlbeziehung 
zu  einander.  Da  nun  a^,  ...  a„  aus  6^,  ...  e,»  numerisch  abgeleitet  sind 
und  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen,  so  muss  (nach  21) 
jede  aus  ej,  ...  e„  numerisch  ableitbare  f  Grösse,  also  namentlich  &,ioi 
auch  aus  a^,  ...  a»  numerisch  ableitbar  sein;  es  sei 
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Substituirt  man  diesen  Werth  in  (e),  so  wird 

^1  =  yi  j    ^i  '^^  Vif  •  • ' }    ^n'^  y%f 
also 

^1«!  +  ^%<h  H h^iö^  —  yi«!  +  y2Ö2H hy«a«, 

das  heisst  =  6.     Also  wird  der  Gleichung  (e)  durch  die  Werthe  (e) 
genügt,  somit  auch  den  ursprünglichen  Gleichungen. 

Angenommen  zweitens^  das  kombinatorische  Produkt  [a^a^  ...  a.] 
sei  gleich  Null,  so  stehen  a^^  .,.  an  in  einer  Zahlbeziehung  zu  ein- 
ander, dann  muss  es  unter  ihnen  (nach  17)  solche  geben,  die  in  keiner 
Zahlbeziehung  zu  einander  stehen,  und  aus  denen  die  übrigen  numerisch 
ableitbar  sind;  es  seien  dies  a^,  ...  a^  und  seien  flr+i,  ...  a^  aus  ihnen 
numerisch  ableitbar.  Dann  muss  also  vermöge  der  Gleichung  (c)  auch 
i  aus  diesen  Grössen  a^ ,  ...  ar  numerisch  ableitbar  sein.  Tritt  also 
der  Fall  ein,  dass,  vermöge  der  Natur  der  gegebenen  Gleichungen, 
i  nicht  aus  a^y  ,,,ar  numerisch  ableitbar  ist,  während  es  doch  a^+i,, . . .  a« 
sind,  so  enthalten  jene  Gleichungen  einen  Widerspruch.  Wird  hin- 
gegen diese  Bedingung  erfüllt,  so  sei  die  Gleichung  (c)  in  der  Form 
geschrieben: 

^1^1  "f"  ^%^2  -[-...  -|-  XrO>r  =  Cy 

wo 

ist,  und  man  erhalt 

[  c  a.Uj  . . .  a;\ 


(fj 


_  [«l   C  03  .  .  .  a^\ 


Xr  


während  Xr^\  bis  Xn  ganz  willkürlich  sind. 

An  in.     Setzt  man  für  die  Grössen  «p  . . .  a^  und  h  in  der  Gleichung  (e)  ihre 
Werthe  aus  (b)  ein,  so  erhält  man,  vermöge  63,  die  bekannten  Ausdrücke 


X,  —  - 


Ich  tü«jo  hier  noch  eine  zweite  Auflösungsmethode  bei,  welche  zwar  auf 
den  ersten  Anblick  nicht  so  einfach  erscheint,  aber  dennoch  ihre  grossen  Vor- 
züge hat,  und  deren  eigentliches  Wesen  späterhin  in  ein  noch  helleres  Licht 
treten  wird  { vgl.  Nr.  600—627  ) . 

Auflösung  2.  Man  bringe  die  sämmtlichen  Gleichungen  auf  die 
Form,  dass  ihre  rechte  Seite  null  ist.     Die  Gleichungen  seien 
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(«) 


«(«  +  aW«,  +  o<«)a:,  H h  ««»a;.  =  0 

0       '        1       1     '        2       2     <  *        n      n 

•  •  •  •••  •  • 
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Die  Gleichungen  sind  also  dieselben,  wie  in  der  vorigen  Auflösung, 
nur  dass  a^^^  =  —  /3<J"J  ist.  Der  Symmetrie  wegen  fQgen  wir  noch  dem 
ersten  Gliede  jeder  Gleichung  die  Unbekannte  Xq  als  Faktor  bei,  die 
wir  dann  schliesslich  gleich  1   setzen. 

Nun  nehme  man  ein  System  von  (n  +  1)  Einheiten  e^,  e^,  ...  c« 
an,  deren  Produkt  Eins  ist.   Dann  ist  (nach  91) 

iß)       [^oko]  =  l^M  =  [^1^]  =  •••  =  Linien]  —  K^1^2  •••  ß»]  =  1- 

Femer  ist,  da   e,  (nach  89)  alle  übrigen  Einheiten  ausser  Cg  als  Fak- 
toren enthält, 

{er\eg]  =  0,  wenn  r  ^  s  ist. 


iß) 


[nach  60] 


(y) 


Wenn  nun 

«0  «0  +  a^i  e,  +  • 

•  •  +  a;,  e,  —  X 

<\  +  <^[%  +  ■ 

< 

«(2)e^  +  a^c,  +  • 

. .  +  afe^  =  oW 

*  •                  •                        • 

. .  -f-  aO»)e^  =  a<''> 

gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich  leicht,  dass  die  gegebenen  Gleichungen  (a) 
identisch  sind  mit  den  Gleichungen 


(*) 


[a(*)X]  =  0,    [a<2)X]  =  0,  ...,     [a(«)X]  =  0. 


In  der  That,  setzt  man  zum  Beispiel  in  der  ersten  dieser  Gleichungen 
statt  d^^  und  X  ihre  Werthe  aus  (y),  so  wird  dieselbe  vermöge  des 
Gleichungssystems  (/3)  identisch  mit  der  ersten  der  Gleichungen  in  (a), 
imd  so  bei  den  übrigen. 

Angenommen  nun   zuerst ^  al<^\  . . .  a^''^    stehen   in   keiner   Zahlbe- 
ziehung zu  einander. 

Da  X  eine  Grösse  w-ter  Stufe  ist  und  sie  mit  jeder  der  n  Grössen 
erster  Stufe  a^^\  aS^^j  ...  a^"^,  die  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander 
stehen,  zu  einem  kombinatorischen  Produkte  verbunden.  Null  giebt, 
so  muss  X  (nach  84)  mit  dem  kombinatorischen  Produkte  jener  Grössen 
in  f  einer  Zahlbeziehung  stehen,  also  ist,  wenn  A  eine  noch  unbe-103 
stimmte  Zahl  ist, 
{£)  X  =  XA,  wo  ^  =  [a(^)a(2)  ^ ,  ^  ^(«)j 
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ist ;  and  da  aus  dieser  Gleichung  wieder  umgekehrt  die  Gleichungen  (9) 
folgen,  so  ersetzt  sie  die  Gleichungen  {d),  also  auch  die  ursprüng- 
lichen (a).  Fügt  mau  nun  zu  der  gewonnenen  Gleichung  den  Faktor  e^ 
hinzu,  so  erhalt  man,  da 

das  heisst,  vermöge  {ß),  *=»  x^  ist,  die  Gleichung 

und  ebenso 
das  heisst 

und,  da  Xq  gleich  1  ist,  so  hat  man  1  —  A[eQi4]  {und  somit) 

Die  Auflösung  ist  also  nur  dann  möglich,  wenn  [CqÄ]  von  Null 
verschieden  ist-,  wenn  hingegen  [^o^^l  "^  ^  ^^^f  obwohl  Ä  von  Null 
verschieden  ist,  so  lehrt  die  Gleichung  1  «>  A[eQ^],  dass  dann  die  ge- 
gebenen Gleichungen  einen  Widerspruch  enthalten. 

Femer  lässt  sich  zeigen,  dass  in  dem  angenommenen  Falle  (^1  ^  0 
und  [CqÄ]  ^  0)  die  Werthe  (d)  die  gegebenen  Gleichungen  (a)  erfallen. 
Denn,  wird 

A L. 

gesetzt,  so  werden  die  Gleichungen  (g)  erfüllt,  die  wir  auch  so  schreiben 

können : 

KX]  =  A[Co^J,     [e,X]-=A[f,^],    ... 
oder 

0  =  K(X  -  XA)]  =  [e,(X  -  A^)] . 

Also  giebt  die  Grösse  «-ter  Stufe  X — XA  mit  dem  System  der 
M  +  1  Einheiten  <?o,  ...  e„  einzeln  kombinatorisch  multiplicirt  Null; 
also  ist  (nach  85)  jene  Grösse  selbst  null,  das  heisst 

X  — A-4  =  0 
oder 

X  =  XÄ, 

welche  Gleichung   nach  dem  Obigen  die   gegebenen   Gleichungen  (a) 
ersetzt. 
lOi         Angenommen  sei  zweitens ^  a^*^,  a^^\  ...  a^*^  stehen  in  einer  Zahl- 
bcziehung   zu  einander,  ohne  jedoch   aUe   null  zu   sein,  so   giebt  es 
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(nach  17)  unter  ihnen  eine  Schaar  von  Qrössen^  welche  in  keiner  Zahl- 
beziehung zu  einander  stehen,  und  aus  denen  die  übrigen  numerisch 
ableitbar  sind.  Es  mögen  a^^\  a^^\  ...  a^'")  eine  solche  Schaar  bilden, 
und  die  übrigen  a<''+^>, . . .  a^*>  aus  ihnen  numerisch  ableitbar  sein,  und 
sei  zum  Beispiel 

dann  ergiebt  sich  auch  für  jedes  X,  dass 

ist,  das  heisst,  es  wird  die  n-te  der  gegebenen  Gleichungen  aus  den  r 
ersten  gewonnen,  indem  man  diese  beziehlich  mit  a^,  a^,  ...  ccr  multi- 
plicirt;  das  heisst,  die  n  —  r  letzten  Gleichungen  sind  aus  den  r  ersten 
Gleichungen  numerisch  ableitbar,  jeder  Werth  X,  der  diese  erfüllt,  er- 
füllt auch  die  n  —  r  letzten.  Es  bleiben  also  nur  r  Gleichungen  zu 
erfüllen  übrig,  und  können  somit  die  (n  —  r)  letzten  Unbekannten  will- 
kürlich angenommen,  und  dann  die  übrigen  nach  dem  obigen  Verfahren 
bestimmt  werden. 

Anm.  Die  zweite  Auflösungsmethode  hat  den  Vorzug,  dass  sie  den  sämmt- 
lichen  n  Unbekannten  Eine  einzige  Unbekannte  n-ter  Stufe  substituirt  und  diese 
aufs  Einfachste  finden  lehrt. 

135.  Aufgabe.  Aus  n  -f-  1  Gleichungen,  welche  in  Beeug  auf  n 
Unbekannte  vom  ersten  Grade  sind,  diese  Unbekannten  m  diminiren. 

Auflosung.     Die  Gleichungen  seien 

«W  +  af)x^  +  <)a;,  H 1-  «Wa;^  =  0 


(a) 


.   ttg*^  +  a^^'^x^  +  aj»>a;g  4 h  a^^^x^  =  0. 


Multiplicirt  man  sie  beziehlich  mit  n  +  1  Grössen  e(®>,  c<^),  ß<*), ...  e^^\ 
welche  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen,  addirt  die  so  ge- 
wonnenen Gleichungen  und  setzt 


0>) 


a(o)e(o)  ^  ^u)g(i)  ^  „(2)ß(2)  .j 1.  aWßW  =  a^ 


so  erhält  man 

(C)  ÜQ  +  X^a^  +  X^a^  -^ \-  Xnttn  =  0. 

Fügt  man  die  kombinatorischen  Faktoren  a^,  a^,  ...  a«  hinzu,  soioö 


HO 
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erhält  mau,  da,  [a^Oia^  , , .  a^]y   ...    null  sind^ 
(d)  [«ü^'i^s  ...fl„]  «=  0, 

was  die  verlangte  Eliminationsgleichung  ist. 

136.  Aufgabe.  Aus  zwei  Gleichungenj  tcelche  in  Bezug  auf  eine 
der  Unbekannten  algebraisch  und  von  heliebigem  Grade  sind,  diese  Un- 
bekannte zu  ellminircn. 

Auflosung  1.  Es  sei,  in  Bezug  auf  die  Unbekannte  y,  die  eine 
Gleichung  vom  w-ten,  die  andere  vom  fi-ten  Grade,  und  seien  die 
beiden  Gleichungen 

wo  ao,  Aj,  ...  a„^  und  6^,  ftj,  ...  b^  beliebige  Punktionen  der  andern 
Unbekannten  sind.  Multiplicirt  man  die  erstere  nach  und  nach  mit 
1,  y,  y*,  ...  y'''~S  ^i®  letztere  nach  und  nach  mit  1,  y,  y*,  ...  y^~^, 
so  erhält  man  die  Gleichungen 

rtoy  + +  «»ny^"*"^  =  0 


(b) 


h  +  hy  +  '-'  +  ^ntf'  =0 

Ky+ +  &«  y«+>  =  0 


l 


^0^"""*  +'.•••    +  hn  y"'+«-i  =  0. 

Multiplicirt  man  diese  nach  der  Reihe  mit  n  +  ni  Einheiten,  die 
in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen,  nlimlich  e^,  e^^  ...  ^„4.1«, 
addirt  die  so  gewonnenen  Gleichungen  und  setzt 

a^Cx  +  aiC2  +  Ooes  +  b^Cn+i  +  6iC»+2  +  hcn-i^  ==  «», 


(c) 


k    e^men  "t"  ^n^n-\-m  —  ^'m+w; 

SO  erhält  man  die  Gleichung 

(d)  u,  +  u^y  +  Wgy-  H (-  ?/„,+,y'"+«-i  =  0  5 

und  tilgt  man  ihr  die  kombinatorischen  Faktoren  ii^,  xi.^,  . . .  «,„4.«  hinzu, 
so  erhält  man: 

(e)  [«1^31/3  ...  W;,i+«]  =  0, 
was  die  verlangte  Eliminationsglcichung  ist. 
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Auflösung  2.     Es   seien   die   gegebenen  Gleichungen  dieselbenioe 
wie  in  Auflosung  1  (a)^  und  sei  aus  ihnen  das  System  (b)  abgeleitet. 
Man  nehme  m-^-n  Einheiten  e^,  e,,  ...  €m-^n—i)  deren  Produkt  =  1  ist. 

Wenn  nun 


(«) 


^0   +  y\^i  + 

OoCn-l  +   ai€n  + 

ioem-i  +  he,,,  + 


+ 
+ 


ö^m^i 


'0 


«m^m+l  ==  Ci 


+         K^m-i-n—l 


'm — 1; 


(ß) 


so  werden  die  Gleichungen  (b)  gleichbedeutend  mit  den  Gleichungen 

I  [c,Y]  =  [c.ri [c_.  r]  -  0 

Da  nun  Y  eine  Grösse  (n  -{-  m  —  l)-ter  Stufe  ist,  die  nicht  null 
ist,  so  müssen  die  n-\-m  Grössen  Cq,  c^,  ...  c„_i,  d^,  rfi, ...  rfm-i  in  einer 
Zahlbeziehung  zu  einander  stehen  (nach  85).     Also  hat  man 

[CqCi  .  .  .  Cn^idodi  . .  .  d,n-i]  =  0, 

was  die  verlangte  Eliminationsgleichung  ist. 

Anm.  1.  Es  lässt  sich  bei  dieser  letzten  Methode  noch  die  Unbekannte  y 
auf  eine  sehr  einfache  Weise  ausdrücken,  wenn  nämlich  vorausgesetzt  wird,  dass 
es  unter  den  n  +  w  Grössen  Cq,  c^^,  . . .  c^_j ,  <Iq,  d^^  . . .  d^__j^ ,  solche  «  +  m  —  1 

Grössen  giebt,  welche  nicht  in  einer  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen;   es  seien 
dies  etwa  c^,  ...  c^_i»   d^,  d^,  ...  d^_^   und  sei  ihr   kombinatorisches  Produkt 

der  Kürze  wegen  mit  Ä  bezeichnet;  dann  folgt  (nach  84)  aus  den  Gleichungen 

0  =  [ciY]  -  [c2Y] =  [cn^iY]  =.  [doY]  =  [diY] [dm-iY], 

dass 

Y=^pA 

ist,  wo  p  eine  unbekannte  Zahl  darstellt.    Aber  nun  ist   ^  =  c,,  +  y!^i  +  *  *  • » 
also  [eoY]  —  [«oko]  =="  ^   ^^^  fe^]  =  Vi  ^l^o  hat  man 

also,  indem  man  die  zweite  durch  die  erste  dividirt, 

wodurch  y  gefunden  ist,  während  die  Eliminationsgleichung  in  der  Form 
erscheint. 


107 


i 
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Anm.  2.  Diene  Anflösungsmethoden  (in  der  ersten  der  hier  mitgetheilten 
Formen)  habe  ich  bereitH  in  der  ersten  Ausgabe  der  Ausdehnungslehre  (1844) 
mitgetlieilt,  und  von  ihr  in  Grunert*»  Archiv  (1845)  einen  Auszug  gegeben. 
Späterhin  hat  Cauchy  in  einer  Reihe  von  Aufsätzen,  welche  in  den  Comptes 
renduH  von  1858  veröffentlicht  sind,  dieselbe  Methode  mitgetheilt,  ohne  jedoch 
meiner  oder  meines  Werkes,  welches  ich  ihm  bereits  1847  zugeschickt  hatte,  Er- 
wähnung zu  thun.  In  Folge  einer  Prioritäts-Reclamation,  welche  ich  in  dieser 
Beziehung  an  die  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften  richtete,  ist  eine  Com- 
mission  zur  Prüfung  derselben  ernannt  worden,  ohne  dass  jedoch  darüber  bisher 
Bericht  erstattet  wäre;  was  freilich  auch  kaum  nöthig  erscheint,  da  die  Sache 
selbst  keinem  Zweifel  Raum  lässt.  Zu  erwähnen  habe  ich  noch,  dass  ich  durch 
die  Cauchy^schen  Aufsätze  veranlasst  bin,  die  Klammer  zur  Bezeichnung  der 
kombinatorischen  und  überhaupt  der  auf  ein  Hauptgebiet  bezüglichen  Multi- 
plikation anzuwenden. 


Kapitel  4.    Inneres  Produkt 

§  1.   Ghrandgesetse  der  inneren  MnlÜplikation. 

137.  Erklürung.  Unter  dem  inneren  Produkte  zweier  Ein- 
heiten von  beliebigen  Stufen  verstehe  ich  das  bezügliche  Produkt  der 
ersten  in  die  Ergänzung  der  zweiten;  das  heisst^  wenn  E  und  F  Ein- 
heiten beliebiger  Stufen  sind,  so  ist 

das  innere  Produkt  der  Einheiten  E  und  F. 

138.  Das  innere  Produkt  zweier  beliebiger  Grössen  ist  gleich  dem 
bezüglichen  Produkt  der  ersten  in  die  Ergänzung  der  zweiten,  dcis  heisstj 
es  ist 

[Am 

das  innere  Produkt  der  Grössen  A  und  B. 

Beweis.  Es  seien  A^,  -.-  An  die  Einheiten,  aus  denen  A,  und 
B^y  ...  Bui  die  Einheiten,  aus  denen  B  numerisch  abgeleitet  ist,  und  sei 

A  =  a,A^-\ 1-«»^«,    B  =  ß,B^'] [-ßmBnrj 

ferner  sei  für  den  Augenblick  das  Zeichen  X  als  das  der  innern  Multi- 
plikation gewählt,  so  ist 

[AxB]  =  [{a,A,  +  ...  +  a^An)  X  (ß,B,  +  -•  +  ß.B^)] 

=  2;a,/S,[^,xB.O,  [42] 

108  wenn   nämlich  die  Summe   sich   auf  die  Werthe   1,  . .  .  n   für   r  und  • 
1 ,  . .  .  w  für  iJ  bezieht.     Da  nun   Ar  und  B^  Einheiten   sind,   so   ist 
(nach  137)  [ArXB,]  gleich  [ArB,],  also 
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\AxB]  =  Sarß.  [Ar  \B.-\  =  [Zar  Ar.  Zß.  \B.]  [42] 

=  [A2:ß.\B.-]  =  [A  \2ß.B,-]  [90J 

^[A\Bl 

Anm.  Eine  besondere  Bezeichnung  für  das  innere  Produkt  erscheint  also 
jetzt  als  überflüssig,  indem  das  Ergänzungszeichen  die  Stelle  des  Zeichens  für  die 
innere  Multiplikation  vollständig  vertritt.  Und  es  ist  nur  zu  beachten,  dass  dies 
Zeichen  auch  wie  ein  Multiplikationszeichen  behandelt  werden  darf. 

In  meinen  früheren  Arbeiten  (Geometrische  Analyse,  gekrönte  Preisschrifb, 
Leipzig  1847)  habe  ich  das  Zeichen  x  für  das  innere  Produkt  eingeführt,  eine 
Bezeichnung,  die  nun  entbehrlich  ist. 

139.  Die  Siufenzahl  des  inneren  Prodtdctes,  dessen  beide  Faktaren 
nach  der  Reilie  die  Stufenmhlen  a  und  ß  hdben^  wahrend  die  des  Saupi- 
gebietes  n  beträgt,  ist  entweder  gleich  n  +  «  —  /*>  ö&r  gleich  a  —  ß,  je 
nachdem  ß  grösser  als  a  ist,  oder  nickt. 

Beweis.  Es  seien  A  und  B  die  beiden  Faktoren^  deren  Stufen- 
zahlen  beziehlich  a  und  ß  sind^  so  ist  {nach  90^  Zusatz}  die  Stufenzahl 
von  \B  gleich  n  —  ß,  Ist  nun  zuerst  ß  grösser  als  a^  so  ist  auch  n 
grösser  als  a  -\'  n  —  ß\  das  heisst^  die  Summe  der  Stufenzahlen  von 
A  und  \B  ist  kleiner  als  die  des  Hauptgebietes,  also  (nach  95)  die 
Stufenzahl  des  Produktes  [-4|JB]  gleich  jener  Summe,  das  heisst,  gleich 
a-\-n  —  ß,  Ist  aber  ß  ebenso  gross  oder  kleiner  als  a,  so  ist  auch  n 
ebenso  gross  oder  kleiner  als  a  •\-  n  —  /3,  das  heisst,  die  Simime  der 
Stufenzahlen  von  A  und  \B  ist  ebenso  gross  oder  grösser  als  n,  also 
(nach  95)  die  Stufenzahl  des  Produktes  [-4|jB]  imi  n  kleiner  als  jene 
Summe,  das  heisst,  gleich  a  —  ß. 

140.  Die  Anzahl  der  Einheiten,  aus  denen  sich  ein  inneres  Produkt 
numerisch  ableiten  lässt,  ist  gleich  der  Anzahl  der  Kombinationen  aus  so 
viel  Elementen,  als  die  Stufenzahl  des  Hauptgebietes,  und  zur  so  vielten 
Klasse,  als  die  positive  Differenz  der  Stufenzahlen  beider  Faktoren  beträgt. 

Beweis.  Nach  139  ist  die  Stufenzahl  des  Produktes  entweder 
gleich  n-\-  a  —  /S ,  oder  gleich  a  —  ß,  je  nachdem  f  ß  grösser  als  a  ist,  109 
oder  nicht.  Die  Einheiten  von  gleicher  Stufe  sind  im  ersten  Falle  die 
multiplikativen  Kombinationen  aus  den  n  ursprünglichen  Einheiten  zur 
(n  +  cf  —  /S)-ten,  im  zweiten  zur  (a  —  /J)-ten  Klasse.  Aber  die  An- 
zahl der  Kombinationen  aus  n  Elementen  zur  (n  +  «  —  /S)-ten  Klasse 
ist,  nach  einem  bekannten  Satze  der  Kombinationslehre,  gleich  der  An- 
zahl der  Kombinationen  aus  n  Elementen  zur  (/3  —  a)-ten  Klasse. 
Die  Anzahl,  der  Einheiten,  aus  denen  sich  das  Produkt  ableiten  lässt, 
ist  also  im  ersten  Falle  gleich  der  Anzahl  der  Kombinationen  aus 
n  Elementen  zur  (ß  —  a)-ten  Klasse,  im  zweiten  Falle  zur  (a  — /J)-ten 

Orassmanii,  Werke.   L  2.  8 
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Klasse.   In  beidni  Fällen  ist  daher  die  Elassenzahl  dieser  Kombinationen 
der  positiven  Differenz  von  a  und  ß  gleich. 

141.  Das  innere  Produkt  etoeier  Grössen  gleicher  Stufe  ist  eine  ZaU. 

Beweis.  Denn  die  Differenz  der  Stufenzahlen  ist  dann  null,  also 
das  Produkt  {nach  139}  von  nullter  Stufe,  das  heisst  eine  ZahL 

142.  Das  innere  Produkt  zweier  gleicher  Einheiten  ist  Eins,  das 
zweier  verschiedener  Einheiten  gleicher  Stufe  NuUj  das  heisst 

[Er\Er]  =  l,    [i^V|£J«0. 

Beweis.  [Er  Er]  =  1  (.nach  { 137  und )  91).  Ferner  ist  \E,  (nach 89) 
dem  kombinatorischen  Produkte  aller  in  dem  Produkte  Et  nicht  vor- 
kommenden Einheiten  erster  Stufe  gleich;  da  nun  Er  von  E,  ver- 
schiedeu;  beide  aber  Produkte  von  einer  gleichen  Anzahl  ursprünglicher 
Einheiten  sind,  ao  enthält  Er  nothwendig  solche  Einheiten  als  Fak- 
toren, die  in  E»  fehlen,  also  in  {E,  vorkommen;  also  ist  [Er\E^ 
(nach  60)  gleich  Null. 

143.  Wenn  E^,  ...  Em  Einheiten  von  bdidnger,  aber  alle  von  gleicher 
Stufe  sind,  so  ist 

[{a,E,  +  .  ■ .  +  amEmW^E,  +  •  •  •  +  /».£:.)]  «=  «i A  +  '  •  •  +  «m^.. 

Beweis.     Es  sei 
a^E,-] \'CCmEm  mit  ZorEr,  und  ß,E,'\ }- ß.nE,„  mit  Zß.E, 

bezeichnet,  so  ist 

[ZarEr \£ß.E,]  =-  Zarß.[Er\E,].  [42] 

Nun  ist  (nach  142)  das  Produkt  \Er\E,]  gleich  Null,  wenn  Er 
und  E^  verschiedene  Einheiten  sind,  und  gleich  Eins,  wenn  r  gleich  s 
ist,  somit  wird  der  gewonnene  Ausdruck 

=  Uarßr  =  «i/Si  +  •    •  +  CC,nßm- 

144.  Die  beiden  Faktoren  eines  inneren  Produktes  sind  vertauschbar, 
wenn  sie  von  gleicher  Stufe  sind,  das  heisst 

lA  B]  =  [BIA], 
wenn  A  und  B  von  gleicher  Stufe  sind. 
110         Beweis.    Wenn  i?,,  ...  E,n  die  Einheiten  darstellen,  welche  mit 
A  und  B  von  gleicher  Stufe  sind,  und  A  =  ZurEr,  B  =  ZßsEs  ist,  so 

ist  (nach  143) 

[A\B]  =  Zarßr  =  Zßrar  =  [BA]. 

146,    Erklärung.    Wir  schreiben  der  Kürze  wegen 

[A\A]  =  A^ 
und  nennen  es  das  innere  Quadrat  von  A. 
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146.  Es  ist 

(«i-B,  +  ...  +  a«JS;„,)l  =  af  +  ...  +  i4.. 
Beweis. 

{a,E,  +  ...  +  amEmY=  [(«1^^!+  -  +a^^m)|(«i^i+-+  «m-E^m)]   [U5] 

=  Äi«!  H [-  a„a,„  [143] . 

147.  Das  innere  Produkt  zweier  Einheilen  E  und  F  ist  dann  und 

nur  dann  von  NuU  verschieden  ^  wenn  die  eine  der  andern  incident  ist, 

das  heisst 

[E\F]  =  0, 

wenn  E  und  F  nicht  einander  incident  sind^ 

[E\F]  ^  0, 

wenn  E  und  F  einander  incident  sind. 

Beweis.  Für  Einheiten  gleicher  Stufe  ist  der  Satz  in  142  be- 
wiesen. Nun  seien  E  und  F  zwei  Einheiten  ungleicher  Stufe,  und  zwar 
{zunächst  F  von  höherer  Stufe  als  E,  so  dass  also  die  Summe  der 
Stufenzahlen  von  E  und  \F  kleiner  als  n  (vgl.  den  Beweis  von  139) 
und  demnach  das  Produkt  [E\F]  progressiv  ist.     Es  sei 

WO  Fl  dem  F  untergeordnet  ist;  aber  das  Gebiet  G  keine  Grösse 
erster  Stufe  mit  F  gemein  hat.  Dann  ist  E  dem  F  incident  oder 
nicht  ^  jenachdem  G  von  nullter  Stufe  (eine  Zahl)  ist  oder  nicht.  Es 
sei  femer 

und  sei  [FiF^GH'l  gleich  dem  Produkte  aller  ursprünglichen  Ein- 
heiten und  also  gleich  der  absoluten  Einheit.  Dann  ist  (nach  89)  \_GH^ 
die  Ergänzung  von  [F^i^g],  das  heisst  von  F,  also 

[E\F]  =  [FiG.GHl 

Das  Produkt  auf  der  rechten  Seite  ist  hier  aber  (nach  109)  von  Null 
verschieden  oder  gleich  NuU^  jenachdem  die  Stufenzahl  des  gemein- 
schaftlichen Gebietes  G  gleich  Null  oder  grösser  als  Null  ist,  das 
heisst,  jenachdem  E  imd  F  einander  incident  sind  oder  nicht. 

Jetzt  sei  zweitens}  E  von  höherer  Stufe  als  F,  [so  dass  also  die 
Summe  der  Stufenzahlen  von  E  und  \F  grösser  als  n  (vgl.  den  Be- 
weis von  139)  und  demnach  das  Produkt  [jB|2n  regressiv  ist}.    Es  sei 

F=^[E,G], 

WO  El  dem  E  untergeordnet  ist,  aber  das  Gebiet  G  keine  Grösse  erster 
Stufe  mit  E  gemein  hat.     Dann  ist  F  dem  E  incident  oder  nicht,  je 
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nachdem  G  von  nullter  Stufe  (eine  Zahl)  ist  oder  nicht.   Es  sei  ferner 

E  =  [E,E,] 

und  sei  [E^GE^IT]  gleich  dem  Produkte  aller  n  ursprünglichen  Ein- 
heiten und  also  gleich  der  absoluten  Einheit.  Dann  ist  (nach  89) 
[E^H]  die  Ergänzung  von  \_E,G],  das  heisst  \\_Ej^G]  =  [E^H],  also 

[EF]  =  [E^E^IE^G]  =  [E^E^ .  E^H]. 

Ist  G  von  ntdlter  Stufe,  das  heisst^  E  mit  F  incident^  so  ist  [E^  E^  H] 
von  nullter  Stufe,  also  (nach  106)  der  Ausdruck 

[EiE^ .  ^2^]  *=»  [E^E^B^FJ^f 

also  von  Null  verschieden,  da  E^  und  [E^E^H]  von  Null  verschieden 
sind.  Ist  aber  G  von  höherer  als  nulUer  Stufe,  so  ist  {die  Stufenzahl 
des  verbindenden  Gebietes  der  Grossen  [E^E^]  und  [JE^lf],  nämlich  { 
die  Summe  der  Stufenzahlen  von  E^,  E^  und  H  geringer  als  die  Summe 
der  Stufenzahlen  von  E^,  G,  Ef,  H,  das  heisst,  kleiner  als  n,  also 
(nach  109)  \E^E^,E^R]  ««0,  das  heisst,  wenn  E  und  F  nicht  ein- 
ander incident  sind,  so  ist  [i?|jP]  -»  0. 

111         148.    Es  ist 

[EF\E]  =  F  und  [F\EF]  =  E, 

wenn  E  und  F  Einheiten  sind,  und  [EF\  nicht  null  ist. 

Beweis.  Es  sei  das  Produkt  [EF]  progressiv  und  [EFG]  sei 
gleich  dem  Produkte  aller  ursprünglichen  Einheiten  und  also  gleich 
Eins,  so  ist  \E  =  [FG],  somit 

[EF\E]  =  [EF.  FG]  =  [EFG]F  [106] 

=  F. 

Femer  ist  dann  \[EF]  =  G,  also  [F^EF]  =  [FG]  =  'F. 

{Ist  das  Produkt  [EF]  regressiv,  so  gilt  der  Satz,  wenn  man  E 
und  F  durch  ihre  Ergänzungen  ersetzt  (nach  115),  also  nach  101  auch 
für  E  und  F  selbst. } 

149.  Sind  E,  F,  G  Einheiten,  und  ist  F  von  höherer  Stufe 
als  G  und  das  Produkt  [EF]  progressiv  und  nicht  null,  so  ist 

[EF\EG]  =  [F\G]. 

Ist  ferner  F  von  niederer  Stufe  als  G  und  rfas  Produkt  [GE]  pro- 
gressiv und  nicht  null,  so  ist 

[FE\GE]  =  [F\G]. 

Sind  endlich  F  und  G  von  gleicher  Stufe,  und  sind  die  beiden  Pro- 
dukte [EF]  und  [GE]  progressiv  und  nicht  ntdlj  so  sind  beide  For- 
meln gültig. 

Beweis.     1.  Wenn  Fund  G  nicht  einander  incident  sind,  so  sind 
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auch  [EF]  und  [EG]  nicht  einander  incident^  also  sind  dann  (nach  147) 
jedesmal  beide  Seiten  der  zu  erweisenden  Gleichungen  null. 

{ 2.  Ist  hingegen  F  mit  G  incident,  so  müssen  die  drei  im  Satze 
unterschiedenen  Fälle  getrennt  behandelt  werden. 

a.  Setzen  wir  tsunächst  voraus,  das  Produkt  [EF]  sei  progressiv 
und  nicht  null,  und  es  sei  F  von  höherer  Stufe  als  G\  dann  ist  G,  da 
es  zugleich  mit  F  incident  sein  soll,  dem  F  untergeordnet,  und  man 
kann  daher  F  in  der  Form  darstellen 

wo  das  Produkt  [GH]  progressiv  und  H  wieder  eine  Einheit,  oder 
doch  eine  negativ  genommene  Einheit  ist.    Es  wird  somit 

[EF\EG]  =  [E{GE)\EG'], 

oder,  da  das  Produkt  [E{GS)\  rein  progressiv  ist,  nach  119 

[EF\EG]  «  [EGH\EG] 

—  H 

(nach  148),  denn  [EGH]  =  [EF]  ist  nach  Voraussetzung  nicht  null, 
und  [EG]  ist  als  nicht  verschwindendes  progressives  Produkt  zweier 
Einheiten  (nach  77)  selbst  eine  Einheit.  Die  rechte  Seite  unserer 
Gleichung  wird  aber  (wieder  nach  148) 

^[GH\G]^\F\G-]. 

b.  Setzen  wir  eweitens  voraus,  das  Produkt  [GE]  sei  progressiv 
und  nicht  null,  und  es  sei  F  von  niederer  Stufe  als  6r;  dann  ist  F,  da 
es  zugleich  mit  G  incident  sein  soll,  dem  G  untergeordnet,  und  man 
kann  daher  G  in  der  Form  darstellen 

G  =  [HF], 

WO  das  Produkt  [HF]  progressiv  und  H  eine  Einheit,  oder  doch  eine 
negativ  genommene  Einheit  ist.     Es  wird  somit 

[FE\GE]  =  [FE\HFE] 

oder,  da  das  Produkt  [HFE]  rein  progressiv  ist,  (nach  119) 

[FE  \GE]  =  [FE\H{FE)] 

=  \n 

(nach  148),  denn  es  ist  [H{FE)]  =  [HFE]  =  [GE]  nicht  null.  Die 
rechte  Seite  ist  aber  (wieder  nach  148) 

=  [F\HF]  =  [F\G]. 

c.  Setzen  wir  endlich  voraus,  die  Produkte  [EF]  und  [GE]  seien 
leide  progressiv  und  nicht  mdl,  und  es  seien  F  und  G  von  gleicher  Stufe; 
dann  müssen^die  Gebiete  beider  Grössen,  die  ja  zugleich  einander  in- 
cident sein  sollen,  mit  einander  zusammenfallen;  es  ist  somit  sowohl 


• 


118  A,.    Abflchnitt  L  Kapitel  4.    t  1,  2.    Nr.  149—154. 

G  dem  F,  aln  F  dem  C  antergeordnety  und  es  gelten  daher  nach 
Bewein  2  a  and  b  beide  Formeln. 

Anm.  Ein  entapreohender  Satz  gilt  auch,  wenn  [EF]  und  [EG]  rtgrtukt 
VrtAnkUi  nind ,  nur  muss  man  in  diesem  Falle  die  Ansdrflcke  höherer  und  niederer 
Htufe  mit  einander  Tertaofchen.     Der  Beweis  ist  genau  so  wie  in  Nr.  148. } 

150.  Wenn  q  und  r  die  StufeniaUen  von  A  und  B  sind  und 
q  kleiner  als  r  ist^  so  ist 

das  heisstf  [AB]  ist  der  Ergänzung  von  [BlA]  entgegengeseUst^  u:enn  äk 
Stufemahl  von  A  ungerade  und  Mugleidi  die  von  B  gerade  ist;  m  jedem 
andern  Falle  ist  [A\B]  der  Ergäwsung  von  \B\Ä\  gleidi. 

112         Beweis.     Es  ist 

'[BÄ]  =  [B!A]  [97] 

=  (—l)9('^){\B.A]  [92] 

„  (_  i)v(«-^)(_  i)9{»~r)|- j  i^-j  |-58]^ 

{denn  daH  Produkt  [|£.^]  ist  progressiv^  weil  die  Summe  der  Stufen- 

zahlcn    n  —  r  +  (?""ti  —  (r  —  g)<n    ist.    Der    Ausdruck    | [B \Ä] 

wird  also) 

=  (_l)9(t«-9-r)[^|B]. 

Nun  ist  in  Bezug  auf  den  Modul  2  die  Grösse  g(2n  —  q  —  r) 
kongruent  q(r  —  q)  oder  kongruent  q(r  —  1),  da  q^  mit  q  gleichzeitig 
gerade  oder  ungerade  ist,  somit 

oder  auch 

\A\Ji]  =  i-iy-i)\[B\Al 

Anm.  Vermittelst  dos  soeben  erwiesenen  Satzes  kann  man  den  Fall,  wo 
(l(*r  Kwcitü  Faktor  eines  inneren  Produktes  Ton  höherer  Stufe  ist  als  der  erste, 
immer  auf  <leii  an<lern  Fall  zurückführen,  wo  der  erste  Faktor  von  höherer  Stufe 
ist  uIh  der  zweite.  Dienen  letzteren  Fall,  welcher  sich  in  den  oben  entwickelten 
Formeln  als  der  einfachere  herausstellte,  werde  ich  jetzt  vorzugsweise  berück- 
nichtigen. 

§  2.     Begriff  des  Normalen  und  seine  Oorrelaten. 

151.  Erkliirung.   Numerischer  Werth  einer  Grösse  A  heisst 

dio    positive    Quadratwurzel    aus    dem   innern    Quadrat   dieser  Grösse. 

Numorisch  gl o ich  heissen  zwei  Grössen  von  gleichem  numerischen 

AVorth,  das  heisst,  zwei  Grössen,  deren  innere  Quadrate  gleich  sind. 

Anm.  Für  Zahlen,  reelle  oder  imaginäre,  ist  die  Benennung  in  derselben 
Woiso  auch  sonnt  in  (lobrauch,  indem  zuerst  nimierischer  Werth  einer  positiven 
Zahl  dioso  selbst,  der  einer  negativen  — a  die  entsprechende  positive  Zahl  a, 
das  hoitist,  in  beiden  Fällen  die  positive  Quadratwurzel  ihres  Quadrates  ist.   Hat 
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man  eine  imaginäre  Zahl  a  -\-  6)/ —  1,  so  sind  ihre  Einheiten  1  und  }/—  1.  Eine 
der  beiden  Wurzeln  von  —  1  sei  mit  %  bezeichnet,  und  1  und  %  als  Einheiten 
genommen,  also  t-  =  1,  so  ist  der  numerische  Werth  von  a  -{•  hi  nach  der  De- 
finition gleich  Ya^  +  &*,  was  auch  sonst  als  numerischer  Werth  der  imaginären 
Grösse  a  -{-  hi  aufgefasst  wird.  In  der  Geometrie  ist  numerischer  Werth  einer 
Linie  ihre  Länge  gemessen  durch  die  Längeneinheit,  und  so  weiter. 

152.     Erklärung.    Normal  zu  einander  heissen  zwei  von  Null 

yerschiedene  Grössen  ^  deren  inneres  Produkt  null  ist.     Zwei  Gebiete 

heissen  normal  zu  einander,  wenn  ihre  Theile  es  sind.    Zwei  Gebiete 

heissen  allseitig  zu  einander  f  normal,  wenn  jede  Grösse  erster  Stufe,  113 

die  dem  einen  Gebiete  angehört,  zu  jeder,  die  dem  andern  angehört^ 

normal  ist;   und   zwei  Grössen  heissen  allseitig  normal  zu   einander, 

wenn  ihre  Gebiete  es  sind. 

Anm.  Der  Grund  der  Benennung  ruht  in  der  Geometrie.  Ninmit  man  dort 
die  ursprünglichen  Einheiten  als  gleich  lange  zu  einander  senkrechte  Strecken  an, 
wie  dies  stets  geschehen  muss,  so  zeigt  sich  leicht,  dass  das  innere  Produkt  zweier 
Strecken  dann  und  nur  dann  null  ist,  wenn  diese  Strecken  senkrecht  zu  einander 
sind.  Statt  des  Ausdrucks  „senkrecht"  habe  ich  den  „normal"  gewählt,  als  den 
abstrakteren,  der  auch  eine  Anwendung  auf  nicht  rilumliche  Verhältnisse  gestattet. 

163.  Erklärung.  Normalsystem  n-ter  Stufe  heisst  ein  Verein 
von  n  numerisch  gleichen  (von  Null  verschiedenen)  Grössen  erster 
Stufe,  von  denen  jede  zu  jeder  normal  ist;  und  wenn  n  zugleich  die 
Stufenzahl  des  Hauptgebietiss  ist,  so  heisst  es  ein  vollständiges 
Normalsystem.  Der  numerische  Werth  jener  n  Grössen  heisse  zu- 
gleich der  numerische  Werth  des  Normalsystems.  Einfaches  Normal- 
system heisst  jedes  Normalsystem^  dessen  nimierischer  Werth  Eins  ist. 

Anm.  Im  Baume  bilden  zum  Beispiel  drei  gleich  lange  und  gegen  einander 
senkrechte  Strecken  ein  Normalsystem. 

164.  Erklärung.  Circuläre  Aenderung  nenne  ich  jede  Trans- 
formation eines  Vereins,  durch  welche  zwei  Grössen  a  imd  b  des  Ver- 
eins sich  beziehlich  in  xa  -\-  yb  und  in  +  (a:6  —  yä)  verwandeln, 
vorausgesetzt,  dass  x^  -\-  y^  =  l  sei.  Ich  nenne  die  circuläre  Aenderung 
eine  positive  oder  negative y  je  nachdem  a  und  b  sich  in  xa  +  yb  und 
(xb  —  ya),  oder  in  xa  -{-  yb  und  —  (xb  —  ya)  verwandeln.  Wenn 
hierbei  x  =  cos  a  und  y  =  sin  <x  ist,  und  a  und  b  numerisch  gleich 
und  zu  einander  normal  sind,  so  sage  ich,  der  Verein  habe  sich  von 
a  nach  b  hin  um  den   Winkel  a  geändert, 

Anm.  Stellt  man  sich  unter  a  imd  b  zwei  gleich  lange  und  zu  einander 
senkrechte  Strecken  vor,  so  sieht  man  leicht,  dass  durch  die  circuläre  Aenderung, 
durch  welche  a  in  a^  »»  a  cos  cc  -\-  b  sm  a,  b  in  b^  =*  h  cos  cc  —  a  sin  a  über- 
geht, zwei  Strecken  ct^  und  b^  entstehen,  die  von  derselben  Länge  sind,  wie 
a  und  &,  und  die  wieder  auf  einander  senkrecht  stehen.  Es  bleiben  also  a  und  b 
bei  jener  Aenderung  conjugirte  Halbmesser  eines  festen  Kreises,  wodurch  der  Name 
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circuläre  Aenderung  gerechtfertigt  ist.    Auch  sieht  man,  dass  dann  der  Winkel 
von  a  bi8  a,  gleich  a  ist. 
114  Sind  übrigens  a  und  h  beliebige  Strecken,  so  werden  a^  und  h^  co^jngirte 

Halbmesser  einer  konstanten  Ellipse,  in  welcher  auch  a  und  h  coi^jug^irte  Halb- 
messer sind.  Von  dieser  Betrachtungsweise  aus  würde  sich  der  Name  der  eUip- 
tischen  Aenderung  empfehlen.  Da  jedoch  die  Ellipse  immer  auf  den  Kreis  re- 
ducirbar  und  der  Kreis  die  einfachere  Kurve  ist,  so  habe  ich  jenen  Namen  als 
den  einfacheren  vorgezogen.  Siehe  auch  Grell e*s  Journal,  Band  49,  S.  134.  (In 
der  Abhandlung:  Sur  les  differents  genres  de  multiplication. } 

155.  Durch  circuläre  Aenderung  geht  aus  jedem  NonnaJsystem  ein 
numerisch  gleiclhes  Normalsystem  hervor. 

Beweis.  Es  seien  a,b,  c,  ...  die  Grössen  eines  Normalsystems, 
das  heisst,  o^  =  &i  =  c^  =  . . .  und  0  =»  [a\b]  «=  [a|c]  «=  [6|c]  =  •  •  •, 
lind  ändere  sich  a  in  0^  =  xa  +  yb  und  6  in  fcj  -»  4"  (^^  —  y^)y  ^^ 
a?*  +  y*  =  1  ist,  so  ist  zu  zeigen,  dass  a^,  6^,  c,  ...  ein  Normalsystem 
bilden,  in  welchem  aj-  =  a-  ist. 

Es  ist,  da  [a|&]  =  0  ist, 

a,i  =  {xa  +  yby  =  a^a^  +  y^h^ 

=-  (^'  +  y')ö-  (da  &^  «  a-) 

=  a^  (da  x«  +  y«  =.  1). 

Aus  gleichem  Grunde  ist  b^}  =  a-.     Femer  ist 

[«1 JM  =  +  [(^«  +  yV)\(xb  -  ya)]  =  +xy{W-  —  a^)    (da  \_a,b]  =  0) 

=  0  (weil  W-  =  a^). 

Endlich  ist 

[ajc]  =  \_{xa  +  yb)\c'\  =  x\a  c]  +  y[&|c]  =  0, 

weil  [a|c]  und  [ft|c]  =  0  sind.  Aus  gleichem  Grunde  ist  [6,  c]  =  0, .... 
Folglich  ist  das  System  a^,  \j  c,  ...  ein  Normalsystem,  dessen  nume- 
rischer Werth  gleich  dem  des  gegebenen  ist. 

166,  Das  kombinatorische  Produkt  der  Chvssen  eines  NormaUystems 
bleibt  bei  positiver  circulärer  Aenderung  dieses  Systems  unverändert,  und 
geht  bei  negativer  in  seinen  entgegengesetzten   WerÜi  über. 

Beweis.  Es  gehe  a  in  a^  =  xa  -{-  yb,  b  in  6^  =  a;6  —  ya  über, 
wü  x^  +  y*  =  1   ist;  so  wird 

=  x'[ab]  —  y'[ba]  (da  [aa],  [hb]  nach  60  nuU  sind) 

=  (^^  +  y*)[^^]  (da  lba]  =  —  [ab]  ist,  nach  55) 

=  [ab]  (da  x^  +  y^  =  l). 

115         Also  [a^bi]  =  [ab'].  Kommen  nun  zu  den  gleichen  Produkten  [ah] 
und  [a|6|]  noch  an  den  entsprechenden  Stellen  gleiche  kombinatorische 
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Faktoren  hinzu,  so  bleiben  die  Produkte  gleich.  {Entsprechendes  gilt 
bei  negativer  circulärer  Aenderung.}   Also  bewiesen. 

157.  Die  Grössen  eines  Normakystems  stehen  in  "keiner  ZahUb&siehung 
zu  einander^  und  jede  Grösse  erster  Stufe  lässt  sich  aus  einem  beliebigen 
vollständigen  Normalsystem  numerisch  ableiten,  * 

Beweis.  1.  Es  seien  a,  by  c,  ,,.  Grössen  eines  Normalsystems. 
Gesetzt  nun,  es  ständen  dieselben  in  einer  Zahlbeziehung  zu  einander, 
etwa  so,  dass 

a  =  /S6  +  yc  H — 

sei,  so  multiplicire  man  beide  Seiten  innerlich  mit  a,  so  wird 

a^  =  ß[b\a]  +  y[c\a]  + 0, 

da  [6|a],  [c|a],  ...  null  sind  (nach  153  {und  152}).  Also  wäre  a^  »«  0, 
im  Widerspruch  mit  153.  Es  lässt  sich  also  keine  der  Grossen  a,  6,  c, . . . 
aus  den  übrigen  numerisch  ableiten,  das  heisst,  sie  stehen  (nach  2) 
in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander. 

2.   Ein  vollständiges  Normalsystem  in  einem  Hauptgebiete  n-ter 
Stufe  besteht  {nach  153}  aus  n  Grössen,  und  da  diese  nach  Beweis  1  * 
in  keiner  Zahlbeziehui^  zu  einander  stehen,  so  kann  (nach  24)  aus 
ihnen  jede  Grösse  erster  Stufe,  da  sie  immer  dem  Hauptgebiete  ange- 
hören muss,  numerisch  abgeleitet  werden. 

168.  Wenn  eine  Grösse  A  eu  mehreren  Grössen  B,  C,  ...  von 
gleicher  Stufe  normal  ist,  so  ist  sie  auch  zu  jeder  Grösse  normal,  die  aus 
ihnen  numerisch  ableitbar  ist 

Beweis.    Wenn  -4.  zu  JB,  C,  ...  normal  ist,  so  ist  (nach  152) 

0=  [i4|i?]  =  [^!C]  =  .... 
Somit  auch 

[A\{ßB  +  yC+  ...)]  =  ß\_A\B^  +  yVA\G]  +  ...  [41] 

=  0, 
da  {A\B'\,  [A\C],  ...  miU  sind. 

169.  Die  sämmtlichen  Grössen  erster  Stufe,  u)elche  zu  m  Grössen 
eines  vollständigen  Normalsystems  n-ter  Stufe  normal  sind,  gehören  dem 
Gebiete  der  n  —  m  übrigen  Grössen  des  Systems  an. 

Beweis.     Es  sei  das  System  a^,  ...  a»  ein  vollständiges  Normal- il6 
System,  und  seien  m  seiner  Grössen,  etwa  a^,  ..,  am  zu  irgend  einer 
Grösse  erster  Stufe  a  normal,  so  ist  zu  zeigen,  dass  a  dem  Gebiete 

ö/n-fi  j  •  •  •  (^n  angehört. 

Nach  157  lässt  sich  a  aus  dem  vollständigen  Normalsystem  a^, . . .  a,» 
numerisch  ableiten.    Es  sei  der  Ausdruck  dieser  Ableitung 

a  =  cc^ai  -j [-  anan. 
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Da  nun  a  zu  a^^  a^,  ...  a„,  normal  ist,  so  erhalt  man^  indem  man 
zuerst  mit  a^  innerlich  multiplicirt, 

da  [Oiloi]  bis  [«^ijOn]  als  innere  Produkte  der  Grössen  eines  Normal- 
systems null  sind.  Da  nun  a,-  (nach  153)  nicht  null  ist,  so  folgt  aus 
der  Gleichung  a,a,^  <=»  0,  dass  a,  «=  0  ist.  Auf  gleiche  Weise  folgt, 
indem  man  nach  und  nach  mit  a^,.,.am  multiplicirt,  dass  auch 
a,y  ...  a,;«  null  sind.     Folglich  ist 

a  =  ccat^iam+i  +  •  •  •  +  ««ö«, 
das  heisst,  a  gehört  dem  Gebiete  a,n^i ,  ...  an  an. 

160.  Jedes  Normalsystem  lässt  sich  durch  fartgesetgte  circuläre 
Aenderung  so  umwandeln^  dass  eine  seiner  Grössen  mit  einer  bdidrig  ge- 
gei)enen  Grösse  erster  Stufe,  deren  numerischer  Werth  dem  des  Normet 
Systems  gleich  ist  und  icelche  dem  Gebiete  desselben  angehört,  identisch  wird. 

Beweis.  Es  seien  a^,  ...  a»  die  Grössen  des  gegebenen  Normal- 
systems, und  A;  die  gegebene  Grösse,  welche  numerisch  gleich  a^  ist, 
und  sei 

^'  =  «i«i  H 1-  «»««• 

Nun  wandle  man  a^  und  a^  circular  so  um,  dass  dabei  a^  in 

übergeht,  was  (nach  154)  möglich  ist.     Dann  ist 
also 

Je  =  Ya^'^  +  a/Cg  +  «3^3  -j 1-  «nun  • 

Darauf  wandle  man  c^  und  a^  circular  so  um,  dass  dabei  c^  in 

117  übergeht.     Dann  ist 

Ic  =  Ya^^  +  «2^  +  «3^Ci  +  a^a^  H 1-  a«a, . 

In  dieser  Weise  fahre  man  fort,  bis 

k  =  Va/  +  «o^  -4-  •  •  •  +  «"   ,6*     ,  -4-  a  « 

'1*2'  '         n — 1     «  —  1      •         n     n 

wird,  und  wandle  schliesslich  c«_j  und  a„  circular  so  um,  dass  dabei 
Cn-i  in  .  _       _ 

übergeht,  so  ist  dann 

(*)  fc  =  >^ax*>"---  +  «n^c,. 


<•» 
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Nun  ist  nach  der  Uypothesis 

a^i  =  Jci  =  {a^a^ -] [-  a«a«)^  =  aj^a^^  -j 1-  ajaj^ , 

weil  [«1  l^s];  •  •  •  ^^1  ^^^'  Und  da  auch  a^-  =  ag-  =  •  •  •  =  a«-  ist,  so  wird 

«.^ = i<  +  ■■•  +  «.*)fli^ 

das  heisst,  a^^  +  •*  +  «»*=  1  •   I^ißs  also  in  die  obige  Gleichung  (*) 
eingeführt,  giebt,  wenn  man  den  positiven  Wurzelwerth  wählt, 

das   heisst,   in   dem   zuletzt   hervorgehenden   Normalsystem    ist    eine 
Grösse  c«  mit  der  gegebenen  Je  identisch,  wie  verlangt. 

161.  Wenn  zwei  Normalsysteme  gleichen  numerischen  Werth  haben^ 
und  ihre  Gebiete  einander  incident  sind,  so  lässt  sich  durch  fortgesetzte 
circuläre  Aenderung,  wenn  beide  von  gleicher  Stufe  sind,  jedes  aus  dem 
andern  ableiten,  wenn  sie  hingegen  von  ungleicher  Stufe  sind,  das  höherer 
Stufe  so  umwandeln,  dass  es  die  Grössen  des  anderti  enthält 

Beweis.  Es  seien  a,  l,  c,  ...  und  a^,  b^,  c,,  ../  zwei  Normal- 
systeme von  gleichem  numerischen  Werthe,  und  seien  die  Gebiete  beider 
einander  incident,  und  zwar  das  des  letzteren  entweder  von  gleicher 
oder  höherer  Stufe  als  das  des  ersteren,  so  müssen  (nach  15)  alle 
Grössen  a,b,  c,  ...  dem  Gebiete  a^,  b^,  c^,  ...  angehören.  Somit  kann 
man  (nach  160)  das  Normalsystem  c^u  bi,  c^, ...  circulär  so  umwandeln, 
dass  eine  seiner  Grössen  =  a  wird.  Das  so  hervorgehende  Normal- 
system bestehe  aus  den  Grössen  a,  b^,  C2, Da  nun  b,  c,  ...,  als 

Grössen  des  Normalsystems  a,  b,  c,  ...,  zn  a,  also  zu  einer  f  Grösse  1 18 
des  Normalsystems  a,  b^,  c^y  ...  normal  sind,  so  müssen  sie  (nach  159) 
dem  Gebiete  der  übrigen  Grössen  dieses  Systems,  also  dem  Gebiete 
bi,  Cg,  ...  angehören.  Demnach  kann  man  wieder  das  System  b2,  c^, ... 
circulär  so  umwandeln,  dass  eine  seiner  Grössen  =  b  wird.  Das  so 
hervorgehende  Normalsystem  bestehe  aus  den  Grössen  b,  c^,  dj,  ..., 
so  müssen  wieder  aus  demselben  Grunde,  wie  vorher,  c,  d,  ...  dem 
Gebiete  c^,  dg,  ...  angehören.  Das  Normalsystem  a^,  bi,  c^,  d^  ...  ist 
dann  durch  circuläre  Aenderungen  übergegangen  in  a,  b,  c^,  d^,  .... 

So  kann  man,  wenn  das  System  a^,  b^,  ...  von  höherer  Stufe  ist  als 
ttjb, ...,  fortfahren,  bis  das  zuletzt  hervorgehende  System  alle  Grössen 
des  gegebenen  Systemes  a,b,  c,  ...  enthält,  oder  wenn  beide  Systeme 
von  gleicher  Stufe  sind,  so  lange  bis  es  alle  Grössen  des  Systems 
a,  b,  c,  ...,  mit  Ausnahme  der  letzten,  enthält.  Diese  letzte  sei  q,  die 
vorletzte  p,  und  sei  das  so  hervorgehende  Normalsystem  a,  b,  ...p,  g„, 
so  muss  nach  der  angewandten  Schlussfolge  q  dem  Gebiete  9»  ange- 
hören, das  heisst,  beide  müssen  in  einer   Zahlbeziehung  zu  einander 


M 
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stehen.  Ist  nun  q^  =  xq,  wo  x  eine  Zahl  ist^  so  ist^  da  beide  einander 
numerisch  gleich  sind,  q^^  =  g-,  also  a;*  =  1,  somit  3»  ■=  +  8-  Ist 
qn  '=  —  q,  so  hat  man  nur  statt  der  letzten  circulüren  Aenderung  die 
entgegengesetzte  zu  nehmen,  so  fSüi  dann  auch  die  letzte  Grosse  des 
so  herrorgehenden  Normalsystems  mit  q  zusammen,  also  ist  dann  das 
eine  der  gegebenen  Normalsysteme  aus  dem  andern  circulär  abgeleitet^ 
wie  verlangt. 

162.  Das  System  der  ursprünglichen  Einlwiten  ist  ein  (vollständiges) 
Xormalsystemj  dessen  nUfnerischer  Werth  Eins  ist. 

Beweis.    Es  seien  fj,  ...  r»  die  ursprünglichen  Einheiten,  so  ist 

(nach  142) 

1=^,1  = en^ 

163.  In  jedem  Gebiete  m-ter  Stufe  lässt  sich  ein  Narmalsystem 
gleicher  Stufe  van  belid>igem  numerischen  Werth  anndimen^  und  zwwr  so^ 
dass  dies  System  Tlieü  eines  vollständigen  Normdsystems  sei. 

119  Beweis.  Es  sei  a^  eine  Grösse  erster  Stufe  in  dem  gegebenen 
Gebiete  w-ter  Stufe  A,  ihr  numerischer  Werth  sei  1 .  Da  nun  (nach  162) 
das  System  der  ursprünglichen  Einheiten  ß, ,  . . .  e„  ein  vollständiges 
Normalsystem- ist,  dessen  numerischer  Werth  1  ist,  so  lässt  sich 
(nach  160)  dies  Normalsystem  circulär  so  umwandeln,  dass  a^  eine  der 
Grössen  des  resultirenden  Normalsystems  wird.  Dann  ist  a^  zu  den 
n  —  1  übrigen  Grössen  dieses  Normalsystems,  also  auch  (nach  158) 
zu  jeder  Grösse  ihres  Gebietes  A^  normal.  Dies  Gebiet  ist  von 
(n  —  l)-ter  Stufe  und  hat  also  mit  dem  Gebiet  m-ter  Stufe  A  (nach  26) 
ein  Gebiet  gemein,  dessen  Stufenzahl  n  —  1  -{-  m  —  n  =  m  —  1  ist. 

Es  sei  in  diesem  gemeinschaftlichen  Gebiete  a^  eine  Grösse  erster 
Stufe,  deren  numerischer  Werth  1  ist.  Da  er«  also  auch  dem  Gebiete 
A^  angehört,  so  ist  sie  nach  dem  Obigen  zu  a^  normal,  aber  auch  mit 
ff,  numerisch  gleich,  nlimlich  =  1,  also  bilden  a^  und  a^  ein  Normal- 
system mit  dem  numerischen  Werth  1.  Also  lässt  sich  (nach  161) 
das  vollständige  Normalsystem  c, ,  • . .  e«  in  ein  anderes  Normalsystem 
umwandeln,  welches  a^  und  a^  enthält.  Das  Gebiet  A^  der  übrigen 
n  —  2  Grössen  dieses  Normalsystems  ist  von  (w  —  2)-ter  Stufe,  und 
alle  Grössen  erster  Stufe,  die  diesem  Gebiete  angehören,  sind  normal 
zu  fli  und  flg.  Nun  haben  A  und  A^  ein  Gebiet  (w  —  2)-ter  Stufe 
gemein ;  in  ihm  sei  a^  eine  beliebige  Grösse  erster  Stufe  vom  numerischen 
Werthe  1,  so  hat  man  schon  ein  Normalsystem  von  drei  Grössen 
a^y  a^,  a.^  in  A,  und  so  kann  man  fortfahren. 

Hat  man  so  in  A  ein  Normalsystem  von  (m  —  1)  Grössen  «i, . . .  Om-i 
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erhalten,  so  enthält  das  vollständige  Normalsystem,  zu  dem  es  gehört, 
ausserdem  noch  n  —  m  -+-  1  Grössen;  ihr  Gebiet,  was  A„t^i  heisse,  ist 
von  (w  —  w  +  l)-ter  Stufe,  hat  also  mit  dem  Gebiete  m-ter  Stufe  Ä 
noch  ein  Gebiet  gemein,  dessen  Stufenzahl  n  —  w  +  l+*»  —  n  =  l 
ist.  Es  sei  a»»  eine  Grösse  dieses  Gebietes,  deren  numerischer  Werth 
1  ist,  so  ist  Om 9  da  es  in  Am—i  liegt,  zu  o^;  ...  Om— i  normal  und 
a^,  ...  Um  bilden  also  ein  Normalsystem  m-ter  Stufe  in  dem  Gebiete 
m-ter  Stufe  A.  Diesem  Normalsystem  kann  man  dadurch,  dass  man 
alle  seine  Ghrössen  mit  einer  und  derselben  beliebigen  Zahl  multiplicirt, 
jeden  beUebigen  numerischen  Werth  geben. 

§  3.     Gesetze  des  inneren  Frodnktes,  an  den  Begriff  des  120 

Normalen  geknüpft. 

164«    Erklärung.   Normale  Zurückleitung  ^' einer  Grösse  ^ 

auf  ein  Gebiet  B  nenne  ich  die  Zurückleitung  der  Grösse  Ä  auf  das 

Gebiet  B,  unter  Ausschluss  des  zu  B  ergänzenden  Gebietes  (vgl.  127 

und  33). 

Anm.  Ist  zum  Beispiel  a,  b,  c  ein  vollständiges  Normalsystem  und 
p  s:^  qa  -^  rh  +  8C  eine  beliebige  QrOsse  des  Hauptgebietes,  so  ist  die  normale 
Zurückleitung  der  Grösse  p  auf  das  Gebiet  [5c]  gleich  rb-^-sc.  Für  die  Greometrie 
ist  sie  identisch  mit  der  senkrechten  Projektion. 

166»  Die  normale  ZurückleUung  Ä  einer  Grösse  A  auf  ein  Ge- 
biet B  ist 

^,_[B^^  0(fer=[B(^|JB)], 

letzteres,  wenn  der  numerische  Werth  von  B  gleich  1  ist. 

Beweis.  Nach  164  ist  A'  die  Zurückleitung  von  A  auf  jB,  unter 
Ausschluss  des  zu  B  ergänzenden  Gebietes,  das  heisst  des  Gebietes  \B. 
Wird  \B  mit  C  bezeichnet,  so  ist  (nach  129) 

^,^[B,ÄC]     ^^^   ^[B{Ä\B)]^[B(Ä\B)] 
[BC]    '  [B\B]  B^ 

166.  Zusatz.  Sind  ins  Besondere  A  und  B  von  gleicher  Stufe, 
so  ist  die  2!urückleitung 

A  =  ^^^-,  oder  =  [^|B]JB,  wenn  B^=l. 

B~ 
Beweis.    Dann  ist  nämlich  (nach  141)  [-4|jB]  eine  Zahl  und  kann 
also  statt  \B\XA\By\  geschrieben  werden  [il|jB]5. 

167.  Die  Ergänzung  des  Tcomhinatorischen  Produktes  A  von  m 
Grössen  eines  vollständigen  Normalsystems,  welches  den  numerischen  Werth 
Eins  hat,  ist  dem  kombinatorischen  Produkte  [B]  der  (n  — -  m)  übrigen 
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Grössen  des  Systems  gleich  oder  entgegengesetet,  je  nachdem  [AB]  «»  -|-  1 
oder  —  —  1  ist,  das  heisst 

(*)  \Ä=^[AB]B, 

wenn  die  n  einfachen  Faktaren  von  [AB]  die  n  Grössen  des  Normal' 
Systems  sind. 

Beweis.  1.  Für  das  System  der  ursprünglichen  Einheiten  ist 
diese  Beziehung  in  89  als  Definition  festgesetzt 
181  2.  Ich  zeige  nun,  dass,  wenn  diese  (durch  Gleichung  (^  dar- 
gestellte) Beziehung  für  irgend  ein  Normalsystem  a,  b,  c,  .,,  gilt^  sie 
auch  für  jedes  aus  ihm  durch  circuläre  Aenderung  hervorgehende 
Normalsystem  gelte. 

Es  gehe  durch  {positive}  circuläre  Aenderung  a  in  aj  <»  xa  -|~  y^y 
b  in  bi  ^=  xb  —  ya  über.  Durch  diese  verwandle  sich  Ain  Ai,  B  inBi] 
so  ist  zu  zeigen,  dass  auch  j^^  ■»  [A^B^^Bj^  sei.  Da  nun  A  rmd  B 
zusammen  alle  Orössen  a,  b,  ...  des  Normalsystems  und  zwar  jede 
dieser  Grössen  nur  einmal  enthalten  sollen^  so  kommen  a  und  b  ent- 
weder beide  in  A,  oder  beide  in  B,  oder  eine  in  A  und  die  andere  in 
B  vor. 

Wir  haben  schon  in  156  bewiesen/  dass  das  Produkt  [a^bj  bei 
dieser  Aenderung  gleich  [ab]  bleibt;  somit  bleibt  in  den  beiden  ersten 
Fällen  sowohl  J.  als  JS  unverändert,  also  bleibt  dann  auch  die  obige 
Gleichung;  die  nur  A  und  B  enthält,  bestehen. 

Im  dritten  Falle  sei  a  in  -4  enthalten,  b  in  B,  und  sei  Ä  die  Grosse, 
die  aus  A  hervorgeht,  wenn  man  darin  b  statt  a  setzt,  und  B'  die 
Grösse,  welche  aus  B  hervorgeht,  wenn  man  darin  a  statt  6  setzt 
Dann  unterscheiden  sich  die  kombinatorischen  Produkte  [-4.'JB']  und 
[AB]  nur  durch  gegenseitige  Vertauschung  der  beiden  einfachen  Fak- 
toren a  und  h,  folglich  ist  dann  (nach  55)  [-^.'B']  =  —  [AB],  Femer 
ist  dann 

Ai  =  xA  +  yA'y  jBj  =  xB  —  yB% 
folglich 

\A^  =  x\A -{- y\Ä  [101]. 

Da  nun  A  und  A'  nur  Grössen  des  Normalsystems  ö,  b,  c,  ...  als 
einfache  Faktoren  enthalten,  und  B  und  B'  die  jedesmal  übrigen,  so 
gilt  (nach  der  Annahme)  für  sie  die  obige  Gleichung  (*),  das  heisst,  es  ist 

\A  =  [AB]B,   \Ä  =  [A'B']B  =  -  [AB]B\ 

letzteres,  weil  [AB']  =  —  [AB]  war;  somit  ist 

\A,  =  x[AB]B  -  y[AB]B'  =  [AB](xB  -  yB')  =  [AB]B,. 

Endlich   ist    (nach   156)    [Aj^B^]  =  [AB],    indem   die   einfiichen 
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Faktoren  von  [-4iJBi]   aus  denen  von  [AB]   durch  positive   circuläre 
Aenderung  hervorgehen.     Also  ist 

m 

das  heisst,  wenn  die  Gleichung  {*)  flir  irgend  ein  Normalsystem  gilt; 
so  gilt  sie  auch  für  jedes  daraus  durch  positive  circuläre  f  Aenderung  122 
hervorgehende  y  ebenso  aber  auch  für  jedes  daraus  durch  negaÜve 
Aenderung  hervorgehende.  Denn  die  positive  circuläre  Aendenmg,  wie 
wir  sie  oben  annahmen^  wird  (nach  154)  in  eine  negative  verwandelt, 
wenn  man  das  Vorzeichen  von  \  ändert,  dann  ändert  sich  auch  das 
Vorzeichen  von  jBj,  wobei  die  gefundene  Gleichung  bestehen  bleibt. 

Also  bleibt  die  Gleichung  (*)  überhaupt  bei  jeder  circulären  Aende- 
rung  des  Normalsystems  bestehen,  wenn  sie  für  irgend  ein  Normal* 
System  gilt.  Nach  Beweis  1  gilt  sie  aber  für  das  Normalsystem  der 
ursprünglichen  Einheiten,  also  nun  auch  für  jedes  daraus  circulär  ab- 
geleitete. Nun  lässt  sich  aber  (nach  161)  jedes  Normalsystem,  dessen 
numerischer  Werth  1  ist,  aus  jenem  ableiten,  also  gilt  die  Gleichung 
für  jedes  Normalsystem,  dessen  numerischer  Werth  1  ist. 

168«  AUe  bisher  aufgestellten  Sätee  gelten  noch,  wenn  man  statt 
des  Systems  der  ursprünglichen  Einheiten  ein  belidnges  vollständiges  Normai- 
system  setzt,  dessen  numerischer  Wer(h  Eins  ist. 

Beweis.  Alle  in  den  ersten  drei  Kapiteln  entwickelten  Bechnungs- 
gesetze  gelten  (nach  110)  auch  dann  noch,  wenn  man  statt  der  n  ur- 
sprünglichen Einheiten  beliebige  n  in  keiner  Zahlbeziehimg  zu  einander 
stehende  Grössen  erster  Stufe  setzt,  also  auch,  wenn  man  die  Grössen 
eines  vollständigen  Normalsystems  einsetzt.  Femer  gilt  (nach  167)  der 
Begriff  der  Ergänzung,  wie  er  in  89  in  Bezug  auf  das  System  der  ur- 
sprüDglichen  Einheiten  aufgestellt  ist,  auch  in  Bezug  auf  jedes  Normal- 
system, dessen  numerischer  Werth  Eins  ist.  Aber  auf  diesem  Begriff 
der  Ergänzung  und  den  in  den  ersten  drei  Kapiteln  entwickelten  Bech- 
nungsgesetzen  beruhen  alle  Sätze  des  inneren  Produktes,  wie  sie  bisher 
entwickelt  wurden.  Also  gelten  diese  Sätze  noch,  wenn  man  statt  des 
Systems  der  ursprünglichen  Einheiten  ein  Normalsystem  setzt,  dessen 
numerischer  Werth  Eins  ist. 

Anm.  Vermöge  des  soeben  bewiesenen  Satzes  ist  also  der  Begriff  des 
inneren  Produktes  in  sofern  nicht  mehr  an  das  System  der  ursprünglichen  Ein- 
heiten geknüpft,  als  man  statt  dieses  Systems  ein  beliebiges  { vollständiges }  Nor- 
malsystem  setzen  kann,  dessen  numerischer  Werth  Eins  ist,  ohne  dass  irgend  einer 
der  bisher  aufgestellten  Sätze  eine  Aenderung  -j-  erleidet.  Es  erscheint  also  der  Be- 123 
griff  des  inneren  Produktes  nur  noch  an  den  Begriff  des  Normalsystems  geknüpft, 
und  dies  tritt  daher  in  den  folgenden  Entwicklungen  statt  des  Systems  der  ur- 
sprünglichen Einheiten  hervor. 


128  Aj.    Abschnitt  I.    Kapitel  4.    §  8.    Nr.  169—171. 

169.  Das  innere  Produkt  zweier  [einfacher]  Grössen  ändert  seinen 
Werth  nicht,  wetin  man  statt  des  einen  Faktors  seine  [progressive]  normale 
Zuriickleitunt/  auf  das  Gebiet  des  andern  setzt,  das  Jieisst 

und 

[B\Ä]  =  [B',A], 

wenn  B'  die  progressive  normale  Zurückleitung  von^B  auf  das  Gebiet  Ä 
ist  (also  A  von  gleicher  oder  höherer  Stufe  ah  B  ist). 

{Beweis.}  Es  sei  Ä  von  m-ter  Stufe,  B  Yon  p-iei,  das  Haupt- 
gebiet von  n-ter,  so  kann  man  (nach  163)  ein  vollständiges  Normal- 
system aj,  ...  a«  so  annehmen,  dass  m  seiner  Grössen,  etwa  a^,  ...  amt 
in  Ä  liegen,  und  sein  numerischer  Werth  1  sei.  Die  p  Faktoren  von 
B  sind  dann  (nach  157)  aus  a^,  ...  a»  numerisch  ableitbar,  also  B 
aus  deix  multiplikativen  Kombinationen  von  a^,  ...  an  zur  p-ten  Erlasse 
numerisch  ableitbar.  Diese  Kombinationen  seien  B^,  Bf^,  . . .  B^, 
Bq^i,  ...  Br,  WO  i>iy  ...  Bq  die  Kombinationen  aus  a^,  ...  a,,.  sind, 
und  sei 

B=  ßiBi   + (-  ßqBq  +   /Jy+l  Bq^l   H [-   ßrBr  , 

so  sind  (nach  147  und  168)  [AlB^i],  ...  lA\Br]  alle  gleich  Null,  da 

jede  der  Grössen  Bq^i  bis  Br  solche  Faktoren  enthält,  die  in  A  nicht 

vorkommen,  und  diese  Grössen  also  der  Grösse  A  nicht  incident  sind, 

also  wird 

[Aß\  =  ß,[A\BJ  +  ..-  +  ß,[Ä\B,] 

-^[Aiß,B,  +  --  +  ß,B,)]. 

Aber  (nach  127)  ist  /SjjB^  +  •••  +  ßqB^  die  Zurückleitung  von  B 
auf  das  Gebiet  [a^  ...  a,„],  mit  Ausschluss  des  Gebietes  [ßm+i  ...  oj; 
letzteres  Gebiet  ist  aber  (nach  167)  {die}  Ergänzung  des  ersteren;  also 
ist  {nach  164}  /Sil^i  +  *•  +  ßj^q  die  normale  Zurückleitung  von  B 
auf  das  Gebiet  [aj  ...  a,n],  das  heisst,  auf  das  Gebiet  von  Ä,  also  gleich 

B'   und  somit 

[A\B]  =  IA\B']. 

Aus  gleichem  Grunde  ist  [^|^]  =  [B'  -4]. 

170.  Wcun  man  in  einem  imwren  Produkte  zweier  [einfadier} 
gleichstufiger  Grössen  die  eine  auf  das  Gebiet  der  andern  normal  ziuiick- 

umleitet,  und  diese  Zurückleitung  so  ivie  die  Grösse,  f  auf  deren  Gebiet 
zurückgeleitet  ist,  durdi  ein  und  dasselbe  Maass  missf,  dessen  numerischer 
Werth  Eins  ist,  so  ist  das  Produkt  der  beiden  Messungs-Quotienteti  gleich 
dem  gegebenen  inneren  Produkt,  das  heisst 

\AiB\  =  aß', 
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wenn  Ä  =  aE,  und  die  normale  Zurückleitung  B'  von  B  auf  A  gleich 
ß'Ey  und  der  numerische  Werth  von  E  gleich  Eins  ist 

Beweis.     Nach  169  ist 

[A'B]  =  [A\B']. 

Es  sei  E  ein  Gebietstheil  von  Ay  dessen  numerischer  Werth  Eins 
ist,  und  sei  A=aE.,  B'=ßrEy  so  ist  [A\B']=aß^[E\E]=ccß^E^'^aß\ 
da  E^  =  1  ist. 

171.  Wenn  die  Gebiete  von  [sswei  einfachen  Grrössen]  A  und  B  gu 
einander  allseitig  normal  sind,  und  C  eine  beliebige  Grösse  von  niederer 
oder  gleicher  Stufe  wie  B  ist,  so  ist 

[ABIAC^^A^IBIC] 
und 

[CAIBA]  =A^[C\B]. 

Beweis.  Es  sei  ein  Normalsystem  angenommen,  dessen  Grössen 
sich  auf  die  Gebiete  A  und  B  vertheilen,  und  dessen  numerischer 
Werth  1  ist,  und  sei  dasselbe  zu  einem  vollständigen  Normal- 
systeme ergänzt;  so  ist  C  aus  den  multiplikativen  Kombinationen  der 
Grössen  jenes  Normalsystems  (69,  77)  numerisch  ableitbar.  Es  sei 
C  =  y^Ci  +  y^Ci  +  •••>  fenier  sei  A  =  aA^,  B  =  ßBi,  wo  A^,  B^ 
kombinatorische  Produkte  der  Grössen  des  Normalsystems  sind,  so  ist 

{AB\AC^  =  u-^ßiA.B.lAiiriC,  +  Y,C,  +  -.)] 

=  a'ßY,[A^B^4fi,-\  +  a' ßYAA,B,\AxC;\  +  •••. 

{Man  kann  nun  zeigen,  dass  die  Produkte  {A^B^\A^Cr^  allen  Be- 
dingungen der  ersten  Formel  des  Satzes  149  genügen.  Es  sei  n  die 
Stufenzahl  des  Hauptgebietes  und  A^  das  Produkt  von  m  Grössen 
Ol , . . .  am  des  Normalsystems.  Dann  gehören  (nach  159)  sämmtliche 
Grössen  erster  Stufe,  die  zu  a^,  ...  am  normal  sind,  dem  Gebiete  der 
n  —  m  übrigen  Grössen  «„,+1,  . . .  a«  dieses  ^ormalsystems  an.  Das  Ge- 
biet von  B^y  das  nach  Voraussetzung  zu  dem  von  A^  allseitig  normal 
ist,  wird  daher  (nach  152)  von  dem  Gebiete  dieser  n — m  Grössen  um- 
fasst  werden  müssen.  Die  Summe  der  Stufenzahlen  von  A^  und  B^ 
kann  also  höchstens  =  m  +  m  —  m,  das  heisst  höchstens  =  n  sein, 
das  Produkt  [JL^^J  ist  somit  noth wendig  progressiv.  Es  ist  aber  auch 
von  Null  verschieden  (nach  109),  weil  die  Gebiete  der  Grössen  A^  und  jBj 
keine  Grösse  erster  Stufe  mit  einander  gemein  haben.  Da  nämlich  die 
Gebiete  von  Aj^  und  B^  zu  einander  allseitig  normal  sind,  so  ist 
(nach  152)  jede  Grösse  erster  Stufe  des  Gebietes  von  A^  zu  jeder 
Grösse  erster  Stufe  des  Gebietes  von  B^  normal.  Hätten  also  die  beiden 
Gebiete   eine  von  Null  verschiedene  Grösse  erster  Stufe   gemein,   so 

Oraksmann,  Werke.    L  :2.  9  . 
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müsste  diese  Grösse  zu  sicli  selbst  normal,  ihr  inneres  Quadrat  also 
null  sein,  was  (nach  146)  für  eine  von  Null  verschiedeue  Grösse  im- 
möglich ist.  Ausserdem  ist  nach  der  Voraussetzung  B  Yon  höherer 
oder  gleicher  Stufe  wie  C,  also  auch  jy^  von  höherer  oder  gleiclier  Shtfe 
wie  Cr-  Endlich  bleibt  (nach  108)  der  zunächst  für  EinJieiten  höherer 
StvfCy  das  heisst  für  kombinatorische  Produkte  der  ursprünglichen  Ein- 
heiten bewiesene  Satz  149  auch  noch  gültig,  wenn  an  die  Stelle  der 
Einheitsprodukte  kombinatorische  Produkte  der  Grössen  eines  einfachen 
Norfnalsystetns  treten,  also  in  unserm  Falle;  das  heisst,  es  ist 

fÖr  r  =  1,  2,  ...}.     Somit  wird 

\äB\äC\  =  c^ßy,[B,\C,\  +  a'ßYAIii.C,]  +  •  -.  • 

=  «'-'/J[^xl(yiC. +y.c;  +  ...)J 

=  a'/}[B,|C]. 

Da  nun  {nach  142  und  168}  A^^  gleich  1  ist,  weil  -4,  ein  kom- 
125  binatorisches  f  Produkt  von  Grössen  eines  einfachen  Normalsystems 
ist,  so  ist  der  gefundene  Ausdruck 

~a'ßÄ,^lB,\C\  =  {aA,y[ßB,\C]     . 

=  Ä^[B\cr\, 

Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich  die  zweite  Formel  des  Satzes. 

172.  Wenn  [die  einfacJic  Grösse]  A  mit  A  von  gleicher  Stufe,  [die 
einfache  Grösse}»  B  aber  von  gleicher  oder  höherer  Stufe  wie  B  ist,  und 
[AB'\  nicht  verschwindet,  [und  wenn  endlich  [AB]  und  |  AB|  progressiva 
Produkte  sind,]  so  ist 

(a)  [^ J?  I A  BJ  ==  {A I A]  [B  B]  +  L^i ' A]  {B,  |B  |  +  •  •  ■ 
und 

(b)  |BA|2?^]  =  [B;i^JLA:^]  +  [B|Ii.][A;^J  +  •••, 

wo  A,A^,  ...  [alle]  die  multiplikativen  Kombinationen  aus  den  einfachen 
Faktoren  (erster  Stufe)  von  [AB]  [si)id,  deren  Stufemahl  gleich  der  von 
A  ist],  und  [wo]  B,  -Bi,  ...  die  zu  A,  A^,  ...  ergänzenden  Kom- 
binationen sind,  (so  dass  also  [AB]  =  [-^iJBj]  ==•••). 

Anm.  Wenn  nämlich  A  eine  der  multiplikativen  Kombinationen 
aus  «1 ,  «2  7  •  •  •  ^'«  ^^^y  ^^  nenne  ich  diejenige  multiplikati ve  Kom- 
bination B,  welche  die  sämmtlichen  in  A  nicht  enthaltenen  Elemente 
{ aus  der  Reihe  «i ....  o,« }  enthält,  und  mit  einem  solchen  Vorzeichen 
(i)  versehen  ist,  dass  [AB]  =  [«102  •••  ^n^  ^^^)  ^^  ^^^  -^  ergänzende 
Kombination. 
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Beweis.  1.  {Es  seien  ztierst  die  einfachen  Faktoren  von  [AB]  alle 
zu  einander  normal  und  sei  das  System  dieser  Faktoren  a, ,  ...  Om  durch 
Hinzuftigung  der  Grössen  «m+i,  ...  a«  zu  einem  vollständigen  Normal- 
system ergänzt;  es  seien  ferner  A,  A^,  ...  A^,  -4^i,  ,.,  At  diejenigen 
multiplikativen  Kombinationen  aus  a^j  ag,  ...a„,  deren  Stufenzahl 
gleich  der  von  A  ist,  und  seien  ins  besondere  -4,  -4i,  ...  -4^  die  Kom- 
binationen aus  den  m  ersten  Grössen  a^,  ...  a^.  Dann  ist  A;  da  es 
mit  A  von  gleicher  Stufe*  ist^  aus  den  multiplikativen  Kombinationen 
-4,  A^y  ...  Ai  numerisch  ableitbar.     Es  sei 

A  =  a-4  +  «i-ij  -I 1-  a^Aiq  +  a^iA^i  H (-  atAty 

so  ist 

[4^|AB]  =  [^J5|(a^  +  a,^i  +  ...  +  a,^,  +  a,H-i^i  +  --  +  aM0B] 
=  u[AB\AQ]  +  a,lAB\A^B'\  -J [-  a^[AB\A^B;\  + 

+  a^,[AB\A^,Q'\  +  •..  +  atiAB\A3]. 

Diese   Entwickelung  vereinfacht  sich   aber  noch;   denn  es   lässt   sich 
zeigen,  dass  die  Glieder  der  letzten  Zeile  sämmtlich  verschwinden. 

Denkt  man  sich  nämlich  aus  den  Grössen  a^,  ...  a»  auch  noch 
die  multiplikativen  Kombinationen  B,  gebildet,  deren  Stufenzahl  mit 
der  von  B  übereinstimmt,  imd  B  als  Vielfachensumme  der  B,-  dargestellt, 
so  gehen  aus  den  Gliedern  der  letzten  Zeile  unserer  Entwickelung 
lauter  Glieder  hervor  von  der  Form 

a^kßi  [A  B I  Aq^k  Bf] . 

Hier  enthalten  aber  die  A^^k  sämmtlich  als  Faktor  eine  der  Grössen 
a^+i,  •..  ö„,  die  in  dem  Produkte  [AB"]  mcÄ^  vorkommen,  also  gilt  das- 
selbe auch  von  den  Produkten.  [^^+aB,],  die  ja  der  Voraussetzung  zufolge 
progressiv  sind.  Diese  Produkte  sind  also  dem  Produkte  [AB"]  nicht 
untergeordnet  Sie  sind  ihm  aber  auch  niciU  übergeordnet]  denn,  da  nach 
Voraussetzung  B  von  gleicher  oder  niederer  Stufe  mit  B  ist,  so  muss 
*  jedem  Produkte  [^^aBJ  mindestens  ein  Faktor  von  [AB\  fehlen.  Die 
Produkte  [^,y-|.*B,]  sind  also  mit  [AB]  nicht  incidenty  und  es  ist  somit 
(nach  147  und  168)  allgemein 

Die  obige  Entwickelimg.  vereinfacht  sich  daher  zu  der  folgenden} 
[AB\^B\=a[AB\AQ]+   a^[AB\A^Q'\   H \- a,[AB\AqS\. 

Da  nun  (nach  der  Annahme)  [^JB]  =  [^i^,]  =  •••  ist,  so  er- 
halten wir  den  gefundenen  Ausdruck 

=  a[AB\A^\  -f  a,[A,B^\A,Q]  H 1-  aq[A^Bq\Aß\. 

9* 
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Da  nun  die  einfachen  Faktoren  von  [AJ^\  alle  zu  einander  normal 
sind,  und  identisch  sind  mit  denen  von  +  [^1,1^,],  ...  (nach  der  An- 
nahme),  so  ist  Ä  zu  Ti  allseitig  normal  (nach  li)2,  158},  und  ebenso 
-4i  zu  JB,,  ....   Folglich  ist  (nach  171)  der  zuletzt  gewonnene  Ausdruck 

=  aAHBß]  +  a,^,^|7^,  B]  +  ••  +  ic,A,^[B,Bl 
126         Nun  ist  aber 

[^.;A]  =  [Ar\(aÄ  +  a,A,  +  '-  +  a^A,)]  -  a.^^, 

weil  Ar  mit  den  Grössen  A,  ^j, . ..,  ausgenommen  Ary  innerlich  multi- 
plicirt,  Null  giebt  (nach  147,  168).  Also  kann  man  in  dem  vorher  ge- 
fundenen Ausdruck  [i4r|A]  statt  UrAr^  setzen,  und  jener  Ausdruck  wird 

=  M|A][B  B]  +  [A,MB,ß]  +  •••  +  [A,\A-][B,ßl 

das  heisst,  die  Formel  (a)  gilt  für  unsere  Voraussetzung. 

2.  Nun  zeige  ich  [zweitens},  dass,  wenn  die  Formel  (a)  für  irgend 
eine  Reihe  von  einfachen  Faktoren  gilt,  aus  denen  [AB^  besteht,  sie 
auch  noch  bestehen  bleibt,  wenn  man  diese  Faktorenreihe  lineal  ändert 
(siehe  71),  das  heisst,  statt  irgend  eines  Faktors  a  setzt  a  -{-  ßb,  wo  b 
einer  der  andern  Faktoren  und  ß  eine  Zahl  ist. 

Hierbei  behält  (nach  72)  das  Produkt  [-1/^],  also  auch  die  linke 
Seite  unserer  Formel,  denselben  Werth.  Betrachtet  man  nun  irgend 
ein  Glied  der  rechten  Seite,  zum  Beispiel  [-4r!AJ[ßr!B],  so  können 
a  und  b  entweder  beide  in  Ar  vorkommen,  oder  beide  in  Br,  oder  eins 
in  Ar,  das  andere  in  JB^.  In  den  beiden  ersten  Fällen  bleibt  sowohl 
der  Werth  von  Ar  als  der  von  Br  unverändert,  also  auch  das  be- 
trachtete Glied.  Im  letzten  Falle  kommt  [in  der  obigen  Entwicke- 
lung}  noch  ein  anderes  Glied  [-l,iA||i>,  B|  vor  von  der  Art,  dass  Ar 
und  Ag  im  Uebrigen  dieselben  Faktoren  enthalten,  nur  dass,  wo  das 
eine  dieser  Produkte  den  Faktor  a  enthält,  das  andere  den  Faktor  h 
enthalte.  Dann  stehen  Br  und  JK,,  da  sie  die  jedesmal  dem  Ar  und  As 
fehlenden  Faktoren  enthalten,  in  derselben  gegenseitigen  Beziehung  zu 
einander.  Es  kommt  also  a  in  einer  der  Grössen  Ar  und  Ag  vor;  es 
mag  a  in  Ar  vorkommen. 

Nim  sei  A'  die  Grösse,  welche  aus  A,.  hervorgeht,  indem  man 
darin  6  statt  a  setzt,  und  B'  die  Grösse,  welche  aus  Br  hervorgeht 
indem  man  darin  a  statt  h  setzt.  Dann  enthält  also  A'  dieselben  Fak- 
toren wie  A,  und  B'  wie  B^]  es  sind  also  dann  Ä  und  B'  (nach  57) 
den  Grössen  A  und  B,  entweder  gleich  oder  entgegengesetzt.  Da 
[A'  B']  aus  [-^./.l^r]  durch  Vertauschung  der  beiden  einfachen  Faktoren 
a  und  b  hervorgeht,  so  ist  (nach  55)  [A'B']  =  —  [ArBr],  und  dies 
=  —  [AsB,\  (nach  der  Annahme).    Wenn  also  -4'  =  +  -4,  ist,  so  ist 
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B'  =  +  Bs,  Wenn  man  nun  die  lineale  Substitution  von  a  -^  ßb  für 
a  einführt^  so  verwandelt  sich 

[Ar'M[Br\B]  +  [^|A][2?.iB]  =  [Ar\A][,BrB]  -  [Ä\/<\[B'lB]        127 
in 

[(Ar  +  ßA')mBr\B]  -  [^';A][(B'  +,ßBryß], 

weil  nämlieli  Br  und  A'  kein  a  enthalten  und  also  unverändert  bleiben, 
während  Ar  in  Ar  +  ßA'  und  B'  in  B'  -^  ßBr  sich  verwandelt.  Also 
verwandelt  sich  jene  Summe  in 

[^;A][i^.|B]  -  [A"A-][B'\B]  +  ßlA'mBrß]  -  ß[A'\A][Br\B], 

das  heisst,  da  die  letzten  Glieder  sich  aufheben,  der  Werth  jener 
Summe  bleibt  ungeändert.  Es  bleibt  somit  die  ganze  rechte  Seite 
unserer  Formel  bei  jener  linealen  Substitution  ungeändert,  indejn  die 
Glieder  entweder  einzeln  ungeändert  bleiben  oder,  wenn  sie  geändert 
werden,  sich  zu  Gliedei-paaren  gruppiren,  deren  Summen  ungeändert 
bleiben.  Da  somit  beide  Seiten  der  Formel  bei  linealer  Substitution  un- 
geändert bleiben,  so  bleibt  die  Formel,  wenn  sie  für  irgend  eine  Faktor- 
reihe gilt,  auch  bei  deren  linealer  Aenderimg  bestehen. 

3.  Es  sei  endlich  die  Faktorreihe  a,  6,  . . .  eine  ganz  beliebige, 
doch  ihr  kombinatorisches  Produkt  [AB]  nicht  null,  so  lässt  sich 
(nach  163)  stets  eine  Reihe  zu  einander  normaler  Grössen  erster  Stufe 
a,,  02?  •  •  •  angeben,  von  der  Art,  dass  [ab  . . .]  =  [ajög  •  •  •]•  Dann 
lässt  sich  aber  (nach  76)  die  Grossenreihe  a,  &,  ...  aus  Oj,  ag,  ... 
durch  lineale  A  ender ung  ableiten.  Nun  gilt  nach  Beweis  1  unsere 
Formel  (a)  für  die  Reihe  der  zu  einander  normalen  Faktoren  a^y  Oj, . . ., 
also  nach  Beweis  2  auch  für  die  durch  fortgesetzte  lineale  Aenderung 
daraus  hervorgehende  Faktorreihe  «,  &,  ...,  das  heisst  allgemein. 

{Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich  die  Formel  (b)  des  Satzes  172.} 

173.  Wenn  A  und  A  von  gleicher  Stufe  sind,  ebenso  B  und  B,  ..., 
endlich  L  und  A,  M  aber  von  gleklier  oder  höherer  Stufe  ist  wie  M  und 
[AB  ,.,  LM\  ein  nicht  verschwindendes  kombinatorisches  Produkt  von 
Grössen  erster  Stufe  ist,  so  ist 

[^5  ...  LM|AB  ...  AM]  =  2J[Aa\^][Bö\B]  ...[Ll\^\[MJM]y 

wo  [Aa Bb.-'Li Mrn]  dieselben  einfachen  Faktoren  enthält  wie  [AB ...LM], 
nur  in  anderer  Folge,  doch  in  der  Art,  dass  beide  Produkte  einander 
gleich  sind,  wo  ferner  Aa  ebenso  viel  Faktoren  enthält  une  A,  Bf,  wie 
B,  ...,  und  wo  endlich  f  die  Summe  sich  auf  alle  möglichen  verschieus 
denen  Ausdrücke  dieser  Art  besieht,  so  dass  nämlich  AaB(, ...  Li  Mm  und 
Aa'Bb' ...  Li' Mm'  als  verschiedene  Ausdrücke  gelten,  wenn  wenigstens  eins 
der  Grösseyipaare  Aa  und  Aa',  Bi,  und  Bt', . . .  aus  zwei  Grössen  besteht, 
die  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen. 
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Beweis.     1.   Für  zwei  Faktoren    ist  der  Satz   in   172  bewiesen, 
wir  können  uümlich  die  Formel  172  auch  in  folj^ender  Weise  schreiben 

(*)  \AB,^B\  =  2:\Aa^][B,.^\, 

wo  {die}  Aay  B,,  die  im  Satze  dargestellte  Bedeutung  haben,  welche  mit 
der  Bedeutung  der  Grösseupaarb  Ay  li,  A^,  B^, ...  in  172  zusammenfallt 
2.  Durch  wiederholte  Anwendung  des  Satzes  für  zwei  Faktoren 
gelangt  man  zu  dem  Satze  für  beliebig  viele  Faktoren.  In  der  That 
kann  mau  das  Produkt  [AB ..,  LM]  zunächst  als  aus  den  zwei  Fak- 
toren A  und  [JS(7...L3/]  bestehend  ansehen.     Dann  wird 

{AB  ...LM  KQ  .,,  N^\  =  [A{B(\.,  LM)^{BV  ..,  Nm\ 

=  2:M«A][(/?c.../.j/>;Br...  AM], 

wo  Äer  Index  h  unter  der  Klammer  andeuten  soll,  dass  der  in  der 
Klammer  stehende  Ausdruck  als  Eine  Grösse,  gemäss  der  Formel  (*) 
behandelt  werden  soll.  Der  gefundene  Ausdruck  ist  aus  demselben 
Grunde  wieder 

=  2:[i4a|A][B,|B][((7D  ...  iM),  rA  ...  AM], 

und  setzt  man  dies  fort,  so  erhält  man  ihn  zuletzt 

=  2:[Aa\k-\iB,\B\ ...  |/.,iAl[M„.!M]. 

Anm.     Die  gesammte  Schaar  der  Grössenreiho  A^^  B^^  ...  J/^^  kann  man 

auf  folgende  Weise  kombinatorisch  entwickeln:  Man  l>etrachtet  die  einfachen 
Faktoren  des  Produktes  [AB  ...]  als  kombinatorische  Elemente,  entwickelt  aus 
ihnen  die  multiplikativen  Kombinationen  zur  so  vielten  Kliisse,  als  die  Stufe  von 
A  beti-ägt,  so  erhält  mau  die  (irüssen  A^ ;  zu  jeder  derselben  entwickelt  man  die 
multiplikativen  Kombinationen  auH  den  in  ihr  nicht  vorkommenden  Elementen 
zur  so  vielten  Klasse,  als  die  Stufe  von  B  beträgt,  so  erhält  mau  zu  jedem  A 
die  sämmtlichen  zugehörigen  (Jrö.sseu  B,,,  und  so  fort;  endlich  die  letzten  dieser 
multiplikativen  Kombinationen,  die  zu  der  Grösse  M  gehören,  setzt  man  gleich 
4I  -^„4»  wobei  man  das  Vorzeichen  so  bestiiumt,  dass 

lÄ„B,...M„^\=[A]3...Mi 
wird. 
129  Zum  Beispiel,  wenn  A  =  [ah\,  B  «  [cd] ,  f  0  =  3f  =»  c  ist,  so  erhält  man 

folgende  Scharr  von  je  drei  Grössen,  von  denen  jedesmal  die  erste  eine  (irössc  A  , 
die  zweite  eine  zugehörige  Grösse  B, ,  die  dritte  die  zu  beiden  gehörige  Grösse  C. 
darstellt : 


a&,  cd,  e 
ah,  ce,    —  d 
ah,  de,  c 
ac,  hd,  —  e 
ac,  he,  d 


ad,  hc,  e 
ad,  he,  — c 

ad,  ce,   h 

ae,  hc,   — d 
ae,  hd,  c 


hc,   ad,  e 
hc,   ae,  — d 
hc,  de,  a 
hd,  ac,  — e 
hd,  ae,  c 
hd,  ce,   — a 


he,  ac,  d 

he,  ad,  —  c 

he,  cd,  a 

cd,  ah,  c 


ce,  ah,  —  d 
ce,  ad,  h 
ce,    hd,  — a 
de,  ah,  c 


ac,  de,  — h    (tc,  cd,  — h 

174.     Zusatz.    \Ven7i  in  dem  inneren  BrodukU 

[^JB...jAB...] 


cd,  ae,  — h    de,  ac',  — h 
cd,  hc,  a       \dc,  hc,  a. 
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die  Grössen  A  und  A  von  gleicher  Stufe  sind,  ebenso  B  und  B,  und  so 
fort,  [ nenn  ferner  AyB, ,..  einfache  Grössen  sind  und  [AB  .,.]  ein  äusseres 
Produkt, }  so  ist 

[AB...\^B...]  =  Y^^^, 

A'  =  2:[Ar\^]Ar,       B'  =  U[BrmBr,     ..., 

und  wo  die  Ar  die  midtiplilcativen  Kombinationen  aus  dm  einfachen  Fak- 
toren des  äusseren  Produktes  [AB  .,,"]  zur  so  vielten  Klasse  sind,  als  die 
Stufenzahl  von  A  beträgt,  und  entsprechend  die  Br,  und  so  weiter. 

Beweis.     Nach  173  ist 

[^^...;AB...]  =  2;[^aiA][jB6|B]..., 
wo 

[A^B,...'\^[AB,.:\ 

ist,  mit  den  näheren  in  173  angegebenen  Besnmmungen. 

Da  nun  A  mit  A  von  gleicher  Stufe  ist,  also  auch  Aa  mit  A,  so 
ist  (nach  141)  [-/la  A]  eine  Zahl  und  aus  gleichepi  Grunde  [B^IB], — 
Folglich  können  wir  statt  2^[^a|A][jB6|B] :..  schreiben 

Also,  da  [AaB^,,,.^^  gleich  [^J5...]  ist, 

=  2;[^:A][j56!B]  ...  [AaB,.,.'\  :  [^B  ...]. 

Oder,  da  (nach  46)  die  Zahlfaktoren  beliebigen  Faktoren  eines  Pro- 
duktes zugeordnet  werden  können, 

=  2:{[A„\K\A^  .  [ä;B]B6  ...)  :  [^i?  ...]• 
Hier  enthält  (nach  173)  jedes  Produkt  [A^,B(,..^  dieselben  Fak- 
toren erster  Stufe  wie  [AB  ..^,  also  enthält  in  jedem  derselben  A^ 
andere  als  Bt,  und  so  weiter.  Da  nun  aber  die  Produkte,  in  denen 
{irgend  zwei  der  Grössen}  Aay  JBö,  ...  gleiche  Faktoren  erster  Stufe 
enthalten,  f  null  sind,  so  können  wir  diese  Produkte  zu  dem  obigen i30 
Ausdrucke  hinzufügen,  und  erhalten  dann  denselben  (nach  45) 

=  [Z[^,!A]^1, .i:[Br\S\Br . ..]  :  [A B,.,], 

das  heisst 

[Ä'B\..] 

""   [AB  ,..]  ' 

176.  Das  innere  Produkt  zweier  Grössen  m-ter  Stufe  A  und  B, 
deren  jede  aus  m  einfacJien  Faktoren  besteht,  ist  gleich  der  Determinante 
aus  m  Beihen  von  je  m  Gliedern,  die  man  erJmlt,  indem  man  nach  der 
Ordnung  jeden  einfachen  Faktor  von  A  mit  jedem  von  B  zu  einem  inneren 
Produkte  verknüpft,  das  Jieisst,  es  ist 


ä 
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WO 


\nhc  . . .  |a'6'c  . .  .|  =^^  Ikterni. 


i''^''i,  [«'y/.i,  i/>:ci, 


---  2:-!-  («fty.  ...)7 


[r/a'l,  ffj 


\a  c],  . . . 
[6  c\ ,  . . . 


wo 


Beweis.    Nach  174  ist 

[ahc  . . .  aUc  .  ..|  :^- 

b,  =  [a  ^b']a  +  [b\V]h  +  [cjqc  +  ^ 
c,=[a\c']a  +  [b\c']b  +  [cc]c  +  ' 


[nbv...\    ' 


«a  +  ^'^  +  yc  + 


ist.    Aber  (Dach  63)  ist 

[(aa  +  /S^  +  yc  -| — )  («1«  +  /^i^  +  yi^  H — )  («a''^  +  /^i?'  +  ViC  -^ )  •••] 

=  27^  {pL^iVi  •  •  •)  •  [^*^^  •  •  •!• 
Also 


131 


r„ /i /.      1/,'///.'     1  —  ["*  ^»  ^l;  •  •  I  _  -^'  +  'v« l^i  y-    •) .  ['' ^c  . . .  1 

'^  '  -■  [ahc  . . .]  \abc  . . .] 

=  2;  +  (a/?,yj...). 
176 — 179.     Zusätze.    Ins  Besondere  ist 

176.  [ah\a'b'\='[a\a\\h\h']  —  [ah'\\j,\a\, 

177.  lahY- =  ai-lA  —  [a  PY , 

178.  \ahcy-  =  a^b'-c^  —  a^[ft|cj='  —  Ir\caY  -  c^ab]'  + 

+  2[a\b][h  c^[c'a] . 

[b'a],    lA,     \b^6\,  IKd], 
\c'a],  \ch\,     c^,      \>:,l\. 
y  [da],  um,  [die],     dK 

180.  [ablc]  ==  \a  c]b  —  \b'fi]a, 

181.  \abc:d]^[a(l]{hc]  +  [h,d]\ca]  +  [c\d]lab], 

182.  [nbcde]  =  [n  e] [bcd\  +  [bk] [>.ad]  +  [f  e]  [nftrf]  +  [d\e] \cba]. 


179.     laJcd]' =  Dcfc»-»j. 
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Denn  in  180  bis  182  kann  man  den  zweiten  Faktor  des  inneren 
Produktes  (c,  d  oder  e)  als  Produkt  betrachten,  dessen  zweiter  Faktor 
1  ist  (also  c  .\,  d  .1  oder  e  .  1),  und  kann  dann  Nr.  173  anwenden; 
wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  nach  den  Gesetzen  kombinatorischer 
Multiplikation 

[<?6]  =  —  \bcL\  j    \a  .  hc\  =  [6  .  ca\  =  \c  .  aV] 
und 

\a  .  6cd]  =  \b  .  carf]  =  \c  .  a6d]  =  \d  .  ch(i\ 
ist. 

183.   Wenn  man  aus  einer  Beihe  von  (n)  Grössen  erster  Stufe  die 

fnultiplilativen  Kombinatianen  0u  irgend  einer  Klasse  bildet,  und  jede 

derselben  mit  der  ergänzenden  Kombination  zu  einem  inneren  Produkte 

verJcnüpft,  so  ist  die  Summe  dieser  Produkte  null,  das  heisst 

wenn  A,  A^,  ...  die  multiplikativen  Kombinationen  aus  den  n  Grössen 
erster  Stufe  a^y  a29  ...  an  zu  irgend  einer  (der  m-ten)  Klasse,  und 
B,  B^,  ...  die  ergänzenden  Kombinationen  sind. 

Beweis.     1.  Es  sei  zuerst  angenommen  m^n  —  m.    Da  nun  A 

eine  der  multiplikativen  Kombinationen  von  a^  ...  a»  ist,  so  wird  es 

die  Form  haben 

A  =  [artts  ...  a,] , 

wo  r,  s,  ...  z  beliebige  m  verschiedene  unter  den  Zahlen  1, ...  w  sind. 
Da  femer  B  die  ergänzende  Kombination  zu  A  ist,  so  muss  es  als 
Faktoren  diejenigen  n  —  m  unter  den  Orössen  ai,...an  enthalten, 
welche  unter  den  Grössen  «r,  ö^«,  •••  «*  nicht  vorkommen.  Es  seien 
dies  ar'j  a^',  ...  Ou',  so  dass  also 

B=={—l)p[ar'ay...au'] 

ist.  Femer  muss  das  durch  (—  1)''  angedeutete  Vorzeichen  (nach  172, 
Anm.)  so  bestimmt  werden,  dass  [AB]  =  [a^  ...  aj  wird,  das  heisst,  dass 

(*)  ( —  ly  [ürtts . . .  auOp . . .  a^ar^tts' . . .  au]  =^[a^a^  ...  a„]  132 

ist.     {Es  wird  also 

[i4 Iß]  =  ( —  l^lora» . . .  a«ap . . .  az\ar'ai  . . .  a„'] 

sein.}  Von  gleicher  Form  sind  die  sämmtlichen  übrigen  Produkte 
[i4i|J5i], Sollen  die  Kombinationen  A,  B,  A^,  B^,  .  .  .  wohlge- 
ordnete sein,  so  hat  man  noch  die  Bedingungen  hinzuzufügen,  dass 
r<s<"-<w<i;<-"<£f  und  >*'  <  &'  <  •  •  •  <  u  sei.  Fügen  wir 
diese  Bedingung  hinzu,  so  wird 

[A\B]  +  L^il^i]  -| =  ^( —  lyior^,...  auüv ...  a,[flf^'ff,' ...  aj\. 

Fassen  wir  hier  ao,  ...  a«  zu  einem  Faktor  zctsammen  und  fügen 
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dem  zweiteii  Faktor  des  inneren  Produktes  an  letzter  Stelle  noch  den 
Faktor  1  hinzn^  so  wird  die  Bediugiuig  von  Nr.  173  erfüllt,  also  wird 
der  obige  Ausdruck 

(♦♦)  \A\B]  +  [A,B,]+--=Z(-l)P[arar'][a.\a,],.,[a:a,^^^^^^ 

wobei  noch  die  Gleichung  i*)  bestehen  bleibt,  und  auch  die  Be- 
dingungen r  <  s'  <  •  •  •  <  u'  und  r  <  fc  <  •  •  •  <  jf  geltend  bleiben,  hin- 
gegen die  Bedingung,  dass  r<Cs  <•'  <iu  sei,  wegfallt,  und  die  Summe 
sich  auf  alle  unter  jenen  Bedingungen  möglichen  Glieder  bezieht. 

Ich  zeige  nun,  dass  in  dieser  Summe  alle  Glieder  paarweise  ein- 
ander entgegengesetzt  sind,  und  sich  also  heben. 

Es  sei  irgend  eins  dieser  Glieder  betrachtet,  etwa 

(—  iy\nr'ar'] [nja,']  ...  [a„a,/]  \a,a, a,], 

wo  die  Indices  bestimmte  (von  einander  verschiedene)  Werthe  haben, 
die  den  obigen  Bedingungen  genügen,  und  wo  nach  dem  Obigen  p 
einen  solchen  Werth  hat,  dass  die  Gleichung  (*)  erfüllt  wird.  Da  die 
Indices  r,  /,  s,  &',  ...,  ?/,  u  alle  von  einander  verschieden  sind,  so 
wird-  irgend  einer  der  kleinste  unter  ihnen  sein  müssen,  und  unter 
den  Produkten  l'/riW],  [öf;.|flfv],  •  •  •  [«uWl  wird  irgend  eins  diesen 
kleinsten  Index  enthalten;  es  sei  dies  beispielsweise  das  Produkt  [^'r|flr']- 
Dies  angenommen,  vertausche  man  r  und  /  und  ändere  das  Zeichen, 
so  erhält  man  einen  Ausdruck 

von  welchem  ich  zeigen  werde,  dass  er  gleichfalls  als  Glied  in  der 
obigen  Summe  (**)  vorkommt.  Sollte  der  Index  r  grösser  sein  als  ö, 
133  so  gebe  man  dem  Faktor  [ar'jrtrl  unter  den  f  übrigen  Faktoren 
[ajja,'], ...  [flfalör,,]  eine  solche  Stellung,  dass  die  Bedingtmg  erfüllt  wird, 
vermöge  welcher  der  zweite  Index  in  jedem  dieser  Faktoren  kleiner 
sein  soll  als  der  zweite  Index  des  nächst  folgenden  Faktors.  Ich  will 
annehmen,  dass  diese  Bedingung  erfüllt  sei,  weim  man  den  Faktor 
[^r'iflr]  nm  (2  Stellen  nach  rechts  rückt,  was  gestattet  ist,  da  alle  diese 
Faktoren  Zahlen  sind. 

Es  ist  nun  noch  zu  zeigen,  dass  auch  die  durch  Gleichung  (*) 
ausgedrückte  Bedingung  für  das  so  hervorgehende  Glied  gilt,  das  heisst, 
dass  sie  noch  bestehen  bleibt,  wenn  man  in  ihr  j)  -+-  1  statt  ;>  setzt, 
auf  der  linken  Seite  a^  mit  Ur  vertauscht  und  diese  beiden  Faktoren 
um  q  Stellen  nach  rechts  rückt. 

Das  Produkt,  welches  auf  diese  Weise  aus 

( —  1)''  [arO, . . .  a„r7f . . .  a^ar'Cit' . . .  ff«] 
hervorgeht,  heisse  P;  so  ist 
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P  =  ( 1)^^  [ör'ö,  .  . .  (lu<^v  •  •  •  ß^jör«,'  . . .  a«']. 

Denn  man  kann  in  diesem  Produkte  P  die  Faktoren  ar  und  Ur^  gleich- 
zeitig wieder  um  q  Stellen  zurückrücken,  ohne  dass  sich  (nach  58) 
der  Werth  des  Produktes  ändert.  Femer  ist  der  letzte  Ausdruck 
(nach  55),  indem  man  ür  und  a^*  vertauscht, 

=  ( —  l)'^^  \ctr(^8  •  •  •  (^u(^9  •  •  •  ö^ör'ö«'  •  •  •  öu] 

=  ( —  1)^  [flrö«  .  • .  öaÖfp  . .  .  agür'O^  . .  .fl«']  ' 

=  la^a^,..  a«]  [nach  *] . 

Also  P=  [ö^iö^g  ...ö«].  Also  ist  jener  Apsdjuck  (***)  allen  Be- 
dingungen unterworfen,  denen  die  Glieder  der  Summe  (**)  unterworfen 
sind,  ist  also,  da  jene  Siunme  alle  Glieder  enthält,  die  jenen  Be- 
dingungen genügen,  selbst  ein  Glied  jener  Summe.  Dies  Glied  hebt 
sich  nun  mit  dem  zuerst  betrachteten  Gliede  auf;  denn 

(—  1)''  [ar\ar^] [a,|a,']  . . .  [OuM \j^^  •••«'!  + 

+  (—  l)'^^  IM^r] [as\a,']  . . .  [auM  [a^a^  . . .  aj 

ist  null,  da  [örjör]  =  [öfrlar]  ist  (nach  144)  und  (— 1)*^^  =  —  ( — l)'' 
ist.  Aber  auf  dieselbe  Weise,  wie  auö  dem  ersteren  dieser  beiden 
Glieder  das  letztere  hervorgeht,  geht  aus  diesem  jenes  hervor,  und 
auf  gleiche  Weise  findet  sich  zu  jedem  Gliede  jener  Summe  ein  ihm 
zugepaartes,  welches  sich  mit  ihm  aufhebt;  also  ist  jene  Summe  null, 
also  auch  das  dieser  Summe  gleiche 

[A\B]^[A,m  + 0. 

2.    Wenn    w  <  w  —  m    ist,    so    ist    (nach    150),    wenn    noch  184 
m(n  —  m  —  1)  =  c  gesetzt  wird, 

[A\B]  +  [A,\B,]  +  ■  - .  =  (- 1)=  \[B\A]  +  (-  ly  \[B,  \A,]  +  •  •  • 

=  (-  1>  \m^]  +  [B^  'A]  +  .  •  •)     [100]. 

Hier  ist  (nach  Beweis  1)  die  in  Klammer  geschlossene  Summe 
null,  also 

[A \B]  +  [Ai,B,] +  ■■'==(-  ly  1(0)  =  0  [89] . 

184.  Zusatz.  Wenn  man  aus  einer  Reihe  von  4w  Grössen  erster 
Stufe  a^j ...  a4,m  die  sämmtlichen  multiplikativen Kombinationen  Ä,B,Cy... 
zur  2m'ten  Klasse,  welche  eine  dieser  Grössen,  zum  Beispiel  a^j  enthalten j 
bildet  j  und  jede  derselben  mit  der  ergänzenden  Kombination  zu  einem 
inneren  Produkte  verlmüpft,  so  ist  die  Summe  dieser  Produkte  null,  das 
heisst, 

[A\A']  +  [B\B'] -h 0, 

WO   Ä,  B,  . . .  die  multiplikativen  Kombinationen  aus  a,,  ...  aim  zur 
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2m't€n  Klasse,  ivdche  a^  entlialten,  und  A\  B\,..  deren  ergäneende 
Kombinationen  sind. 

Beweis.  Dvl  A,  B,  . ..  die  siimmtlichen  aj  enthaltenden  molti- 
plikativen  Kombinationen  aus  4m  Elementen  zur  2m-teh  Klasse  sind, 
so  sind  ihre  ergänzenden  Kombinationen  A',  B\  ...  die  siunrntlichen 
Kombinationen  aus  denselben  Elementen  zu  derselben  Klasse,  welche 
a^  nicht  enthalten.  Ferner,  da  die  Stufenzahlen  von  A,  B, ,. .,  A\  B', . . . 
gerade  sind,  so  ist  (nach  58)  [AA']  =  [-^'-4],  und  also  (nach  172  Anm.), 
wenn  A'  die  ergänzende  Kombination  von  A  ist,  auch  A  die  ergänzende 
Kombination  von  Ä,  und  ebenso  B  die  von  B',  somit  (nach  183) 

[AA']  +  [BB']  +  •••  +  [A'  A\  +  [B'  B]  +  ...  =  0. 

Aber  (nach  144) 

[A,A']  =  [A\A\,   [BB'\  =  [B',Ji],.... 


Also 

das  heisst, 


2[A  Ä]  ■{- 2\_B\li']  + 0, 

[A\A']  +  [B\B'] -\ =0. 

186  — 187.     Zusübze.    Ins  Besondere  ist 

186.  [ab\cd\  +  [ac\db]  +  [adiftc]  =  0, 

186.  [ab\c]  +  [bc\a]  +  [caji]  =0, 

187.  [abcä]  —  [bcdlo]  +  \cda  61  -  [dabc]  =  0. 

§  4.     Besondere  Sätze  über  die  innere  Multiplikation  zweier 

Grössen  erster  Stufe. 

188,  Die  BestimmumjsgUidiungcn  für  die  innere  Multiplikation  zweier 
Grössen  erster  Stufe  sind 

(a)  [^r,ej  =  0, 
wenn  r^s, 

(b)  \p^\e,'\  =  [e^es']  =  '  - , 

und  zwar  gelten  dieselben  auch,  wenn  man  statt  der  Einheiten  e^,  e^j  ...Cn 
ein  beliebiges  vollständiges  Normalsystem  setzt. 

Beweis.  Die  Geltung  der  beiden  Gleichungsgruppen  für  die  Ein- 
heiten ist  in  Nr.  142  bewiesen.  Also  gelten  sie  (nach  1G8)  auch  für 
jedes  einfache  vollständige  Normalsystem.  Sie  gelten  aber  auch  für 
jedes  beliebige  vollständige  Normalsystem.  Denn  sind  a,  b  zwei  Grössen 
desselben  und  ist  A  der  numerische  W^th  des  Normalsystems,  so  dass 
a  =  Xa,  b  =  A//  gesetzt  werden  kann,  wo  a  und  b'  den  numerischen 
Werth  1  haben,  so  ist  [a  b'\  =  0,  also  auch  [Aa  lAZ/']  =  0,  das  heisst, 
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[a|6]=0  und  [o'|<»']==l,  also  [a|a]  =  [Aa  |Aa']=A*[a  |a']=A*.  Ebenso 
[6|6]  =  A^  also  [a\a]  =  [b\b]. 

Zu  zeigen  ist  nocli^  dass  die  beiden  obigen  Gruppen  die  vollstän- 
digen Bestimmungsgleichungen  enthalten,  das  heisst  (nach  48),  dass 
zwischen  den  Produkten  [er|ej  keine  andere  Zahlbeziehung  herrscht, 
als  eine  aus  jenen  beiden  Gruppen  ableitbare. 

Es  lassen  sich  vermöge  der  beiden  Gruppen  alle  Produkte  [ör|ß*]; 
sofern  r  gleich  s  ist,  gleich  [ejei]  setzen,  während  sie  verschwinden, 
sobald  r  von  s  verschieden  ist.  Hat  man  also  irgend  eine  Bestim- 
mungsgleichimg 

so  verwandelt  sie  sich  in 

also,  da  [e^le^]  gleich  1  ist,  in 

2:ar,r  =  0. 
Ist  aber  letzteres  der  Fall,  so  geht  die  Gleichung 

H  ccr^,[er\e,]  =  0 

schon   aus   den  obigen   beiden  Gruppen  hervor,  somit  enthalten  jene 

beiden  Gruppen  das  vollständige  System  der  Bestimmungsgleichungen. 

Anm.    Für  die  innere  Multiplikation  zweier  beliebiger  Grössen  -[-  von  den  136 
Stufen   p  und  q  (q  ^  p)   ist  das  System   der   Bestimmungsgleichungen    in  den 
beiden  Gleichungsgruppen  enthalten: 

(a)  [E\F]  =-  0, 
wenn  E  nicht  mit  F  incident  ist,  {und} 

(b)  [E\EG]  =  [E'IE'G], 

wo  E,  F,  G,  E*  kombinatorische  Produkte  der  ursprünglichen  Einheiten  sind, 
Et  E'  Yon  p-ter,  F,  {EG]  und  [E'G]  von  g-ter  Stufe  und  die  letzteren  beiden 
nicht  null  sind. 

189.  [a\h'\  =  \b\a\     (specieller  Fall  von  Nr.  144). 

190,  Es  ist 

=  «1  Aa^^  +  a^ß^a^^  H , 

wenn  a^,  a^,  ...  ^u  einander  normal  sind. 

Beweis.  Denn,  wenn  aiöi+a2^2H —  "^*  UurOr  und  /JiÄi+ftöt2+"- 
mit  Ußsttg  bezeichnet  wird,  so  ist 

=  Zarß,[ar\a,]  [42] 

=  2Jarßr[ar\ar], 

weil  ür  und  a«,  wenn  r  von  s  verschieden  ist,  nach  der  Annahme  zu 
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einander  normal  sind^  also  (nach  152)  ihr  inneres  Produkt  null  ist. 
Der  letzte  Ausdruck  ist  aber 

191.  Es  ist 

[(«i«!  +  aa«2  +  •  •  •)  lOSifli  +  fto«  H )]  •=  «i/Ji  +  «2 A  H , 

wenn  a^^  a^y  ...  ein  einf'aclhes  Nornialsystem  bilden. 

Beweis.     Denn  nach  190  ist 

aber^   wenn    a^,  a^^  • . .    ein    einfaches   Normalsystem   bilden^    so   ist 
a^^  =s  Og-  «=  •  •  •  =  1 ,  also  der  gefundene  Ausdruck 

=  «iA  +  ««AH — • 

192.  Wenn  a^,  a^,  , . .  zu  einander  normal  sind^  so  ist 

(«1  +  o*  H )-  -=  «1-  +  a«-  H • 

Beweis  aus  190. 

193.  Es  ist 

(o  +  6)^  =  »i  +  2[a\b]  +  h-. 

Beweis.     Es  ist 

(a  +  6)^  =  [(a  +  6)|(a  +  i,)] 

==  [a.a]  i- [a\b]  +  Ib ,a\  +  [b\b\  [42], 

187  also  (nach  189) 

=  o^  +  2[a,i.]  +  &^. 

194.  Es  ist 

(a  +  b  +  c)^  ^  a^  +  b^  +  c'-  +  2[b\c]  +  2 [c>]  +  2 [a\b]. 

Beweis  wie  in  193. 

Anm.  Die  Sätze  192 — 194  stellen,  geometriscli  gedeutet,  den  Pythagoräiscben 
Lehrsatz  nebst  seiner  Erweiterung  für  die  Ebene  wie  für  den  Raum  dar. 

§  5.     Einführung  der  Winkel. 

196.  Erklärung.  Unter  /.^i?  (Winkel  AB)  verstehe  ich,  wenn 
A  und  B  von  gleicher  Stufe  aber  nicht  null,  und  a  und  ß  ihre  nume- 
rischen Werthe  sind,  denjenigen  Winkel  zwischen  0  und  n  (diese 
Gränzen  mit  eingeschlossen),  dessen  Cosinus  gleich  dem  durch  die 
numerischen  Werthe  dividirten  inneren  Produkte  jener  Grössen  ist,  das 
heisst,  ich  setze 

cos  LAB  =^'^^p,  LÄB  =  0,..7C, 
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Ferner  verstehe  ich,  wenn  a,  6,  c,  ...  Grössen  erster  Stufe  sind, 
und  «,  ^,  y,  ...  ihre  numerischen  Werthe,  unter  sin(a6c...)  diejenige 

Zahlgrosse,  welche  numerisch  gleich     -5— — -   und  nicht   negativ   ist, 
das  heisst 

sin  (a6c  . .  .)  5  0  und  numerisch   =  -^ä—    > 
das  heisst, 

sin'*  {aoc  ...)=*    tot  «       • 

196,    Wenn  a,  6  Grossen  erster  Stufe  sind,  so  ist 

sin  (ab)  =  sin  /.aft. 
Beweis.     Denn  nach  195  iät 

sm  (aö;  =  -^  = ^.-^^ [ITTJ 


tt'p«— [a|&]» 


[151] 


=  l_cosVa6  L195J 

=  sin*/.a6. 

Und  da   nach   der  Definition   sin  (a&)  nie  negativ  und  /.ab  ein  138 
Winkel  zwischen  0  und  sr,   also  sini.a6  auch  nicht  negativ  ist,  so 
folgt  aus  sin^  (ab)  =  sin^  Leib,  dass  sin  (ab)  =  sin  Lab  sei. 

197.  [J.|J5]  =  a/5  cos  Z.  JJ5,  wenn  A  und  B  von  gleicher  Stufe 
und  a  und  ß  ihre  numerischen  Werthe  sind.  • 

Beweis  aus  195. 

198.  [ab]-  ■=»  (aß  sin  Laby,  wo  a  und  ß  die  numerischen  Werthe 
von  a  und  b  sind. 

Beweis.    Nach  177  {und  151}  ist 

[ab]^  =  a^ß'—[a\bY 

=  a^ß^  —  (aß  cos  L  abf  [197] 

=  a^ß^(l'^co8^  Lab) 

=  a^ ß^sm^  Lab. 

Anm.  In  diesen  Formeln  tritt  der  Gegensatz  zwischen  dem  äusseren  und 
{ dem }  inneren  Produkte  in  einfachster  Gestalt  hervor.  Während  das  innere 
Produkt  zweier  Grössen  erster  Stufe  gleich  dem  Produkte  der  numerischen  Werthe 
in  den  Cosinus  des  Zwischenwinkels  ist,  so  ist  der  numerische  Werth  ihres 
äusseren  Produktes  gleich  dem  Produkte  ihrer  numerischen  Werthe  in  den  Sinus 
des  Zwischenwinkels. 
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199.  Es  ut 

[ah  cd]  ««  aßyd  sin  i  ab  sin  i  cd  cos  i  (ab  .  cd), 

wenn  a,  ß,  y,  d  die  numerischen   Werthe  von  n,  6,  c,  d  sind. 

Beweis.  Der  numerische  Werth  von  \nh]  ist  {\ab]-y-  und  der 
von  \cd]  ist  (|crf]^j-,  also  ist  (nach   11>7) 

[ab  cd]  =  (iab]^cd]^f-  cos  L  {ab  .  cc/) 

=  [{aß  sin  Z.  ^i6  .  yä  sin  /.  cd)*]^  cos  L  {ab  .  cd)  [WS] .    . 

Aber;  da  das  Produkt  aß  sin  Lab ,  yd  sin  i  cd  positiv  ist^  so  hebt 
sich  das  fortschreitende  Potenziren  dieser  Grösse  durch  2  und  \  auf, 
und  es  wird 

[ai|cdj  =  aßyd  sin  Lab  sin  i. cd  cos  L{ab  .  cd). 

200,  Die  normale  Zurüdileitung  von  A  auf  eine  Grösse  gleicher 
Stufe  B  ist  numerisch  gleich  A  cos  LAB. 

Beweis.  Wenn  Ä  die  normale  Zurlickleitung  von  A  auf  B  ist, 
so  ist  (nach  lü6) 

w         [A\E]B  _a^Q.o%LAB  .B  .^^. 

=  «  COS  LAB  '  -^ , 

also  numerisch  gleich 

A(^osLAB  {151j. 

189         201.      Wenn  a,  6,  c,  ...  ;8rw  einander  normal  sind,  so  ist  für  jede 
aus  ihfien  numerisch  ableitbare  Grösse  k 

-  c=  -  cos  /.  aÄ:  +  ^,  cos  i.  W  +  •  •  • , 

tt?o  X,  a,  /J,  ...  die  numerischeil   Wertlie  von  Ic,  a,  b,  ...  sind. 

Bewei s.  Es  sei  Je  =  xa  -{-  yb  -{--•' ,  so  erhalten  wir  durch 
innere  Multiplikation  mit  a,  da  [b\a],...  null  sind, 

[ah]  =  x[a  a]  =  o"«-  [ir^lj» 


also 


[a\k\     '    axcos/oA*  r^r^-> 


=      cos  Laie. 


Aus  gleichem  Grunde  ist  y  =  ^  cos  i.iÄ-, Diese  Werthe  von 

a:,  y,  ...  in  die  obige  Formel  eingesetzt,  giebt 

X  X 

k  =  -  cos  /,  flfÄ" .  a  +  ^  cos  /.  i/t* .  l  +  •  •  • , 
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(las  heisst; 

—  =  -  cos  Z.  öifc  +  -5^  cos  /.  6it  +  •  •  • . 

202.  Wmn  a,  h,  ...  zu  einander  normal  und  k  und  l  aus  ihnen 
numerisch  ableitbar  sind,  so  ist 

cos  ikl  =  cos  L cik  cos  /. aZ  +  cos  £ bk  cos  i. 6Z  +  '  *  * • 

Beweis.  Nach  195  ist,  wenn  x,  A,  a,  /5;  •••  die  numerischen 
Werthe  von  k,  l,  a^  b,  ,.,  sind, 

=  M-cos£aft+ß^cosZ.6Ä;-j — j  |k  cos/.ai+ ß^^siftZH — H      [201] 

=  —  cos  i.aÄcos/.aZ+fli'  cos  i.  6Ä  cos  /.  6  Z  +  •  •  • , 

weil  [a| 6],  ...  null  sind.   Da  nun  a-  =  «*,  &^  =  /3-, . . . ,  so  erhält  man 

cos  ikl  =  cos  L  (ik  cos  /.  aZ  +  cos  L  bk  cos  /.  6Z  +  •  •  • . 

Zusatz.  Man  kann  diesen  Satz  auch  so  ausdrücken:  Statt  eine 
Grösse  erster  Stufe  {k)  auf  eine  andere  l  zuriickauleiteny  kann  man  jene 
zuerst  auf  die  Grössen  eines  Normalsystetns  zurückleitcn  und  dann  die 
so  erhaltenen  Zurückleitungen  f  auf  l  zurückleiten,  und  diese  letzten no 
Zurückleitungen  addireny  vorausgesetzt,  dass  hierbei  alle  Zurückleitungen 
iiormdle  sind. 

203.  Wenn  a,  b,  ...  zu  eiyiander  nortnal  sind,  so  ist  für  jedes  au^ 
ihnen  numerisch  ableitbare  k 

1  =  cos-  i  ak  +  cos^  /.  &Ä;  +  •  •  • . 
Beweis.  Die  Formel  geht  aus  202  hervor,  wenn  man  l=^k  setzt. 

204.  Wenn  a,  6,  ...  zu  einander  normal  und  k  und  l  aus  ihnen 
numerisch  ableitbar  und  gleichfalls  zu  einander  normal  sind,  so  ist 

0  =  cos  L  ttk  cos  /.  aZ  +  cos  L  bk  cos  /.  6Z  +  *  *  *  • 

Beweis.  Die  Formel  geht  aus  202  hervor,  wenn  man  k  und  l 
zu  einander  normal  annimmt;  denn  dann  wird  (nach  152)  [A:  Z]  ^^  0, 
also  (nach  195)  auch  cos  ikl  =  0. 

206.  Wenn  a  +  6  +  * ' *  =  0  ^^  ^*wd  a,  ß,  ,.,  die  numerischen 
Werthe  von  a,  b,  ,,,  sind,  so  ist 

(a)  a  :  /3  :  •  •  •  =  sin  a  :  sin  6' :  •  •  • , 

wo  d,  V,  ...  die  zu  a,  b,  ...  ergänzenden  Kombinationen  aus  a,  b,  .,. 
sindy   {ferner} 

Grassmann,  Werke.    I.  2.  10 
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(b)  a  cos  L  aa:  +  /9  cos  i.  6a;  +  •  •  •  —  0 , 

wo  X  eine  beliebige  Grösse  isty  {endlidi] 

(c)  sin  a  cos  /.  aa;  +  sui  &'  cos  i.  6a;  +  •  •  •  =  0. 
Beweis.     1.    Multiplicirt  man  die  Gleichung 

a  +  b'\ =  0 

kombinatorisch  mit   [cd  . .  .J  ^  so  erhält  man 

[acd  •  •  J  +  [bcd  •  •  •]  =*  0, 
also 

[acd  ...]-  =  [bcd  , . .]-, 

wo  [acd..,]  das  Produkt  aller  Grössen  a,  6,  c^  ...,  mit  Ausnahme 
von  6;  und  [bcd.,.]  das  Produkt  aller  Grössen^  mit  Ausnahme  von  a^ 
ist.    Somit  ist  (nach  19ö) 

(ayd  . . .y  sin^  (acd.. .)  =  {ßyä  . . .)*  sin*  (bcd  . . .) , 
oder 

a*  sin*  {acd  . .  •)  =  ^*  sin*  (6c'd  •  •  •)  • 

Nun  ist  [cad . . .]  die  ergänzende  Kombination  zu  b,  also  <»  6',  und 
[bcd...]  die  ergänzende  zu  a,  also  ^^a',  also  sin  6' =  sin  (cadf . . .)  und 
sin  a  <B  sin  {bcd ...),  also^  da  a;  ß,  sin  a'^  sin  6'  positiv  sind^ 

a  sin  6'  •»  ß  sin  a^  das  heisst  a:  ß  =  sina  :  sin  b\ 

und  somit  allgemein 

«  :  /3  :  •  •  •  =  sin  a  :  sin  V  '.    •• . 

141         2.    Multiplicirt    man    die    Gleichung   a  +  6  +  •  •  •  ^  0    innerlich 

mit  einer  beliebigen,  von  Null  verschiedenen,  Grösse  erster  Stufe  a*,  so 

erhält  mau 

\a\x\  +  {b\x\  +  --'  =  Q, 

also,  wenn  5  ^'er  numerische  Werth  von  x  ist,  ist  {nach  197} 

«S  cos  Z-Gf^  +  /3S  cos  /,6a;  +  •  ••  =  0, 
das  heisst, 

a  cos  L  aa;  +  /J  cos  /,  6a;  +  •  •  •  =  0. 

3.  Substituirt  man  in  die  so  erhaltene  Gleichung  die  vorher  ge- 
wonnenen Werth  e  von  a  :  /5  :  y  :  •  •  • ,  so  erhält  man 

sin  a  cos  /.  aa;  +  sin  6'  cos  Z- 6a;  +  '  *  *  =  0. 

Anm.  Die  entwickelten  Formeln  haben  mir  dann  eine  Bedeutung,  wenn 
zwischen  den  Grössen  a,  &,  ...  keine  andere  Beziehung  herrscht,  als  die  durch 
die  Gleichung  a  4~  ^  4~  *  *  *  =  ^  dargestellte,  das  heisst,  wenn  die  n  Grössen 
a,  6,  ...  in  keinem  Gebiete  von  niederer  als  (n — l)-ter  Stufe  vereinigt  sind. 
Für  drei  Grössen  enthält  die  erste  den  bekannten  Satz,  dass  im  Dreieck  die 
Seitenlängen  sich  wie  die  Sinus  der  Gegenwinkel  verhalten. 
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206—213.    Aus  den  Formeln  172,  175—178,  183,  185  erg^en 
sich  mit  Hülfe  der  angegebenen  }VinJcelbe0eichnungen  folgende  Formeln: 

206.  sin  (AB)  sin  (AB)  cos  L  (AB  .  AB)  = 

=  2?  sin  4r  sin  Br  sin  A  sin  B  cos L  Ar^  cos  L  BrB, 

wo  {A  mit  A  von  gleicher  Stufe  ist  und  B  mit  B,  wo  femer]  Ar  die 
Kombinationen  aus  den  einfachen  Faktoren  von  [AB],  zur  so  vielten 
Klasse,  als  die  Stufe  von  A  beträgt,  und  Br  die  ergänzenden  Kombina- 
tionen sind. 

207.  sin  (abc  . . .)  sin  (ab'c' . . .)  cos  L {o,bc  . .  .)(a'Vc' . . .)  = 

cos  L(i<*\  cos  Lab',  . 

=  Determ.  {  cos  Lba',  cos  L  bV,  . 

•  •       • 

208.  sin /.aft  sin /.cdcos /.(aft.crf)  = 

=  cos  L o>c  cos  Lbd  —  cos  L bc  cos  L c^d, 
and,  wenn  hier  a  imd  c  statt  c  und  d  gesetzt  wird: 

209.  sin/,a6  smiac  coa  L(ßb.ac)  =  cos  Lbc  —  cos  Lab  cos/.ac, 
eine  bekannte  Formel  der  sphärischen  Trigonometrie,  femer 

210.  sin^  /.  a6  =  1  —  cos*  L  ab, 

was  hier  als  die  Transformation  von  177  mit  aufgefQhrt  ist. 

211.  sin*  (abc)  =  1  —  cos*  Lbc  —  cos^  Loa  —  cos*  /. a6  + 

+  2  cos  Lbc  cos  Lca  cos  Lab. 

212.  sin  -ä  sin  JS  cos  /,  -4  JB  +  sin  -4i  sin  JSj  cos  /.  -^1^1  +  '  •  •  =  0,  i42 
wenn  A,  A^,  ...  die  Kombinationen  aus  2n  Ghrössen  erster  Stufe  zur 
n-ten  Klasse,  und  B,  B^,  ...  deren  ergänzende  Kombinationen  sind. 

213.  ainLab  sinLcd  coa L(ab. cd) -{-  aiaLacaixiLdbcosL(ac.db)'{' 

+  sin  Lad  sin  Lbc  cos  L{ad.bc)  =  0. 

214—215.     Femer  aus  193,  194  ergiebt  sich 

214.  (a  +  6)^  =  «2  +  2a/3  cos  Lab  +  ß*. 

215.  (a  +  6  +  c)^  =  a*  +  /3*  +  y'  + 

+  2/Jy  cos  Lbc  +  2ya  cos  Lca  +  2aß  cos  Lab, 
wo  a,  ß,  y  die  numerischen  Werthe  von  a,  b,  c  sind. 

{Anm.    Vgl.  hierzu  Nr.  337-840.} 
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Fig.  i. 
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Kapitel  5.    Anwendungen  auf  die  Geometrie. 

§  1.     Addition,  Subtraktion,  Vervielfaohung  und  Theflung 

von  Funkten  und  Streoken. 

216.  Erklärung.  Wenn  ein  Punkt  E  und  drei  gegen  einander 
senkrechte  und  gleich  lange  Linien  als  ursprüngliche  Einheiten  an- 
genommen sind,  und  a,  «j,  a^,  a^  beliebige  Zahlen  sind,  so  verstehe  ich 

a)  unter 

den  Punkt  A^  zu  welchem  man  ge- 
langt, indem  man  { vgl.  Fig.  1 }  von 
£  aus  zuerst  lun  eine  Strecke  lEB 
fortschreitet,  welche  gleich  a^e^  ist, 
das  heisst,  welche  mit  Cj  gleich  oder 
entgegengesetzt  gerichtet  ist,  je 
nachdem  a^  positiv  oder  negativ  ist, 
und  deren  Länge  sich  zu  der  von  f^ 
wie  ß|  zu  1  verhält,  {indem  man} 
dann  von  li  aus  um  eine  Strecke  B  C, 
welche  in  demselben  Sinne  gleich 
o^e^,  und  endlich  von  C  aus  um  eine 
^i  Strecke  CA.  welche  in  demselben 

Sinne  gleich  «jCj  ist,  fortschreitet; 

b)  zweitens  verstehe  ich  dann  unter 

eine   Strecke,  das   heisst   eine   gerade   Linie   von   bestimmter  Länge 
143  und  Richtung,  und  zwar  diejenige   Strecke,   welche  gleiche  f  Länge 
und  Richtung  hat  mit  der  von  E  nach  dem  Punkte  ^+  «iC^  -f-a^ßg  +  ^^^a 
gezogenen  geraden  Linie; 

c)  drittens  unter 

das  «-fache  des  Punktes  JB -}- a^Cj  +  «^^2  "f"  ^3^3;  ^^^  setze  fest, 
dass  für  alle  diese  Grössen  und  ihre  Verknüpfungen  die  in  Kapitel  1 
gegebenen  Bestimmungen,  und  also  auch  die  daraus  abgeleiteten  Sätze 
gelten. 

Anm.  Grössen  erster  Stufe  sind  also  hier  die  einfachen  und  vielfachen 
Punkte  und  die  Strecken  von  bestimmter  Länge  und  Richtung.  Durch  die  ^- 
Jüärungfa  in  §  1  { des  ersten  Kapitels }  ist  dann  die  Addition ,  Subtraktion,  Ver- 
vielfachung und  Theilung  dieser  Grössen  bestimmt,  und  durch  die  SäXzt  desselben 
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Paragraphen  die  Geltung  der  algebraischen  Yerknüpfungsgesetze  fär  sie  nachge- 
wiesen und  in  den  folgenden  Paragraphen  die  besonderen  Eigenschaften,  welche 
ihnen  als  extensiven  Grössen  zukommen.  Wir  leiten  hier  zunächst  aus  diesen 
formellen  Bestimmungen  die  Konstruktionen  ab,  durch  welche  die  Resultate  der 
verschiedenen  Verknüpfungen  erfolgen. 

217.  Wenn 

ist,  so  sind  a^e^,  a^e^,  a^e^  die  senkrechten  Projektionen  von  EA  auf 
die  drei  von  E  atisgehenden  mit  e^,  e^^  e^  gleichgerichteten  Axen, 

Beweis  folgt  unmittelbar  aus  der  Definition. 

218.  Lehnsatz  aus  der  Geometrie.  Gleichgerichtete  Strecken^ 
auf  dieselbe  gerade  Linie  senkrecht  projicirt,  liefern  gleichgerichtete 
Projektionen,  die  sich  ihrer  Länge  nach  wie  die  projicirten  Strecken 
verhalten;  imd  umgekehrt,  wenn  die  senkrechten  Projektionen  zweier 
geradef  Linien  auf  drei  gegen  einander  senkrechte  Axen  gleich  lang 
und  gleich  gerichtet  sind,  so  sind  die  projicirten  Linien  selbst  ein- 
ander gleich  lang  und  gleich  gerichtet. 

219.  Lehnsatz  aus  der  analytischen  Geometrie.  Wenn  A, 
B,  C  drei  beliebige  Punkte  einer  geraden  Linie  sind,  und  AB,  BC,  AC 
durch  ein  Stück  DE  dieser  Linie  gemessen,  beziehlich  die  Quotienten 
«,  /3,  y  geben,  wobei  jeder  Quotient  positiv  oder  negativ  genommen 
ist,  je  nachdem  die  gemessene  Linie  mit  der  messenden  {DE)  gleich 
oder  entgegengesetzt  {gerichtet}  ist,  so  ist  allemal 

was  man  auch,  der  Kürze  wegen ,  schreiben  kann  144 

AB  +  BC  ^  AC. 

220.  Mehrere  Strecken  (von  gegebener  Richtung  und  Länge)  addirt 
man,  indem  man  sie,  ohne  ihre  Richtung  und  Länge  zu  ändern,  stetig 
an  einander  legt,  das  heisst,  sie  so  legt,  dass,  wo  die  eine  aufhört,  die 
nächst  folgende  anfängt;  dann  ist  die  gerade  Linie  vom  Anfangspunkt  der 
ersten  zum  Endpunkte  der  letzten  der  gesuchten  Summe  gleich  lang  und 
gleichgerichtet. 

Beweis.    Erstens  für  zwei  Strecken  a  imd  b  {vgl.  Fig.  2}.   Es  sei 

a  =  a^e^  +  a^e^  -f  a^e^, 

also  (nach  6) 

a  +  6  «  («1  +  /5,)^i  +  («,  +  ßi)e^  +  («s  +  A)^».      . 
Femer  sei  E+a  =  A,   E  +  b==B,  E  +  (a  +  b)  =  C,  so  ist  (nach 
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216)   die   gerade   Linie  EA   mit  a   gleich   lang   und   gleichgerichtet, 
EB  mit  6,  EC  mit  a  +  6.    Endlich  sei  FG  mit  EA  gleich   lang 

Fig.  8. 


und  gleichgerichtet,  und  GH  mit  EB^  so  ist  zu  beweisen,  dass  FH 
mit  £(7  gleich  lang  und  gleichgerichtet  sei. 

Da  FG  mit  EA  gleich  lang  und  gleichgerichtet  ist,  so  gilt  dies 
(nach  218)  auch  fOr  ihre  Projektionen;  nach  217  sind  aber  die  Pro- 
jektionen von  EA  gleich  {lang}  und  gleichgerichtet  mit  a^e,,  t^e^j  o,^, 
somit  gilt  dies  auch  f&r  die  Projektionen  von  FG\  aus  gleichem  Grunde 
sind  die  Projektionen  von  GH  gleich  lang  und  gleichgerichtet  mit 
A^i;  ßi^^j  A^s-  Es  seien  nun  F^^G^,  Ä,  die  Projektionen  von  FyGyH 
auf  die  von  E  ausgehende  mit  e^  gleichgerichtete  Axe,  so  ist  also  F^  G, 
mit  a^ej  gleich  lang  und  gleichgerichtet,  ö^fli  mit  ß^e^,  das  heisst, 
F^Gi  und  G^H^  liefern,  durch  e^  gemessen,  die  Quotienten  «^  und  ft, 
somit  liefert  (nach  210),  da  -Fj,  fcr^,  77,  iu  Einer  geraden  Linie  liegen, 
F^H^y  durch  e,  gemessen,  den  Quotienten  «i  +  ft,  das  heisst,  F^H^^ 
ist  mit  («1  +  /3,)^,  gleich  lang  und  gleichgerichtet.  F^H^  ist  aber  die 
Projektion  von  FH  auf  die  durch  E  in  der  Richtung  von  e,  gelegte 
Axe.  Wendet  man  dieselbe  Schlussfolge  auch  auf  die  übrigen  Axen 
an,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Projektionen  von  FH  gleich  lang  und 
gleichgerichtet  sind  mit  (a,  +/J^)^i,  («,  + /5«)^2;  («3  +  A)^s;  das 
145  heisst,  mit  den  f  Projektionen  von  ECj  somit  ist  (nach  218)  FH  mit 
EC  gleich  lang  und  gleichgerichtet,  das  heisst,  mit  a  +  ^;  was  zu  be- 
weisen war. 

Zweitens.  Hat  man  mm  mehrere  Strecken  a,  6,  c,  ...,  und  ist 
a  mit  FGy  h  mit  GHy  c  mit  HI,  . . .  gleich  lang  und  gleichgerichtet, 
so  ist  nach  dem  ersten  Theil  des  Beweises  a  -\-h  mit  FH  gleich  lang 
und  gleichgerichtet,  also  auch  wieder,  da  a  +  6  mit  FH^  und  c  mit 
HI  gleich  lang  und  gleichgerichtet  ist,  a  -{-h  -\-  c  mit  FI, 
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221,  Bas  Produkt  einer  Strecke  a  mit  einer  Zahl  a  ist  wieder 
eine  Strecke  (6),  welche  mit  der  ersteren  (a)  gleich  oder  entgegengesetzt 
gerichtet  ist,  je  nachdem  die  Zahl  a  positiv  oder  negativ  ist,  und  deren 
Länge  sich  gu  der  von  a,  tvie  a  zu  1  verhält. 

Beweis.  Es  seien  E,  e^,  e^^  e^  als  Einheiten  genommen^  und  sei 

a  =  a^ei  +  «2^  +  «3^3, 
so  ist 

b  =  aa  =  a{cc^e^  +  a^e^  +  a^e^ 

=  aa^e^  -f-  aa^e^  +  ««3^3. 

Der  letzte  Ausdruck  bedeutet  aber  (nach  216)  eine  Strecke ,  welche 
gleiche  Länge  und  Richtung  hat  mit  der  von  E  nach  dem  Punkte 
B  =  E  -{-  aa^e^  +  ««2^2  +  «^8^3  gezogenen  geraden  Linie  EB.  Die 
Projektionen  dieser  Linie  auf  die  drei  von  E  ausgehenden  mit  c,,  e^,  c^ 
parallelen  Axen  sind  (nach  217)  aoL^e^,  o^oc^e^,  oca^e^.  Ebenso  ist 
aj^i  +  «2^2  +  *^3^3  ®^®  Strecke,  die  gleiche  Länge  und  Richtung  mit 
der  von  E  nach  dem  Punkte  ^  =  J5  +  «1^1  +  «2^2  "f"  ^s^s  gezogenen 
Linie  hat,  und  a^e^,  a^e^,  a^e^  sind  die  Projektionen  von  EA  auf  die 
genannten  drei  Axen.  Ist  nun  zuerst  a  positiv,  so  sind  aa^e^,  ctcc^e^t 
aa^e^  beziehlich  mit  a^e^,  a^e^,  cc^e^  gleichgerichtet,  und  verhalten  sich 
zu  ihnen  wie  a:l,  also  gilt  dasselbe  (nach  218)  auch  für  die  pro- 
jicirten  Linien,  das  heisst,  EB  ist  mit  EA  gleichgerichtet,  und  seine 
Länge  verhält  sich  zu  der  von  EA,  wie  a :  1;  da  nun  b  mit  EB  und 
a  mit  EA  gleiche  Länge  und  Richtung  hat,  so  sind  auch  a  'und  b 
einander  gleichgerichtet,  und  verhalten  sich  ihrer  Länge  nach,  wie  1 :  a, 

Ist  aber  a  negativ  =  —  /3,  so  sind  cca^e^,  aa^e^,  cca^e^,  das  heisst, 
—  ßcc^e^,  — ßa^e^,  — /JcCsäj,  die  Projektionen  von  EBy  f  und  sind  (nach  146 
216)  denen  von  EA,  nämlich  a^e^^  a^e^,  a^e^  entgegengesetzt  gerichtet, 
somit  sind  die  von  BE,  nämlich  ßa^e^,  ßcc^e^f  ß^%y  mit  denen  von 
EA  gleichgerichtet,  und  ihre  Längen  verhalten  sich,  wie  /J :  1,  also 
sind  auch  BE  und  EA  gleichgerichtet,  und  verhalten  sich,  wie  /J:  1, 
also  sind  EB  und  EA  und  ebenso  also  auch  b  und  a  einander  ent- 
gegengesetzt gerichtet,  während  ihre  Längen  sich  noch  wie  ß :  1  ver- 
halten. 

222.  Die  Summe  aA  +  /JB+  ••,  in  welcher  A,  B,  ...  Punkte, 
a,  ß,  ...  ZaJüen  sind,  ist  eine  Strecke  oder  ein  vielfacher  Punkt,  je  nach- 
dem a  +  /5  +  •  •  •  gleich  oder  ungleich  Null  ist,  und  zwar  ist 

im  ersten  Falle 

aA  +  ßB  +  "'  =  a{A  —  R)  +  ß(B  —  R)  +  '", 
im  zweiten 
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ttA  +  ßB-\ =  (o  +  /JH )S, 

WO 

um?  R  ein  beliebiger  PunJct  ist. 

Beweis.    Es  ist 

Ä  =  R  +  A  —  R,    B=^R  +  B  —  R,  ..,. 

Setzt   man   diese  Werthe   in  den  Ausdruck   «^  +  /'^  +  "*   ©"*?   so 
erhalt  man 

aÄ  +  ßB'\ =  (a  +  ß  +  '")R  +  a{A  -- R)  +  ß{B  —  R)-\ . 

Also  erstens,  wenn  a  +  /J  +  •  •  •  =  0  ist, 

=  a{A  —  R)  +  ß{B  —  R)  +  •••. 
Ist  hingegen  «  +  /*+••  von  Null  verschieden,  etwa  gleich  <y,  so  wird 
aA  +  ßB-] ^  fjR  +  a{A  —  R)  +  ß{B  —  R)  -i 

=  ^(R  +  «(^  ~  ^)  +  ß(^  -  ■R)_+  •;  •) 

wenn 


S^R  + 

V 

das  heisst, 

^  _  ^  ^  «(^  -  Ä)  +  (J(B  -  1J)^+^- . . 

gesetzt  ist. 

147        Zusatz.    Wenn  A  und  B  Punkte  sindy  so  ist  A  —  B  die  f  Strecke, 
tvelche  mit  der  geraden  Linie  BA  gleich  lang  und  gleicligerichtet  ist. 

Beweis.  Nach  210  ist  .1  —  /v  eine  Strecke,  welche  gleich  lang 
und  gleichgerichtet  ist  mit  der  geraden  Linie  EA,  und  B  —  E  eine  mit 
EB  gleich  lange  und  gleichgerichtete  Strecke;  nun  ist 

A—B  =  {A-E)-^  {B  —  E), 
also 

=^{A  —  E)  +  (E—B)  =  (E—B)  +  {A-  E). 

Da  nun  E  —  B  und  A  —  E  Strecken  sind,  die  mit  B?]  und  EA 

beziehlich   gleich   lang   und   gleichgerichtet   sind,   so  ist   ihre   Summe 

(nach  220)  mit  BA  gleich  lang  und  gleichgerichtet,  das  heisst,  A  —  B 

mit  BA, 

Anm.  Hierdurch  sind  also  die  Strecken  auf  Differenzen  von  Ptinkten  zurück- 
geführt, und  ihre  durch  stetiges  Aneinanderlegen  gebildete  Summe  stellt  sich  als 
eine  Summe  solcher  Differenzen  dar,  in  denen  sich  der  Endpunkt  jeder  Strecke 
mit  dem  Anfangspunkte  der  näclist  folgenden  aufhebt. 

223.      Wenn  man  von  einem  betveglichen  Pufikte  (iJ)  nach  einer 
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Beihe  fester  Punkte  (-4,  2?, . . .)  gerade  Linien  zieht ^  wnd  diese,  ncLch  hon- 
stanten  Verhältnissen  (1 :  a,  1 :  /8, . . .)  ändert  (so  dass  dadurch  die  Linien 
RA y  BB'y . . .  hervorgehen,  welche  mit  RA,  RB, . . .  heziehlich  gleich  oder 
entgegengesetzt  gerichtet  sind,  je  nachdem  a,  ß,  ...  positiv  oder  negativ 
sind,  und  sich  ihrer  Länge  ncuih  zu  RA,  RB,  ...  verhalten  wie  die 
Zahlen  a,  ß,.*-  zur  Einheit),  und  dann  die  so  erhaltenen  Linien 
(RA',  RB',  ...),  ohne  ihre  Bichtung  und  Länge  zu  ändern,  stetig  an- 
einander legt,  so  hat  die  Linie  (BP)  vom  Anfangspunkt  (B)  der  ersten 
zum  Endpunkt  (P)  der  letzten  folgende  Eigenschaft: 

1)  wenn  die  Summe  der  Verhältnisszahlen  (a,  ß,  . . .)  nuU  ist,  so  ist 
diese  Linie  (BP)  von  konstanter  Länge  und  Bichtung, 

2)  u^enn  die  Summe  der  Verhältnisszahlen  ungleich  Null  ist,  so  geht 
diese  Linie  (BP)  durch  einen  festen  Punkt  (S),  welcher  von  dieser  Linie 
(B  P)  den  so  vielten  Theü  abschneidet,  als  jene  Summe  («  +  /3  +  •  *  0 
beträgt. 

Beweis.   Der  Satz  ist  nur  ein  anderer  Wortausdruck  von  222. 

Anm.  Der  Punkt  S  ist  bekanntlich  der  Schwerpunkt  zwischen  den  Punkten 
Äj  B,  . . . ,  wenn  deren  Gewichte  sich  wie  a :  |5 ;  •  •  •  verhalten;  hier  wird  er  natur- 
gemäss  den  Namen  Summenpunkt  fuhren. 

224.  Der  Summenpunkt  S  der  Summe  aA  +  ßB  +  •••,  in  welcheri^ 
a  +  /5  +    •  •  ^  0  15^,  hat  die  Eigenschaft,  dass 

a(A'-S)  +  ß(B-S)'\ ^0 

ist;  und  kein  zweiter  Punkt  besitzt  diese  Eigenschaft 

Beweis.   Denn,  setzt  man  in  222  (*)  den  Punkt  B  =  S,  so  wird 

S-^  S=  <A---S)  +  ß{B-S)  +  "' 

a  -\-  ß  -\-  •  ■  •  ' 

das  heisst, 

0  =  a(A  —  S)-\-ß(B  —  S)+--. 

Soll  diese  Gleichung  noch  fQr  einen  zweiten  Punkt  B  gelten,  also 

0  =  a{A  —  B)  +  ß(B  —  R)-\ 

sein,  so  erhält  man  durch  Subtraktion 

0  =  a{R  —  S)-\-ß(R-S)-\--'- 

=  (a  +  ß  +  ...){R-S), 

also,  da  a  +  ^  +  •  •  •  (nach  Hypothesis)  ungleich  Null  ist, 

0  =  B-  S, 

also  B  =  S,  das  heisst,  es  giebt  keinen  zweiten  von  S  verschiedenen 
Punkt,  der  jene  Eigenschaft  hat. 

225.  Die  Summe  zweier  einfachen  Punkte  ist  gleich  ihrer  doppelten 
Mitte,  und  die  Summe  zweier  vielfachen  Punkte  isty  wenn  die  Koefficienten 
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gleich  bezeichnet  sind,  ein  vielfacher  Punkt^  dessen  Koefficient  die  Summe 
der  Koeffidenten  der  Summanden  ist,  und  dessen  Ort  zwischen  den  Orten 
der  Summanden  so  liegt,  dass  er  von  ihnen  im  umgekehrten  Verhältnisse 
ihrer  Koeffidenten  absteht,  hingegen,  wenn  die  Koeffidenten  entgegengesägt 
bezdchnet  und  numerisdi  nicht  gleich  sind,  ein  vielfacher  Punkt,  dessen 
Koefficient  die  algebraische  Summe  der  Koeffidenten  der  Summanden  ist, 
und  dessen  Ort  in  der  Verlängerung  der  geraden  Linie,  welche  die  Orte 
der  Summanden  verbindet,  so  liegt,  dass  er  von  diesen  Orten  im  umge- 
kehrten Verhältnisse  ihrer  Koeffidenten  absteht 

Beweis  liegt  unmittelbar  in  222. 

226.  Die  Summe  dnes  einfachen  Punktes  und  einer  Strecke  ist  der 
Endpunkt  der  geraden  Linie,  welche  dieser  Strecke  gleich  lang  und  gleich- 
gerichtet ist,  und  deren  Anfangspunkt  der  gegebene  Punkt  ist. 

149        Beweis.     Es  sei  die  gerade   Linie  AB  gleich  lang  und  gleich- 
gerichtet mit  der  Strecke  p,  so  ist  (nach  222,  Zusatz) 

B  —  A=p. 
Also 

A+p==A  +  B  —  A  =  B. 

227.  Die  Summe  eines  a-fadien  Punktes  (aA)  und  dner  Strecke 
(p)  ist  der  a- fache  Endpunkt  dner  geraden  Linie  (AB),  deren  a-faches 
mit  dieser  Strecke  (p)  gleich  lang  und  gleicJigerichtet  und  deren  Anfangs- 
punkt {A)  der  gegebene  Punkt  ist. 

Beweis.  «yl  +^  =  a  L4  +  — ), 

also,  wenn  das  «-fache  von  AB  mit  p  gleich  lang  und  gleichgerichtet 
ist,  also  AB  mit   — ,  so  ist 

B-A  =  \ 

und  also 

aA  +p  =  a(A  +  B  —  A)=-  aB. 

Anm.  Die  Addition  der  Punkte  ist  zuerst  (1827)  von  Mob  ins  in  seinem 
barycentrischen  Kalkül  gelehrt  worden.  Die  Addition  der  Strecken  scheint  zuerst 
von  Bellavitis  in  mehreren  Aufsätzen  (1885,  1837)  der  Annali  delle  scienze  del 
regno  Lombardo -Veneto  Yeröffentlicht  zu  sein.  Ganz  unabhängig  davon  ist  die 
Bearbeitung  meiner  Ausdehnungslehre  von  1844  (§24,  §  101  —  102),  in  welcher 
auch  zuerst  der  Zusammenhang  zwischen  beiden  Additionen  ans  Licht  gestellt  ist. 
Es  fehlt  jedoch  sowohl  in  jenen  Werken  als  auch  in  diesem  der  Nachweis,  dass 
es  keine  andere  Addition  der  Punkte  und  Strecken  giebt,  als  die  hier  angegebene, 
und  dennoch  erscheint  dieser  Nachweis  noth wendig,  wenn  jene  Addition  als  eine 
wirkliche  Addition  jener  Grössen,  und  nicht  bloss  als  eine  abgekürzte  Schreibart 
aufgefasst  werden  soll,  wie  letzteres  Mob  ins  will.  Es  ist  daher  zu  zeigen,  dass 
der  allgemeine  Begriff  der  Addition,  wenn  er  ins  Besondere  auf  Punkte  (oder 
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auch  auf  Strecken  von  gegebener  »Länge  und  Richtung)  angewandt  werden  soll, 
keine  andere  als  die  oben  dargestellte  Addition  liefern  kann. 

Zu  dem  Ende  ist  zunächst  die  allgemeine  Bestimmung  festzuhalten,  dass 
keine  Verknüpfung  geometrischer  Gegenstände  als  solche  an  einen  bestimmten 
Ort  im  Eaume  gebunden  sein  darf;  oder,  um  diese  Bestimmung  rein  mathematisch 
auszudrücken :  „Alle  Verknüpfungen  räumlicher  Grössen  müssen  yon  der  Art  sein, 
dass  jede  Gleichung,  welche  zwischen  einem  Verein  von  Punkten  stattfindet,  auch 
bestehen  bleiben  muss,  wenn  man  statt  dieser  Punkte  die  eotsprechenden  Punkte 
eines  kongruenten  Vereines  setzt."  Die  Addition  und  Subtraktion  ist  nun  dadurch 
bestimmt,  dass  erstens  die  vier  Gnindformeln 

1)  a  +  6  =  6  +  a,  160 

2)  a  +  (&  +  c)  =  a  +  6  +  c, 

3)  a  +  &  —  i;  «  a, 

4)a  —  h  -{-  b  =^  a 

gelten;  und  dass  ausserdem  die  dui:ch  die  Verknüpfung  entstehenden  Grössen  in 
möglichst  weitem  umfang  von  gleicher  Gattung  sein  müssen,  wie  die  verknüpften. 
Diese  letztere  Bestimmung  muss  noch  individualisirt  werden. 

Da  nach  der  dritten  Grundformel,  auch  wenn  Ä  und  B  { einfache }  Punkte  sind, 

A  +  B'-B  ^Ä, 

also  {ebenfalls)  ein  {einfacher)  Punkt,  und  nach  der  ersten  und  dritten 

Ä  +  B  --  Ä  =  B, 

also  auch  ein  {einfacher}  Punkt  ist,  so  liegt  die  Annahme  nahe,  dass  auch 
Ä-{-  B  —  C  Bla  { einfacher )  Punkt  zu  setzen  ist.  Doch  genügt  es,  diese  Annahme 
nur  für  den  Fall  zu  machen,  dass  C  die  Mitte  zwischen  Ä  und  B  ist.  Wir  machen 
also,  um  der  angeführten  Bestimmung  zu  genügen,  die  Annahme,  „dass  wenn  C 
die  Mitte  zwischen  den  { einfachen }  Punkten  A  und  B  ist,  { und  C  als  einfacher 
Punkt  aufgefasst  wird, }  allemal  Ä  -{•  B  —  C  wieder  ein  { einfacher )  Punkt  sei." 
Hiermit  sind  die  nothwendigen  Annahmen  erschöpft. 

Zunächst  folgt  aus  dem  Gelten  der  vier  Grundformeln  das  Gelten  aller  all- 
gemeinen Additions-  und  Subtraktionsgesetze.  Demnächst  beweise  ich,  dass,  wenn 
der  Punkt  C  die  Mitte  zwischen  den  Punkten  A  und  B  ist,  A-}-  B  —  C=  C  sei. 

Es  sei  A  -{-  B  -—  C  =  X  gesetzt,  so  kann 
X  nicht  von    C  verschieden   sein.    Denn   ange-  *^**  '* 

nommen,  X  wäre  von  C  verschieden  { vgl.  Fig.  3  } , 
so  verlängere  man  XC  um  sich  selbst  bis  Y,  so 
dass  XC  ^  CY  wird.  Dreht  man  nun  die  Figur, 
welche  die  Punkte  A,  B^  C,  X  enthält,  innerhalb 
der  Ebene,  in  welcher  diese  Figur  liegt,  um  den 
Punkt  C  herum,  bis  sie  einen  Winkel  von  180® 

beschrieben  hat,  so  fäUt  nun  A  dahin,  wo  vorher  JB,  B  dahin,  wo  vorher  A  lag, 
und  X  fällt  auf  Y,  das  heisst,  der  Verein  A,  B,  C,  X  iai  kongruent  dem  Vereine 
B^  Ay  Cy  Y.    Da  nun  nach  der  Annahme 

^  +  5  -  0  =  X 

war,  so  muss  nach  der  obigen  Bedingung,  welcher  alle  geometrischen  Ver- 
knüpfungen unterliegen,  diese  Gleichung  auch  noch  bestehen  bleiben,  wenn  man 
statt  -ä,  jB,  C,  X  beziehlich  J5,  -4,  C,  Y  setzt,  also 

B-^-  A-  C^Y. 
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Also  hat  man 

Y=^B  +  A  —  C^Ä  +  B  —  C     (nach  Gnindformel  1) 

B-  X  (nach  Annahme), 

also  Y  »^  X.  Es  entstand  aber  Y  aus  X  dadurch,  dass  man  XC  um  sich  selbst 
yerlängerte  bis  Y;  soll  also  Y  mit  X  zusammen  fallen,  so  muss  X  in  C  fallen, 
das  heisst,  es  ist  X  «  C,  also  A  -\-  B  —  C  ^  C. 

Bringt  man  in  dieser  Gleichung  C  auf  die  rechte  Seite,  so  erhält  man 

A  +  B^%C, 

das  heisst,  „die  Summe  zweier  {  einfacher )  Punkte  ist  das  Doppelte  des  in  der  Mitte 
151  zwischen  beiden  liegenden  { einfachen }  Punktes." 

Ks  seien  nun  AB  und  CD  zwei  beliebige  gerade 
^'^^'  ^-  Linien  Ton  gleicher  Länge  und  Richtung,  so   ist  das 

f^  Viereck  ^JB  7)  C  ein  Parallelogramm.  Die  Diagonalen 
mögen  sich  in  E  schneiden  { Tgl.  Fig.  4 ) .  Da  nun 
die  Diagonalen  eines  Parallelogramms  sich  halbireo, 
so  ist  E  sowohl  die  Mitte  zwischen  A  und  D,  als 
auch  zwischen  B  und  C,  das  heisst,  es  ist 

^  +  2>  —  2/!;  —  J?  +  C,  also  ^  +  D  «  B  +  C. 

Bringt  man  in  dieser  letzten  Gleichung  B  und  B  auf  die  andere  Seite,  so  er- 
hält man 

A  —  B^C—B. 

Umgekehrt,  wenn  diese  letzte  Gleichung  gilt,  so  gilt  auch  die  Yorhergehende 
A  -{-  D  »-  JB  -f  C,  das  heisst,  die  Mitte  zwischen  A  und  D  muss  zugleich  Mitte 
zwischen  B  und  C  sein,  das  heisst,  das  Viereck  ABBC  muss  ein  Parallelogramm, 
also  AB  mit  CB  gleich  lang  und  gleichgerichtet  sein. 

Daraus  folgt  der  Satz :  „Eine  Differenz  A  —  B  zweier  { einfacher )  Punkte  ist 
einer  Differenz  C —  B  zweier  anderer  { einfacher }  Punkte  dann  und  nur  dann  gleich, 
wenn  AB  und  CB  gleich  lange  und  gleichgerichtete  Linien  sind."  Nennt  man  der 
Kürze  wegen  die  Differenz  A  —  B  oder  —  B-\-A  eine  Strecke,  B  ihren  Anfangspunkt, 
A  ihren  Endpunkt,  so  folgt  sogleich  der  Satz:  „Strecken  (von  gegebener  Richtung 
und  Länge)  addirt  man,  indem  man  sie  (ohne  ihre  Richtung  und  Länge  zu  ver- 
ändern) stetig,  das  heisst,  bo  aneinander  legt,  dass  der  Endpunkt  einer  jeden  mit 
dem  Anfangspunkte  der  nächstfolgenden  zusammen  fällt;  dann  ist  die  Strecke, 
welche  den  Anfangspunkt  der  ersten  Strecke  zu  ilireni  Anfangspunkt  und  den 
Endpunkt  der  letzten  zu  ihrem  Endpunkte  hat,  die  Summe  jener  Strecken."  Denn 
in  der  That,  es  sei  zum  Beispiel  die  erste  Strecke  gleich  — A-\-B^  die  zweite 
gleich  — i^  +  C,  die  dritte  gleich  — C-^B^  so  ist  die  Summe 

^  —  A-\-B  —  B+C-C+B^-'A  +  B, 
was  zu  beweisen  war. 

Für  die  Division  einer  Strecke  durch  eine  ganze  positive  Zahl  ist  noch  die 
Bestimmung  zu  machen,  dass  der  Quotient  wieder  eine  Strecke  sei  (wobei  unter 
Strecke  hier  immer  die  Differenz  zweier  Punkte,  also  eine  Strecke  von  gegebener 
Länge  und  Richtung  verstanden  ist).  Dann  folgt  nach  der  bekannten  Schlnss- 
weise,  dass  das  Produkt  einer  Strecke  in  eine  beliebige  ganze  oder  gebrochene 
rationale  oder  irrationale  Zahl  a  wieder  eine  Strecke  ist,  welche  der  gegebenen 
gleichgerichtet  oder  entgegengesetzt  gerichtet  ist,  je  nachdem  a  positiv  oder 
negativ  ist,  und  deren  Länge  sich  zu  der  Länge  der  gegebenen  Linie  wie  a  zu  1 
verhält. 
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Hierdurch  löst  sich  dann  die  allgemeine  Aufgabe,  die  Summe  aÄ-\-bB -\ 

zu  finden,  wo  a,  &,  . . .  Zahlgrössen,  Ä,  JB,  . . .  {einfache}  Punkte  sind.  Nämlich 
für  jeden  beliebigen  { einfachen }  Punkt  B  ist 

aÄ  +  bB-\ =  (a  +  &  H )  B  +  a{Ä  —  B)  +  b{B  --  B)  ^ 

Wir  unterscheiden  zwei  Fälle,  je  nachdem  a-^b-] null  ist,  oder  nicht.    Im 

ersteren  Falle  wird 

aÄ  +  bB-] =>a{Ä  —  B)  +  b(B  —  B)-\ ,  152 

also  gleich  einer  Strecke,  welche  nach  dem  Obigen  konstruirbar  ist.  Zweitens, 
wenn  a  +  &  +  *-*  =  5^0  ist,  so  wird 

aÄ  +  bB-l ^8B  +  a{A  —  B)  +  b{B  —  B)'] . 

Hier  ist  a{Ä  —  JB)  +  &(JB  —  i?)  -j eine  Strecke;  der  s-te  Theil  dieser  Strecke 

sei  so  gelegt,  dass  B  sein  Anfangspunkt  ist;  dann  sei  sein  Endpunkt  mit  S  be- 
zeichnet, so  ist 

a(Ä  —  B)  +  b(B--B)'\ =  s(iSf-i?). 

Dieser  Werth  in  die  obige  Gleichung  eingesetzt,  giebt 

aÄ  +  bB-] ^sB  +  8(S—B) 

wodurch  die  Aufgabe  vollständig  gelöst,  und  der  Begriff  der  Addition  einfacher 
und  vielfacher  Punkte  und  Strecken  vollkommen  bestimmt  ist,  und  zwar  in  Har- 
monie mit  den  im  Haupttexte  gegebenen  Bestimmungen. 

§  2.     BäumUohe  Gebiete. 

228.  Erklärung.  Unter  einem  unendlich  entfernten  Punkte 
seien  die  Richtungen  einer  geraden  Linie,  unter  einer  unendlich  ent- 
fernten geraden  Linie  die  sämmtlichen  Richtungen  einer  Ebene, 
unter  einer  unendlich  entfernten  Ebene  die  sämmtlichen  Rich- 
tungen des  Raumes  verstanden,  das  heisst,  es  sei  von  zwei  parallelen 
geraden  Linien  gesagt,  dass  sie  einen  unendlich  entfernten  Punkt  ge- 
mein haben,  von  zwei  parallelen  Ebenen,  dass  sie  eine  unendlich  ent- 
fernte gerade  Linie  gemein  haben,  imd  von  allen  unendlich  entfernten 
Punkten  und  geraden  Linien,  dass  sie  in  einer  unendlich  entfernten 
Ebene  liegen. 

Um  die  räumlichen  Grössen  erster  Stufe,  das  heisst,  die  einfachen 
oder  vielfachen  Pimkte  und  die  Strecken  (von  gegebener  Länge  und 
Richtung)  auf  gleiche  Weise  behandeln  zu  können,  will  ich  sagen,  der 
Ort  einer  Strecke  sei  der  unendlich  entfernte  Pimkt,  welchen  die  dieser 
Strecke  parallelen  Linien  gemein  haben,  oder  auch,  es  sei  jene  Strecke 
eine  Grösse  erster  Stufe,  welche  in  diesen  Linien  in  unendlicher  Ent- 
femimg  liege.  Auch  will  ich  der  Einfachheit  wegen,  um  den  Ausdruck 
räumliche  Grössen  erster  Stufe  durch  einen  einfacheren  zu  ersetzen, 
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158  sowohl  die  einfachen  und  vielfachen  f  Punkte  als  auch  die  Sirecken 
kurzweg  Punkte  nennen,  und  zwar  die  letzteren  unendlich  entfernte. 

Anm.  Zum  Wcseu  der  raumlichen  GrösHen,  wie  der  Grössen  überhaupt, 
gehört  ein  bestimmter  metrischer  Werth,  vermöge  dessen  sie  (in  bestimmten  Ver- 
hältnissen) vermehrt  oder  vermindert  werden  können.  Dieser  wird  bei  den  ein- 
fachen und  vielfachen  Punkten  durch  den  Zahlkoeflicienten  dargestellt,  bei  den 
Strecken  durch  ihre  Länge. 

Es  würde  an  sich  noch  möglich  sein,  unendlich  entfernte  Punkte  anzunehmen, 
deren  metrischer  Werth  nicht  durch  die  Länge  einer  Strecke,  sondern  durch  einen 
Zahlkoefißcienten  dargestellt  wäre,  das  heisst,  welche  aus  dem  vielfachen  Punkte 
aA  dadurch  hervorgingen,  dass  man,  ohne  a  zu  ändern,  den  Punkt  Ä  ins  Un- 
endliche verlegte.  Allein  was  dadurch  hervorginge,  würde,  wie  man  leicht  sieht, 
ganz  den  Charakter  des  Unendlichen  an  sich  tragen,  insofern  es  durch  Hinzu- 
fSgung  einer  endlichen  Grösse  (eines  endlich  entfernten  Punktes,  oder  auch  einer 
Strecke)  gar  nicht  verändert  würde.  Mit  solchem  Unendlichen  darf  aber  über- 
haupt gar  nicht  gerechnet  werden,  weil  kein  algebraisches  Gesetz  für  das  Unend- 
liche gilt,  und  die  Analysis  des  Unendlichen  überhaupt  nur  dann  zu  richtigen 
Resultaten  führen  kann,  wenn  man  das  Falsche,  was  man  durch  Annahme  des 
Unendlichen  hineingebracht  hat,  noch  vor  der  Ableitung  irgend  eines  Besultates 
wieder  herausschafft.  Die  Strecke  dagegen,  obgleich  man  sich  der  Bequemlich- 
keit wegen  den  Ausdruck  gestatten  darf,  dass  ihr  Ort  unendlich  entfernt  sei,  ist 
doch  eine  endliche  Grösse,  indem  sie  durch  Hinzufügung  jeder  von  Null  ver- 
schiedenen Grösse  sich  ändert. 

229.  ÄUe  Strecken  des  Baumes  lassen  sich  atis  beliebigen  drei 
Strecken,  welche  nicht  Einer  Ebene  parallel  sind,  numerisch  ableiten. 

Beweis.  Es  seien  a,  b,  c  drei  Strecken,  welche  nicht  Einer  Ebene 
parallel  sind,  und  c  eine   beliebige  Strecke,  von  der  gezeigt   werden 

pjg  5  soll,    dass    sie    aus   a,  b,  c 

B  numerisch  ableitbar  ist. 

/  Man  ziehe  von  einem  be- 

liebigen Punkte  2)  die  mit 
a,  b,  Cy  e  gleich  langen  und 
gleichgerichteten  Linien  DA, 
DB,D]C,^DE  {vgl.  Fig.  5}, 
so  ist  (nach  222,  Zusatz) 
A  —  B  =  a,  B-D^b, 
C  —  D  =  c,  E  —  D==  e. 
Femer  ziehe  man  durch  E 
die  Parallele  mit  DC,  welche 
die  Ebene  ABD  in  F  treffe, 
durch  F  die  Parallele  mit 
DB,  welche  DA  in  G  treffe,  so  ist  DG/IDA,  GF//DB,  FE//DÜ, 
Es  möge  sich 

DG:DA  =  a:l,   GF:DB=^ß:l,   FEiDC^^yil 
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algebraisch  (das  heisst,  auch  dem  Vorzeichen  nach)  verhalten,  so  ist 

(nach  221) 

G  —  D  =  a{A  —  D)  =  aa,  164 

F-  G  =  ß{B  —  D)  =  ßb, 

E'-F=y{C  —  D)  =yc. 


Also  addirt 
das  heisst 


Fig.  6. 


a 


E  —  D  =  aa  +  ßb  +  yc, 

e  *=  aa  +  /J6  +  yc. 

230.  Alle  Strecken  einer  Ebene  lassen  sich  aus  beliebigen  sftvei  ein- 
ander nicht  parallelen  Strecken  der  Ebene  numerisch  ableiten. 

Beweis.   Es  seien  a,  b  zwei  nicht  parallele  Strecken  einer  Ebene 
und  d  eine  beliebige  Strecke  der  Ebene,  von  der 
gezeigt  werden  soll,  dass  sie  aus  a  und  b  numerisch 
ableitbar   ist. 

Man  ziehe  von  einem  beliebigen  Punkte  C  der 
Ebene  die  mit  a,  &,  d  gleich  langen  und  gleich- 
gerichteten Linien  CAy  CB,  CD  {vgL  Fig. 6},  ziehe 
durch  D  eine  Parallele  mit  CB,  welche  CA  in  E 
treffen  {möge},  so  ist  CE//CA,  ED//CB.  Es  ver- 
halte sich  algebraisch 

CE:CA  =  a:l,    EDiCB  =  ß:\, 

so  ist  (nach  221) 

E  —  C  =  a{A  —  C)  =  aa, 

D-E  =  ß(B  —  C)  =  ßb, 
also 

D  —  (7=  «a  -)-  /Si;  das  heisst,  d  «=  aa  +  ß^- 

{230a.  AUe  Strecken  einer  Geraden  lassen  sich  aus  einer  beliebigen 
Strecke  der  Geraden  numerisch  ableiten. 

Beweis.  Es  seien  a  und  b  zwei  Strecken  derselben  Geraden;  es 
soll  gezeigt  werden,  dass  die  Strecke  b  aus  a  numerisch  ableitbar  ist. 

Man  ziehe  von  einem  beliebigen  Punkte  C  der  Geraden  die  mit 
a  und  b  gleich  langen  und  gleichgerichteten  geraden  Linien  CA  und 
CB]  dann  ist  (222,  Zusatz) 

a  =  A'-C,    b'^B  —  C. 

Verhält  sich  nun  algebraisch  CB  :  CA  =  a  :  1,  so  ist  (nach  221) 

B  —  C  =  a{A  --C)  =  aa, 
das  heisst 

6  =  «a; 

also  ist  b  wirklich  aus  a  numerisch  ableitbar.} 


160  Aj.    Abschnitt  I.   Kapitel  6.   §  2.   Nr.  881—886. 

231.  Wenn  zwischen  drei  Strecken  eine  Zahlbeeiehung  herrscht ^  so 
sind  sie  Einer  Ebene  parallel 

Beweis.     Es  seien  a,  6,  c  die  drei  Strecken  und 

c  ==  «a  +  /J6 

*'*^-  ^'  ihre  Zahlbeziehung.     Sollten  a  und  b  parallel 

sein,  so  würde  auch  c  ihnen  parallel  sein,  und 
f/iS   es  also  unendlich  viele  Ebenen  geben ,  mit  wel- 
chen a,  b,  c  zugleich  parallel  sind.   Ist  a  nicht 
parallel  b,  so  ziehe  man  {vgl.  Fig.  7 )  von  einem 
beliebigen  Punkte  D  eine   Linie   DA^  welche 
mit  a  parallel  ist  und  sich  zu  a  verhält  wie  a:\,  und  von  A  eine 
Linie  AB,  welche  mit  b  parallel  ist  und  sich  zu  b  verhalt  wie  /3 : 1, 

so  ist  .        ^ 

A  —  />  =  «a, 

B  —  A^ßb. 

Also  addirt  u        n  x    oi 

B  —  D  ^==^  aa  -{-  ßb  =  c. 

Folglich  ist  c  eben  so  wie  a  und  6  der  Ebene  ABB  parallel. 

155        232.    Alle  Punkte  des  Haumes  lassen  sicli  numerisch  ableiten  aus 
beliebigen  vier  Tunkten,  welche  nicht  in  Einer  Ebene  liegen;  ins  Besondere 

1)  aus  einem  endlich  entfernten  Punkte  und  drei  nicht  Einer  Ebene 
parallelen  Strecken, 

2)  aus  zwei  endlich  e^iffernten,  nicht  zusammenfallenden  I\inktefi  und 
zwei  Strecken,  welche  nicht  Einer  durch  jene  zwei  Punkte  gelegten  Ebene 
parallel  sind, 

3)  aus  drei  endlich  entfernten  Punkten,  die  nicht  in  Einer  geraden 
Linie  liegen,  und  aus  einer  Strecke,  die  der  durch  die  drei  Punkte  gelegten 
Ebene  nicht  parallel  ist, 

4)  «MS  vier  endlich  entfernten  Punkten,  die  nicht  in  Einer  Ebene  liegen. 

Beweis.  1.  Es  seien  a,  h,  c  drei  nicht  Einer  Ebene  parallele 
Strecken  und  d'  =  d  I)  ein  endlich  entfernter  Punkt,  D  sein  Ort  und 
e  =  bE  ein  beliebiger  endlich  entfernter  Punkt  und  E  sein  Ort;  und 
sei  zu  zeigen,  dass  e  aus  a,  b,  c,  d'  numerisch  ableitbar  sei.  Nach 
229  ist  die  Strecke  E —  7)  aus  a,  b,  c  numerisch  ableitbar;  es  sei 

E—D  =  aa-{-ßb-\-yc, 

so  ist 

E=  D  +  aa  +  ßb  +  yc, 

das  hei  SS  t, 

-;  =y  +  «a  4-/36  +  yc, 
also 

e  =  -rd'  +  haa  +  hßb  +  ^yc, 
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das  heisst,  e  aus  a^  b,  Cj  d'  numerisch  ableitbar.  Ist  der  abzuleiteude 
Punkt  ein  unendlich  entfernter,  das  heisst,  eine  Strecke,  so  ist  diese 
(nach  229)  schon  aus  a,  6,  c,  also  auch  aus  a,  6,  c,  d'  numerisch 
ableitbar  (===  aa  -{-  /J6  +  yc  -)"  Od'). 

2.  Es  seien  a,  h  zwei  Strecken,  c'  =  y(7,  d'  =  dD  zwei  endlich 
entfernte  Punkte,  C  und  D  ihre  Orte,  und  sei  vorausgesetzt,  dass  sich 
durch  C  und  D  keine  mit  a  und  h  parallele  Ebene  legen  lasse.  Man 
setze  C  —  D  =»  Cy  so  sind  a,  6,  c  drei  nicht  Einer  Ebene  parallele 
Strecken,  folglich  {ist)  jeder  Punkt  e'  (nach  Beweis  1)  aus  a,  6,  c,  d' 
numerisch  ableitbar.     Setzt  man  in  dem  Ausdrucke  dieser  Ableitung 

c'       d' 
statt  c  seinen  Werth  f  C —  D,  das  heisst, T?  ^^  erhält  man  einen  166 

Ausdruck,  durch  welchen  e'  aus  a,  6,  c',  d'  numerisch    abgeleitet  ist. 

3.  Es  sei  a  eine  Strecke,  6'  «=  /Ji?,  c'  =  yC,  d'  =  8D  drei  end- 
lich entfernte  Punkte,  By  Cy  D  ihre  Orte,  und  sei  vorausgesetzt,  dass 
a  nicht  mit  der  Ebene  BCD  parallel  sei.  Man  setze  B  —  D  =  by  so 
ist  (nach  Beweis  2)  jeder  Punkt  e'  aus  a,  6,  c',  d'  numerisch  ableitbar. 
Setzt  man  in  dem  Ausdrucke  dieser  Ableitung  statt  b  seinen  Werth 

•  B  —  2),  das  heisst  -^  —  y ,   so    erhält   man    einen   Ausdruck,   durch 

welchen  c'  aus  a,  V,  c',  d'  numerisch  abgeleitet  ist. 

4.  Es  seien  d  =  aA^  6'  =  /SB,  c'  =  yC,  d'  =  dD  vier  endlich 
entfernte  Punkte,  -4,  jB,  C,  2)  ihre  Orte,  und  sei  vorausgesetzt,  dass 
diese  Punkte  nicht  in  Einer  Ebene  liegen.  Man  setze  A  —  D  ^=^  Uy 
so  ist  (nach  Beweis  3)  jeder  Punkt  e  aus  a,  6',  c',  d'  numerisch  ab- 
leitbar.   Setzt  man  in  dem  Ausdrucke  dieser  Ableitung  statt  a  seinen 

Werth r- .  so  erhält  man  einen  Ausdruck,  durch  welchen  e   aus 

dy  V y  Cy  ot'  numcrisch  abgeleitet  ist. 

Anm.  Das  erste  der  vier  im  Satze  bezeichneten  Ableitungssjsteme  ist,  wenn 
die  drei  Strecken  gleich  lang  sind,  das  gewöhnliche  ParaUelkoordinatensystenif 
das  letzte  ist,  wenn  die  Punkte  einfach  sind,  das  barycentrische  von  Möbius, 
wenn  sie  beliebig  sind^  das  allgemeinste  lineale  Koordinatensystem,  wie  es  von 
Plücker  und  anderen  behandelt  ist. 

233.  Alle  Punkte  der  Ebene  lassen  sich  aus  beliebigen  drei  nicht 
in  gerader  Linie  liegenden  Punkten  derselben  numerisch  ableiten. 

Beweis  wie  in  232. 

234.  Alle  Punkte  der  geraden  Linie  lassen  sich  aus  beliebigen  zwei 
räumlich  verschiedenen  Punkten  derselben  numerisch  ableiten. 

Beweis  wie  in  232. 

235.  Wenn  drei  Punkte  in  einer  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen, 
so  liegen  sie  in  Einer  geraden  Linie. 

Grassmanu,  Werke.    I.  2.  11 
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157  Beweis.    Es  seien  a,  b,  c  die  drei  Punkte,  und 

a  «a  /S6  +  yö 
ihre  Zahlbeziehung. 

Sind  b  und  c  unendlich  entfernt,  das  heisst  Strecken  (nach  228),  so 
ist  (nach  221  und  220)  auch  a  eine  Strecke.  Nach  231  sind  dann  die 
drei  Strecken  a,  by  c  Einer  Ebene  parallel,  das  heisst  (nach  228),  a,  &,  c 
sind  unendlich  entfernte  Punkte,  die  in  Einer  unendlich  entfernten  ge- 
raden Linie  liegen. 

Sind  hingegen  b  und  c  nickt  beide  engleidi  unendlich  enifemty  so 
verbinde  man  sie  durch  die  gerade  Linie  DE,  und  nehme  D  und  E 
als  zwei  einfache,  endlich  entfernte  Punkte  dieser  geraden  Linie  an. 
Dann  sind  (nach  234)  b  und  c,  da  sie  in  der  durch  D  imd  E  gelegten 
geraden  Linie  liegen,  aus  B  imd  E  numerisch  ableitbar,  also  auch 
a  «=«  /J6  +  y^-    Es  sei  a  =  d2)+£jfc\ 

Ist  nun  [zuei'st]  d  +  «  =  0,  also  d  =  —  «,  so  ist  a«=»6(i? — D). 
Aber  e{E  —  D)  ist  eine  mit  DE  parallele  Strecke,  das  heisst,  ein  unend- 
lich entfernter  Punkt  der  Linie  DE,  also  liegen  dann  a,  &,  c  in  DE. 

Ist  aber  { zweitens  ]  d  +  «  =  <y,  von  Null  verschieden,  so  ist 

a  '^  ä D  +  bE  =  6D  +  b(E  —  D), 
das    heisst,    a  =  6A ,    wo    J.  =  2)  -| —  {E  —  D)    ist,     das    heisst 

A  —  D  '=^  -{E  —  D).    Also  ist  Ä  —  D  mit  E  —  D  parallel,  das  heisst, 

A  ein  Punkt  der  Linie  DE,  also  auch  in  diesem  Falle  6,  c,  rf  in  einer 

geraden  Linie. 

Anm.  Der  letzte  Theil  des  Beweises  thut  nur  dar,  dass  der  Schwerpunkt 
zweier  Punkte  mit  beliebigen  Gewichten  in  der  diese  Punkte  verbindenden  ge- 
raden Linie  liegt. 

236.  Wenn  vier  Punkte  in  einer  Zahlbeziehung  zu  einander  steJum, 
so  liegen  sie  in  Eitler  Ebene. 

Beweis.     Es  seien  a,  6,  c,  d  vier  Punkte  und 

a  =  /S6  +  yc  +  dd 

die  Zahlbeziehung.  Sind  zuerst  b,  c,  d  alle  drei  zugleich  unendlich  ent- 
femtj  so  ist  zu  zeigen,  dass  a  in  der  unendlich  entfernten  Ebene  liegt, 
das  heisst,  auch  unendlich  entfernt,  das  heisst,  eine  Strecke  sei.  Dies 
folgt  aus  228,  da  dann  6,  c,  rf,  also  {nach  221}  auch  ihre  Vielfachen 
Strecken  sind,  und  somit  auch  (nach  220)  ihre  Summe. 

Sind  6,  c,  d  nicht  alle  drei  zugleich  unendlich  etiffemt,  so  sei  DEF 

158  die  durch  sie  gelegte  Ebene  und  D,  E,  F  f  drei  einfache,  endlich  ent- 
fernte  Punkte   dieser   Ebene.     Dann   lassen   sich   (nach  233)  b,  c,  d 
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aus  D,  Ey  F  numerisch  ableiten^  also  auch  /J6  +  yö  +  ^^;  ^^ 
heisst  a.    Es  sei 

Ist  merst  d  +  «  +  g  =  0,  so  ist 

also  a  aus  E  —  D  und  F  —  D  numerisch  ableitbar^  das  heisst  (nach 
231),  die  Strecken  a,  D  —  E  und  F  —  D  sind  Einer  Ebene  parallel, 
folglich  ist  a  der  Ebene  DEF  parallel,  das  heisst,  ein  unendlich  ent- 
fernter Punkt  dieser  Ebene. 

Ist  [zweitens]  d  +  «  +  g  =  <y  ungleich  Null,  so  ist 

a  ^  dD  +  €E  +  tF  =  6D  +  s(E  -  D)  +  t{F  -  B) 


wenn 


a^d  +  Ue-i))-\-Uf-b) 


ist,  also  ist  A  —  D  (nach  231)  mit  der  Ebene  DEF  parallej,  das 
heisst,  A  {ist}  ein  Punkt  der  Ebene  DEF,  also  auch  a  ein  Punkt 
dieser  Ebene. 

237.  Das  räumliche  Gebiet  erster  Stufe  ist  ein  Punkt  (als  Ort  be- 
trachtet), das  zweiter  Stufe  eine  unbegrämte  gerade  Linie,  das  dritter  Stufe 
eine  unhegrämtc  Ebene,  das  vierter  Stufe  der  unbegränete  Baum. 

Beweis.  Ein  Gebiet  n-ter  Stufe  ist  (nach  14)  die  Gesammtheit 
der  Grössen,  welche  aus  n  Grössen  numerisch  ableitbar  sind,  voraus- 
gesetzt, dass  jene  Grössen  sich  nicht  sämmtlich  aus  weniger  als  n 
Grössen  numerisch  ableiten  lassen.  Nun  sind  (nach  232)  alle  Punkte 
des  Raumes  aus  vier  Grössen  erster  Stufe  numerisch  ableitbar; 
nach  236  bilden  die  aus  drei  solcher  Grössen  ableitbaren  Punkte 
eine  Ebene,  folglich  lassen  sich  die  Punkte  des  Raumes  nicht  aus 
weniger  als  vier  Grössen  erster  Stufe  ableiten.  Also  ist  der  Raum  ein 
Gebiet  vierter  Stufe.  Ebenso  folgt  aus  233  und  aus  235,  dass  das  Ge- 
biet dritter  Stufe  eine  Ebene,  und  aus  234  und  daraus,  dass  aus  einem 
Punkt  nur  örtlich  identische  Punkte  ableitbar  sind,  folgt,  dass  das 
Gebiet  zweiter  Stufe  eine  gerade  Linie,  so  wie  das  Gebiet  erster  Stufe 
ein  Punkt  sei. 

238,  Aufgabe.    Die  Ableitzahlen  (Koordinaten),   durch   welche 
ein  Punkt  (jp)   aus  vier  nicht  in  Einer  Ebene  liegenden  f  Punkten  159 
(a,  b,  c,  d)  hervorgeht,   auszudrücken   durch  die  Ableitzahlen,  durch 
welche  derselbe  Punkt  {p)  aus  vier  neuen  Punkten  {a,  V,  c,  d')  ab- 
leitbar ist;  vorausgesetzt,  dass  diese  vier  neuen  Punkte  durch  die  vier 

alten  ausgedrückt  sind. 

11* 
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Auflosung.    Es  sei 

1)  a  =^  aa  -^^  ßh  -{-  yc  -{-  dd, 

2)  6'  =  aa  +  ß^b  +  yc  +  *'d, 

3)  c'  =  o!'a  +  /J"6  +  y"c  +  *"d, 

4)  d'  =  a'"a  +  /r"6  +  /"c  +  (J'"d, 

5)  1>  =  ^'ö  +  y'6  +  z'c  +  i*'d, 

6)  j)  e=  xd  +  y6'  +  £fc'  +  ♦*^'- 

Man  setze  in  6)  für  a,  6',  c,  d',  j)  die  Werthe  aus  1)  bis  5),  so 
erhält  man,  nach  a,  hy  Cj  d  geordnet, 

7)  x'a  +  ^6  +  ec  +  ud  -= 

=  {xa  +  ya  +  ga'  +  ««'")«  +  (^/^  +  Vß'  +  ^ß"  +  uß'lb  +  ... . 

Da  hier  a,  h,  Cy  d  nicht  in  Einer  Ebene  liegen,  so  stehen  sie 
(nach  236)  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander.  Folglich  sind  (nach  29) 
in  der  gefundenen  Gleichung  die  entsprechenden  EoefQcienten  gleich,  also 

a;'  =  rra  +  y«'  +  ^a"  +  t*«' 
y'=xß-\-yß;+  zf  +  u(f' 

/  =  xy  -)"  yy  +  ^y"  + ««/ 

Anm.  Dies  ist  die  Auflösung  des  allgemeinsten  Problems  der  Koordinaten- 
Verwandlung. 

§  3.     Kombinatorisohe  Multiplikation  der  Punkte. 

239.  Erklärung.  Das  Parallelogramm,  in  welchem  AB  und  BC 
zwei  Seiten  sind,  werde  ich  der  Kürze  wegen  das  Parallelogramm 
ABC  nennen,  und  zwar  werde  ich,  wenn  es  auf  diese  Weise  benannt 
ist,  AB  seine  erste  Seite,  BC  seine  zweite  Seite  nennen.  Femer 
alle  Parallelogramme,  deren  erste  Seite  der  Strecke  a  und  deren  zweite 
Seite  der  Strecke  h  gleich  lang  und  gleichgerichtet  sind,  werde  ich 
die  Parallelogramme  ah  nennen. 

Zwei  Parallelogramme  ABC  und  DEF,  welche  in  parallelen 
Ebenen  liegen,  werde  ich  dann  und  nur  dann  als  gleichbezeichnet 
160  betrachten,  wenn  man  sie  durch  f  parallele  Fortbewegung  ihrer  Ebenen 
imd  durch  Bewegung  der  Parallelogramme  innerhalb  ihrer  Ebenen  in 
eine  solche  Lage  bringen  kann,  dass,  während  AB  und  DE  in  der- 
selben geraden  Linie  nach  derselben  Richtung  hin  liegen,  C  und  F 
auf  ein  und  derselben  Seite  dieser  geraden  Linie  sich  befinden. 

240,  Erklärung.  Den  Spat  (das  Parallelepipedum),  in  welchem 
ABf  BC,  CD  drei  nicht  in  Einer  Ebene  liegende  Kanten  sind,  werde 
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ich  der  Kürze  wegen  den  Spat  (das  Parallelepipedum)  AB  CD  nennen, 
AB  seine  erste,  BC  seine  zweite,  CD  seine  dritte  Kante.  Und  alle 
Spate  (Parallelepipeda),  deren  erste  Kante  der  Strecke  a,  deren  zweite 
der  Strecke  h,  und  deren  dritte  Kante  der  Strecke  c  gleich  lang  und 
gleichgerichtet  sind,  werde  ich  die  Spate  (Parallelepipeda)  ahc  nennen. 
Zwei  Spate  ABCD  und  EFGH  werde  ich  dann  und  nur  dann 
als  gleichbezeichnet  betrachten,  wenn  man  sie  in  eine  solche  Lage 
bringen  kann,  dass,  während  ABCmuSi  EFG  gleichbezeichnete  Paral- 
lelogramme derselben  Ebene  werden,  D  und  H  auf  ein  und  derselben 
Seite  dieser  Ebene  liegen. 

Zusatz.  Die  Spate  (Parallelepipeda)  ahc^  hca,  cab  sind  einander 
gleich  (auch  dem  Zeichen  nach). 

241«  Lehnsatz.  Zwei  Parallelogramme,  deren  erste  und  deren 
zweite  Seiten  gleich  lang  und  gleichgerichtet  sind,  sind  einander  gleich 
(auch  dem  Zeichen  nach),  und  liegen  in  parallelen"")  Ebenen.  Zwei 
Spate  (Parallelepipeda),  deren  entsprechende  (erste,  zweite,  dritte) 
Kanten  gleich  lang  und  gleichgerichtet  sind,  sind  einander  gleich  (auch 
dem  Zeichen  nach);  das  heisst,  alle  durch  dasselbe  Symbol  ah  bezeich- 
neten Parallelogramme  und  ebenso  alle  durch  dasselbe  Symbol  abc 
bezeichneten  Spate  sind  einander  gleich  (auch  dem  Zeichen  nach). 

242.  Erklärung.  Von  zwei  Parallelogrammen,  die  in  parallelen 
Ebenen  liegen  und  ebenso  von  zwei  beliebigen  Spaten  (Parallelepipeda) 
sage  ich,  dass  sie  sich  wie  zwei  Zahlen  a  und  ß  verhalten,  wenn  sie 
einander  gleich-  oder  entgegengesetzt  bezeichnet  sind,  je  nachdem 
a  und  ß  es  sind,  und  sie  sich,  abgesehen  vom  Zeichen,  wie  a  z\x  ß 
verhalten  (vgl.  221). 

248,     Lehnsatz.    Zwei  Parallelogramme  ABC  und  ABD  (voniei 
derselben  Grundseite  AB)  sind  dann  und  nur  dann  gleich  (auch  dem 
Zeichen  nach),  wenn  CD  mit  AB  parallel  ist. 

244.     Lehnsatz.     Zwei    Spate    (Parallelepipeda)    ABCD    und 

ABCE  (von  derselben  Grundfläche  ABC)  sind  dann  und  nur  dann 

gleich   (auch   dem   Zeichen   nach),   wenn   DE  mit    der   Ebene  ABC 

parallel  ist. 

Anm.  Nach  diesen  vorbereitenden  Sätzen,  welche  aus  der  Geometrie  ent- 
lehnt sind,  können  wir  nun  den  Begriff  des  kombinatorischen  Produktes  von 
Punkten  aus  dem  allgemeinen  Begriffe  des  kombinatorischen  Produktes  direkt 
ableiten. 

'245.  Dds  kombinatorische  Produkt  zweier  Punkte  ist  dann  und  nur 
dann  nully  wenn  die  beiden  Punkte  zusammenfallen,  das  kombinatorische 


*)  Zu  dem  Parallelen  ist  überall  das  Identische  mit  hinzugerechnet. 
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ProduJct  dreier  Punkte ^  wenn  sie  in  gerader  Linie  liegen^  das  kombina- 
torische Produkt  von  vier  Punkten,  wenn  sie  in  Einer  Ebene  liegen;  das 
kombinatorische  Produkt  von  fiinf  Punkten  ist  immer  nuU. 

Beweis.  Nach  61  und  06  int  das  kombinatorische  Produkt  zweier 
oder  mehrerer  Grossen  dann  und  nur  dann  null,  wenn  sie  in  einer 
Zahlbeziehung  zu  einander  stehen;  nach  216  stehen  zwei  Punkte  dann 
und  nur  dann  in  einer  Zahlbeziehung ,  wenn  sie  zusammenfidlen,  drei 
Punkte  (nach  234  und  235),  wenn  sie  in  Einer  geraden  Linie  liegen, 
yier  Punkte  (nach  233,  236),  wenn  sie  in  Einer  Ebene  liegen,  und 
nach  232  stehen  fünf  Punkte  stets  in  einer  Zahlbeziehung.  Also  be- 
wiesen« 

246.  Wenn  A  ein  endlich  entfernter  Punkt,  6,  c,  d  unendlich  ent- 
fernte Punkte,  das  heisst  Strecken  sind,  so  folgt 

aus  [-46]  —» 0,  die  Gleichung  b  =0, 
aus  [Abc]  =  0,  die  Gleichung  \bc'\  ■=»  0, 
aus  [Abcd\  =  0,  die  Gleichung  \bcd]  «=  0. 

Beweis.  Es  sei  [Abcd'\^=^0.  Angenommen  nun,  \bcd^  sei  un- 
gleich Null,  so  können  (nach  61)  b^  Cj  d  m  keiner  Zahlbeziehung  zu 
einander  stehen.  Da  aber  [il&c(2]  «•  0  ist,  so  muss  {nach  66}  zwischen 
Aj  bj  Cy  d  eine  Zahlbeziehung  herrschen,  und  da  bj  c,  d  in  keiner  Zahl- 
beziehung zu  einander  stehen^  so  müsste  (nach  2)  A  aus  6,  c,  d  numerisch 
162  ableitbar  sein,  f  Aber  aus  den  unendlich  entfernten  Punkten  oder 
Strecken  6,  c,  d  gehen  durch  numerische  Ableitung  (nach  {221},  220) 
nur  Strecken,  das  heisst,  Punkte  der  unendlich  entfernten  Ebene  hervor, 
also  nicht  der  endlich  entfernte  Punkt  A.  Somit  ist  die  Annahme, 
dass  [6cd]  von  Null  verschieden  sei,  mit  der  Voraussetzung  im  \^er- 
spruch,  das  heisst,  \bcd^  muss  null  sein.  Ganz  ebenso  ergeben  sich  die 
übrigen  Theile  des  Satzes. 

247,  Ein  kombinatorisches  Produkt  [AE]  zweier  einfachen  Punkte 
A  und  B  ist  einem  kombinatorischen  Produkte  [CD]  zweier  einfadien 
Punkte  C  und  D  dann  und  nur  dann  gleidi,  wenn  die  unendlidien  geraden 
Linien  AB  und  CD  zusammenfallen,  und  AB  mit  CD  gleich  lang  und 
gleicligerichtet  ist. 

Beweis.  1.  Es  seien  die  unendlichen  geraden  Linien  AB  und 
CD  zusammenfallend,  und  AB  mit  CD  gleich  lang  und  gleichgerichtet, 
so  ist  zu  beweisen,  dass  [AB']  =  [CD]  sei. 

Da  -4JB  und  CD  gleich  lang  und  gleichgerichtet  sind,  so  ist 
(nach  222^  Zusatz) 

(*)  B  —  A^D  —  C. 
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Ferner,  da  A,  By  C  in  Einer  geraden  Linie  liegen  (Hypothesis), 
so  sind  B  —  A  und  C  —  A  Strecken  einer  und  derselben  geraden  Linie, 
stehen  also  (nach  230  a)  in  einer  ZaUbeziehung  zu  einander.     Es  sei 

(**)  G-  A  =  a{B^A). 

Nun  ist 

[CD]  =  [C(Z)  -  C7)]  [67] 

=  [CiB  -  A)]  [*] 

^[(A  +  C-A){B-A)] 

=  [(^  +  a (B  -  A))  (ß  -  Ä)]  [**] 

=  [A(B-A)-]  [67] 

^[AE]  [67]. 

2.    Es  sei  vorausgesetzt 

[AB-\^[GD], 

SO  ist  zu  beweisen,  dass  A,  B,  C,  D  in  Einer  geraden  Linie  liegen 
und  AB  und  CD  gleich  lang  und  gleichgerichtet  sind. 

Wenn  [AB]  =  [CD]  ist,  so  müssen  (nach  76)  C  und  D  aus 
A  und  B  durch  lineale  Aenderung  ableitbar  sein.  Die  einfache 
lineale  Aenderung  zweier  Grössen  besteht  (nach  71)  darin,  dass  zul6d 
einer  derselben  ein  Vielfaches  der  andern  addirt  wird,  also  zum  Bei- 
spiel A  und  B  sich  verwandeln  in  A  und  B  '\'  aA.  Die  so  hervor- 
gehende neue  Grosse  ist  also  aus  den  beiden  ursprünglichen  Grössen 
nusKrisch  abgeleitet,  liegt  also  (nach  235)  in  der  jene  Grössen  ver- 
bindenden geraden  Linie,  somit  werden  aus  A  und  B  durch  fortgesetzte 
lineale  Aenderung  nur  Punkte  der  geraden  Linie  AB  hervorgehen; 
somit  liegen  C  und  D  in  der  geraden  Linie  AB.  Nun  sei  E  ein  Punkt 
der  geraden  Linie  AB  von  der  Art,  dass  CE  mit  AB  gleich  lang  und 
gleichgerichtet  sei,  so  ist  (nach  Beweis  1) 

[CE-]  =  \_AB], 

und  nach  der  Voraussetzung 

[AB-\^[GD], 
also  auch 

[CE]  =  [CD] ; 
folglich 

0  =  [CD]  —  [CE]  =  [(7(2)  —  E)]. 

Somit  (nach  246) 

2)-je;  =  0, 

das  heisst, 

D  =  E. 

Da  nun  nach  der  Annahme  CE  mit  AB  gleich  lang  und  gleich- 
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gerichtet  ist,  so  ist  auch  das  mit  CE  identische  CD  mit  AB  gleich 
lang  und  gleichgerichtet. 

248.  Zusatz.    Wenn  A,  B^  C  uvd  D  einfache  Punkte  sind,  so 

folgt  aus  der  Gleichung 

[Äh]  =  [CD\ 
die  Gleichung 

A-B  =  C—D, 

aber  nicht  umgekehrt  aus  dieser  jene, 

249.  Erklärung.  Wir  nennen  das  Produkt  [AB]  einen  Linien- 
theil  und  sagen,  derselbe  sei  ein  Theil  der  unbegränzten  geraden 
Linie  AB,  und  er  sei  mit  der  begninzten  geraden  Linie  AB  gleich 
lang  und  gleichgerichtet. 

250.  Zusatz.  Zwei  Lifticntheile  werden  also  dann  und  nur  dann 
gleidigesetety  wenn  sie  gleidi  lang,  gleußigericktet  und  Theile  derselben  un- 
hegränssten  geraden  Linie  sind. 

251.  Das  kombinatorische  Produkt  eines  einfachen  Punktes  in  eine 
i%i  Strecke  ist  ein  Linientheil,  welcher  in  der  durch  f  den  Punkt  parallel 

der  Strecke  geeogenen  geraden  Linie  liegt,  und  der  Strecke  gleich  lang  und 
gleichgeridUet  ist 

Beweis.  Es  sei  ^  ein  einfacher  Punkt  iind  p  eine  Strecke.  Man 
ziehe  durch  A  eine  gerade  Linie  AB,  welche  mit  p  gleich  lang  und 
gleichgerichtet  ist,  so  ist  (nach  222,  Zusatz)  j;  =  J?  —  A,  also 

[Ap]==[A(iB-A)-]  =  [AB]  [67], 

und  [AB]  ist  ein  Linientheil,  welcher  in  der  geraden  Linie  AB,  also 
in  der  durch  A  mit  p  parallel  gezogenen  geraden  Linie  liegt,  und  mit 
AB,  also  auch  mit  p,  gleich  lang  und  gleichgerichtet  ist. 

252.  Das  Produkt  eines  Linientheiles  [AB]  mit  einer  Zahl  a  ist 
ein  Linientheil,  tvelcher  mit  jenem  in  derselben  unbegränzten  geraden  Linie 
liegt,  und  sich  zu  ihm  algebraisch  wie  a  :  1  verhält. 

Beweis.  a[AB]  =  a[A{B  —  A)]  |67j, 

==[A,a{B  —  A)\  [40J. 

Das  letztere  Produkt  ist  (nach  251)  ein  Linientheil,  welcher  in  der 
durch  A  mit  a{B  —  A)  parallel  gezogenen  geraden  Linie,  das  heisst, 
in  der  geraden  Linie  A'B  liegt,  und  welcher  mit  a(^B  — A)  gleich 
lang  imd  gleichgerichtet  ist,  das  heisst  (nach  -21),  sich  zw  AB  wie 
a :  1  verhält. 

268,  Wenn  A  und  B  einfache  Punkte,  a  wnd  ß  Zahlen  sind,  so 
ist  [aA  ,  ßB]   ein  Linientheil,  der  in  der  unbegränzten  geraden   Linie 
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AB  liegt  und  sich  eu  der  hegränzten  geraden  Linie  AB  algebraisch  wie 
aß  zu  \  verhält. 

Beweis.  \aA.  ßB']  =  aß[AB']  (nach  46),  also  (nach  252)  ein 
Linientheil  der  nnbegränzten  geraden  Linie  ABj  welcher  sich  zu  der 
begränzten  AB  algebraisch  wie  aß:\  verhält. 

254,  Zwei  von  Null  verschiedene  kombinatorische  ProduJcte  [ai]  und 
[cd]  je  zweier  Strecken  a  und  6,  c  und  d,  sind  dann  und  nur  dann  ein- 
ander gleich,  wenn  die  Parallelogramme  ab  und  cd  gleich  an  Inhalt  und 
gleichbezeichnet  sind  und  in  parallelen  Ebenen  liegen. 

Beweis.  Li  72  und  76  ist  bewiesen,  dass  zwei  kombinatorische 
Produkte  [ab]  und  [cd]  dann  und  nur  dann  einander  gleich  sind,  wenn 
c  und  d  aus  a  und  b  durch  lineale  Aenderung  ableitbar  sind;  und 
zwar  bestand  die  einfache  lineale  f  Aenderung  zweier  Grössen  (nach  71)  165 
darin,  dass  zu  einer  derselben  ein  Vielfaches  der  andern  addirt  wurde, 
Avährend  diese  andere  unverändert  blieb,  das  heisst  also,  dass  a  und  b, 
wenn  a  und  /?  beUebige  Zahlen  sind,  ent- 

weder  in  a  und  b  +  aa,  oder  in  a  -{-  ßb  r      n 

und  b  übergingen. 

Nun    sei   {vgl  Fig.  8}   AB    mit    a, 


— ^ 


O' 


BC  mit  b  gleich  lang  und  gleichgerichtet, 

und  ändere  sich  b  in  6'  =  6  +  ^^>  ferner 

sei  CD  parallel  mit  AB  gezogen  und  verhalte  sich  zn  AB  algebraisch 

wie  a  :  1,  so  ist  (nach  222,  {Zusatz)) 

B  —  A=^a,    C—B  =  b,    D  —  C=^aa. 
Also 

D  —  B  =  D  —  C+C-'B  =  aa  +  b  =  V, 

das  heisst,  BD  ist  mit  V  gleich  lang  und  gleichgerichtet.  Femer,  da 
AB  und  CD  parallel  sind,  so  sind  (nach  243)  die  Parallelogramme 
ABC  und  ABB  einander  gleich  (auch  dem  Zeichen  nach),  und  liegen  in 
einer  Ebene.  Also  sind  auch  die  Parallelogramme  ab  und  ab'  gleich  und 
gleichbezeichnet  und  liegen  in  parallelen  Ebenen.  Dasselbe  gilt,  wenn 
sich  a  und  b  in  a  +  /J6  und  b  ändern.  Also  ergiebt  sich,  dass,  wenn 
aus  a  und  6  durch  einfache  lineale  Aenderung  c  und  d  hervorgehen, 
auch  die  Parallelogramme  ab  und  cd  gleich  (auch  dem  Zeichen  nach) 
sind  und  in  parallelen  Ebenen  liegen.  Dasselbe  gilt  also  auch,  wenn 
c  und  d  aus  a  und  b  durch  Anwendung  mehrerer  einfacher  linealer 
Aenderungen,  das  heisst,  durch  eine  beliebige  lineale  Aenderung  hervor- 
gehen.    Somit  ergiebt  sich: 

Erstens.  Wenn  [a}>]  =«=  [cd]  ist,  so  müssen  c  und  d  aus  a  und  b 
durch  lineale  Aenderung  ableitbar  sein  (76);  und  wenn  c  imd  d  aus 
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a  und  h  durch  lineale  Aenderuog  ableitbar  sind,  so  müssen  die  Paral- 
lelogramme ah  und  cd  gleich  (auch  dem  Zeichen  nach)  sein  und  in 
parallelen  Ebenen  liegen. 

Zweitens.  Wenn  umgekehrt  vorausgesetzt  wird,  dass  ab  und  cd 
gleiche  (auch  gleichbezeichnete)  Parallelogramme  in  parallelen  Ebenen 
sind,  so  müssen,  da  a,  &,  c,  d  dann  einer  und  derselben  Ebene  parallel 
sind,  c  und  d  (nach  230)  aus  a  imd  h  numerisch  ableitbar  sein,  folg- 
lich stehen  (nach  63)  die  kombinatorischen  Produkte  [ab]  und  [cd] 
in  einer  Zahlbeziehung  zu  einander. 

Es  sei  [cd]  =  a\ab\  der  Ausdruck  dieser  Zahlbeziehung.  Setzen 
166  wir  aft  =  6',  so  wird  [crf]  =  [a  .  afc]  =  [a6'].  Also  sind  f  (nach 
Beweis  1)  die  Parallelogramme  cd  und  ah'  gleich  und  gleichbezeichuet, 
also,  da  auch  cd  und  ah  nach  der  Voraussetzung  gleiche  und  gleich- 
bezeichnete Parallelogramme  sind,  so  sind  auch  ah  und  aV  gleiche 
und  gleichbezeichnete  Parallelogramme. 

Nun  sei  AB  mit  a,  BC  mit  t,  BD  mit  V  gleich  lang  und 
gleichgerichtet,  so  ist  das  Parallelogramm  ABC  eins  der  mit  ab  be- 
zeichneten und  ABB  eins  der  mit  ah'  bezeichneten  Parallelogramme. 
Also  [i^i]  ABC  m\i  ABB  gleich  und  gleichbezeichnet,  folglich,  da  JBO 
und  ABB  auch  in  Einer  Ebene  liegen,  so  liegen  (nach  243)  C  und  D 
in  einer  mit  AB  parallelen  Linie.  Nun  sind  BC  und  BD  beide  mit 
h  parallel,  also  auch  untereinander,  also,  da  sie  einen  Punkt  {E)  ge- 
mein haben,  so  liegen  sie  in  Einer  geraden  Linie,  somit  fallen  C  und  7), 
da  D  auch  in  der  durch  C  mit  AB  parallel  gezogenen  geraden  Linie 
liegt,  zusammen,  also  sind  BC  und  BD  identisch,  also  sind  6  und  V, 
von  denen  das  erste  mit  BC^  das  zweite  mit  BD  gleich  lang  und 
gleichgerichtet  ist,  auch  unter  einander  gleich  lang  und  gleichgerichtet; 
folglich,  da  ah  =  h'  gesetzt  war,  so  ist  a  =  1.     Nun  war 

\cd']  =  a[ah] 
gesetzt,  also,  da  a  =  1  ist, 

[cd']  ==  [ah]. 

255,  Zwei  von  Null  verschiedene  homhinatorische  Produkte  [ABC] 
und  [DEF]  je  dreier  einfacher  PtinJcte  A,  B,  C  und  D,  E,  F  sind 
dann  und  nur  dann  einander  glcicliy  wenn  die  Parallelogramme  ABC 
und  DEF  gleich  und  gleichhczeichnet  sind  und  in  einer  mid  derselben 
Ebene  liegen. 

Beweis.  1.  Es  seien  ABC  und  DEF  gleiche  und  gleichbe- 
zeichnete Parallelogramme  einer  und  derselben  Ebene,  so  ist  zu  be- 
weisen, dass  [ABC]  =  [DEF]  sei. 
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Es  seien  AB  mit  a^   BC  mit  6,   BE  mit  c,  EF  mit  d  gleich 
lang  und  gleichgericlitet^  das  heisst^ 

(*)       B  —  A  =  a,    C—B  =  b,    E-B  =  c,    F—E^d, 

so  ist  (nach  254) 

(**)  [a6]  =  [cd]. 

Da  femer  D  in  der  Ebene  ABC  liegt,  und  ebenso  B  —  A^  a  und 
C  —  B  =  1  Strecken  dieser  Ebene  sind,  so  muss  (nach  230)  P  —  A 
aus  a  und  h  numerisch  ableitbar  sein.    Es  sei 

(***)  I)  —  A'=tta  +  ßh,  167 

so  ist 

[DEF]  =  \PE(F  —  E)\  =  ID(E  —  I>)(F  -  JS)]         [67] 

=  [^cd]  [*J 

=  \.D(cdy]  [80] 

=  [D(aby]  [•*] 

-=  [(aa  +  /J6  +  A)ab]  [***,  80] 

=  [^c6]  [67] 

=  [4(a  +  ^)(6  +  ^)]  [67] 

■==[ABC]  [*]. 

2.   Es  sei  umgekehrt  vorausgesetzt,  dass 

[ABC]  =  [BEF] 

ist.  Dann  müssen  (nach  76)  D,  E,  F  aus  A,  B,  C  durch  lineale 
Aenderung,  also  auch  numerisch  ableitbar  sein.  Dann  aber  müssen 
(nach  236)  B,  E,  F  in  der  Ebene  ABC  liegen.  Nun  sei  in  der  ge- 
raden Linie  BC  ein  Punkt  G  von  der  Art  angenommen,  dass  ABG 
und  BEF  gleiche  und  gleichbezeichnete  Parallelogramme  sind,  so  ist 
(nach  Beweis  1),  da  ABG  und  BEF  in  ein  und  derselben  Ebene 

{ABC)  liegen, 

[ABG'\^\BEF]. 

Aber  auch  nach  der  Voraussetzung 

[ABC]  =  [BEF]. 

Also  [ABG]  =  [ABC].  Da  nun  G  ein  Punkt  in  BC  ist,  so  ist 
G  —  B  aus  C  —  B  numerisch  ableitbar,  es  sei  G  —  jB  =»  a{C  —  JB), 
also  G  =  JB  +  a(C  —  JB),  so  ist 

[ABC]  =  [ABG]  =  [AB{B  +  a{P—  B))]  =  [ABa{C—  B)] 

=  a[ABC]         [40,67]. 
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Also  a  =  1.  Somit,  da  G  —  B  =  a{C  —  B)  war,  G  —  B'^C  —  B, 
das  heisst,  G  <=  C,  oder  die  Punkte  G  und  C  fallen  zusammen;  also 
fallen  auch  die  Parallelogramme  ABG  und  ABC  zusammen.  Folglich, 
da  ABG  und  DEF  gleiche  und  gleichbezeichnete  Parallelogramme 
derselben  Ebene  sind,  so  gilt  dies  auch  von  ABC  und  DEF, 

256.  Zusatz.  Wem  A,  B,  C,  D,  E,  F  eivfache  Punkte  sind, 
so  folgt  aus  der  Gleichung 

[ABCj^  [DEF] 
auch  die  Gleichung 

[(B  -Ä)iC-  £)]  =  [_{E  -D)(F-  E)] ; 

1^^  hingegen  umgekehrt,  aus  letzterer  die  erstere  nur  dann,  wenn  f  noch  die 
Bedingung  hinmtritt,  dass  die  Ehoien  ABC  und  DEF  nidit  bloss 
paralkl,  sondern  auch  identisch  sind, 

257.  Erklärung.     Wir    nennen    das    Produkt    [ABC]    einen 

Flächentheil  und  den  Flächeninhalt  des  Parallelogramms  ABC  seinen 

Inhalt,  und  sagen,  der  Flächentheil  [ABC]  liege  in  der  Ebene  ABC. 

Anm.  Die  genauere  Benennung  für  das  Produkt  [ABC]  würde  Ebenen- 
theil  statt  Flächentheil  sein.  Allein  der  erstere  Ausdruck  ist  wegen  des  Gleich- 
klangs seines  Plurals  ,,die  Ebenentheile"  mit  dem  Ausdrucke  „die  ebenen  Theile*' 
zu  verwerfen. 

258.  Zusatz.  Zwei  Fläclientheile  sind  dann  und  nur  dann  ein- 
ander gleich,  wenn  sie  in  derselben  Ebene  liegen,  und  ihre  Inhalte  gleich 
und  gleichiezeichnct  sind. 

Anm.  Man  hätte  als  Inhalt  des  Flächentheiles  [ABC]  auch  den  Flächen- 
inhalt des  Dreiecks  ABC  setzen  können.  Aber  es  wird  sich  in  der  Folge  {vgl. 
Nr.  331}  zeigen,  dass  dann  der  Inhalt  des  inneren  Quadrates  einer  Strecke  nur 
die  Hälfte  Ton  dem  Inhalte  des  Quadrates  { der  Länge }  dieser  Strecke  sein  würde, 
während  beides  bei  unserer  Benennung  in  Uebereinstimmung  ist. 

259.  Das  Iconibiv atopische  Prodnlct  zweier  einfacher  Punkte  A,  B 

und  einer  Sfreclce  c  id  ein  Flächentheil,  welcher  in  der  durch  AB  mit  c 

parallel  gelegten  Ebene  liegt,  und  dessen  Inhalt  gleich  dem  eines  Paralleto- 

grammes  ABG  ist,  in  tvelchcm  BC  mit  c  gleich  lang  und  gleichgerichlet 

ist,  das  lieisst, 

[ÄBc-]  =  [AIiC], 
wenn  c  =  C  —  B, 

Beweis.        [ABc]  =  [AB{C  —  B)]  =  [ABC]  [iu], 

260.  Das  kombinatarische  Produkt  eines  einfaclien  Punktes  A  mit 
zwei  Strecken  b  und  c  ist  ein  Flächentheil,  welcher  in  der  durch  A  mit 
b  und  c  parallel  gelegten  Ebene  liegt,  und  zum  Inhalt  den  Flächeninhalt 
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eines  Pardllelogrammcs  (ABC)  hat,  dessen  erste  Seite  (AB)  mit  6,  und 
dessen  etoeite  Seite  (B  C)  mit  c  gleich  lang  und  gleichgerichtet  ist,  das  heisst, 

[Abc]  =  [ABC], 

wenn  h  =  B  —  A,  c  ^  C  —  B  ist. 

Beweis. 

[Abc]  =  [A{B  —  A){C  —  B)]  =  [AB{C  —  B)]  [G7] 

=  [ABC]  [67]. 

261a.  Das  Produkt  «[ABC]  eines  Flächentheils  [ABC]  mit  einer 
Zahl  a  ist  ein  Flächentheil  derselben  Ebene,  dessen  Inhalt  sich  eu  dem 
von  [ABC]  wie  a  :  1  verhält.  .- 

Beweis.  «[ABC]  =  a[AB{C  —  B)]  [67]  169 

=  [AB  .  a{C  —  B)]  [40] 

=  [ABiD-B)], 

wenn  BD  mit  BC  parallel  ist,  und  sich  zu  ihm  wie  a :  1  verhält. 

Dies  ist  wieder  (nach  67) 

^[ABJD], 

das  heisst,  gleich  einem  Flächentheil  derselben  Ebene  {ABC),  dessen 
Inhalt  dem  Flächeninhalte  des  Parallelogramms  ABB  gleich  ist.  Da 
aber  BD  und  BC  parallel  sind  und  sich  algebraisch  wie  a  :  1  ver- 
halten, so  verhalten  sich  auch  die  Parallelogramme  ABD  und  ABC 
wie  a:\,  das  heisst,  die  Inhalte  von  a[ABC]  und  [ABC]  wie  a:l. 

261  b.    Wenn  A,  B,  C  einfache  Punkte,  und  a,  ß,  y  Zahlen  sind, 

so  ist 

[aA.ßB,yC] 

ein  FläcJientheil  der  Ebene  ABC,  dessen  Inhalt  eu  dem  des  ParalleUh 
gramms  ABC  sicJi  algebraisch  wie  aßyil  verhält. 

Beweis.  [aA  .  ßB  .  yC]  =  aßy[ABC]  (Nr.  46),  also  nach  261a 
bewiesen. 

262.  Zwei  von  Null  verschiedene  kombinatorische  Produkte  [abc] 
und  [def]  je  dreier  Strecken  a,  b,  c  und  d,  e,  f  sind  dann  und  nur 
dann  einander  gleich,  wenn  die  Spate  (ParaUelepipeda)  abc  und  def  gleich 
und  gleichbezeichnet  sind. 

Beweis.     1.   Es  sei  vorausgesetzt,  dass 

[abc]  =  [def] 

sei,  so  ist  zu  zeigen,  dass  die  Spate  abc  und  def  gleich  und  gleich- 
bezeichnet  sind. 
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Fig.  9. 


Da  [abc]  ■=  [def]  ist,  so  müssen  (nach  76)  d,  e,  f  aus  a,  6,  c 

durch  lineale  Aenderung  hervorgehen.    Nun  können  wir  zeigen,  dass 

durch  einfache  lineale  Aenderung  der  drei 
Seiten  a,b,c  eines  Spates  abc  stets  ein  gleicher 
und  gleichbezeichneter  Spat  hervorgehe.  Die 
einfache  lineale  Aenderung  der  drei  Grossen 
Qyby  c  besteht  (nach  71)  darin,  dass  zu  einer 
derselben  ein  Vielfaches  von  einer  der  beiden 
andern  hinzuaddirt  wird,  während  diese  beiden 
andern  ungeändert  bleiben.  Es  möge  zuerst 
zu  der   dritten  c  ein  Vielfaches  von   irgend 

einer  der  beiden  andern,  zum  Beispiel  von  a  hinzutreten,  also  a,  6,  c 
170  sich  ändern  in  a,  6,  c',  wo  c' ««  c  +  aa  f  ist.    Dann  seien  (vgL  Fig.  9} 

-4.B,  BCj  CD,  DE  beziehlich   gleich  lang  imd   gleichgerichtet   mit 

a,  by  c,  atty  das  heisst, 

B—Ä~a,    C-B^b,    D^C-^lc,    E "  D - 


aa 


so  ist 


E—C'-^E—D  +  D  —  C=aa  +  c 


also  CE  mit  c  gleich  lang  und  gleichgericbtet.  Ferner,  dvL  DE  mit  a, 
also  auch  mit  AB,  und  folglich  auch  mit  der  Ebene  ABC  parallel  ist, 
so  sind  (nach  244)  die  Spate  ABCD  und  ABCE  oder,  was  dasselbe 
ist,  die  Spate  abc  und  abc'  gleich  und  gleichbezeichnet,  das  heisst,  der 
Spat  abc  bleibt  gleich  imd  gleichbezeiclmet,  wenn  zu  der  dritten  Seite 
ein  Vielfaches  von  einer  der  beiden  andern  hinzuaddirt  wird.  Nun  ist 
femer  (nach  240,  Zusatz)  abc^=bca=cab,  und  ebenso  abc  =^bda^'^cab. 
Also  auch,  da  abc  =  abd  war,  bca  =  bca  imd  cab  =  cab,  das  heisst, 
ein  Spat  bleibt  gleich  und  gleichbezeichnet,  wenn  die  zweite  Kante, 
und  ebenso  wenn  die  erste  Kante  sich  dadurch  ändert,  dass  zu  ihr 
ein  Vielfaches  von  einer  der  beiden  andern  Kanten  hinzuaddirt  wird. 

Somit  bleibt  überhaupt  ein  Spat  bei  fortgesetzt  wiederholter  ein- 
facher linealer  Aenderung  seiner  Kanten,  das  heisst,  bei  beliebiger 
linealer  Aenderung  gleich  und  gleichbezeichnet.  Da  aber  nach  dem 
Obigen  d,  e,  f  aus  a,  b,  c  durch  lineale  Aenderung  ableitbar  sind,  so 
muss  nun  auch  der  Spat  def  mit  abc  gleich  und  gleichbezeichnet  sein. 

2.  Es  sei  jetzt  umgekehrt  vorausgesetzt,  dass  die  Spate  def  und 
abc  gleich  und  gleichbezeichnet  seien,  so  ist  zu  beweisen,  dass 
[rfe/*]  =  [abc]  ist. 

Da  angenommen  ist,  dass  die  kombinatorischen  Produkte  von  Null 
verschieden  sind,  so  sind  namentlich  a,  6,  c  nicht  Einer  Ebene  parallel, 
also   (nach  229)   d,  e,  f  aus   ihnen   numerisch  ableitbar,   also   auch 
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(nach  63)  das  Produkt  [def]  aus  [abc]  numerisch  ableitbar.  Es  sei 
[def]  ==  a[a6c],  also,  wenn  ac=^c'  gesetzt  wird,  [def]  =  [abc'],  folg- 
lich (nach  Beweis  1)  die  Spate  def  und  abc'  gleich.  Nun  waren  die 
Spate  def  und  abc  nach  der  Voraussetzung  gleich;  also  die  Spate 
abc  und  abc'  gleich.  Es  seien  AB,  BC,  CD,  CD'  beziehlich  gleich 
lang  und  gleichgerichtet  mit  a,  b,  c,  c.     Dann  sind  die  Spate 

ABCD=^abc,    ABCD'  =  abc, 

imd  {es  wird}  somit 

ABCD  =  ABCD\ 

Folglich  liegen  (nach  244)  D  und  D'  in  einer  mit  der  Ebene  ABC  Hl 
parallelen  Ebene,  D  und  D'  liegen  aber  auch  in  der  geraden  Linie 
CD,  da  CD  mit  c',  das  heisst  mit  ac,  also  auch  mit  c,  das  heisst,  mit 
CD  parallel  ist.  Folglich  liegen  D  und  D'  in  dem  Durchschnittspunkte 
jener  Ebene  und  dieser  Geraden,  das  heisst,  fallen  zusammen.  Also  sind 
CD  und  CD'  identisch,  also  c  =  c',  also,  vermöge  der  Gleichung  c  =ac, 
a  =  1;  somit  verwandelt  sich  die  Gleichung  [de/*]  ^==^  a[abc]  in 

[def]  =  [abc']. 

263.  Zwei  von  Null  verschiedene  kombinatorische  Frodukte  [ABCD] 
und  [EFGH]  von  je  vier  einfachen  Funkten  A,  J?,  C,  D  und  E,  F,  G,  H 
sind  dann  und  nur  dann  einander  gleich,  wenn  die  Spate  (Farallelepipedd) 
ABCD  und  EFGH  gleich  und  gleichbezeichnet  sind. 

Beweis.  1.  Es  seien  ABCD  und  EFGH  gleiche  und  gleich- 
bezeichnete Spate,  und  seien  AB,  BC,  CD,  EF,  FG,  GH  be- 
ziehlich mit  by  c,  d,  fy  g,  h  gleich  lang  und  gleichgerichtet,  das  heisst, 
B  --  A  =  b,  . . . ,  so  ist  (nach  262) 

(*)  [hcd^  =  [/>A]. 

Da  femer  aus  h,  c,  d  (nach  229)  alle  Strecken  des  Raumes  nume- 
risch ableitbar  sind,  so  muss  auch  die  Strecke  E  —  ^  es  sein;  es  sei 

E—A='ßb  +  yc-\-8d, 
das  heisst, 

E  =  A-\-ßh  +  yc-\-6d. 
Dann  erhält  man 

\EFGR]  =  \EFG{H -  (?)]  =  [EF{G  —F)(H~Gy]== 

=  [E{F-  E)  {G  —F)(H—  G)]  [67]. 

Also,  da  F  —  E  =  f,  G  —  F  =  g,  H—G  =  h  ist,  so  erhält  man 
den  zuletzt  gefundenen  Ausdruck 

=  [Efgh]  =  [E{fgh)]  [80] 

=  [E{bcd)]  [*]. 
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Femer  ist  der  gefundene  Ausdruck 

=  [Ebcd]  [79] 

=  [{A  +  ßb-j-  yc  +  dd)bc(1]  =  [Abcd]  [67J 

^[A{B-A){C-BXD-C)\, 

wenn  wir  statt  b,  Cy  d  ihre  Werthe  setzen^  und  hieraus  erhalt  man 
mit  Anwendung  von  67 

=  \_AB{C-B){B-C)'\  =  yABC{I)—C)]^[ABCD\ 

1 72  Also 

2.  Es  sei  umgekehrt  vorausgesetzt,  dass 

[ABCB]  —  [EFGH^ 

ist;  und  sei  in  der  geraden  Linie  CD  ein  Punkt  D'  angenommen  von 
der  Art,  dass  der  Spat  ABCD'  mit  EFGH  gleich  (und  gleichbe- 
zeichnet) sei,  so  ist  (nach  Beweis  1) 

[ABCD'^  =  [EFGH]. 

Also  auch,  da  \EFGH\  =  [^ABCD^^  vorausgesetzt  ist, 

iABCD'^^iABCD^. 

Da  nun  D  —  C  imd  ZX —  C  parallel  sind,  so  ist  Bf — C  aus  D —  C 
numerisch  ableitbar.     Es  sei 

D'—C=a{p  —  C), 
so  ist 

\ABCD\  =  \ABCD']  =  {ABC{D'—C)\  =  \ABC.a{D  —  C)] 

=  alABCiP  —  C)-]  [40] 

=  a\ABCD^  [67]. 

Also,  da  [ABCD^  nicht  null  ist,  a  =  1,  also  geht  aus  der  Gleichung 
(/>'-  6')  =  a(2)  — C)  die  Gleichung 

D'—C  =  D  —  G 

hervor,  also  />'  =  Z),  das  heisst,  D  und  D'  fallen  zusammen,  folglich 
auch  die  Spate  ABCD  und  ABCD',  und  da  der  Spat  ABCD'  gleich 
und  gleichbezeichnet  uiit  EFGH  war,  so  sind  auch  die  Spate  ABCD 
und  EFGH  gleich  und  gleichbezeichnet. 

264.     Zusatz.     Die  Gleichungen 

[ABCD]  =  [EFGH] 
und 

[{B  -A)(C-  B)(D  -  C)]  =  [(F-  E)iO  -  F)  {H-  ö)] , 

oder  auch 

[{B  -  A){C  -  A){D  -  A)-]  =  \iF  -  E){G  -  E){a  -  E)\ 
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sind  einander  erseteendj  das  heissty  aus  jeder  von  ihnen  folgen  die  beiden 
andern. 

Beweis.     Die  Gleichung 

[ABCD]  =  [EFGH] 

gilt  (nach  263)  dann  und  nur  dann^  wenn  die  Spate  ABCD  und  EFGH 
einander  gleich  und  gleichbezeichnet  sind.  Ebenso  gilt  (nach  262)  die 
Gleichung 

[(B-A)iC-BXD-C)]  =  [{F-E)iG-F)(H-a)]  173 

dann  und  nur  dann^  wenn  der  Spat,  dessen  drei  Kanten  mit  AB,  BC, 
CD  gleich  lang  und  gleichgerichtet  sind,  dem  Spate,  dessen  Kanten 
mit  EFy  FG,  GH  gleich  lang  und  gleichgerichtet  sind,  das  heisst, 
der  Spat  ABCD  mit  EFGH  inhaltsgleich  und  gleichbezeichnet  ist. 
Folglich  sind  beide  Gleichungen  stets  in  denselben  Fällen  geltend. 

Endlich,  die  dritte  Gleichung  ist  nur  eine  Transformation  der 
zweiten,  denn 

[{B-A)iG-B){D-C)]=^ 

=  [(B—A)(C—B)(D—C+C-B+B  —  A)].  [67] 

=  [{B-A)iC-BXD-A)]=^[{B-AXC-B+B-A){D-A)]  [67] 
=  [iB-Ä)iC-A)iD-Ay], 

und  aus  gleichem  Grunde  ist 

l{F—E)(G  —  F){H—G)'\  =  [liF—EXG  —  E)(H^E)l 

Also  sind  die  zweite  und  dritte  Gleichung  gleichbedeutend. 

265,  Erklärung.  Wir  nennen  das  Produkt  [ABCD']  von  vier 
einfachen  Punkten  einen  Körpertheil  und  den  Kubikinhalt  des  Spates 
ABCD  (mit  Beobachtung  des  Vorzeichens  (+))  seinen  Inhalt. 

266,  Das  kombinatorische  Produkt  dreier  einfacher  Punkte  A,  B,  C 
und  einer  Strecke  d  ist  ein  Körpertheil^  dessen  Inhalt  gleich  dem  eines 
Spaies  ABCD  ist,  in  welchem  CD  mit  d  gleich  lang  und  gleichgerichtet 
ist,  das  heisst, 

[ABCd]  =  [ABCD],  wenn  d  =  D—C. 
Beweis.    [ABCd]  =  [ABC{D  —  C)]  =  [ABCD]  [67]. 

267,  Das  kombinatorische  Produkt  zweier  einfacher  Punkte  A,  B 
und  zweier  Strecken  c  und  d  ist  dem  Spate  (ParäUelepipedum)  ABCD, 
in  welchem  BC  mit  c,  CD  mit  d  gleich  lang  und  gleichgerichtet  sind, 
inhaltsgleich,  das  heisst 

[ABcd]  =  [ABCD], 

wenn  c  =  C—B,  d  =  D  —  C. 

Oraitmann,  Werke    L  S.  12 
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Beweis.    [ABcd]  =  [AB(C—B)(D  —  C)] 

=  [A  BC(B  —  C)]  =  [ABCB]  [67]. 

268.  Das  iombitiatorische  Produkt  eines  einfachen  Punktes  A  und 
dreier  Strecken  b,  c,  d  ist  dem  Spate  hcd  inhaitsgleich,  oder 

174  [Ahcd]-=-[ABCD], 

wenn  b^  B  —  A,  c-^C  —  B,  d~=D—C. 

Beweis.    [46cd]  —  [A{B  —  A)  {C — B){I)  —  0)1 

=  [AB{C—B)(D-C)]  {67} 

='[ABC(D  —  Cy]-'[ABCD]  [67]. 

269.  Das  ProdM  tt[ABCD]  eines  Körpertheils  [ABCD]  tmtl 
einer  Zahl  [a]  ist  ein  Körpertheil,  dessen  Inhalt  sich  eu  dem  von  \^ABCD] 
wie  a :  1  verhält. 

Beweis.  a[ABGD]  =  a[ABG{D  -  C]  [67] 

^iABC.a{D  —  C)]  [40] 

=  [A  BC(E  -cy], 

wenn  CE  mit  CD  parallel  ist  und  sich  zu  ihm  wie  a :  1  verhalt.   Dies 

ist  wieder  (nach  67) 

=  [ABCE]. 

Da  aber  CE  und  CD  parallel  sind  und  sich  wie  a :  1  verhalten^ 
so  verhalten  sich  auch  die  Spate  ÄBCE  und  ABCD  algebraisch  wie 
.    a:l,  das  heisst,  die  Inhalte  von  a[ABCD'\  und  [ABCD^  wie  c:l. 

270.  Wetin  A,  B,  C,  D  einfache  Punkte,  und  a,  ß,  y,  d  Zahlen 

sind,  so  ist 

[aA.ßB  .yC.öD] 

ein  Körpertheil,  der  sich  zu  [ABCD]  wie  aßyS  eu  1  verhält 

Beweis.  [aA  .  ßB .  yC .  SD^  =aßyd[ABCD]  (nach  46),  also 
(nach  269)  bewiesen. 

Anm.  Blicken  wir  zurück  auf  die  verschiedenen  kombinatorischen  Produkte, 
deren  Begriff  wir  näher  bestimmt  haben,  so  ergab  sich  für  zwei,  drei,  vier  ein- 
fache Punkte  das  einfache,  zweifache,  sechsfache  des  dazwischen  liegenden  Linien-, 
Flächen-,  Körpertheiles ,  und  die  zugehörigen  Gebiete  waren  die  unbegränzte  ge- 
rade Linie,  Ebene,  der  unbegränzte  Eaum.  Femer  ebenso  wie  der  unendlich 
entfernte  Punkt  als  Strecke  von  bestimmter  Länge  und  Richtung  erschien,  so  der 
unendlich  entfernte  Linientheil  als  begränzte  Ebene  von  bestimmtem  Flächen- 
inhalt und  bestimmten  Richtungen,  so  der  unendlich  entfernte  Flächentheil  als 
Eörperraum  von  bestimmtem  Inhalte. 

Wenn  zu  einer  Strecke  oder  zu  einem  Produkt  zweier  oder  dreier  Strecken 
ein  Punkt  als  erster  Faktor  hinzutrat,  so  lieferte  dies  Produkt  denselben  Lihalt 
und  dieselben  Richtungen,  als  wenn  der  Punkt  nicht  hinzutrat.  Diu-ch  das  Hin- 
zutreten des  Punktes  trat  zu  den  bisherigen  Bestinmiungen  (Lihalt  und  Rieh- 
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tungen)  noch  im  ersten  Falle  die  durch  den  Punkt  mit  der  Strecke  parallel  ge- 
legte Linie,  im  zweiten  die  durch  den  Punkt  mit  den  beiden  Strecken  parallel 
gelegte  Ebene  hinzu',  welche  -|-  die  Gebiete  jener  Grössen  bilden,  und  so  ver-175 
wandelte  sich  die  Strecke  in  einen  Linientheil,  die  Fläche  von  bestimmtem  Inhalt 
und  bestimmten  Richtungen  in  das,  was  wir  einen  Flächentheil  genannt  haben. 
Das  Produkt  dreier  Strecken  wird  durch  das  Hinzutreten  des  Punktes  nur  formell 
geändert.  ' 

271.  Wenn  A,  B,  C,  ü,  Ej  F  Punkte,  und  a,  6,  c,  d  Strecken 
sind,  so  bedeutet 

1)  A  =  B, 
dass  A  mit  B  zusammenfällt, 

2)  [AB]  =  [CD] , 

dass  die  unbegrämten  geraden  Linien  AB  und  CD, 

3)  IABC]  =  IDEF], 

dass  die  unbegränjsten  Ebenen  ABC  und  DEF  zusammenfallen, 

4)  a  =  h, 
dass  a  mit  b  parallel, 

5)  [ab]  =  [cd}, 

dass  die  Ebene,  welche  die  Richtungen  a  und  b  enthält,  der  Ebene  parallel 
ist,  welche  die  Richtungen  c  und  d  enthält 

Beweis.  Nach  Nr.  2  bedeutet  die  Eongnienz  zweier  extensiver 
Grössen  p^  q,  dass  p  und  q  in  einer  Zablbeziehung  zu  einander 
stehen,  und  keine  von  beiden  null  ist.  Wenn  das  nun  1)  ftlr  A  und  B 
gilt;  so  müssen  (nach  216)  ihre  Orte  zusammenfallen^  wenn  es  2)  für 
[AB]  und  [CD]  gilt,  so  müssen  (nach  {252  und}  247)  die  unbegränzten 
geraden  Linien  AB  und  CD  zusammenfallen,  wenn  es  3)  für  [ABC] 
und  [DEF]  gilt,  so  müssen  (nach  {261a  und}  255)  die  Ebenen  ABC 
und  DEF  zusammenfallen.  Endlich  4)  und  5)  folgen  aus  1)  und  2), 
wenn  man  die  Punkte  in  unendliche  Entfernung  rücki 

§  4.     Addition  von  Linien  und  FUU^hen. 

272,  Zwei  Linientheile  derselben  Ebene  geben  zur  Summe  wieder 
einen  Linientheil  derselben  Ebene,  und  zwei  Flächentheile  {des  Raumes] 
geben  zur  Summe  wieder  einen  Flächentheil 

Beweis.     Da   der   Linientheil   (nach  249)   ein  kombinatorisches 
Produkt  zweier  Punkte,  und  (nach  257)  der  Flächentheil  ein  kombina- 
torisches Produkt  dreier  Punkte,  imd  die  Punkte  (nach  228)  Grössen 
erster  Stufe  sind,  so  sind  (nach  77  b)  f  der  Linientheil  und  der  Flächen- 176 
theil  beziehlich  einfache  Grössen  zweiter  und  dritter  Stufe.   Femer  ist 

12* 
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Tnach  237)  die  Ebene  ein  Gebiet  dritter  und  der  Raum  ein  Gebiet  yierter 
Stufe.  Nach  88  geben  {aber)  die  Grossen  (n  —  l)-ter  Stufe  in  einem 
Hauptgebiete  n-ter  Stufe  zur  Summe  eine  einfache  (das  heisst,  als  kom- 
binatorisches Produkt  darstellbare)  Grosse  (n  —  l)-ter  Stufe  desselben 
Hauptgebietes ;  also  die  Linientheile  einer  und  derselben  Ebene  einen 
Linientheil  derselben  Ebene,  die  Flächentheile  (des  Raumes}  einen 
Flächentheil.  « 

Zusatz.  Dasselbe  gilt  also  auch  für  mehr  als  zwei  Linientheüe 
derselben  Ebene,  und  für  mehr  ais  zwei  FlächenOieile  [des  Baumes}. 

273.  Zwei  endlich  entfernte  Linientheile ,  deren  Linien  sich 
schneiden,  g^>en  zur  Summe  einen  endlich  entfernten  Linieniheü,  dessen 
Linie  durch  denselben  Durchschnittspunkt  geht,  und  weldier  der  Diaganale 
eines  Parallelogrammes  gleich  lang  und  gleicJigerichtet  ist,  dessen  van  der- 
selben Ecke  ausgehende  Seiten  den  summirten  Linientheilen  gleich  lang 
und  gleichgerichtet  sind. 

Beweis.     Es  sei  A  der  Durchschnittspunkt  der    beiden   Linien, 

und   seien  [AH]  und  [-4C]   die  beiden  Linien- 
D    theile,    wo    A,    B,   C    einfache    Punkte     sind 
{vgl.  Fig.  10},  so  ist 

[Ali]  +  [AC]  =  [A{B  +  C)]  =  2[AE], 

wenn  E  die  Mitte  zwischen  B  und  C  ist. 
Aber  AE  ist  die  halbe  Diagonale  des  Parallelogramms  CAB,  also 
2AE  die  ganze. 

274.  Zwei  endlid^  entfernte,  gleichgerichtete  Linientheile  geben  zur 
Summe  wieder  einen  ebenso  gerichteten  Linientheil  [ihrer  Ebene),  dessen 
Länge  die  Summe  ist  aus  den  Längen  der  Summanden,  und  dessen  gerade 
Linie  zwischen  den  geraden  Linien  der  Summanden  liegt  und  van  dieseti 
Linien  im  umgekehrten  Verhältnisse  der  Längen  der  Summanden  abstellt 

Beweis.  Es  seien  [Ap\  und  \Bg\,  wo  A  und  B  einfache  Punkte, 
p  und  q  gleichgerichtete  Strecken  sind,  diese  Linientheile,  und  sei  l:a 
das  Verhältniss  ihrer  Längen,  das  heisst  (nach  251),  das  Verhältniss 
von  p  zu  q,  also  q  =  ap,  j  wo  a  positiv  ist ) ,  so  ist 

177  \Ap\  +  [Bq]  =  [Äp]  +  [B .  ap]  -  [Ap]  +  [«  iJ .  p]  [40] 

=  [(A  +  aB)p]  =  [(1  +  a)S.p]   [{39),  225], 

wenn  S  der  Summenpunkt  von  A  und  aB  ist, 

=  [Ä.(1 +  «)!,]  [40] 

=  [SiP  +  «P)]  =  [S(p  +  g)] , 

das  heisst,  die  Summe  ist  ein  mit  den  Summanden  gleichgerichteter 
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Linientheil,  dessen  Länge  gleich  der  der  Strecke  (p  -|-  q),  also  gleich 
der  Summe  aus  den  Längen  der  Summanden  ist,  und  dessen  Linie 
durch  S  geht.  S  liegt  aber  (nach  225)  in  der  geraden  Linie  AB,  und 
steht  von  A  und  B  in  dem  Verhältnisse  von  a:l,  das  heisst^  im  um- 
gekehrten Verhältnisse  der  Summanden  (p  und  q)  ab,  also  steht  auch 
die  gerade  Linie  [S(p  +  q)]  von  den  geraden  Linien  [Sp]  und  [Sq^ 
in  diesem  Verhältnisse  ab. 

275.  Zwei  endlich  entfernte,  entgegengesetzt  gerichtete,  aber 
nicht  gleich  lange  Linientheile  geben  gur  Summe  einen  endlich  entfernten 
Linientheil  [ihrer  Ebene],  welcher  dem  grösseren  der  Summanden  gleich- 
gerichtet ist,  dessen  Länge  die  Differenz  der  Längen  der  Summanden  ist, 
und  dessen  Linie  ausserhalb  der  Linien  der  Summanden  (auf  der  Seite 
des  grösseren  Summanden)  liegt,  und  von  diesen  Linien  im  umgekehrten 
Verhältnisse  der  Längen  der  Summanden  absteht 

Beweis  wie  in  274,  nur  dass  man  — a  statt  a  setzt. 

276.  Bie  Summe  zweier  entgegengesetzt  gerichteter  und  gleich 
langer  Linientheile  [ABI  und  [CD]  ist  ein  Streckenprodukt,  dessen  In- 
halt gleich  und  gleichbezeichnet  [mit]  dem  des  Parallehgrammes  ABC 
[oder  CDA]  ist,  welches  den  einen  Linientheü  (gleich  viel,  welchen)  zur 
Grundseite,  und  den  andern  zur  Deckseite  hat. 

Beweis.     Wenn  AB  mit  CD  gleich  lang         ^       ^^^-  "• 
und  entgegengesetzt  gerichtet  ist  {vgl.  Fig.  11), 
so  ist  (nach  222,  Zusatz) 

Also  ist  B  —  A^C-D. 

\_A B-\  +  [CD]  =  [A(B-  A)-]  +  {(C  -  D)  D]  [67] 

=  [A(B  -  A)]  +  [(B  -  A)D]  [flyp.] 

=  -[(B-  A)A]  +  [(B  -  A)D]  [55] 

==[(B-A)(D-A)], 

das  heisst,  gleich  einem  Streckenprodukt,  dessen    Inhalt   gleich   dem 
eines    Parallelogrammes   ist,  dessen  erste  Seite  mit  AB   und    dessen  178 
zweite   Seite   mit  AD   gleich  lang   und  gleichgerichtet  ist.     Dies   ist 
aber  das  Parallelogramm  ABC,  {und  mit  ihm  ist  das  Parallelogramm 
CDA  gleich  und  gleichbezeichnet),  also  bewiesen. 

277.  Die  Summe  eines  endlich  entfernten  LinierUheiles  [AB"]  und 
eines  kombinatorischen  Produktes  [a6]  zweier  Strecken  a  und  b,  welche 
einer  durch  den  LinientJieil  [AB]  gelegten  Ebene  parallel  sind,  ist  ein 
endlich  entfernter  Linientheil  [DC]  derselben  Ebene,  welcher  mit  dem 
ersteren  gleich  lang  und  gleichgerichtet  ist  { vgl.  Fig.  10 ) ,  und  so  liegt,  dass 
das  Parallelogramm  ABC,  welches  den  ersten  Linientheil  zur  Grundseite, 
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deii  zweiten  zur  Deckseite  hat,  dem  Tcomhinatorisdien  Produkte  [ab]  ent* 
gegengesetzt  (das  heisst  inhaltsgleich,  aber  entgegengesetzt  bezeichnet)  ist. 

Beweis.  Bezeichuen  wir  das  mit  (dem  Parallelogramme}  ABC 
gleiche  Streckenprodukt  mit  P,  so  ist  nach  dem  vorigen  Satze 

also 

[ZJC]  — [JB]  — P 

-.[4I?]  +  [a6], 
da  nach  Hypothesis 

-P=[o6] 
ist. 

278.    Die  Summe  zweier  kombinatorischer  Produkte  [ab']  und  [ed] 

von  je  zwei  Strecken    ist   wieder  ein  kombinatorisches  Produkt   zweier 

Strecken,  und  zwar  in  der  Art,  dass,  wenn  jene  in  Form  zweier  ParaUdo- 

gramme  über  derselben  (oder  gleich  langer  und  gleichgerichteter)  Chrund- 

Seite  dargestellt  sind,  die  Sumtne  sich  als  Parallelogramm  über  derselben 

(oder  gleich  langer  und  gleichgerichteter)   Grttndseite  darstellen  lässt,  in 

welchem  die  zweite   Seite  die   Streckensumme  der   zuzeiten  Seiten  jener 

Parallelogramme  ist 

Beweis.  Man  lege  eine  Ebene  mit  a  imd  b  parallel^  eine  andere 
mit  c  und  d  parallel;  es  sei  e  eine  Strecke ^  welche  mit  der  Dorch- 
schnittslinie  beider  Ebenen  (imd,  wenn  sie  sich  nicht  schneiden,  mit 
einer  beliebigen  Linie  derselben)  parallel  ist.  Dann  kann  man  (nach 
254)  [ah]  auf  die  Form  [ef]  und  [crf]  auf  die  Form  [eg]  bringen, 
und  es  ist  dann 

[ab]  +  [ccß  L  [ef]  +  [eg]  =  [c(/-  +  g)] , 

und  dies  war  die  verlangte  Form  der  Summe. 

179  279.  Zwei  endlich  entfernte  FläcJientlmle,  deren  Ebenen  sich 
schneiden,  geben  zur  Summe  einen  Flächentheil,  dessen  Ebene  durch  die 
Durclisdmiüskante  jener  Ebenen  geht,  und  zwar,  wenn  die  Summanden  als 
ParaUelogramfne  von  gemeinschaftlicher  Grundseite  dargestellt  sind,  so 
lässt  sich  die  Summe  als  Parallelogramm  darstellen,  welches  dieselbe  Grund- 
Seite  hat,  und  in  welchem  die  zweite  Seite  die  Streckensumme  aus  den 
zweiten  Seiten  der  Summanden  ist,  oder  anders  ausgedrückt:  Die  Sum- 
manden sind  gleich  den  Projektionen  der  Summe  auf  die  beiden  Ebenen 
der  Summanden,  wenn  auf  jede  Ebene  parallel  der  andern  projicirt  wird. 

Beweis.  Es  seien  A  und  B  zwei  einfache  Punkte  in  der  Durch- 
schnittskante jener  Ebenen,  und  c  und  d  zwei  Strecken  von  der  Art, 
dass  die  beiden  zu  addirenden  Flächentheile  gleich  [ABc"]  und  [ABd] 

seien,  so  ist 

[ABc]  +  [ABd]  =  [ABic  +  d)], 
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das  heisst,  die  Summe  ist  dargestellt  durcli  ein  Parallelogramm^  in 
welchem  AB  Grundseite,  und  c  +  (Z  die  zweite  Seite  ist. 

280.  Die  Summe  zweier  paralleler  und  gleichhezeichneter  {end- 
lich entfernter)  Flächentheüe  {E^  und  E^)  ist  ein  ihnen  paralleler  und  gleich- 
bezeichneter  Flächentheil,  dessen  Inhalt  die  Summe  ist  aus  den  Inhalten 
der  Summanden,  und  dessen  Ebene  zwischen  denen  der  Summanden  so 
liegt,  dass  sie  von  ihnen  im  umgekehrten  Verhältnisse  der  Inhalte  der 
Summanden  absteht. 

Beweis.  Es  sei  E^  «=  [-4&c],  wo  Ä  ein  {einfacher}  Punkt,  b  und  c 
Strecken  sind,  und  sei  von  A  auf  die  Ebene  von  E^  ein  Loth  AD  geföllt, 
so  ist  [Dbc],  da  beide  Ebenen  parallel  sind,  ein  Flächentheil  der  Ebene 
von  E2,  steht  also  zu  E^  in  einer  Zahlbeziehung.  Es  sei  .Ej«=a[Z)6c], 
so  ist  [a  positiv,  da  E^  und  E2  gleichbezeichnet  sind,  und  es  wird} 

E^  +  E^^^  [Abc]  +  a[Dbc]  =  [(A  +  aD)bc]  =  [(1  +  a)Sbc], 

wo  S  (nach  225)  in  AD  liegt,  und  von  A  und  D  im  Verhältnisse 
«  :  1  absteht.  Folglich  ist  die  Ebene  der  Summe  eine  durch.  S  mit 
b  und  c,  also  auch  mit  den  Ebenen  von  E^  und  E^  parallel  gelegte 
Ebene,  welche  zwischen  beiden  Ebenen  liegt  und  von  ihnen  im  Ver- 
hältnisse a :  1  absteht,  das  heisst,  im  umgekehrten  Verhältnisse  f  der  180 
Inhalte  (bc  und  abc).  Der  Inhalt  der  Summe  ist  (nach  260)  gleich 
dem  Inhalte  von  (1  +  a)bc,  das  heisst,  =  6c  +  abc,  das  heisst,  gleich 
der  Summe  der  Inhalte  der  Summanden. 

281«  Die  Summe  zweier  paralleler  und  entgegengesetzt  be- 
zeichneter aber  nicht  inhaltsgleicher  (endlich  entfernter)  Flächentheile 
El  und  E^  ist  ein  ihnen  paralleler,  dem  grösseren  gleichbezeichneter  Flächen- 
theil,  dessen  Inhalt  die  Differenz  der  Inhalte  der  Summanden  (E^  und  E^) 
ist,  und  dessen  Ebene  ausserhalb  des  Baumes  zunschen  den  beiden  Ebenen  der 
Summanden  [auf  der  Seite  des  grosseren  Summanden]  so  liegt,  dass  sie  von 
diesen  Ebenen  im  umgekehrten  Verhältnisse  der  Summanden  abstellt 

Beweis  wie  in  280,  nur  dass  statt  a  gesetzt  wird  — a. 

282.  Die  Summe  zweier  paralleler ,  entgegengesetzt  bezeichneter 
aber  inhaltsgleicher  {endlich  entfernter)  Flächenfheile  E^  und  E^  ist 
gleich  einem  kombinatorischen  Produkte  dreier  Strecken,  und  zwar  ist  der 
Inhalt  dieses  Produktes  gleich,  aber  entgegengesetzt  bezeichnet  dem  eines 
Spates,  u)elcher  E^  als  Grundfläche  hat  und  dessen  Deckfläche  in  der 
Ebene  von  E^  liegt 

Beweis.    Es  sei  Ej^  =  [^^c]f  ^2  =  —  [^&^]>  so  ist 
J5,  +  E,  =  [Abc]  —  [Dbc]  =  [(A  —  D)bc] 
=  -[{D-'A)bc]. 
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Aber  [(D — Ä)lc]  ist  (nach  58)  =-  [6c(Z)  — -4)],  und  dies  letztere 
ist  (nach  262)  dem  Inhalte  eines  Spates  gleich^  dessen  erste  Seite 
mit  h,  dessen  zweite  Seite  mit  c  und  dessen  dritte  Seite  mit  (Z)  —  Ä) 
gleich  { lang }  und  gleichgerichtet  ist;  also  dessen  Grundfläche  [^  bc]  ist 
und  dessen  Deckfläche  durch  D  geht;  also  bewiesen. 

283.  Die  Summe  eines  endlicJ^  entfernten  Flächetitheüs  Ei  und 
eines  kombinatorischen  Produktes  P  dreier  Strecken  ist  ein  dem  ersien 
parallel  gelegener,  inlioltsgleiclier  und  gleichbeneichneter  Flächentheil  E^, 
welcher  so  liegt,  dass  der  Spat  (ParaUelepipedum),  weicher  den  ersteren 
Fläclientheä  eur  Grundflädie  [und  die  Ebene  von  E^  gur  Deckfläche]  hat, 
dem  gegebenen  kombinatorisdien  Produkte  P  der  drei  Strecken  inhaltsgleich 
und  gleichbezeichnet  ist. 

Beweis.    Nach  282  ist 

E^  —  £2  «=  —  P, 
also 

i?j  =  E,  +  P. 

181  284.  Die  Summe  dreier  Flächeniheile  {E^,  E^,  E^),  deren  Ebenen 
sich  in  einem  Eckpunkte  (D)  schneiden,  ist  ein  Flächentheil  (E^),  dessen 
Ebene  durch  denselben  Eckpunkt  {D)  geht,  und  so  besdia/fen  ist,  dass, 
wenn  man  diesen  Flächentheil  {E^  nach  ufid  nach  auf  jede  der  drei 
Ebenen  parallel  der  Durchschnittslinie  der  beiden  andern  projicirt,  diese 
Projektionen  den  Summanden  (E^,  E^,  E^)  gleich  sind. 

Beweis.  Es  seien  die  Kanten,  in  welchen  sich  beziehlich  die 
Ebenen  E2  und  E^,  jEj  und  E^,  E^  und  E^  schneiden,  den  drei  Rich- 
tungen a,  bj  c  parallel,  so  ist  zunächst  zu  beweisen,  dass  E^,  E2,  E^ 
die  Projektionen  von  E^  auf  die  Ebenen  jB,,  i'g,  E^  nach  den  Rich- 
tungen a,  b,  c  seien. 

Um  dies  zuerst  für  E^  zu  beweisen,  sei  E^  -|-  J?g  =  E'  gesetzt, 
so  ist  a  (nach  der  Annahme)  mit  der  Durchschuittskante  der  beiden 
Ebenen  E2  und  E^  parallel;  also  auch  (nach  279)  mit  E\  Projicirt 
man  nun  E^  auf  die  Ebene  E^  nach  der  Richtung  a,  so  ist,  da  a  mit 
E'  parallel  und  E^  =  E'  -{'  E^  ist,  diese  Projektion  =  E^  (nach  279). 
Auf  gleiche  Weise  folgt,  dass  die  Projektion  von  E^  auf  die  Ebene  E^ 
nach  der  Richtung  b  gleich  E^y  und  die  auf  die  Ebene  E^  nach  der 
Richtung  c  gleich  E^  ist. 

Endlich  muss  auch  E^  durch  D  gehen;  denn  (nach  270)  habeu 
E\  J?2  und  J^g,  vermöge  der  Gleichung  E'  ==  E^  +  -^3>  dieselbe  Kante 
gemein,  also  auch  den  Punkt  Z),  der  (nach  der  Hypothesis)  in  E^ 
und  E^  liegt;  ferner  haben  nach  demselben  Satze  J?^,  E\  E^j  vermöge 
der  Gleichung  it^  =  J5'  -f-  -E*,,  dieselbe  Kante  gemein,  also  auch  den 
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Punkt  D,  der,  wie  wir  bewiesen,  in  E'  und  nach  der  Voraussetzung 
auch  in  E^  liegt,  das  heisst,  E^  geht  auch  durch  D. 

285.  Eine  Summe  S  von  Linientheilen  läset  sich  stets  auf  eine 
Summe  zweier  Linientheile  zurückführen ,  und  zwar  kann  man  für  den 
einen  dieser  beiden  Linientheile  einen  Punkt  {Ä\  durch  welchen  die  Linie 
desselben  gehen  sdlly  und  für  den  andern  eine  Ebene  BCD,  in  welcher 
die  Linie  desselben  liegen  soUy  willkürlich  annehmen,  nur  dass  der  Punkt  Ä 
nicht  innerhalb  der  Ebene  BCD  liegen  darf. 

Beweis.  Da  A,  B,  C,  D  nicht  in  Einer  Ebene  liegen,  so  kann 
man  aus  ihnen  (nach  232)  alle  Punkte  des  Baumes  -|-  numerisch  ab- 182 
leiten,  und  also  auch  die  Pimkte,  durch  deren  Multiplikation  zu  je 
zweien  die  Linientheile  entstanden  sind,  deren  Summe  8  ist.  Löst  man, 
nachdem  man  diese  Ableitungsausdrücke  eingeführt  hat,  alle  Klam- 
mem auf,  und  setzt  (nach  55) 

[_BÄ\  =  -[AB-\,  \CÄ\^-iÄC-],   {DA^^-iAB], 

[CB\  =-[BC],  [DB]  =  -  [BD-\,  \DC-\  =  -  [CD\, 

so  erhält  man  einen  Ausdruck  der  Form 

S  =  a[AB-\  +  ß[AC]  +  yiAD-\  +  d[BC]  +  b{BD]  +  i{CD\, 

WO  a,  ßj  y,  d,  £,  £  Zahlen  sind.     Dies  ist  aber 

=.  [AiaB  +  /3C  +  yZ))]  +  8\BC}  +  ^\BD\  +  g[CD]. 

Hier  giebt  das  erste  Glied  (nach  222,  { 251 }  und  253)  einen  Linien- 
theil,  und  die  Summe  Ä[BC]  +  «[BD]  +  g[CjD]  giebt  (nach  272, 
Zusatz)  einen  (endlich  oder  unendlich  entfernten)  Linientheil  der  Ebene 
BCD,  also  bewiesen. 

286.  Eine  Summe  S  von  Linientheilen  ist  dann  und  nur  dann 

wieder  ein  Linientheil,  wenn 

[SS]  =  0 
ist. 

Beweis.     1.  Wenn  S  ein  Linientheil  =  [AB]  ist,  so  ist 

[SS]  --[AB.AB] 

=  [AB  AB]  [80] 

=  0  [60]. 

2.  Wenn  [SS]  =  0  ist,  so  sei  S  (nach  285)  zurückgeführt  auf 
zwei  Linientheile,  und  S=b[AB]-\-  [CD],  so  wird 

0  =  [SS]  '=[{AB+  CD) (AB  +  CD)]  =  [AB . CD]  +  [CD.AB], 

dtL[AB.AE]\mA  [CD . CD]  (nach  { 80  und )  60)  null  sind.   Es  ist  aber 
(nach  58)  [CD.  AB]  =  [AB.CD],  also 

0-=2[AB.CD],  oder  0  =  [ABCD]  {80}, 


J 
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das  heisst,  Ay  B]  C,  D  liegen  in  Einer  Ebene  (nach  {66  und}  236), 

also  ist  (nach  272)  [AB]  +  [CL]  ein  Linientheil. 

Anm.  Man  sieht,  wie  füj*  die  Statik  der  Schwerpunkt  als  Summe  von 
Punkten,  die  statische  Kraft  als  Linientheil,  die  Resultante  der  statischen  KriUte 
als  Summe  der  Linientheile,  das  statische  Moment  als  Flächentheil  erscheint,  und 
schon  daraus  wird  man  entnehmen  können,  welche  fruchtreiche  Anwendung  die 
hier  sich  entwickelnde  Analyse  für  die  Statik  und  Mechanik  gestatte,  was  ich  in 
einem  sp&teren  Werke  zu  zeigen  gedenke.   { Vgl.  auch  noch  Nr.  846  und  847.  ] 

188  §  5.    Planimetrisohe  and  stereometrisohe  Multiplikation. 

288.*)    Erklärung.  Unter  der  planimetrischen  Multiplikation 
verstehe  ich  die  auf  eine  Ebene  {als  Gebiet  dritter  Stufe)  bezügliche, 
184  unter  f  der  stereometrischen  die  auf  den  Baum  (als  Grebiet  vierter 
Stufe)  bezügliche  Multiplikation. 

289.  Das  planimetrische  Produkt  zweier  Linientheile  [AB]  und 
[A  C] ,  deren  Linien  sich  in  endlicher  Entfernung  schneiden^  ist  ein  Punkt, 
dessen  Ort  der  Durchschnittspunkt  {A)  jener  Linien,  und  dessen  Koefft- 
cienty  wenn  A,  B,  C  einfache  Punkte  sind,  gleich  detn  Inhalte  des  Paräir 
lelogramms  ABC  ist,  das  heisst, 

[AB.AC]  =  [ABC]A. 

Beweis  nach  103. 

Anm.  Da  bei  der  planimetrischen  Multiplikation  (gemäss  94)  ein  Flächen- 
theil  als  Einheit  angenommen  werden  muss,  so  ist  der  Eoefficient  [ABC]  eine 
Zahl,  also  [ÄBC]A  in  der  That  ein  (einfacher  oder  vielfacher)  Punkt. 

290.  Das  planimetrische  Produkt  zweier  paralleler  Linientheile 
[AB]  und  \CD]  ist  eine  Strecke,  welche  den  beiden  Linien  parallel  ist, 
und  welche  sich  zur  Strecke  AB  algebraisch  wie  das  Parallelogramm 
BCD  zur  Einheit  verhält. 

Beweis.  Da  AB  mit  CD  parallel  ist,  so  stehen  (nach  230a)  die 
Strecken  A  —  B  und  C  —  D  in  einer  Zahlbeziehung.  Es  sei 
C  —  D  =  a(A  —  B),  so  wird 

[AB  .  CD]  =  [{A  —  B)B.{C-  D)D]  [67] 

=  a[{A  —  B)B  .  {A  -  B)D]  [Annahme] 

c=  «[(4  —  B)BD]{A  —  B)  [103] 

==  [(C  —  D)BD](A  —  B)  [Annahme] 

=  [CBD]{A  -  B)  [67] 

=  [BCD]{B  —  A)  [55] , 

•)  {Die  Nr.  287  steht  jetzt  an  ihrer  richtigen  Stelle  als  Nr.  119c.  Grass- 
mann selbst  sagt  in  der  Originalausgabe  bei  Nr.  287:  „Dieser  Satz  hätte  nach 
119b  folgen  sollen,  und  ist  dort  nur  durch  ein  Versehen  ausgelassen."] 
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das  heisst,  [AB.  CD]  ist  gleich  einer  Strecke,  die  mit  AB  parallel 
ist,  und  sich  zu  AB  algebraisch  verhält  wie  [BCD]  zu  1. 

291.  Das  planimetrische  Produkt  eines  Linienfheiles  [AB]  und 
eines  Punktes  C  ist,  wenn  A,  B,  C  einfache  Punkte  sind,  gleich  dem 
Inhalte  des  Parallelogramms  ABC,  also  null  [dann  und]  nur  dann,  wenn 
A,  B,  C  in  gerader  Linie  liegen. 

Beweis  nach  257  {und  245}. 

292.  Das  planimetrische  Produkt  dreier  Linientheile  [AB],  [AC], 
[BC],  welche  die  Seiten  eines  Dreiecks  bilden,  ist,  wenn  A,  B,  C  ein- 
fache Punkte  sind,  viermal  so  gross  als  f  das  Quadrat  dieses  Dreiecks,  oder  186 
gleich  dem  Quadrate  des  Parallelogramms  ABC,  das  heisst, 

[AB,AC.BC]  =  [ABC]\ 

Beweis.  Es  sei  [ABC]  =  a.  Dann  setze  man  -4i  =  -4  :  a,  so 
ist  [A,BC]'='\,  also  (nach  112) 

[A^B.A,C.BC]=\, 
also 

[AB  .  AC.BC]  -=  a»  =  [AB(J]\ 

Anm.     Wir  hätten  die  Formel  auch  schreiben  können: 

\_AB.BC,CA'\^[AB(J]\ 

298.  Das  planimetrische  Produkt  zweier  Grössen  erster  oder  eweiter 
Stufe  ist  dann  und  nur  dann  null,  wenn  die  Grössen  incident  sind,  das 
heisst,  zweier  Punkte,  wenn  ihre  Orte  zusammenfallen,  zweier  Linientheile, 
wenn  ihre  Linien  zusammenfallen,  eines  Linienfheiles  und  eines  Punktes, 
wenn  der  Ort  des  Punktes  in  die  Linie  {jenes  Linientheües)  fallt 

Beweis  nach  119c. 

294.  Das  planimetrische  Produkt  zweier  nicht  incidenter  Linien- 
theile ist  dem  Durckschnittspunkte  ihrer  Linien  kongruent,  das  heisst, 

[AB.AC]^A. 

Beweis.  [AB  ,  AC]  =  [ABC]A  (nach  289),  also,  da  [ABC] 
eine  Zahl  ist/  ^  -4  (nach  2). 

295.  Das  planimetrische  Produkt  dreier  Linientheile  ist  dann  und 
nur  dann  null,  toenn  ihre  Linien  sich  in  einem  (endlich  oder  unendlich 
entfernten)  Punkte  treffen. 

Beweis  nach  119c. 

296.  Das  stereometrische  Produkt  zweier  Flächentheüe  [ABC] 
und  [ABD],  deren  Ebenen  sich  in  endlicher  Entfernung  schneiden,  ist 
ein  Theil  dieser  Durchschnittslinie,  und  zwar  verhält  sich  derselbe,  wenn 
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Aj  Bj  Cj  D  eiv fache  Punkte  sind,  zu  [AB]  algebraisch  wie  der  Spat  (das 
Parallelepipedum)  AB  CD  zur  Einheit 

Beweis,  [ABC.  ABB]  —  [ABCD][AB]  [103]. 

Anm.  Da  boi  der  stereometrischon  Multiplikation  (nach  94,  288)  ein  Eörpor- 
theil  als  Einheit  genommen  ist,  so  ist  [ABCI)\  eine  Zahl,  und  also  [ABCD][AB] 
in  der  That  ein  Linientheil. 

186  297.  Das  stereometrische  Produkt  zweier  FlächentheHe  [ABC] 
und  [DEF] ,  deren  Ebenen  parallel  sindy  ist  ein  Produkt  ztveier  Strecken, 
welclie  diesen  Ebenen  parallel  sind,  und  zwar  verhält  sich  der  Inhalt 
dieses  Produktes,  wenn  A,  B,  C,  D,  E,  F  einfache  Punkte  sind,  zu  dem 
des  Parallelogramms  ABC  algebraisch  tvie  der  Spat  (das  ParalMepipedum) 
ADEF  zur  Einheit. 

Beweis. 

[ABC.  DEF]  =  [A(B  —  A)(C—  A) .  D(E—  D)(F—  D)]    [67]. 

Da  nun  nach  der  Annahme  die  Ebenen  ABC  und  DEF  parallel  sind, 
so  sind  (nach  230)  E  —  D  und  F—  D  aus  J?  —  .4  und  C—  il  ab- 
leitbar, also  auch  das  Produkt  der  ersteren  aus  dem  der  letzteren.  Es 
sei  JB  —  ^  mit  p  und  C —  A  mit  q  bezeichnet,  so  ist  [(£* —  D)(F — D)] 
aus  [pq]  ableitbar  und  sei  =  «[pff],  so  ist 

[ABC.  DEF]  =  [Apq  .  a(Dpq)\  =  a[Apq  .  Dpq]  [40J 

=  a[ADpq][pq]  [107] 

=  [AD(E—D)(F-D)][pq]  [{ 80 ),  Annahme] 
=  [ADEF][pq]  [67]. 

298.  Das  stereometrische  Produkt  zweier  Linientheile  [AB]  und 
[CD],  und  ebenso  das  eines  Flächentheiles  [ABC]  und  eines  Punktes  {D}, 
ist,  wenn  A,  B,  C,  D  einfache  Punkte  sind,  gleich  dem  Spate  ABCD. 

Beweis.       [AB  .  CD]  =  [ABC,  D]  =  [ABCD]  [80]. 

299.  Das  stereometrische  Produkt  dreier  Fläcfientheile  [ABC], 
[ABD],  [ACD],  welche  sidi  in  einetn  endlidi  entfernten  Punkte  A 
schneiden,  ist  ein  vielfadier  Punkt,  dessen  Ort  der  Durclmhnittspunkt  A 
ist,  und  zwar,  wenn  A,  B,  C,  D  die  einfadien  Ecken  eines  Tetraeders 
sind,  so  ist  der  zu  jenem  Punkte  gelwrige  Koefficient  gleich  dem  Quadrate 
des  InJialtes  des  Spates  (Parallelepipedums)  ABCD. 

Beweis.  Es  sei  [ABCD]  =  a,  und  sei  B^  =  B:a,  so  ist 
[AB^CD]  =  1,  also  (nach  112) 

[AB,C .  AB^D  .  ACD]=^  A, 
also 

[ABC,  ABD  .  ACD]  =  a^A  =  [ABCD]'A. 
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800.   Das  stereometrische  Produkt  von  vier  Flächentheüen  [ABC], 
[äBD]j  [ACD'],  [BCD]  ist,  wenn  Ä,  B,C,D  \  die  einfachen  Eckenisi 
eines  Tetraeders  sind,  gleich  der  dritten  Potenz  des  Spates  {Parallelepi- 
pedums)  ÄBCB, 

Beweis,  Es  sei  \^ABCD^  =  a,  und  sei  A^^=A:a,  so  ist 
IA,BCD'\  =  1,  also  (nach  112) 

[A,BC.  A,BD  .  A,CB  .  BCB]  =  1, 
also 

[ABC.  ABB  .  ACD  .  BCD]  =  «^  =  [ABCDf. 

301.  Das  stereometrische  Ptodukt  zweier  Linientheile  ist  dann  und 
nur  dann  null,  wenn  ihre  Linien  in  einer  Ebene  liegen;  das  stereofnetriscJie 
Produkt  zweier  Grössen,  welche  von  erster,  zweiter  oder  dritter  Stufe,  aber 
nicht  beide  zugleich  von  zweiter  Stufe  sind,  ist  dann  und  nur  dann  null^ 
wenn  die  Grössen  incident  sind,  also  zweier  Punkte,  wenn  ihre  Orte  zth 
sammenf allen ,  zweier  Flächentheile ,  wenn  ihre  Ebetten  zusammenfallen, 
eines  Punktes  und  eines  Linien-  oder  Fläclientheiles,  wenn  der  Punkt  in 
der  Linie  oder  Ebene  des  letzteren  liegt,  eines  Linientheiles  und  eines 
Flächentlieäes,  wenn  die  Linie  des  ersteren  in  der  Ebene  des  letzteren  liegt. 

Beweis  nach  119c. 

302.  Das  stereometrische  Produkt  zweier  nicht  incidenter  Flächen- 
theile ist  der  Durchschnittslinie  ihrer  Ebenen  kongruent 

Beweis.     Es  seien  a,  b,  c,  d  vielfache  Punkte,  so  ist 

[abc  .  abd]  =  [abcd]  [ab]  { 103 } 

da  [abcd]  eine  Zahl  ist. 

303.  Das  stereometrische  Produkt  eines  Flächentheiles  und  eines 
Linientheiles,  der  nicht  in  der  Ebene  des  ersteren  liegt,  ist  dem  Durch- 
schnittspunkte der  Ebene  und  der  Linie  kongruent. 

Beweis.  [abc ,  ad] '^^  [abcd]  a  {1^3} 

=  a, 

wo  wieder  a,  b,  c,  d  vielfache  Punkte  sind. 

304.  Erklärung.  Ich  bezeichne  bei  der  planimetrischen  Multi- 
plikation das  Produkt  [ab]  zweier  Strecken  a  und  b,  wenn  das  Paral- 
lelogramm ab  gleich  dem  als  Einheit  angenommenen  Flächeninhalte 
ist,  mit  U,  und  ebenso  bezeichne  ich  bei  der  stereometrischen  Multi- 
plikation das  Produkt  [abc]  dreier  Strecken  f  a,  fe  und  c,  wenn  der  188 
Spat  (Parallelepipedum)  abc  gleich  dem  als  Einheit  angenommenen 
Korperraume  ist,  mit  U.  Wenn  beide  unterschieden  werden  sollen,  so 
werde  ich  jenes  mit   U^,  dieses  mit  U^  bezeichnen. 
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305.  Wenn  a  ein  vielfacher  Punktj  [AB']  ein  Linieniheil,  lABC]  ein 
Flächeniheil  ist,  und  Ay  B,  C  einfache  Tunkte  sind,  so  ist 

[af7] 
der  Koefficieni  von  a, 

[ABU] 

gleich  der  mit  AB  gleich  langen  und  gleictigerichteten  Strecke  — ■  jB — A, 

^^  [ABCU] 

gleich  dem  mit  dem  Parallelogramm  ABC  gleichen  und  pardUd  gdegenm 

Stredcenprodukte  _  ^^^  _  ^)  (C  -  A)]. 

Beweis.  Es  sei  a  =  aA  und  U=^  U>cd],  wo  6,  c,  d  (nach  304) 
Strecken  sind,  und  der  Spat  bcd  gleich  Eins  ist,  so  ist 

[a  U]  -=»  [aAbcd]  —  a[Abcd]  ■=»  a , 

da  [^&cd]  (nach  268)  mit  [bcd]  inhaltsgleich  und  gleich  bezeichnet^ 

also  gleich  Eins  ist. 

Femer 

[AB  U]  =  [AB .  bcd]  —  [A{B--A)  .  bcd]  [67]. 

Da  hier  B  —  A  als  Strecke  aus  b,  c,  d  numerisch  ableitbar  ist  (nach 
229),  so  ist  [B  —  A  dem  [bcd]  untergeordnet,  also }  (nach  108) 

[A{B  -  A)  .  bcd]  -=  [Abcd](B  —  A)  —  B  —  A, 

da  [Abcd]  —  1  ist. 
Femer 

[ABCU]  =  [ABC.  bcd]  =  [A(B—A){C—A) .  bcd]      [67]. 

Da  hier  B  —  A  und  C  —  A  Strecken,  also  aus  fe,  c,  d  numerisch  ab- 
leitbar sind  (nach  229),  so  ist  [{B — A)(C  —  A)]  dem  [bcd]  unter- 
geordnet, also 

[A{B-A)(C—A).bcd]  =  [Abcd][(B  —  A){C  —  A)]     [108] 
da  [^.c.^]  =  1  ist.  =[iB-A)iC-A)]y 

Anm.  Diese  Grössen  [aü],  [ABU],  [ÄBCU]  sind  es,  welche  ich  in  der 
ersten  Bearbeitung  der  Ausdehnungslehre  von  1844  (S.  163  {diese  Ausgabe  I,  1, 
S.  179})  die  Ausweichungen  der  Grössen  a,  [AB],  [ABC]  genannt,  und  daför 
eine  eigene  Bezeichnung  eingeführt  habe,  die  nunmehr  durch  die  Anwendung  der 
unendlich  entfernten  Einheit  (U)  überflüssig  gemacht  worden  ist. 

189  §  6.  Besondere  Gesetze  für  ein  gleich  Null  gesetztes  planimetrisohes 
{und  Btereometrisches }  Produkt.    Ebene  {algebraische}  Kurven. 

{Algebraische  Flächen}. 

306.  Die  Gleichung  eines  Punktes  x,  der  mit  den  Punkten  4i  [und]  h 
in  Einer  geraden  Linie  liegt,  ist 

[xab]  =  0. 
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Beweis.     Denn  (nach  245)  ist  {xab']  dann  und  nur  dann  null, 

wenn  x  mit  a,  b  in.  einer  geraden  Linie  liegt. 

Anm.  Da  es  bei  den  gleich  Null  gesetzten  Produkten  nie  auf  den  metri- 
schen Werth  der  t'aktoren  ankommt,  so  brauchen  einfache  und  yielfache  und  un- 
endlich entfernte  Punkte  nicht  mehr  unterschieden  zu  werden,  und  ich  will 
deshalb  für  dieselben  überall  die  gleiche  Bezeichnung  durch  kleine  lateinische 
Buchstaben  wählen,  während  ich  zur  Bezeichnung  der  Linientheile,  oder,  da  es 
hier  auf  ihre  Grösse  nicht  ankommt,  der  geraden  Linien,  die  grossen  lateinischen 
Buchstaben  wähle. 

307.  Sind  A  und  B  gerade  Linien  einer  Ebene,  so  lautet  die  Glei- 
chung einer  geraden  Linie  X,  die  mit  den  geraden  Linien  Ä  und  B 
durch  denselben  Punkt  geht,  und  in  derselben  Ebene  liegt, 

[XAB]  =  0, 

[wo  [XAB"]  ein  planimetrisches  Produkt  ist]. 

Beweis  nach  295. 

308.  Die  Stufenedhl  eines  planimetrischen  Produktes  aus  beliebig 
vielen  Faktoren,  mögen  dieselben  nun  Grössen  erster  oder  zweiter  Stufe 
sein,  ist  der  Summe  der  Stufeneahlen  edler  Faktoren  kongruent  in  Bejsug 
auf  den  Modul  3. 

Beweis  nach  96. 

309.  Wenn  ^n,x  ein  planimetrisches  Produkt  nullter  Stufe  ist, 
welches  den  Punkt  x  n-mal,  und  ausserdem  nur  konstante  Punkte  und 
Linien  als  Faktoren  enthalt^  so  ist  [die  Gleichung] 

wenn  ihr  nicht  jeder  Punkt  x  genügt,  die  Punkt-Gleichung  einer  algebrai- 
schen Kurve  n-ter  Ordnung,  das  heisst,  es  sagt  die  Gleichung  auSy  dass 
der  Punkt  x  in  einer  algebraischen  Kurve  n-ter  Ordnung  liegt. 

Beweis.    Es  seien  a,  fe,  c  drei  beliebige,  nicht  in  gerader  Linie 
liegende  Punkte,  zum  Beispiel  a  ein  einfacher  Punkt,  b  und  c  zwei 
gegeneinander  senkrechte  und  gleich  lange   Strecken   (unendlich  ent- 
fernte Punkte),  so  sind  alle  Punkte  der  Ebene  f  aus  a,  b,  c  numerisch  190 
ableitbar,  also  namentlich  der  Pimkt  X]  es  sei 

X  =  x^a  +  x^b  +  x^c. 

Führt  man  diesen  Ausdruck  statt  o;  in  die  Gleichung 

ein,  und  löst  die  sämmtlichen  Klammem,  welche  nun  in  dem  Produkte 
?ßn,«  den  Ausdruck  (a^ia  +  ajgft  +  oJjc)  einschliessen,  auf,  so  erhält 
man  eine  in  Bezug  auf  x^^  x^,  x^  homogene  Gleichung  n-ten  Grades, 
deren  Glieder  alle  die  Form  ÄajJojJrcJ  haben,  wo  a  +  b  -|-  C  —  n  ist, 
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und  wo  9  ein  Produkt  konstanter  Linien  und  Punkte,  und  zwar  ein 
Produkt  nullter  Stufe  ist,  da  die  Stufenzahlen  der  Faktoren  nicht  ge- 
ändert sind.  Also  ist  91  als  Grösse  nullter  Stufe  eine  Zahl,  und  die 
Gleichung  also  eine  gewöhnliehe  Zahlgleichung  geworden,  welche  in 
Bezug  auf  x^,  x^f  J»  homogen  vom  n-ien  Grade  ist.  Es  sind  aber, 
wenn  a  ein  einfacher  Punkt  und  h  und  c  zu  einander  senkrechte  gleich 

lange  Linien  sind,  -^  und  -^  die  gewöhnlichen  Koordinaten  des  Punktes 

Xj  also,  wenn  die  Gleichung  nicht  identisch  erfüllt  ist,  die  durch  sie 
dargestellte  Kurve  eine  algebraische  Kurve  von  n-ter  Ordnung. 

310.  Wenn  ?ß(n,  X)  ein  planimetrisches  Produkt  nullter  Stnfe 
ist,  welclies  die  gerade  Linie  X  n-mal  und  ausserdem  nur  hmstaiUe 
Punkte  und  Linien  als  Faktoren  enthält,  so  ist 

?ß(n,  X)  =  0 

die  Linien- Gleichung  einer  algebraisclien  Kurve  n-ter  Klasse,  oder  em- 
facher  ausgedrückt,  so  ist  der  geometrische  Ort  für  die  Linie  X,  weldie 
dieser  Gleichung  genügt,  ein  Ort  n-ten  Grades. 

Beweis  genau  wie  in  309. 

311.  Wenn  $»,«  ein  stereometrisches  Produkt  nuUter  Stufe  ist, 
welches  den  Punkt  x  n-mcd,  und  ausserdem  nur  konstante  Punkte,  Linien 
und  Ebenen  als  Faktoren  enthält,  so  ist 

die  Punktgleichung  einer  algebraischen  Oberfläche  n-ter  Ordnung,  oder 
191  einfacher  ausgedrückt,  so  ist  der  geometrische  Ort  f  des  Punktes  x,  welcher 
der  obigen  Gleichung  genügt,  ein  Ort  n-ten  Grades;  vorausgesetzt  jedoch, 
dass  nicht  jeder  Punkt  x  der  obigen  Gleichmig  genügt. 

Beweis.     Es  seien  a,  b,  c,  d  vier  beliebige  Punkte,  die  nicht  in 

Einer  Ebene  liegen,  zum  Beispiel  a  ein  einfacher  Punkt,  b,  c,  d  drei 

gegeneinander   senkrechte   und   gleich  lange   Strecken   (unendlich   ent-  - 

fernte  Punkte),  so  lässt  sich  (nach  232)  x  aus  a,  b,  c,  d  numerisch 

ableiten. 

Es  sei 

X  =  x^a  -{-  x^b  -{-  x^c  +  ^4^, 

wo  x^,  ^2,  x^,  x^  Zahlen  sind.  Führt  man  diesen  Ausdruck  statt  x 
in  dem  Produkt  ^n,x  überall  ein,  und  löst  die  Klammem  auf,  so  er- 
hält man  lauter  Glieder  der  Form  2la;Ja:^a;JxJ,  wo  a-|-b-|-c-|-b  =  w, 

und  21  ein  Produkt  nullter  Stufe,  also  eine  Zahl  ist.  Somit  ist  die 
entstehende  Gleichung  eine  Zahlgleichung,  welche  in  Bezug  auf  x^,  x^, 
x^,  x^  homogen  vom  w-ten  Grade  ist,  falls  nicht  etwa  die  sämmt- 
lichen  Koefficienten  9t,  ...  null  sind,  das  heisst,  der  Gleichung  durch 
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jeden  Punkt  x  genügt  wird,  was  oben  ausgeschlossen  war.    Nun  sind 
—  ,     %  —  die  gewöhnlichen  Koordinaten  des  Punktes  x,  weil  nämlich 

•A>j  M/i  «Vi 

also 

«A'«  *^1  *^1 

ist.     Somit   ist   der   geometrische    Ort   von   x   eine   Oberfläche   n-ter 
Ordnung. 

312.  TFewn  5ß(n,  |)  em  stereometrisehes  Produkt  nullter  Stufe 
ist,  welches  die  Ebene  S  n-nml  als  FaJctor  enthält,  und  ausserdem  nur 
konstante  Punkte,  Linien  und  Ebenen,  so  ist 

die  Ebenen-Gleichung  einer  algebraischen  Oberfläche  n-ter  Klasse;  voraus- 
gesetzt, dass  nicht  jede  Ebene  S  der  Gleichung  genügt 

Beweis  wie  in  311,  { denn  jeder  Flächentheil  ist  ja  ein  Produkt  von 
drei  Punkten  und  lässt  sich  daher  (nach  232,  65)  aus  vier  nicht  durch 
einen  Punkt  gehenden  Flächentheilen  numerisch  ableiten  |. 

313.  Ein  planimeirisches ,  und  ebenso  ein  stereometrisches  Produkt 
bleibt  sich  selbst  kongruent,  wenn  man  statt  eines  beliebigen  Faktors  des- 
selben einen  ihm  kongruenteyi  setzt,  oder,  { wa^  dasselbe  ist^ }  \  ihn  mit  einer  192 
beliebigen  von  Null  verschiedenen  Zahl  (einer  Grösse  nullter  Stufe)  multi- 
plicirt  oder  dividirt. 

Beweis.  Zwei  Grössen  A  und  B  heissen  (nach  2)  kongruent, 
wenn  zwischen  ihnen  eine  Gleichung  der  Form  A  =  7?  B  besteht,  in 
welcher  n  eine  beliebige  von  Null  verschiedene  Zahl  (positive  {oder 
negative},  ganze  oder  gebrochene,  rationale  oder  irrationale)  bedeutet. 
Setzt  man  nun  in  einem  Produkte  P(A),  welches  den  Faktor  A  ent- 
hält, statt  A  eine  ihr  kongruente  Grösse  nA,  so  wird  V{nK)  (nach  46) 
=  nP{K)y  also  mit  P(A)  kongruent. 

Anm.  Ein  Produkt  nullter  Stufe  ist  nach  dem  angeführten  Begriffe  dann 
und  nur  dann  einem  anderen  kongruent,  wenn  sie  entweder  beide  zugleich  null, 
oder  beide  zugleich  von  Null  verschieden  sind.  Somit  schliesst  der  Satz  dies 
ein,  dass,  wenn  man  in  einem  Produkte  nullter  Stufe  statt  eines  beliebigen  Faktors 
einen  ihm  kongruenten  setzt,  das  Produkt  null  bleibt,  wenn  es  null  war,  und 
von  Null  verschieden  bleibt,  wenn  es  von  Null  verschieden  war.  Da  es  in  der 
ganzen  folgenden  Behandlung  nur  auf  die  Kongruenz  ankommt,  so  werde  ich 
statt  der  Linientheile  und  der  Flächentheile  überall  gerade  Linie  und  Ebene  setzen. 

314.  Ein  planimctrisches  und  ebenso  ein  stcrcometrisclics  ProduJd 
bleibt  sich  selbst  kofigruent,  wenn  [man]  die  beiden  Faktoren,  aus  denen 

Grassmann,  Werke.     I.  2.  13 
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es  besteht y  vertauscht,  das  heilst  [AB]     :  [BA],  tvas  auch  A  und  B  für 
Grössen  seien. 

Beweis  nach  {114  und}  120. 

• 

316.  Ein  planimetrisches  Produkt  dreier  Punkte  oder  dreier 
Linien,  ebenso  ein  stereometrisches  von  vier  Punkten  oder  Ebenen  bleibt 
sich  selbst  kongruent,  wenn  man  seine  Faktoren  beliebig  ordnet  und  zu- 
sammenfasst 

Beweis.  Denn  da  das  Produkt  dann  (nach  114)  ein  reines  ist^ 
so  gelten  für  dasselbe  die  Sätze  120,  119. 

316.  Ein  planimetrisclies  und  ebenso  ein  stereometrisches  Produkt 
bleibt  sich  selbst  gleich,  wenn  man  zwei  unmittelbar  auf  einander  folgende, 
einander  incidentc  Faktoren  desselbeti  (namentlidi  eine  gerade  Linie  oder 
eine  Ebene  und  einen  in  ihr  liegenden  Punkt)  vertauscht. 

Beweis  nach  123. 

317.  Ein  planimetrisches  und  ebenso  ein  stereometrisches  Produkt 
19S  nullter  Stufe  bleibt  sich  selbst  kongruent,  wenn  f  man  die  Ordnung  der 

Faktoren  umkehrt,  oder  die  Reihe  beliebig  vieler  letzter  Faktoren  in  eine 
Klammer  schliesst  und  unikehrt. 

Beweis  nach  126. 

318.  Ein  stereometrisches  Produkt  von  drei  oder  vier  Punkten, 

oder  von  drei  oder  vier  Ebenen,  oder  vo7i  zwei  Punkten  und  einer  Ge- 
raden, oder  von  zwei  Ebenen  und  einer  Geraden  bleibt  sich  selbst  kon- 
gruent, wenn  man  seine  Faktoren  beliebig  ordnet  und  zusammcnfasst. 

Beweis.  Denn  da  das  Produkt  dann  (nach  114)  jedesmal  ein 
reines  ist,  so  sind  hier  die  Sätze  119  und   120  anwendbar. 

319.  Ein  stereometrisches  Produkt  \aBC^  von  einem  Punkte  a 
und  zwei  geraden  lAnien  B  und  C,  welche  sich  schneiden,  bleibt  sich 
selbst  kongruent,  wenn  man  diese  geraden  Linien  vertauscht,  das  heisst, 

[aBC]  =  [aCB], 

wenn  B  und  C  sich  schneiden.    [Dasselbe  gilt,  ivenn  man  den  Punkt  a 
durch  eine  Ebene  a  ersetzt.  \ 

Beweis  nach  124e. 

Anm.     Hiermit  sind  alle  Fälle  der  Vertauschbarkeit  für  planimetrische  und 
stereometrische  Produkte  erschöpft.     (Vgl.  124.) 

320.  Wenn  in  einem  planimetr ischen  Produkte  der  Fortn 

[xaBcD  ...], 
das  heisst,  in  welchem  auf  den  Punkt  x  abwecJisclnd  Punkte  und  gerade 
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Linien  folgen^  oder  in  dem  planimetrischen  Produkte 

[XBcD  ...], 
in  welchem  auf  die  Linie  X  abwechselnd  Linien  und  Punkte  folgen, 
kein  Faktor  dem  nächstfolgenden  incident  ist,  so  ist  dasselbe  von  NuU 
verschieden. 

Beweis.  Angenommen  sei,  dass  von  den  Grossen  x,  a,  ByC^D,,,, 
keine  zwei  aufeinander  folgende  incident  seien,  dann  sind  x  und  a  zwei 
nicht  incidente  Punkte,  ihr  Produkt  also  eine  von  Null  verschiedene, 
gerade  Linie.  Diese  gerade  Linie  ist  nicht  mit  B  incident,  da  a  nicht 
in  B  liegt,  also  ist  ihr  Produkt  [xaBli  ^^  ^^^  Null  verschiedener 
Punkt  der  geraden  Linie  B,  Dieser  kann  nicht  mit  c  zusammenfallen, 
da  c  nicht  in  B  liegt,  also  ist  ihr  Produkt  [xaBc]  eine  von  Null  ver- 
schiedene, durch  c  gehende  gerade  Linie.  Diese  kann  nicht  mit  D  zu- 
sammenfallen, da  c  nicht  in  D  liegt,  also  ist  ihr  Produkt  [xaBcD'\ 
ein  von  Null  verschiedener  Punkt  der  geraden  f  Linie  D,  und  so  weiter.  194 
Setzt  man  xa  =^  X,  so  geht  der  zweite  Theil  des  Satzes  hervor. 

321.  Wenn  in  einem  stereometrischen  Produkte  der  Form 

[xaßcS  ...], 

das  heisst,  in  welchem  auf  den  Punkt  x  abwechselnd  Puffte  und  Ebenen 
{die  hier  mit  griechischen  Buchstaben  bezeichnet  sind)  folgen,  oder  in  dem 
stereometrisdien  Produkte 

KM...], 

in  welchem  auf  die  Ebene  |  abwechsehid  Ebenen  und  Punkte  folgen,  kein 
Faktor  dem  nächstfolgenden  incident  ist,  so  ist  dasselbe  von  Null  ver- 
schieden. 

Beweis  wie  in  320. 

322.  Wenn  in  einem  stereometrischen  Produkte  der  Form 

[xABC...]  oder  [^BC...], 

das  heisst,  in  welchem  auf  den  Punkt  x  oder  die  Ebene  5  lauter  gerade 
Linien  als  Faktoren  folgen,  die  beiden  ersten  Faktoren  einander  nicht  in- 
cident sind,  und  keine  der  Linien  die  nächstfolgende  schneidet,  so  ist  das- 
selbe von  NuU  verschieden. 

Beweis.  Da  a:  nicht  in  der  geraden  Linie  A  liegt,  so  ist  [xÄ]  von 
Null  verschieden,  imd  zwar  der  durch  x  und  A  gelegten  Ebene  kon- 
gruent. In  dieser  Ebene  kann  die  gerade  Linie  B  nicht  liegen,  da  sie  sonst 
die  gerade  Linie  A  derselben  Ebene  (wenn  auch  {vielleicht)  in  imend- 
licher  Entfernung)  schneiden  müsste,  gegen  die  Annahme;  also  ist  das 
Produkt  [xAB]  der  Ebene  [xA]   und  der  geraden  Linie  B  von  Null 
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verschiedeu,  und  zwar  (nach  303)  kongruent  dem  Durchschnittspunkte 

beider.    Da  dieser  in  B  liegt,  also  nicht  in  C  (da  B  und  C  sich  nicht 

schneiden),  so  ist  das  Produkt  \xAB(.'^  eine  von  Null  verschiedene 

durch  C  gehende  Ebene,  und  so  weiter.    Der  zweite  Theil   des  Satzes 

folgt,  wenn  man  \tA]  =  |  setzt. 

Anm.  Die  angeführten  Sätze  roichen  hin,  um  die  vorher  aufgestellten  For- 
meln für  Kurven  und  ObcrHürhen  mit.  der  grC>:8ten  Leichtigkeit  zu  diskatiren, 
wozu  ich  die  folgenden  zwei  Beispiele  wähle. 

323.  Die  Gleichung  eines  Kegelsdmittes^  der  durdi  die  fünf  Punkte 
Gf  by  Cy  d,  e  geht,  von  denen  keine  drei  in  einer  geraden  Linie  liegen j  ist 

196  [xa{cd)(ab  .  de){h(:)rx]  --=  0, 

oder 

[xaBc^Dex]  =  0, 

wo  B  ==  [crf]  ,   c,  =  [ah  .  de] ,   7)  =  [/>c]_  ist. 

Beweis.  Das  Produkt  der  linken  Seite  ist,  da  die  Summe  der 
Stufonzahlen,  zwölf,  durch  drei  theilbar  ist,  von  nullter  Stufe.     Dass 

nicht  jeder  Punkt  x  der  Glei- 
chung genügt,  davon  überzeugt 
man  sich  leicht. 

Zieht  man  zum  Beispiel 
eine  Linie  ap,  die  nicht  durch 
e  geht  { vgl.  Fig.  12 } ,  und  nimmt 
an,  X  solle  in  dieser  geraden 
Linie  liegen,  aber  nicht  in  «, 
so  ist  [xa]  ~:  [/^rt],  somit 
können  wir  (nach  313)  statt 
xa  in  der  obigen  Gleichung  pa 
einsetzen,  und  erhalten 

[pal^CiDex]  =  0, 

das    heisst    |  nach    306 } ,    der 
Punkt  X   muss  in  der  geraden 
Linie    liegen,    die    durch    den 
Punkt    [paBciD]y    welcher  q 
heisse,   und   durch   den  Punkt  e  geht:   zugleich  soll  er  nach  der  An- 
nahme  in   der  geraden  Linie   np    liegen,   also  zugleich  in  qe  und  op. 
Diese   beiden  geraden  Linien   sind   {aberj   nothwendig  verschieden,  da 
c  nicht   in   ap   liegt,   also   treffen  sie   sich  nur  in   einem  Punkte,  das 
heisst,  die   gerade  Linie  np  enthält  ausser  dem  Punkte  n  nur  Einen 
Punkt,  der  der  obigen  Gleichung  genügt.    Also  genügt  ihr  nicht  jeder 
Punkt. 
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Somit  ist  der  geometrische  Ort  für  x  (nach  309)  eine  Kurve 
zweiter  Ordnung,  also  ein  Kegelschnitt.  Es  ist  nur  noch  zu  zeigen, 
dass  er  durch  die  fünf  Punkte  a ,  ...  e  geht,  das  heisst,  dass,  wenn  x 
mit  irgend  einem  der  fünf  Pimkte  a,  , . .  e  zusammenfällt,  die  Gleichung 
erfüllt  wird. 

Fällt  X  mit  a  zusammen,  so  wird  [xa]  «»  0,  also  auch  das  ganze 

Produkt;  dasselbe  gilt  für  x  ^  c,  wenn  man  die  Gleichung  (nach  317) 

in  der  Form 

\xeDc^Bax'\  =  0 

schreibt. 

Wird  x^c,  so  wird  [ca(crf)]  =  [ccrrfjc  (nach  103),  und  dies  ist 
wieder  ^  c,  da  [cad]  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  ist,  also  ist 

\ca{cd){ah  .de){hc)ec\  =  \c{ah.de)Q>c)ec\  {313} 

*  ^i{ah,de)cQ)c)ec\  [314] 

=  \{ah,de)Q)c)cec\  [316] 

=  [{ah.de)Q>c)\[cec]  {40}, 

da  \{ah,de){hc)'\  von  nullter  Stufe,  das  heisst,  eine  Zahl  ist.  Hier  ist 
\cec\  (nach  60)  =  0,  f  also  auch  das  ganze  Produkt  null.  196 

Wird  X  ^  dj  so  wird 

[da .  crf]  =  [da .  dc\  (Nr.  314)  =  [dac\d  (Nr.  103)  =  d 

Somit  wird  dann 

{da{cd){ah  .de){l)c)ed\  =  [d{ah  .de)Q)c)ed]  {313} 

^  \ah{de)d{hc)ed']  [314] 

=  [ahd{de){bc)ed\  [316] 

=  \_ald-]{{de)Q>c){de)\  [40,  {317}], 

weil  [a6d]  eine  Zahl  ist.  Aber  \de.hc,de\  ist  null  (nach  295),  also 
das  ganze  Produkt  =0.  Wird  a:  ^  6,  so  ergiebt  sich  auf  gleiche 
Weise  aus  der  umgekehrten  Gleichungsform,  dass  der  Gleichung  genügt 
wird.    Somit  sind  alle  fünf  Punkte  «,...<?  Punkte  des  Kegelschnittes. 

824.  Wenn  A,  Bj  C  drei  gerade  Linien  im  Räume  sind,  von 
denen  keine  sswei  sich  schneiden,  so  ist 

[xABCx]  =  0 

die  Gleichung  derjenigen  Fläche  aweiter  Ordnung,  auf  welcher  die  drei 
geraden  Linien  A,  B,  C  liegen. 

Beweis.  Die  Summe  der  Stufenzahlen  ist  Jacht,  also  durch  vier 
theilbar,  also  das  Produkt  als  stereometrisches  von  nullter  Stufe.  Nicht 
jeder  Punkt  x  genügt  der  Gleichimg.   Denn  legt  man  durch  die  gerade 
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Linie  A  eine  Ebene  a  [  vgl.  Fig.  13 } ,  und  nimmt  an,  der  Punkt  x  liege  tn 
dietierEbene,aberauB8erlialb.i4,8oist  \xA]^a,  also  [zABCl^laBC], 


und  zwar  von  Null  Terschieden  (nacli  322 1.  Es  ist  aber  [«B]  ein  Punkt 
and  [aBC]  die  durch  diesen  Punkt  und  die  gerade  Linie  C  gelegte 
Ebene.     Die  Gleichung 

sagt  { daher  I  aus,  dass  der  l'iinkt  x  in  dieser  Ebene  liegen  muss,  er 
liegt  aber  nach  der  Annahme  auch  in  der  Ebene  a,  also  in  beiden 
zugleich.  Beide  Ebenen  fallen  aber  nicht  zusammen,  da  sonst  A  und  V 
in  dieser  Ebene  liegen,  also  sich  schneiden  müssteo,  gegen  die  An- 
nahme. Also  muss  .1  dann  in  der  Durcbachuittskante  beider  Ebenen 
liegen,  um  der  Gleichung  zu  genügen.  Somit  genügt  ihr  nicht  jeder 
Punkt. 

Da  mm  das  obige  Produkt  von  nuUter  Stute  ist,  x  zweimal  als 
Faktor  euthUlt,  und  nicht  durch  jeden  Punkt  x  erfüllt  wird,  so  ist 
(nach  311)  der  Ort  von  x  eine  Uberfläche  zweiter  Ordnung.  In  ihr 
^^^  liegen  A  und  C,  denn  wenn  .<  in  .  1  liegt,  so  wird  f  {xA^  =  0,  abo 
das  Produkt  null,  ebenso  wenn  t  in  C  liegt  {nach  317}.  Liegt  end- 
lich X  in  B,  SU  hat  man 

[xABCx]  =  [AxBCx]  [3UJ 

=  iABxCx]  [316J 

^[AB][xCx]  {401, 

da  [ÄJl]  von  nullter  Stufe  ist;  endlich  [xCx]  (nach  60)  uuU,  also  das 
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Produkt  gleich  Null,  das  heisst,  jeder  Punkt  x,  der  in  7?  liegt,  genügt 
der^Gleichung. 

Anm.  Für  den  umgekehrten  Satz,  dass  jede  algebraische  Kurve  der  Ebene 
sich  in  Form  eines  gleich  Null  gesetzten  planimetrischen  Produktes  darstellen 
lässt,  kommt  es  darauf  an,  jede  algebraische  Funktion  der  Koordinaten  eines 
Punktes  in  Form  eines  planimetrischen  Produktes  darzustellen.  Diese  Aufgabe 
wird  gelöst  sein,  wenn  bei  irgend  einer  Methode,  die  Zahlen  räumlich  darzu- 
stellen, sowohl  das  Produkt  als  auch  die  Summe  zweier  räumlich  dargestellter 
Zahlen  durch  ein  planimetrisches  Produkt  dargestellt  werden  kann.  Das  Ent- 
sprechende gilt  für  die  algebraischen  Oberflächen. 

Für  den  ersten  Fall  wollen  wir  die  Entwickelung  so  weit  führen,  dass  aus 
jeder  gegebenen  algebraischen  Gleichung  sogleich  die  entsprechende  planimetri- 
sche  abgelesen  werden  kann. 

325.  Es  sei  c  ein  einfacher  Punkt,  a  und  b  seien  zwei  nicht  parallele 
Strecken,  und  x  ein  beliebiger  einfacher  Punkt  der  Ebene  cab  {vgl. 
Fig.  14},  und  zwar  sei  x  =  x^a  +  x^b  +  c.  ^i  sei  rf  =  a  +  &  +  c 
(das  heisst,  d  sei  in  einem  Parallelogramme,  dessen  eine  Ecke  c  ist,  und 
dessen  von  dieser  Ecke  ausgehende  Seiten  mit  a  und  b  gleich  lang  und 
gleichgerichtet  sind,  die  der  Ecke  c  gegenüberliegende  Ecke),  Wenn  dann 
(x^  und  {x^  diejenigen  [einfachen]  Punkte  der  Diagonale  cd  sind,  für 
welcJie  die  Gleichungen 


[c{xj]  :  [cd]  =  Xi,  [c{x^)]  :  [cd]  «=  r, 

gelten,  so  ist 

(x,)  =  [xbC],     (x,)  =  [xaC] 
und 
[{x,)b']  =  [xb],     [(x^)a]  =  [xa], 

wo  der  Kürze  wegen  [cd]  mit  C  be- 
zeichnet ist. 

Beweis.  Nach  221  ist,  da  die 
Punkte  c,  (Xi),  d  in  gerader  Linie 
liegen,  und  c{Xi) :  cd  =  x^  :  1  sich 
verhält, 

(x^)  —  c  =  x^{d  —  c)  =  x^ (a  -f-  b), 

da  (nach  Hypothesis)  rf  =  a  +  fe  -j-  c 
war;   also 


Fig.  14. 


jc,a 


folglich 
und 


(x,)  =  x^a  +  x^b  +  c, 
[{x,)b]  =  [{x,a  +  c)b] 


167) 
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\xh\  =  [(t,  a  +  r,  h  +()h\  [Hypothesis] 

=  hr,a  +  r)/.|  [67], 

Folglich 

\ir,)h]  =  \.ih\. 

198  Hier  ist  [xh]  eine  gerade  Linie,  welche  durch  a  mit  6  parallel  ge- 
zogen ist;  in  dieser  Linie  lieirt  nach  der  letzten  Gleichung  der  I'unkt 
(Xj)',  es  liegt  derselbe  aber  nach  der  Voraussetzung  auch  in  der  Ge- 
raden cd  oder  Cy  also  im  Durchschnitt  beider,  folglich  ist 

U,)   ■   {xhC\. 

Aus  gleichem  Grunde  ist  [(x^)«]  =  [xa]  und  (Xj)  se".  [xaC]. 

326.  Wenn  a,  h,  c,  d  dieselbe  Bedeutung  wie  im  vorigen  Satze 
haben,  und  p,  q  zwei  beliebige  Zahlen  sind  und  man  ähnlich  wie  im 
vorigen  Satze,  unter  (;>),  (ry),  {pq)  diejenigen  {einfacheti}  Punkte  der  ge- 
raden Linie  cd  versteht,  für  welche  die  Gleichungen 

(a)  \c{p)]  :  [crfl  —  1) ,     [c(q)]  :  [crf]  «  ^ ,     lc{pq)]  :  [cd]  —  pq 
gelten  (vgl.  Fig.  15),  so  ist,  wenn  dir  Kürze  wegen 

(b)  bli^\  =  A,     [db]  =  B,     [dr\  =  C 
gesetzt  sind, 

(pq)  -  [{p)aBc{{q)b)aC]  r:  {{p)hAc{{q)a)bC] 
[{vq)<^\--\ip)aBc{{q)b)a] 
[(pq)h\:     \(p)bAc{i!i)a)h\, 

Beweis.  Setzt  man  in  die  dritte  der  Gleichungen  (a)  für;)  und  q 
ihre  Werthe  aus  den  beiden  ersten,  so  erhält  man  die  Proportion 

\<\m)\  ■■  Hr)]  =  ['•(?)! :  \c((\. 

Aus  dieser  Proportion  und  daraus,  dass  die  fünf  Punkte  c,  (Z,  {p),  iq)j(pq) 
in  gerader  Linie  liegen,  folgt  sogleich,  wenn  wir  den  Punkt  {pq)  der 
Kürze  wegen  mit  r  bezeichnen,  dass  <:  der  Aehnlichkeitspunkt  der 
beiden  Punktvereine  r,  {q)  und  (/>),  d  ist.  Zieht  man  daher  über  den 
Grundseiten  ;-(7)  und  {p)d  die  parallelen  Dreiecke  r{q)v  und  (p)df) 
so  ist  c  auch  Aehnlichkeitspunkt  dieser  Dreiecke,  folglich  liegen  die 
entsprechenden  Punkte  e  und  /'  mit  r  in  gerader  Linie,  wodurch  r  ge- 
funden werden   kann. 

Nimmt  man  ins  Besondere  re  imd  {2))f  parallel  mit  a,  und  {q)€ 
und  df  parallel  mit  h,  so  wird 

f-    \{p)a.db]  =  [{p)aE], 

da  [db]  ==  B  gesetzt  war;  ferner 
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Fig.  13. 


(MJ'^* 


da  [de]  =  C  gesetzt  war,  und  endlich 

lra]  =  [ea], 

was  sich  alles  unmittelbar  ergiebt,  wenn 
man  die  betreffende  Figur  zeichnet  {s.    ^ 
Fig.  15}. 

Setzt  man  in  die  letzten  beiden  Glei- 
chungen die  Werthe  aus  den  beiden  ersten 
ein,  so  erhält  man 

r  =  [(p)aSci{q)l)aC-\ 
[ra-]~[(p)aBciiq)b)a], 

und  setzt  man  in  der  obigen  Beweis- 
führung überall  b  statt  a  und  umgekehrt, 
und  Ä  statt  i?,  so  erhält  man 

r  =  [ip)bAc{(q)a)bC] 
[rb]  =  [(p)bAci{g)a)b], 

und  dies  sind,  da  r  =  (pq)  ist,  die  zu 
erweisenden  Gleichungen. 

327.     Wenn   a,  h,  c,  d,  A,  B,  C 
die  Bedetdung  haben  tme  im  vorigen  SaUse 
und  Pj  q,  a,  b  beliebige  Zahlen  sind,  jedoch  mit  der  Beschränkung,  dass 
a  -f-  b  von  Null  verschieden  sei,  wenn  ferner 

ist,  und  wie  vorJier  (p),  (q),  (r)  diejenigen  {einfachen}  Punkte  der  ge- 
raden Linie  [cd]  ^  C  sind  { vgl.  Fig.  16 } ,  welche  den  Gleichungen 

(b)  [c(l>)]:[crf]=p,     [c(g)]  :  M]  =  <z,     [c(r)]  :  [cd]  =  r 

genügen,  so  ist 

{r)=[{p)aiiq)bXaa-bb)C]. 

Beweis.     Substituirt  man  in  der  Gleichung  {a -j- b)r  =:  ap-{'bq 
statt  p,  q,  r  ihre  Werthe  aus  (b),  so  erhält  man 

(a  +  b)[c(r)]  =  a[c(p)^  +  b[c(g)], 

oder,  da  alles  in  derselben  geraden  Linie  liegt, 
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(a) 


also 

(•) 


(a  +  b)  ((r)  -c)^a  ((p)  -e)  +  b  (fo)  -  c)  [222,  { Zusatz }  ] , 
(0  +  i)ir)  -  aO>)  +  Hq), 
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Fig.  16. 
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das  heisst  { nach  223  Anm. }  ^  (r)  ist  der  Schwerpunkt  zwischen  den  viel- 
fachen Punkten  Q  (;;)  und  b  {q).  Zieht  man  nun  von  (q)  die  Parallele  mit  b, 

und  von  (p)  die  Parallele  mit  a, 
welche  sich  in  e  schneiden,  und 
ebenso  yon  d  und'e  die  Parallelen 
mit  h  und  a,  welche  sich  in  /' 
schneiden,  so  sind  die  Dreiecke 
dfc  und  (q)c(p)  parallel,  und  also 
ähnlich,  und  es  ist  femer  d — f=  b 
und  t  f  —  c  =  a.  Wenn  also 
(q)  —  e  =  m{d  —  /*)  ist,  wo  m 
eine  Zahl  bedeutet,  so  ist  { auch } 
e  —  (/>)  =  m{f  —  c),  das  heisst^ 
es  ist  dann  (q)  —  e  =  mb, 
e —  (j))  =  mrt .  Femer,  wenn  man 
zu  der  obigen  Gleichung  (*)  auf 
beiden  Seiten  —  (a  -}-  V)€  hinzu- 
fügt, so  erhält  man 

(a  +  b)((r)  -  c)  = 

=  a((i))-e)  +  b((g)-.c) 

=  —  maa  +  mbb 

=  —  m\aa —  bb), 

Multiplicirt  man  beide  Seiten  planimetrisch  mit  r,  so  erhält  man 
(nach  i>7) 

also 

[e(r)]     -  [eiaa  -  U)]  [2\, 

das  heisst,  (r)  liegt  in  der  geraden  Linie  [c(aa  —  bb)],  aber  (nach  der 

Annahme)  auch  in  der  geraden  Linie  C,  also  im  Durchschnitt   beider 

Linien,  das  heisst, 

(r)     -[ciaa  -bh)C\. 

Nun  ist  aber  nach  der  angegebenen  Konstruktion  r  der  Durch- 
schnitt der  geraden  Linien  [(p)«]   und    [(7)/^],  also    c  ~~:[{p)a.  {q)b], 

folglich 

ir)^[ip)a{i,i)b)iaa-U)(T\. 

Anm.  Wenn  auf  die  angegebene  Weise  die  Zahlen  durch  Punkte  der  i^o- 
raden  Linie  cd  dargeHtcllt  sind,  so  lässt  sich  nach  den  beiden  yoiigen  Sätzen 
sowohl  die  Summe  als  auch  das  Produkt  zweier  Zahlen,  also  auch  jede  beliebige 
ganze  Funktion  von  Zahlen  durch  ein  planimetrisches  Produkt  darstellen,  welches 
aus  den  Punkten  a,  b,  c,  d  und  aus  den  die  gegebenen  Zahlen  darstellenden 
Punkten  zusammengesetzt  ist.    Hiermit  wäre  schon  der  Satz  bewiesen,  dass  jede 


.n« 
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algebraische  Kurve  in  der  Ebene  sich  durch  ein  gleich  Null  gesetztes  planimetri- 
sches  Produkt  darstellen  lässt.  Doch  soll  im  Folgenden  noch  gezeigt  werden, 
wie  man  unmittelbar  aus  der  gegebenen  algebraischen  Gleichung  der  Kurve  jenes 
planimetrische  Produkt  herleiten  kann. 

328.    Wenn  a  und  b  [zwei  nicht  parallele]  Strecken  sind,  c  ein  ein- 
facher Punkt  und 

eir=  a-}- t  +  c,  A^lda],  B^[dh],  C^[dc],  x  =^  x^a -{- x^b -\' c 

ist,  so  ist  die  Gleichung 

f(xi,  x^)  =  ax'^x^  +  hxPxl  +  cx[oif^  + h  ta:Jrr^  =  0, 

in  welcher  die  Summe  der  Koefficienten  von  Null  verschieden  ist, 
für  alle  endlich  entfernten  Punkte  x,  gleichbedeutend  der  Gleichung 

[Pc]  =  0, 

WO,  wenn  die  Glieder  von  f{x^,  x^)  so  geordnet  sind,  dass  f  die  Summen  201 
a  +  b,  a  +  b  +  c, . . .  alle  von  Null  verschieden  sind, 

(a)  P  ^  \LL^a^GaL^a^CaL^a^Ca  . . .  Ljtak] 

j  a^  =  aa  —  hb,  o^  =  (a  +  b)a  — et,  ... 
(^)  (  ak  =  (a  +  h-{ [-x)a  —  tb 

(c)  L=[rr6SR"Ca3ir'] 

(d)  L,  =  [xa^iCbW^'],  L^  =  [xa%CbW],...,  L,=[xa%Cb^'^'] 

ist,  und  9i  die  Beihe  der  fortschreitenden  Faktoren  A,  c,  xa,  b,  und  91^ 
die  Reihe  der  fortschreitenden  Faktoren  B,  c,  xb,  a  bezeichnet,  so  dass 
also  für  jede  Linie  X 

(e)  [Xm]  =  [XAc(xa)bl  [X%']  =  [XBc{xb)a] 

ist 

Beweis.     Bezeichnen  wir,  wenn  p  eine  beliebige   Zahl  ist,  mit 
{p)  denjenigen  {einfachen)  Punkt  der  Linie  cd,  für  welchen 

(*)  [c(p)]  :  [cd]  =  p 

ist,  so  erhalten  wir  (nach  325) 

(**)  [(^i)&]  =  [^t],   [(a;,)a]  =  [ica], 

und  (nach  326),  wenn  p  eine  beliebige  Zahl  ist, 

[ipx,)b]  =  [ip)bÄci(x,)a)b]  =  [{p)bAc(xa)b-\  [**] 

-[(p)6!ft]  [e]. 

Tritt  zu  2^ ^2  noch  ein  Faktor  x^  hinzu,  so  tritt  zu  (p)&9l  noch 
einmal  die  Faktorreihe  9i  hinzu,  und  so  weiter,  also  ist 
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(***)  [{pxl)h]:     U}>)bn']; 

and  ebenso  erhält  man,  indem  man  x^  und  h  mit  Xi  und  a,  also  9) 
mit  SR,  vertauscht, 

(****)  [o>^;')«i  -\ip)^^l^' 

Also,  wenn  p  =  x^  ist,  also  |(;')^]     -  LO'i)'^]  '-'-^  [^^]  (nach  **),  so  wird 

Indem  wir  diesen  Ausdruck  mit  C  multipliciren,  erhalten  wir  den 
Punkt  (x^arj),  das  heisst, 

(x^xD^lxb^'C], 

Führt   man   daher   x^x\   statt  p  in  die  Formel  (****)  ein,  nachdem 
man  in  dieser  m  —  1  statt  n  gesetzt  hat,  so  erhält  man 

[(a:i'a:J)a]       [xb'SC  C  a'Sir']  —  L  [c]. 

Ebenso  findet  man 

[{iUl)a\  =~  [xbm' Ca  SRr ']  , 

oder,   indem  man  a  mit  t,  also  auch  x^  mit  x^y  p  mit  g,  91  mit  St, 

umwechselt, 

202  [Ma;|)?>]  ^  [xa^lChW]  "-  L,, 

und  ebenso 

[(^ia;J)6j  =  i.,  . . .,  [(^r^a)^]  ^"  Li, 
Um  nun  den  Ausdruck  für  ({CiXiXi  +  ba:f  :r|) :  (a  +  6))  zu  finden, 

hat  man  nur  in  327  x'i  x\  und  x[xl  statt  j;  und  q  und  also  L  und  i, 
statt  [Oj)ö]  und  \{q)h]  zu  setzen,  und  erhält 

(ifix^xl  +  bicf:r|) :  (a  +  b))  -e  [Li:,(aa  -  U)C'\ 

si\LL,a^\  [b]. 

Um  ferner  den  Ausdruck  für  {{axixl  +  ^xlxl  +  ca;iar2):(a  +  b4-0) 
zu  finden,  hat  man  nur  in  327  den  Ausdruck  {(x^xl^x\-\-hxiX%):{iX'\-ii) 
statt  pj  und  x^^x^^  statt  (/,  und  also  L^  statt  (g)6  und  zugleich  a  +  b 

statt  a,  und  c  statt  b  zu  setzen,  und  erhält 

({fix\'x\  +  bx/'x!  +  ixW^) :  (a  +  b  +  c»  .:    [/.L.^/^Crt^a^C], 
da  (jx  '\-'b)a  —  c?>  =  rr^  gesetzt  war,  und  so  fort;  endlich 

({Cix^xl  +  lx?x\  +  cx;4  +    •  •  +  ficlx^) :  (a  +  b  +  c  +  . . .  +  t))  -"- 

^  [LL^a^CaL^a^Ca  . . .  LkQkC^ 

=  [PC]  [8]. 

Also 

(/•(x, ,  X,) :  (0  +  b  +  c  +  •  • .  +  l))  =  [PC]. 
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Ist  nun  fipr^,  x,)  =  0,  so  hat  man  (0)  ^i  [PC].  Aber  nach  (*) 
ist  [c(0)]  :  [cd]  =  0,  also  der  Dividend  \c(Oy\  gleich  Null,  das  heisst, 
der  Punkt  (0)  fällt  mit  c  zusammen,  somit  erhalten  wir  dann  c^^  [PC], 
das  heisst,  c  ist  der  Durchschnittspunkt  der  geraden  Linien  P  und  C; 
er  liegt  also  auch  in  P,  das  heisst  (nach  293), 

[Pc]=-0. 

Umgekehrt,  wenn  diese  letzte  Gleichung  erfüllt  wird,  so  liegt 
c  in  P,  aber  (nach  Hypothesis)  auch  in  C,  also  ist  c^ilPC^y  das 
heisst,  der  zu  der  Zahl  fixyy  x^)  :  (a  +  ^  +  *  •)  gehörige  Punkt  liegt 
in  c,  das  heisst,  jene  Zahl  ist  null,  also  ihr  Zähler  f(Xi,  x^  =  0. 

329.  Wenn  alle  übrigen  Voraussetzungen  des  vorigen  Satzes  be- 
stehen bleibenj  aber  jetzt  angenommen  wirdj  dass  die  Stimme  der  Koeffi- 
cienten  (a  +  b  +  •••  +  f)  null  sei^  so  ist  die  Gleichung 
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[L L,  a^ CaL^a^Ca  . . .  ii^iöt—iZiC]  =  0, 

wo  die  einzelne^i  Buchstaben  dieselbe  Bedexdung  haben  j  wie  im  vorigen 
Satze,  und  die  Glieder  in  f{x^,  x^)  auch  hier  so  geordnet  sind,  dass 
die  Summen  a  +  b,  a  +  b  +  c,...  alle,  mit  Ausnahme  der  letzten 
(a  +  b  +  c  +  •  •  •  +  f)>  '^on  Null  verschieden  sind. 

Beweis.  Man  kann  durch  Division  mit  dem  Koefficienten  des 
letzten  Gliedes  die  Gleichimg  f{x^ ,  ^2)  =  ^  ^^^  ^^^  Form  bringen,  dass 
der  Koefficient  (f )  des  letzten  Gliedes  —  1  wird ;  dann  ist  die  Summe 
der  übrigen  Koefficienten  +  1  •  Es  sei  das  { so  hervorgehende }  letzte 
Glied  {gleich}  — h  und  die  Summe  der  übrigen  sei  g,  so  ist  die  Glei- 
chung f{x^,  x^)  =  0  gleichbedeutend  der  Gleichung  g  —  A  =  0,  oder 

g  =  A. 
Dann  ist  nach  der  Entwickelung  des  vorigen  Satzes 
(g)  :^  [LL^ayCaL^a^Ca  ...  Li^iax— iC], 
(A)i.:[L*C]. 

Da  nun  g  =  h  ist,   so  sind  auch   die  Punkte  (g)  und  (h)  kongruent, 

also 

[LL^a^CaL^o^Ca  ...  Lit-ior*— iC]  ^  [i*C]. 

Diese  Kongruenz  sagt  aus,  dass  der  durch  die  linke  Seite  dargestellte 
Punkt  in  dem  Durchschnitte  der  Linien  Z*  und  G  liege,  also  namentlich 
auch  in  Li  liege,  das  heisst  (nach  293), 

[LL^Oi  CaL^a^Ca  . . .  Lk—iak—iCLk]  =  0 

sei.    Hier  kann  man  (nach  315)  auch  die  beiden  letzten  Faktoren  ver- 
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tauschen,  wodurch  die  zu  erweisende  Gleichung  hervorgeht;  umgekehrt 
folgt  aus  dieser  letzten  Gleichung  wieder  (j  =  h,  also  /*(x,,  x^  =  0. 

Aum.  Eh  ist  leicht  zu  ersehen,  dass  man  in  den  vorhergehenden  Sätzen, 
statt  a  und  b  als  Streckeu  und  c  als  einfachen  Punkt  anzunehmen,  auch  allge- 
meiner rt,  h  und  c  als  drei  beliebige,  nicht  in  Einer  geraden  Linie  liegende  Punkte 
hätte  annehmen  können,  wobei  dann  die  Bedingung,  dass  .r  ein  endlich  entfernter 
Punkt  sein  sollte,  ersetzt  wird  durch  die  andere,  das»  x  nicht  in  der  geraden 
Linie  ah  liege. 

Der  Grund  für  die  Zulässigkeit  dieser  Verallgemeinerung  liegt  darin,  dass 
(nach  110)  die  Gesetze  der  auf  ein  Hauptgebiet  bezüglichen  Multiplikation  alle 
unverändert  bestehen  bleiben,  wenn  man  statt  der  ursprünglichen  Einheiten 
204  ^t  ^t  c  drei  andere  aus  ihnen  -]-  numerisch  ableitbare  wählt,  wobei  die  dort  auf- 
geführte Bedingung,  dass  das  kombinatorische  Produkt  jener  sowohl  als  dieser 
Einheiten  1  sei,  hier,  wo  es  nur  auf  die  Kongruenz  ankommt,  wegfällt. 

Betrachtet  man  die  Formen  der  Gleichungen  in  328,  so  zeigt  sich  leicht,  dass 
die  planimetrische  Gleichung  [i'cj  «  0  in  Bezug  auf  x  vom  so  vielten  Grade  ist, 
als  die  Summe  aller  Exponenten  in  der  algebraischen  Gleichung  /'=»  0  beti^gt;  denn 
die  Faktorenreihen  9i  enthielten  den  Punkt  x  nur  je  einmal,  und  die  Grössen  L 
waren  daher  mit  den  Gliedern  der  Funktion  /'  nach  der  Reihe  von  gleichem 
Grade.  Das  Produkt  [Pc|,  welches  jede  dieser  Grössen  L  einmal  als  Faktor 
enthält,  und  ausserdem  nur  konstante  Faktoren,  ist  daher  in  Bezug  auf  x  vom 
80  vielten  Grade,  als  die  Summe  der  Gradzahlen  aller  Glieder  von  f  beträgt,  also, 
sobald  f  mehr  als  ein  variables  Glied  enthält,  von  höherem  Grade  als  f.  Es  sei 
n  der  Grad  der  Funktion  /",  und  w  -f  jp  der  Grad  des  Produktes  [Pc] .  Da  nun 
die  Gleichungen  \Pc]  =>  0  und  /  =  0  (nach  828)  för  alle  Punkte  x ,  die  nicht  in 
der  (unendlich  entfernten)  Geraden  ah  liegen,  ganz  gleichbedeutend  sind,  so  kann 
die  Differenz  des  Grades  nur  darin  liegen,  dass  die  Gleichung  [PcJ  ==  0  noch 
p  Linien  darstellt,  welche  in  ah  fallen. 

Um  diese  Verhältnisse  genauer  zu  überschauen,  führe  ich  statt  x  den 
Punkt  y  ein,  und  setze  y  =  ua  -\-  vh  -^  w c ^  wo  w,  r,  ic  Zahlen  sind,  und  setze  die 
ursprünglichen  Koordinaten  von  x  beziehlich  gleich  u :  w  und  v :  w.  Dann  wird 
y  =  xiVj  also  ?/  =  ic,  falls  nicht  iv  null  ist.  Dieser  Fall,  wo  w  =  0  ist,  ist  aber 
derselbe,  wo  y  =  ua  •■\-  vh,  das  heisst,  y  ein  Punkt  der  Linie  ah  ist,  also  der- 
selbe, welcher  in  328  ausgeschlossen  war.  In  allen  dort  zugelassenen  Fällen  wird 
also  das  Produkt,  welches  aus  [Pc]  hervorgeht,  indem  man  hierin  y  statt  x  setzt, 
und  welches  ich  mit  Q  bezeichnen  will,  mit  [Pc]  kongruent  (nach  313).     Multi- 

plicirt  man  die  Funktion  n-ten  Grades  /'  mit  w'\  so  geht  aus  /",  da  die  darin 
enthaltenen  Variabein  u  :  iv  und  v  :  w  waren,  eine  homogene  Funktion  n-ten  Grades 
hervor,  welche  ich  mit  F  bezeichnen  will,  und  welche  für  dieselben  Fälle  null 
wird,  für  welche  f  null  wurde.  Also  ist  für  den  Fall,  dass  y  nicht  in  ah  liegt, 
das  heisst,  ic  nicht  null  ist,  die  Gleichung  ^  =  0  gleichbedeutend  mit  der  Glei- 
chung F=^0.     Da  aber  die  erstere  vom  (n -|- i?)-ten,   die  letztere  vom  n-ten 

Grade  ist,  so  muss  die  Gleichung  (J  =  0  in  allen  Fällen  der  Gleichung  w^F=^0 
gleichbedeutend  sein,  also 

Q  =  w^F=\ahyyF; 

letzteres,  weil  aus  y  =  na  -^^  vh  -\-  ivc  folgt  w  ^  [a&y].  Es  muss  also  Q  durch 
{ahyy  th eilbar  sein. 
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Es  käme  daher  darauf  an,  das  planimetriscbe  Produkt  Q  in  ein  kongruentes 
Produkt  zu  verwandeln,  welches  von  diesen  Faktoren  [aby]  befreit  sei.  Allein, 
da  diese  Beduktion,  wenn  sie  überhaupt  ausführbar  ist,  in  der  Regel  auf  grosse  205 
Schwierigkeiten  stQsst,  so  ist  es  zweckmässig,  zuerst  die  algebraische  Gleichung 
durch  Veränderung  des  Koordinatensjstemes  so  umzugestalten,  dass  sie  möglichst 
wenig  variable  Glieder  enthält,  ehe  man  zm*  Ableitung  der  planimetrischen  Formel 
schreitet.  So  zum  Beispiel  lässt  sich  die  Gleichung  dritten  Grades  auf  die  Form 
pqr  ==»  ms^  bringen,  wo  p,  q,  r,  8  lineare  Funktionen  der  Koordinaten  sind,  und 
m  eine  konstante  Zahl  bezeichnet.  Verlegt  man  dann  durch  Projektion  die  gerade 
Linie,  deren  Gleichung  s  =  0  ist,  ins  Unendliche,  so  wird  die  Gleichung 

pqr  =  w, 

welche  nach  den  obigen  Regeln  umgewandelt,  eine  geometrische  Gleichung  dritten 
Grades  liefert,  welche  die  Form 

[xaBc{xb)aCdEfx]  =  0 

besitzt  und  bei  jeder  Projektion  bestehen  bleibt,  also  auch,  wenn  man  der  ins 
Unendliche  verlegten  Linie  durch  Projektion  wieder  die  ursprüngliche  Lage  giebt. 
Es  hat  keine  Schwierigkeit,  die  hier  entwickelten  Principien  auch  auf  die 
Oberflächen  im  Räume  zu  übertragen;  doch  muss  ich,  um  hier  nicht  zu  weiÜäuftig 
zu  werden,  auf  meine  Abhandlungen  in  Crelle's  Journal,  namentlich  auf  Band  49, 
S.  1  u.  f.  { Abhandlungen  über  die  lineale  Erzeugung  von  Oberflächen }  verweisen. 

§  7.     Innere  Multiplikation  in  der  Geometrie. 

330.  Erklärung.  Für  die  innere  Multiplikation  nehme  ich  als 
ursprüngliche  Einheiten  im  Räume  stets  drei  zu  einander  senkrechte 
und  gleich  lange  Strecken  (^,,^2,^3),  in  der  Ebene  deren  zwei 
(e^  und  €2)  an,  und  zwar  nehme  ich  die  Längen  dieser  Strecken  als 
Einheit  der  Längen  an,  und  [ejCgeg]  und  in  der  Ebene  [e^e^^  als  Ein- 
heit der  Körper-  oder  Flächenräume. 

Anm.  Hierdurch  sind  also  alle  *von  dem  Begrifie  der  inneren  Multi- 
plikation abhängigen  Erklärungen  und  Sätze  (Nr>  137  — 215)  auch  auf  die  Geo- 
metrie übertragen. 

331.  Für  die  Ebene  fällt  der  Begriff  der  Länge  mit  dem  des 
numerischen  WertlieSy  der  Begriff  des  SenIcrechteH  mit  dem  des  Normalen, 
und  der  Begriff  der  Drehung  um  den  Winkel  a  mit  dem  der  circulären 
Aenderung  um  den  Winkel  a  zusammen,  wobei  der  Winkel  als  positiv 
anzunehmen  ist,  wenn  sein  zweiter  Schenkel  vom  ersten  at4S  nach  der- 
selben Seite  liegt,  une  die  zweite  Einheit  {e^  von  der  ersten  (e^)  aus. 

Beweis.  1.  Alle  im  Satze  genannten  analytischen  Begriffe  (normal,  206 
numerischer  Werth,  circuläre  Aenderung)  sind  (in  151  — 154)  an  den 
Begriff  des  inneren  Produktes  {geknüpft},  und  dieser  wiederum  (nach 
137)  an  den  der  Ergänzung  (89  und  90).  Die  Ergänzung  von  a  war 
mit  a  bezeichnet.  Ich  zeige  daher  zuerst,  dass,  wenn  a  ==  a^^ej  -f-  ajgCjj 
eine  beliebige   Strecke  der  Ebene  ist,  dann  \a  gegen  a  senkrecht  und 
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mit  n  gleich  lang  ist,  und  von  a  aus  nach  derselben  Seite  liegt,  wie 
c^  von  c^. 

Es   sei  AB  mit  x^c^   gleich  lang  und  gleichgerichtet,  BC  mit 
x^c^j  AD  mit  x,  tfj,  und  DE  mit  x^\e^  (vgl.  Fig.  17).    Nach  89  ist 


Fig.  17. 


|ej  ==  ^2,  und  i^'j;  =  —  r,,  also  ^Z)  =  TjC^,  Z)-E=  —  a^jCi.  Da  nun 
(nach  330)  r?,  und  e^  gleich  lang  sind,  so  ist  auch  x^c^  mit  x^^c^  gleich 
lang,  das  heisst,  AD  mit  AB,  und  ebenso  — x^c^  mit  ar^r^  gleich 
lang,  das  heisst,  DE  mit  J?C.  Da  ferner  (nach  330)  c^  zu  c^  senk- 
recht ist,  so  ist  auch  x^c.^  zu  x^e^  senkrecht  und  — x^r,  zu  x^(\,  davS 
heisst,  JBC  zu  AB  und  /^A'  zu  ^7),  folglich  sind  die  Dreiecke  ABC 
und  ADE  kongruent  (durch  zwei  Seiten  und  den  eingeschlossenen 
Winkel),  also  AC  gleich  laug  mit  AE.  Femer  liegt  aber  auch  <?j 
von  f,  aus  nach  derselben  Seite,  wie  — r^  von  r^  aus,  also  auch  BG 
von  AU  aus  nach  derselben  Seite,  wie  DE  von  AD  aus,  das  heisst, 
die  Winkel  BAC  und  DAE  sind  auch  dem  Zeichen  nach  gleich. 
Nun  ist  LCAE=  LCAD+  LDAE=  LCAD  +  LBAC  (wie  oben 
gezeigt)  =  LBADj  das  heisst,  AE  steht  senkrecht  auf  AC\  und  zwar 
nach  derselben  Seite  hin,  wie  AD  von  AB  aus,  also  auch  wie  c^ 
von  Cj  aus.  Es  ist  aber  (nach  220)  AC  mit  x^e^  +  x^c^j  das  heisst, 
mit  a  gleich  lang  und  gleichgerichtet,  und  AE  mit  x^  e,  +  x^c^,  das 
heisst,  mit  a  (nach  90).  Also  ist  a  mit  rr  gleich  lang,  und  steht 
auf  a  senkrecht  nach  derselben  Seite  hin  wie  c^  auf  c^, 

2.  Numerischer  Werth  von  a  ist  (nach  151)  die  positive  Quadrat- 
wurzel aus  [rtjflf],  wobei  (nach  89)  das  Produkt  [^i^g]  als  Einheit  ge- 
setzt ist.  Nun  ist  \n  d\  (nach  254)  einem  Parallelogramme  gleich 
(auch  dem  Zeichen  nach),  dessen  erste  Seite  mit  a,  und  dessen  zweite 
mit    a  gleich  laug  und  gleichgerichtet  ist.    Dies  Parallelogramm  ist 
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(nach  Beweis  1)  ein  Quadrat,  welches  dem  (nach  330)  als  Einheit  an- 
genommenen Quadrate  [e^e^^  gleichbezeichnet  ist.  Ist  nun  die  Länge 
von  f  a  (e^  als  Längeneinheit  genommen)  gleich  a,  so  ist  der  Inhalt  207 
des  Quadrates  über  a  gleich  «*,  und  die  positive  Quadratwurzel  daraus 
a,  das  heisst,  }/[a|a]  ==  a ,  also  wirklich  der  numerische  Werth  gleich 
der  Länge. 

3.  Nach  152  heissen  zwei  Strecken  a  und  b  normal  zu  einander, 
wenn  [a|6]  =  0  ist,  das  heisst  (nach  245),  wenn  a  mit  \b  parallel  ist; 
nun  ist  (nach  Beweis  1)  \b  senkrecht  auf  &,  also  auch  das  mit  \b 
parallele  a  senkrecht  auf  b.  Ebenso  folgt  umgekehrt,  dass,  wenn  a  auf  b 
senkrecht  ist,  a  mit  \b  parallel  ist;  dann  ist  aber  (nach  245)  [a\b] 
gleich  Null,  also  a  zu  6  normal.  Der  Begriff  des  Senkrechten  fällt  also 
(in  der  Ebene)  mit  dem  des  Normalen  zusammen. 

4.  Wenn  a  und  b  einander  numerisch  gleich  und  zu  einander 
normal  sind  {vgl.  Fig.  18},  und  sich 

a  in  a'  =  a  cos  a  +  6  sin  a , 


Fig.  18. 


und 


b  in  V  =  b  cos  a  —  a  sin  a 


a- 


verwandelt  hat,  so  hiess  das  (nach 
154),  der  Verein  der  Strecken  a  und  b 
habe  sich  von  a  nach  b  hin  circulär 
um  den  Winkel  a  geändert  Es  sei 
AF  mit  a  und  AG  mit  b  gleich 
^  >^F  lang  und  gleichgerichtet,  also,  da  a 
und  b  einander  numerisch  gleich 
und  zu  einander  normal  sind,  so  ist 
(nach  Beweis  2  und  3)  J.6r  mit  AF  gleich  lang  und  auf  AF  senkrecht. 
Man  trage  an  -4  J  und  an  J.6r  nach  derselben  Seite  hin  den  Winkel  a 
an,  und  mache  die  zweiten  Schenkel  AC  und  AF  gleich  lang  mit  AF^ 
fälle  von  C  das  Loth  GB  auf  ^-F  und  von  F  das  Loth  FD  ^\&  AG, 
so  ist  AB  mit  acosa,  BC  mit  6  sin  a,  AB  mit  &  cos  a,  BF  mit 
—  a  sin  a  gleich  lang  und  gleichgerichtet,  also  (nach  220)  AQ  mit 
a  cos  a  +  &  sin  a,  das  heisst  mit  a',  und  AF  mit  b  cos  a  —  a  sin  a, 
das  heisst,  mit  b'  gleich  lang  und  gleichgerichtet;  d  und  V  gehen  aber 
nach  der  Konstruktion  aus  a  und  b  durch  Drehung  um  den  Winkel  a 
hervor;  folglich  fällt  der  Begriff  der  Drehung  um  den  Winkel  a  mit 
dem  der  circulären  Aenderung  um  diesen  Winkel  zusammen. 

Anm.  Dieselbe  Schlussreihe  ist  also  für  jede  Ebene  anwendbar,  in  welcher 
zwei  Strecken  a  und  h  enthalten  sind,  für  welche  dieselben  Voraussetzungen  ge- 
macht sind,  wie  für  e^  und  e, . 

Qraiimann,  Werke.    I.  S.  14 
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332.     Das  Normalsystem  im  Räume  ist  identisch  mit  dem  Verein 
20810»  drei  gegeneinander  senkrechten  und  gleich  langen  f  Strecken,  und 
zwar  ist  die  Länge  dieser  Strecken  gleich  dem  numerisdien   Werthe  des 
Normnlsystems, 

Beweis.  1.  Das  System  der  ursprünglichen  Einheiten  fj,  ^j,  fj 
bildet  (nach  102)  ein  einfaches  Normalsystem,  und  e^y  e^,  e^  sind  (nach 
330)  auf  einander  senkrecht  und  von  der  Länge  der  Einheit.  Jedes 
andere  einfache  Normalsystcm  von  drei  Strecken  lasst  sich  (nach 
161,  |229})  aus  jenem  Normalsystem  durch  circuläre  Aenderung  ab- 
leiten. Hat  man  nun  ein  einfaches  Normalsystem  a,  b,  Cy  in  welchem 
a,  by  c  auf  einander  senkrecht  und  von  der  Länge  Eins  sind,  so  be- 
steht die  circuläre  Aenderung  darin,  dass  irgend  zwei  derselben,  zum 
Beispiel  a  und  b  sich  um  einen  in  der  Ebene  ab  liegenden  Winkel  a 
ändern;  nun  haben  wir  in  331  (vgl.  Anm.)  gezeigt,  dass  die  dadurch 
hervorgehenden  Strecken  a  und  b'  wieder  auf  einander  senkrecht 
stehen,  und  die  Länge  Eins  haben;  aber  auch  c  steht  auf  ihnen  senk- 
recht, denn  da  nach  der  Annahme  c  auf  a  und  b  senkrecht  steht,  so 
steht  c  auch  auf. allen  Linien  der  Ebene  ab,  also  auch  auf  a'  und  V 
senkrecht;  das  heisst,  aus  einem  Normalsystem,  dessen  drei  Strecken 
auf  einander  senkrecht  stehen,  und  von  der  Länge  der  Einheit  sind, 
geht  durch  einfache  circuläre  Aenderung  wieder  ein  Normalsystem  von 
derselben  Art  hervor,  also  auch  durch  wiederholte  circuläre  Aenderung. 
Also  geht  namentlich  aus  dem  Normalsystem  e^,  e^,  e^  durch  beliebige 
circuläre  Aenderung  stets  ein  Verein  von  drei  Strecken  hervor,  welche 
auf  einander  senkrecht,  und  von  der  Länge  der  Einheit  sind,  das  heisst, 
jedes  einfache  Normalsystem  besteht  aus  solchen  drei  Strecken. 

2.  Umgekehrt  ist  zu  zeigen,  dass,  wenn  a,  h,  c  irgend  drei  zu 
einander  senkrechte  Strecken  von  der  Länge  1  sind,  sie  ein  Normal- 
system bilden. 

Nach  160  kann  man  stets  ein  einfaches  Normalsystem  von  drei 
Strecken  finden,  dessen  eine  die  Richtung  von  c  hat.  Dann  muss  (nach 
Beweis  1)  die  Länge  (gleich)  Eins  sein,  und  also  die  Strecke,  welche 
die  Itichtung  von  c  hat,  auch  mit  c  gleich  lang,  also  überhaupt  gleich 
sein.  Die  beiden  andern  mögen  a  und  //  sein,  so  ist  (nach  Beweis  1) 
c  senkrecht  auf  a  und  //,  aber  auch  (nach  Annahme)  auf  a  und  b, 
also  liegen  «',  b\  a,  h  in  Einer  Ebene.  Also  kann  man  wiederum 
Q^g(nach  160)  ein  einfaches  Normalsystem  aus  zwei  Strecken  dieser  Ebene 
finden,  von  denen  die  eine  Strecke  gleich  h  ist,  die  andere  sei  a",  so 
ist  a",  da  es  in  der  Ebene  ab  liegt,  senkrecht  auf  c,  aber  (nach  Be- 
weis 1)  auch  senkrecht  auf  b  und  von  der  Länge  1,  also  ist  a"  senk- 
recht auf  der  Ebene  he,  aber  auch  a  senkrecht  darauf  und  von  der 
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Länge  1,  also  ist  a"  entweder  =  a,  oder  =  —  a;  da  nun  a",  6,  c  ein 
einfaches  Normalsystem  bilden^  so  bilden  in  beiden  Fällen  auch  a^bjC 
ein  solches. 

3.  Hat  man  nun  ein  beliebiges  Normalsystem  a,  b,  c  von  dem 
numerischen  Werth  n,  so  bilden  a:«,  6:n,  ein  ein  einfadies  Normal- 
system^  sind  also  (nach  Beweis  1)  zu  einander  senkrecht  und  von  der 
Länge  1^  also  sind  a,  by  c  auch  zu  einander  senkrecht  und  von  der 
Länge  n;  und  ebenso  folgt  umgekehrt;  dass^  wenn  a^  b,  c  zu  einander 
senkrecht  und  von  der  Länge  n  sind;  dann  a:??,  bin,  ein  ein  einfaches 
Normalsystem;  und  a,  b,  c  ein  Normalsystem  von  dem  numerischen 
Werthe  n  bilden, 

333.  Auch  für  den  Raum  fälÜ  [bei  Strecken]  der  Begriff  der 
Länge  mit  dem  des  numerischen  Werthes,  und  der  des  Senkrechten  mit 
dem  des  Normalen  zusammen. 

Beweis  in  332. 

334.  Der  numerische  Werth  eines  Produktes  P  zweier  Strecken 
p  und  q  ist  gleich  dem  Flächeninhalte  des  Parallelogramms,  in  welchem 
zwei  an  einander  stossende  Seiten  jenen  Strecken  parallel  sind,  voraus- 
gesetzt,  dass  dieser  Inhalt  positiv,  und  das  Quadrat  der  Längeneinheit  als 
Flächeneinheit  angenommen  wird. 

Beweis.  Es  sei  ein  einfaches  Normalsystem  dreier  Strecken 
a,  b,  c  angenommen^  von  der  Art,  dass  a  und  b  derselben  Ebene 
parallel  sind,  welcher  p  und  q  parallel  sind,  und  dass  [abc]  =  +  1 
ist;  so  sind  (nach  230)  p  und  q  aus  a  und  b  numerisch  ableitbar^  also 
auch  (nach  70)  P=  [pq^  aus  [ab],  und  sei  P=  a[a?>].   Nun  ist  der 

numerische  Werth  von  P  (nach  151)  =y[PiP]  =  a)/[aft|a6];  aber 
(nach  167)  ist  \[ab]  =  c,  f  also  210 

y[P\F]^ayi^]^a, 

Da  ferner  P=  a[a6]  ist,  und  [ah]  Quadrat  der  Längeneinheit;  also  als 
Flächeneinheit  zu  setzen  ist,  so  ist  der  Inhalt  von  P,  das  heisst,  der 
Inhalt  des  Parallelogramms;  dessen  erste  Seite  p,  und  dessen  zweite  q 
ist;  gleich  a,  das  heisst,  gleich  dem  numerischen  Werthe  von  P. 

335.  Die  Ergänzung  einer  Strecke  [im  Baume]  ist  diejenige  FUiclie, 
deren  Ebefie  auf  jener  Strecke  senkrecht,  deren  numerischer  Werth  gleich 
dem  jener  Strecke,  und  deren  positiver  Sinn  so  bestimmt  ist,  dass  das 
äussere  Produkt  der  Strecke  und  Fläclie  positiv  ist. 

Beweis.  Es  sei  aa  die  Strecke;  und  sei  der  numerische  Werth 
von  a  gleich  EinS;  also  der  von  aa  gleich  a,  und  sei  ein  Normal- 
sjstem  a,  b,  c  angenommen,  und  zwar  von  der  Art,  dass  [a&c]  =>  -|-  1 
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ist,  80  ist  (nach  167)  !a  ■«  |tc],  also  (nach  90)  aa  =»  a[bc]y  aber 
cc{bc]  ist  {nach  332^  334}  eine  Fläche  von  der  im  Satze  ang^ebenen 
Beschaffenheit. 

336.  Wenn  A  die  Ergänzung  von  einer  Strecke  a  {des  Raumes] 
ist,  so  ist  auch  a  die  Ergänzung  von  Äy  oder 

l^a*^  a. 

Beweis.  Nach  92  ist  a«=(— l)**««,  wo  p  die  Stufenzahi  von 
ay  und  q  die  der  Ergänzung  ist  In  unserm  Falle  sind  diese  Stufen- 
zahlen 1  und  2,  also 

[a  =  (—  lya  =  a. 

Anm.  Der  Satz  gilt  nicht  in  entsprechender  Weise  für  die  Planimetrie, 
wo  nicht  mehr  als  zwei  zu  einander  senkrechte  Strecken  angenommen  werden 
können.    Vielmehr  ist  in  der  Planimetrie  Ija  =■  —  o. 

{336  a.  Auch  für  eine  Strecke  und  einen  Flächenraum  (das  heisst^ 
ein  Produkt  eu^eier  Strecken)  fällt  der  Begriff  des  Senkrechten  mit  dem 
des  Normalen  zusammen. 

Beweis.  Es  sei  zuerst  eine  Strecke  a  und  ein  zu  ihr  senkrechter 
Flächenraum  B  angenommen,  dann  ist  (nach  336  und  335)  die  Er- 
gänzung von  B  eine  zu  B  senkrechte,  also  zu  a  parallele  Strecke,  und 
somit  (nach  230a)  \B  =  aa.    Es  wird  daher 

[a\B]  =  [a.aa]=0  [61], 

das  heisst  (nach  152),  die  Strecke  a  und  der  Flächenraum  B  sind  zu 
einander  normal. 

Ist  umgekehrt  a  zu  B  normal,  das  heisst  (nach  ir)2), 

\_a\B^  =  0, 

so  setze  man  \B  =  h\  dann  wird  [afe]  =  0,  also  (nach  66)  a  ^=  ßb. 
Diese  Gleichung  aber  besagt  (nach  221),  dass  die  Strecke  a  mit  6 
parallel  ist.  Die  Strecke  h  aber  steht  (nach  336,  335)  auf  B  senk- 
recht, folglich  gilt  dasselbe  auch  von  der  mit  b  parallelen  Strecke  a. ) 

337.     Wenn  a  und  b  Strecken  sind,  so  ist  Lab  gleich  dem  Winkel, 

dessen  Schenkel  mit  a  und  b  gleichgerichtet  sind,  und  wenn  A  und  H 

Flächen  {Streckenprodukte)  sind,  so  ist  LAB  gleich  dem  Neigungswinkel, 

dcfi  zwei  mit  jenen  Flächen  parallele  und  gleichbezeicJinete  Ebenen   mit 

einander  bilden,  vorausgesetzt,  dass  die   Winkel  stets  positiv  (zwischen  0 

und  %  liegend)  angenommen  werden, 

Anm.  Wenn  man  im  zweiten  Falle  A  und  B  in  Form  von  Rechtecken 
darstellt,  deren  erste  Seite  dieselbe  ist,  so  ist  der  Winkel,  den  die  zweiten  Seiten 
dieser  llechtecke  einschliessen,  der  Neigungswinkel,  den  die  mit  A  und  B  paral- 
lelen und  gleichbezeichneten  Ebenen  mit  einander  bilden. 

211         Beweis.     1.  Der  Winkel  ist  von  den   numerischen  Werthen  der 
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den  Winkel    bildenden    Grössen   unabhängig,   wir    können    daher    die 

numerischen  Werthe  von  a,  b,  A,  B  gleich  1  setzen;  in  diesem  Falle 

ist  (nach  195) 

cos  Lah  =  [a\h]f    cos  /,-4.jB  =  [-4|J?]. 

Ferner  geht  dann,  wenn  der  Winkel  von  a  nach  b  hin  gleich  a  ist, 
(nach  154,  331)  b  aus  a  durch  circuläre  Aenderung  um  den  Winkel  cc 
hervor,  das  heisst,  es  ist,  wenn  a  in  der  Ebene  ab  gegen  a  senkrecht 
ist,  und  nach  der  Seite  von  b  hin  liegt, 

b  =^  a  cos  a  +  a'  sin  a, 
also 

[a|i]  =  [a\(a  cos  a  +  a  sin  «)]  =  [a|a]  cos  a  +  [a|a  ]  sin  a, 

aber,  da  o'  gegen  a  normal  ist,  so  ist  [aj«']  =  0,  und  da  der  nume- 
rische Werth  von  a  gleich  Eins  ist,  so  wird  der  zuletzt  gefundene 

Ausdruck 

=  cos  a. 

Also  cos  Z.a6  =  cos  a.  Nun  liegt  (nach  195)  Z.a6  zwischen  0  und  ar, 
aber  nach  Voraussetzung  auch  a,  also  Lab  ^=  cc. 

2.  Es  seien  A  und  B  beziehlich  die  Ergänzungen  von  a  und  6, 
also  A  =  \a,  und  B  =  |6,  so  sind  (nach  335)  a  und  b  beziehlich  auf 
A  und  B  senkrecht  und  nach  derselben  Seite  hin  liegend,  also  ist  der 
Neigungswinkel  a  zwischen  A  und  B  gleich  dem  Winkel  zwischen 
a  und  b,  das  heisst  (nach  Beweis  1),  cos  a  =  cos  /.aft  =  [a|6]  =  I[ö|6] 
(nach  89),  da  [a\h]  (nach  141)  eine  Zahl  ist;  aber  |[«^']  =*  [|a,  t] 
(nach  97),  und  dies  wieder  (nach  der  Annahme)  =  [A  B]  =  cos  i  AB] 
also  cos  a  =  cos  LAB. 

[  Zusatz.  Auch  für  zwei  Flächenräume  (das  heisst  Produkte  je  zweier 
Strecken)  sind  die  Begriffe  senkrecht  und  normal  gleichbedeutend.) 

Anm.  Der  Begriff  des  Normalen  lässt  sich  zwar  auf  Grössen  jeder  Art, 
also  auch  auf  Punkte  anwenden.  Namentlich  muss  man,  um  alle  Grössen  im 
Baum  ableiten  zu  können,  ausser  den  drei  zu  einander  senkrechten  Strecken  von 
der  Länge  Eins,  die  wir  als  ursprüngliche  Einheiten  setzten,  noch  einen  endlich 
entfernten  { einfachen }  Punkt  als  vierte  Einheit  annehmen.  So  würde  man  zu  vier 
ursprünglichen  Einheiten  a,  h,  c,  d  gelangen,  von  denen  etwa  die  drei  letzten 
drei  zu  einander  senkrechte  Strecken  von  der  Länge  Eins  sind,  und  die  erste  ein 
einfacher  Punkt  ist.  Auf  diesen  Verein  würde  man  den  Begriff  des  Normalen 
anwenden  können. 

■  Ninmit  man  statt  dessen  einen  andern  Verein  a\  5,  c,  d^  worin  a'  einen 
Yon  a  yerschiedenen  einfachen  Punkt  Bezeichnet,  als  das  System  der  ursprüng- 
lichen Einheiten  an,  -f-  so  leuchtet  ein,  dass  a  und  a'  dieselbe  Ergänzung  [&cd]212 
haben,  da  (nach  268)  [ab  cd]  =  [ab  cd]  ist,  und  ebenso,  dass  [ab]  imd  [ab]  die- 
selbe Ergänzung  [ceT] ,  und  [a'bc]  und  [abc]  dieselbe  Ergänzung  d  haben,  und 
überhaupt,  dass  die  Ergä/neung  von  Punkten,  Linientheilen ,  Flächentheilen  unab- 
hängig ist  von  der  Lage  des  als  ursprüngliche  Einheit  augenommenen  Punktes. 
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Hingegen   ist   dies   nicht  mehr  der   Fall   hei  der  Ergänzung   von  Streckm   oder 
Streckenprodul  ten. 

So  zum  Beispiel  würde  die  Ergänzung  von  [bcd]  bei  der  ersten  Annahme 
gleich  —  a,  bei  der  zweiten  gleich  —  a  sein.  Und  so  würde  also  der  Begriff 
der  Ergänzung  von  Strecken  und  Streckenprodukten  keinen  yon  der  Lage  der  ur- 
sprünglichen Einheiten  unabhängigen  Sinn  mehr  haben. 

Da  bei  der  normalen  Zurückleitung  (164)  auf  Punkte,  Linien  und  Ebenen 
(nach  165}  nur  die  erste  Art  der  Ergänzung  hervortritt,  so  können  wir  diese 
Zurückleitung  unmittelbar  auf  die  Geometrie  übertragen.  Sie  liefert  hier,  { sofern 
es  sich  um  die  Zurückleitung  auf  Linien  und  Ebenen  handelt ) ,  die  senkrechte 
Projektion,  {während  die  normale  Zurückleitung  auf  einen  Punkt  einer  Parallel- 
verschiebung unter  Wahrung  des  numerischen  Werthes  gleichkommt, }  was  ich 
hier  jedoch  nicht  weit43r  darlegen  will. 

Im  Folgenden  werde  ich   den  Begriff  der  Ergänzung  nur  in    dem  im  Texte 
gegebenen  Sinne  anwenden. 

338.  Die  Formel 

(a  -f-  &)i  =  a^  +  2[a\b]  +  &i  =  ««  +  2aß  cos  Lab  +  ß^    { 193,  214}, 
wo  a  und  ß  die  Längen  von  a  und  b  sind,  stellt 

fftgf        IQ 

die  Erweiterimg  des  px/Üiagoräischen  Satzes  dar,  näm- 
lich: das  Quadrat  der  Grundseite  eitles  Dreiecks  ist 
gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  Sclienlcelseitcn 
und  des  doppeltefi  Produktes  der  Schenkelseiten  in  den 
Cosinus  des  Aussenwinkels  an  der  Spitze  { vgl.  Fig.  19 } .     '^         ^yy 

339.  Die  Formel  {vgl.  194,  215} 

(,,  +  /,  +  c)i  =  a^  +  ti  +  c^  +  2[l/c]  +  2[c;a]  +  2[a\b] 

^a'^ß'  +  f  + 
+  2/3y  cos  Lbc  -}-  2ya  cos  Lca  -{-  2aß  cos  Lab, 

wo  a,  ßj  y  die  Längen  der  Strecken  a,  b,  c  sind,  stellt  die  Erweiterung 
jeties  Satzes  für  den  Raum  dar, 

340.  Die  Formel 

{A  +  B  +  Cy  =  A^  +  B^  +  CA  +  2[BC]  +  2\C\A\  -f  2[^  B] 

=  «'  +  ^'  +  y'  + 

+  2ßycosLBC-\'  2yacos/.C^  +  2a/3  cos /.^2?, 

wo  a,  ß,  y  die  Flächeninhalte  der  Flächenräume  A,  B,  C  und  LBC, ... 
die  Neigungswinkel  ihrer  Ebenen  sind,  stellt  den  Satz  dar: 
213  Das  Quadrat  der  Grundfläclie  eines  Tetraeders  ist  gleich  f  tkr  Summe 
dir  Quadrate  der  Seitenflächen,  vermindert  um  die  doppelten  Produkte  je 
zweiei'  dieser  Seitenflädien  in  den  Cosinus  des  von  ihneti  eingeschlossenai 
Neigungswinkels. 

Beweis.     Sind  a,  bj  c  die  von  der  Spitze  nach  den  Ecken  der 
Grundseite  führenden  Kanten  ihrer  Länge  und  Richtung  nach,  so  sind 
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a  —  b,  b  —  c,   c  —  a   die  Kanten  der  Grundfläche.     Die  Grundfläche 

ist  also  (nach  254)  gleich 

[(a_6)(&-c)] 
2  ' 

während  die  Seitenflächen  gleich 

[bc]     [CO]     [ab] 
2    '      2    '       2 

sind.     Bezeichnen  wir  die  letzteren  beziehlich  mit  A,  B,  C  und  die 

Grundfläche 

[{a'-h){b^c)] 

2 

mit  7),  und  bedenken,  dass 

[(«  -l^Xb-  c)]  =  [ab]  -  [ac-]  -  [bh]  +  [6c]  =  [ab]  +  [ca]  +  [bc] 

ist,  so  haben  wir 

D  =  A  +  B  +  C, 
also 

D^  =  {A  +  B+  cy 

=  ^1  +  jji  +  Cf^  4.  21B\C^  +  2\C\A'\  +  2[4|B] 

=  a2+/32+y2  4-  2/Jycos/.JBC+  2ya  cos/.  0^  +  2a/J  cosZ.^JB. 

Aber  /.BC  ist  der  Winkel  zwischen  den  Ebenen  \ca\  imd  [afe],  das 
heisst,  zwischen  —  [ac]  und  [ah].  Der  Winkel  zwischen  [ac\  und  [a6] 
ist  aber  der  von  den  entsprechenden  Seitenflächen  des  Tetraeders  ein- 
geschlossene, und  also  der  Winkel  zwischen  — [ac]  und  [ab],  das 
heisst  LBC,  dessen  Nebenwinkel,  und  dasselbe  gilt  für  die  Winkel 
LCÄ  und  LAB. 

Anm.  Man  sieht  aus  dieser  Darstellung,  wie  sich  die  Auflösung  des  Te- 
traeders vermöge  der  Beziehung,  dass  eine  Seitenfläche  desselben  sich  als  geo- 
metrische Summe  der  übrigen  darstellen  lässt,  auf  eine  einfache  Weise  aus  unsrer 
Analyse  ergeben  muss.  Und  da  wiederum  das  sphärische  Dreieck  oder  die  drei- 
kantige Ecke  sich  auf  ein  Tetraeder  zurückführen  lässt,  in  welchem  drei  Kanten 
Radien  der  Kugel  sind,  so  zeigt  sich,  wie  auch  die  sphärische  Trigonometrie  sich 
eng  daran  anschliesst. 

Ich  bemerke  hier  noch,  dass  alle  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie 
symmetrischer  werden,  wenn  man,  wie  schon  oben  geschehen  ist,  statt  der  Nei- 
gungswinkel der  Flächen  ihre  Aussenwinkel  setzt.  Dies  zeigt  sich  besonders  darin, 
dass  dann  die  Winkel  der  Polarecke  gleich  den  Seiten  der  ursprünglichen  Ecke 
werden,  und  umgekehrt,  und  daher  dann  alle  Formeln  der  sphärischen  Trigono-  214 
metrie  unmittelbar  ihre  Geltung  behalten,  wenn  man  Winkel  und  Seiten  ver- 
tauscht. Es  ergiebt  sich  unmittelbar,  dass,  wenn  a,  b,  c  Strecken  sind,  die  den 
Kanten  einer  Ecke  gleichgerichtet  sind,  dann  die  Ergänzungen  jener  Strecken, 
das  heisst  die  Flächenräume  |a,  |6,  |c,  den  Ebenen  der  Polarecke  parallel  sind. 
Die  weitere  Entwickelung  dieser  Ideen  muss  ich  jedoch,  um  nicht  zu  weit  von 
dem  Ziele  abzuschweifen,  dem  Leser  überlassen. 


216  A,.     Abschnitt  I.    Kapitel  6.    §  7.   Nr.  341,  842. 

341,  Aufgabe.  Die  Yiclfachensumine  der  Quadrate  der  Abstände 
eines  variablen  Fuulctes  x  von  mehreren  festen  Punkten  a,  hy  ...  in  eiit- 
fachster  Form  auszudrücken,  tvenn  die  Koefficienten  a,  ß,  ...  jener  Vid- 
fachensumme  gegeben  sind, 

Auflösung.     Es  soll  demnach  ein  Ausdruck 

S^a(x^  a)^  +  ß(x-by-  +  "^ 

in  einfachster  Form  dargestellt  werden. 

Da  a:,  f7,  7>,  . ..  Punkte  sind,  und  für  sie  das  innere  Produkt  keine 
einfache  Bedeutung  mehr  hat,  so  nehmen  wir  einen  beliebigen  einfachen 
Punkt  .s*  zu  Hülfe,  und  setzen  • 

X  —  a  =  a;  —  s  +  s  —  a,    x  —  6=»a:  —  s  +  s  —  6|..., 

wo  X  —  s,  $  —  ay  s  —  6,  ...  Strecken  sind,  so  wird 

Sf  ==  a(a;  —  5  +  s  —  a)^  +  /3(a:  —  s  +  s  —  6)^  H . 

Da  mm 

(x-s  +  s-'ay-  =  {x-  sY  +  2[{x  —  s)\{s  —  n)]  +  {s  -  aY 

ist  (nach  li^3),  so  erhalten  wir 

S  =  (a  +  /J  +  ...)(^-s)-  + 
+  2l{x  —  s)\{a{s  —  a)  +  /J(5  —  ft)  +  . .  •)]  + 

oder,  wenn  wir 

a  +  /3  +  •  •  •  =  <y 
setzen, 

S  =  6{x  —  sy'  +  2i{x  —  s)\{^s-aa  —  ßb )]  + 

+  a{s  —  ay  +  /J(s  —  6)1  +  . . .  . 

Nun   können   wir   zwei  Fälle    unterscheiden,  je   nachdem  6   null   ist 
oder  nicht. 

Nehmen  wir  zuerst  letzteres  an,  so  können  wir  s  so  wählen,  dass 
das  zweite  Glied  null  wird,  was  dadurch  erreicht  wird,  dass  wir 

6s  =  aa  •\-  ßb  -\'  '  ' , 
das  heisst, 

5  ^  aa  +  /3&  +  ••  • 

setzen,   das    heisst    (nach  222,  {223  Anm.}),   s  im    Schwerpunkt   des 

Punktsystems  «öf,  ßb,  ...  annehmen.     Dann  wird 

S  =  a(x  —  s)-  +  fiy 

216  wenn  wir  der  Kürze  wegen  die  konstante  Grösse 

a{s  —  ay  +  ß^s  —  by-] =  /t 

setzen,  das  heisst: 


(*) 
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Die  Vielfachmsumme  S  der  Quadrate  der  Abstände  eines  variabeln 
Punktes  x  von  mehreren  festen  Punkten  a,b,,.,  erreicht,  wenn  a,  /J,  ... 
die  Koefßeienten  jener  Vielfachensumme  sind,  und  die  Summe  ö  dieser 
Koefficientcn  positiv  ist,  ihren  kleinsten  Werth,  wenn  x  in  dem  Schwer- 
punkt s  des  Punkt 'Vereines  aa^  /J6,  ...  liegt  Wenn  sich  dagegen  x  aus 
diesem  Schwerpunkt  s  um  den  Abstand  q  entfernt,  so  wächst  jene  Viel- 
fadiensumme  um  das  6- fache  von  dem  Quadrat  dieses  Äbstandes,  und 
ist  also  für  alle  Punkte  auf  der  Oberfläche  einer  Kugel,  welche  s  zum 
Mittelpunkt  hat,  konstant.  Wird  ö  negativ,  so  bleibt  alles  dasselbe,  nur 
dass  statt  des  Minimums  ein  Maximum  eintritt. 

342.  Portsetzung.  Wenn  zweitens  a  +  j3  +  ••*='  0  gesetzt 
wird,  so  verwandelt  sich  die  Formel  (*)  der  vorigen  Nnmmer  in 

S^  —  2[{x  —  s){aa  +  ßb-\ )]  + 

Hier  ist  (nach  222)  die  Summe  «a  +  j36  +  •••  eine  Strecke  von  be- 
stimmter Länge  und  Richtung,  welche  wir  mit  r  bezeichnen  wollen: 
es  wird  daher 

S  =  —  2[(x  —  s)\r]  +  a{s  —  ay  +  ß{s  —  by  +  '" . 

Es  sei  nun  angenommen,  dass  r  nicht  null  ist 
und  seine  Länge  gleich  q  sei.  Um  dann  den  Aus- 
druck noch  weiter  zu  reduciren,  nehmen  wir 
einen  Punkt  s'  in  der  von  s  mit  r  parallel  ge- 
zogenen geraden  Linie  an  { vgl.  Pig.  20 } ,  und  setzen 
s'  —  s  =  zr,  wo  z  eine  Zahl  ist,  da  s  —  s  nach 
der  Konstruktion  mit  r  parallel  ist.   Dann  wird 

[(a;_s)|r]  =  [(x-s'  +  s-s)Ir] 

=  [(a;_s')|r]  +  [(s'-s);r]. 

Aber  [(i'  —  s)\r'\  ist  gleich  \zr\r'\  =»  i8f[^|r],  da  z 
eine  Zahl  ist,  also  =  zr-  ==  j6fp*,  da  (>  der  nume- 
rische Werth  von  r  ist.     Also  wird 

[(a;-s)|r]  =  [(a;-s')|r] +  -»(>•, 
und 

S  ==  —  2[te  —  s')|r]  —  2zQ^  -f  a{s  —  d^  +  /J(s  —  6)i  +  .... 

Da  s   ein  beliebiger  Punkt  in  der  geraden  Linie  [sr]  ist,  so  ist  216 
z  noch  imbestimmt;  es  sei  z  so  bestimmt,  dass 


Fig.  20. 


1 


( 


B  = 


«(«  -  ay-  +  ^(s  -  6)^  + 


ist,  so  wird 


S 


2p« 

—  'i\{x  —  s)\r\. 
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Fällt  man  nun  von  x  das  Loth  xx  auf  die  gerade  Linie  [sr]  oder  [sV], 
so  ist  X  —  X   normal  zu  r,  das  heisst  [(x  —  a;*)  rj  ==  0,  also 

\{x  -  s')>]  =  |(.r  -x'+x'-  s'yr-]  -  [(/-  s')|r], 
also 

S  =  -2[{x  -  syr\  =  ±2q>Q, 

wenn  tp  die  Länge  von  x'  —  s  ist,  und  das  untere  oder  obere  Zeichen 
gewählt  wird,  je  nachdem  x — /  mit  r  gleich  oder  entgegengesetzt 
gerichtet  ist,  das  heisst: 

Die  Vielfacliensitmme  S  der  Quadrate  der  Abstände  eines  variabeln 
Punl'tcs  X  von  mehreren  festen  Pnnlcten  a,  6,  ...  wird,  wenn  a,  /J,  ... 
die  Kocfficienten  jener  Viclfacfiensttmme,  und  die  Summe  dieser  Koeffi- 
cienten  null  ist,  null  für  alle  Punkte  einer  gewissen  Ebene,  welche  auf 
der  Strecke  r  ««=  aa  +  /J6  +  •  •  •  senkrecht  steht.  Wenn  sich  der  Punkt  x 
dagegen  um  den  Absfand  q>  von  dieser  Ebene  entfernt,  so  wird  jene 
Summe  =  —  2q>Q  oder  +  ^^Q)  j^  nacMeni  er  sich  in  der  Richtung 
der  Strecke  r  oder  in  der  ihr  entgegengesetzten  von  jener  Ebene  entfernt 
hat,  wobei  q  die  Länge  von  r  ausdrückt. 

343.  Schluss.     Ist  endlidi  auch  r  nully  so  wird 

S  =  a{s  —  ay-  +  ß{s  —  fc)2  +  . . ., 

{also  von  x  unabhängig,}  das  heisst  konstant,  das  heisst: 

Die  Vielfachensunifne  S  der  Quadrate  der  Abstände  eines  variabeln 
Punktes  x  von  mehreren  festen  Punkten  a,  6,  ...  ist  konstant y  wenn  die 
entsprechende  Viel  fachensumme  der  Punkte  a,  b,  ...  null  ist,  das  heisst, 

a{x  —  ay  +  ß(x  —  hy-\ =  Const., 

wenji 

aa  -{-  ßb  -{-•'•  =  0 
ist. 

Nämlich  die  Gleichung  aa  -{•  ßb  -}-'"==  0  schliesst  (nach  222) 

schon  die  Gleichung  a  -\-  ß  -\-  •••  =  0  ein. 

344.  A  uf  gäbe.   Die  Vielfachensumme  S  der  Abstände  eines  variablen 
217  Punktes  x  von  mehreren  festen  Ebenen  A,  B,  . ..  ^  in  einfaclister  Form 

auszudrücken,  tvenn  die  Kocfficienten  a,  ß,  ...  jener  Vielfachensumme 
gegeben  sind,  und  für  jede  Ebene  die  Seife,  nach  welcher  die  positiven 
Abstäiule  liegen  sollen,  bestimmt  ist. 

Auflösung.  Man  nehme  in  jeder  der  Ebenen  einen  Flächen- 
theil an,  dessen  Inhalt  gleich  der  Flächeneinheit  ist,  und  welcher 
(seiner  Erzeugungsweise  nach)  so  beschafiFen  ist,  dass  das  äussere  Pro- 
dukt dieses  Flächentheils  mit  einer  Strecke,  die  nach  der  als  positiv 
angenommenen  Seite  der  Ebene  gerichtet  ist,  ein.  positives  Produkt 
bildet.    Diese  Flächentheile,  aufgefasst  als  Grössen  dritter  Stufe  (255) 
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seien  beziehlich  mit  -4',  JB',  . . .  bezeichnet,  so  ist  das  Produkt  [A'x] 
(nach  263)  gleich  dem  Inhalte  eines  Spates  (Parallelepipedums),  dessen 
Grundfläche  Ä  ist,  und  dessen  Deckfläche  (der  Grundfläche  gegenüber- 
liegende Fläche)  durch  den  Punkt  x  geht,  also  gleich  dem  Inhalte  von 
Ä  mal  der  Höhe,  oder  da  der  Inhalt  von  A^  gleich  Eins  ist,  gleich 
der  Höhe,  das  heisst,  gleich  der  Entfernung  des  Punktes  x  von  der 
Ebene  A,  und  zwar  auch  dem  Zeichen  nach,  und  ebenso  für  die  andern 

Ebenen.     Also  ist 

S  =  a[A':r]  +  ß[B'x]  +  .•• 

=  [(aA'  +  ßB'+'")x] 

=  p[i?a;], 

wenn  qB  die  entsprechende  Vielfachensumme  der  Flächentheile  A\  B',.,., 
und  der  Inhalt  von  B  gleich  Eins,  q  aber  positiv  ist. 

Die  Vielfachetisumme  S  der  Abstände  eines  variablen  PunJctes  x  von 
mehreren  festen  Ebenen  Aj  B,  ...  mit  den  Koefficienten  a,  ß,  ...  steht 
zu  dem  Abstände  desselben  Punktes  von  einer  festen  Ebene  B  in  einem 
Ttonstanten  Verhältniss  p  :  1.  Und  zivar  findet  man  B  und  q,  wenn  man 
auf  den  Ebenen  -4,  B,  ...  FlächeiHheile  A\  B\  ...  vom  Inhalte  Eins 
annimmt^  welche  mit  Punkten^  die  auf  den  als  positiv  angenommenen 
Seiten  der  betreffenden  Ebenen  liegen^  äusserlich  multiplicirt  positive  Pro- 
dukte geben j  dann  ist  B  die  Ebene  des  Flächentheiles  aJ.' +  /JB'+  •  ••, 
und  Q  sein  Inhalt, 

Sollte  jedoch  diese  Summe  eine  unendlich  entfernte  EbenCy  das  heisst 
einen  Körperraum  (262)  f  geben^  also  [Bx]  ein  Körpertheil  sein,  so  ist2i% 
(nach  268)  q[Bx]  konstant,  also  auch  die  Vielfachensumme  S  konstant. 

Sollte  endlich  a^' + /SJB' +  •••   selbst   gleich  Null  sein,   so   wird 

auch  S  null  für  jeden  Punkt  x. 

Anm.  Die  in  den  yorigen  Aufgaben  gefundenen  Sätze  lassen  sich  in  einen 
Satz  zusammenfassen,  wenn  man  statt  der  Punkte  und  Ebenen  Eugelflächen  setzt, 
welche  sich,  wenn  die  Radien  null  werden,  in  Punkte,  wenn  sie  unendlich  werden, 
in  Ebenen  Terwandeln,  und  zwar,  wenn  man  statt  des  Quadrates  des  Abstandes 
von  einem  Punkte  und  statt  des  einfachen  Abstandes  von  einer  Ebene,  das  Pro- 
dukt des  kleinsten  und  grössten  Abstandes  von  der  Eugelfläche  setzt,  so  geht 
dies  Produkt,  wenn  sich  die  Kugelfläche  in  einen  Punkt  zusammenzieht,  in  das 
Quadrat  des  Abstandes  über,  und  wenn  sich  die  Kugelfläche  zu  einer  Ebene  ent- 
faltet, so  wird  der  eine  Abstand  unendlich,  und  kann  für  alle  Ebenen  als  gleich 
angesehen  und  daher  mit  ihm  dividirt  werden,  wodurch  die  einfachen  Abstände 
hervorgehen.  Diese  Verallgemeinerung  soll  in  dem  folgenden  Satze  ausgeführt 
werden. 

345,  Wemi  man  unter  dem  Doppelabstand  eines  Punktes  von 
einer  Kugelfläche  das  Produkt  des  kleinsten  und  grössten  Abstandes  des 
Punktes  von  der  Kugelfläche  versteht  (das  Produkt  positiv  genommen,  wenn 
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die  Abstände  glcichgerictitcf,  das  hcisst,  der  Funld  ausserhalb  der  Kugel- 

fläche  liegt,  fiegativ  im  entgegengesetzten  Falle),  so  ist  die  Vielfachenswmtne 

S  der  Doppelabstände  «',  /?',  ...  von  mehreren  festen  Kugelflächen,  deren 

Mittelpunkte  a,  b,  ...,  und  deren  Badien  d,  V ,  ...  5iW,  also  die  Vielr 

fachensumme 

aa  +  /J/J'  +  •••, 

wenn  a,  ß,  ., ,  ihre  Koefficiatten  darstellen,  ein  Minimum  oder  Maximum, 
wenn  x  in  dem  Schwerpunkte  s  des  Punktvereins  aa,  ßb,  ...  liegt,  und 
zwar,  u?enn  sich  der  Punkt  x  von  diesem  Schwerpunkte  s  um  den  Ab- 
stand (p  eiitfemt,  so  wächst  S  um  das  Produkt  [  aus  dem  Quadrat  ]  dieses 
Abstandes  in  die  Summe  6  der  Koefficienten  a,  ß,  ...,  also  um  q>'6 
oder  um  («  +  /?  +  ••  O^*- 

Wenn  aber  der  Punktverein  aa,  ßb,  ...  keinen  Schu^erpunkt  hat, 
das  heisst,  a  +  /3  +  •  •  •  null  ist,  so  giebt  es  eine  auf  der  Strecke 
r  =  aa  -{-  ßb  -{-  '"  senkrecht  stehende  Ebene  E,  für  deren  Putikte  S 
null  ist;  entfernt  sich  dann  x  von  dieser  Ebene  um  den  Abstand  q>,  so 
wird  S  =  +  29?p,  wo  q  der  numerisdie  Werth  von  r  ist,  und  das  untere 
219  oder  obere  Zeichen  gewählt  f  wird,  je  nachdem  x  sich  nach  der  Seite 
hin  bewegt,  nach  welcher  von  E  aus  die  Richtung  von  r  liegt,  oder  nach 
der  entgegengesetzten. 

Wird  aber  auch  aa  +  /J6  +  ...  =  0,  so  ist  S  konstant. 

Beweis.  Zieht  man  von  x  die  Linie  durch  den  Mittelpunkt  a  der 
ersten  Kugel,  welche  die  Oberfläche  derselben  in  x^^  und  x^  schneide, 
so  ist  der  Doppelabstand 

a  =  (x  —  x^)(x  —  a^g)  =  (:r  —  a  —  a'){x  —  a  +  a), 

wenn  x  —  x^  die  Linie  von  Xi  nach  x  bezeichnet,  und  so  weiter,  und 
(i  der  Radius  ist.  Also  a  =(x  —  a)"^  —  a  ^,  oder  wenn  wir  jetzt  unter 
X  —  a  eine  Strecke  von  bestimmter  Länge  und  Richtung  verstehen, 

a  =  (x  —  ay-  —  a^. 
Also 

S  =  aa  +  ßß'  -i 

==cc[fx  —  a)^  —  aq  +  ß[{x  —  b)^  —  6'*]  +  •  •  • . 

Nehmen  wir  nun  einen  konstanten  Punkt  s  zu  Hülfe,  der  zur  Ver- 
einfachung des  Ausdrucks  dienen  soll,  so  wird 

(x  —  a)^  =  (a;  —  5  +  5  —  a)- 

=  (x-  sy  +  2[(a;-5)|(s-a)]  +  (5-a)i 

und  entsprechend  bei  den  übrigen  Quadraten.  Setzen  wir  noch 
a  +  /3  +  •  •  •  =  <y ,   so  wird 

S  ==.  6{x  --  sy  +  2\{x  —  s)\{ös  —  aa  —  ßb •)]  +  !*? 
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wenn  wir  die  nur  von  der  Wahl  von  s  abhängige  Grösse 

a(s  —  ay  +  /J(5  -  ft)i  -j aa^  —  ßV* =  /t 

setzen. 

Ist  nun  6  von  Null  verschieden,  so  wird  der  Paktor 

6s  —  aa  —  ßh  —  •  •  • 

gleich  Null,  wenn  s  der  Schwerpunkt  des  Punktvereins  aa^  ßb,  ... 
wird.   Nehmen  wir  also  5  in  diesem  Schwerpunkte  liegend  an,  so  wird 

wodurch  der  erste  Theil  bewiesen  ist. 

Wenn  aber  6  =  0  ist,  so  ist  aa  +  /^^  +  "•  ^^^  Strecke,  diese 
sei  r,  und  q  ihr  numerischer  Werth  {vgl.  Pig.  20  auf  S.  217),  so  wird 

S  =  2[(s  -  x)\r]  +  (, . 

Leicht  kann  man,  da  S  in  Bezug  auf  x  vom  ersten  Grade  ist,  solche 
Punkte  X  finden,  für  welche  S  null  wird.  Es  sei  s'  ein  solcher  Punkt*), 
das  heisst, 

2[(s-O|r]  +  ^  =  0,  220 

so  wird 

S  =  2[(5  —  s'+s—  x)\r']  +  ft  —  2[(s  -  x)r] 

vermöge  der  vorigen  Gleichung,  und  dies  ist 

=  ±2q>Q, 

wenn  (p  der  numerische  Werth  der  senkrechten  Projektion  von  s'  —  x 
auf  r  ist,  und  das  untere  oder  obere  Zeichen  gewählt  wird,  je  nach- 
dem X  —  s'  und  r  nach  derselben  Seite  der  in  s  auf  r  errichteten  senk- 
rechten Ebene  gerichtet  sind  oder  nicht,  wodurch  der  zweite  Theil  des 
Satzes  erwiesen  ist. 

Wenn  endlich  auch  aa  -|-  /Sft  +  •  •  •  =  0  ist,   so  wird 

also  {von  x  unabhängig,  das  heisst}  konstant. 
{Anm.     Vgl.  hierzu  Nr.  392—409.} 

346.  Aufgabe.  Die  Summe  S  mehrerer  Linientheile  im  Baume 
auf  die  Stimme  eines  Linientheiles  und  eines  dagegen  senkrechten  Flächen- 
raumes  zurückzuführen. 

Auflösung.  Man  nehme  ein  System  von  vier  Einheiten  im  Räume: 
a,  ai,  ag,  a«  an,  von  denen  a  ein  einfacher  Punkt  und  a„  a„  a^ 
Strecken  sind,  so  lässt  sich  (nach  232)  jeder  Pimkt  im  Räume  aus 
ihnen  numerisch  ableiten,  also  ist  jeder  Linientheil  als  Produkt  zweier 


•)  Setzt  man  den  Punkt   s  +  (ftr  :  2  p*)  =  ^ ,  so  ist  »'  ein  beliebiger  Punkt, 
welcher  in  der  durch  p  senkrecht  gegen  r  gelegten  Ebene  liegt. 
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Punkte  (nach  65)  aus  den  multiplikativcn  Kombinationen  aa^,  aa^j  aa^, 
^i^^>  ^1^37  ^8^3  numerisch  ableitbar;  also  auch  Sy  als  Summe  solcher 
Linientheile.    Es  sei 

oder 

Es  sei 

also  6  eine  Strecke,  und  ßiifJyft^^  +  AC^ifls]  +  ^[^,^3]  ist  als  Summe 
von  Produkten  von  je  zwei  Strecken  wieder  ein  solches,  also  als  Er- 
gänzung einer  Strecke  aufzufassen,  etwa  der  Strecke  Cy  das  heisst,  es  sei 

ßi[oi(h]  +  ftKos]  +  AL««««]  =  \Cf 
so  ist 

S  =  [ah]  +  \c. 

Es  sei  a   irgend  ein  anderer,  noch  näher  zu  bestimmender  (ein- 
22lfacher}   Punkt  und  sei   a  —  a'=d,   wo  d  eine  Strecke   ist,   so   ist 
a  =  a  -\-  d,  also 

S  =  [(a  +  rf)6]  +  \c  =  [a  6]  +  [c/i]  +  !c. 

Es  ist  hier  \dl)\  -^  \c  ein  Fliichenraum ;  und  es  soll  d  so  bestimmt 
werden,  dass,  wie  die  Aufgabe  verlangt,  dieser  Flächenraum  auf  dem 
Linientheile  [fih]  senkrecht  steht.  Da  aber  a  ein  Punkt  und  h  eine 
Strecke  ist,  so  hat  dieser  Liuientheil  die  Richtung  von  fc,  also  muss 
jener  Fliichenraum  auch  auf  h  senkrecht  stehen,  das  heisst  (nach  152, 
336a),  es  muss  \{dh  +  k)!^]  =  0  sein,  oder 

\dh\h-\  +  Ich]  =  0  [99], 

das  heisst 

\{ch-\  =  Ihdh]  [55]. 

Nehmen  wir  an,  dass  d  senkrecht  auf  6  stehe,  das  heisst,  in  der 
Ebene    h  liege,  so  ist  (nach  108)  der  zuletzt  gewonnene  Ausdruck 

wenn  ß  der  numerische  Werth  von  h  ist,  also  d  gefunden 

rf=;[c6]:/3^ 

Umgekehrt,  wenn  d  diesen  Werth  hat,  so  folgt  durch  die  um- 
gekehrten Umgestaltungen,  dass  der  Flächenraum  \(ll)\  +  \c  auf  h  senk- 
recht stehe,  also  ist  die  Aufgabe  gelöst. 

347.  Wenn  jswci  Summen  von  LinientheiUn  leide  auf  die  Form 
einer  Summe  gebracht  sii^d,  deren  eines  Stück  ein  Linientiml  und  deren 
anderes  Stück  ein  gegen  die  Linie  desselben  senkrechter  Flächenraum  ist. 
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SO  sind  jene  Summen  nur  dann  gleich^  wenn  sowohl  diese  Linientheile  als 
diese  Flächenräume  einander  gleich  sind;  das  heisst,  wenn 

[ah]  +  y\b  =  [a^b^]  +  y,\b^ 

ist,  wo  a  und  a^  einfache  Funkte ^  b  und  b^  [zwei  von  Null  verschiedoie} 
Streckest,  y  und  y,  Zahlen  sind,  so  ist 

[ah]  =[ai6,],     y\b  =  y^\h^. 

Beweis.  Man  multiplicire  zuerst  die  gegebene  Gleichung  mit 
einem  Produkte  U  dreier  Strecken,  deren  Spat  dem  als  Einheit  an- 
genommenen Körperraume  gleich  ist,  so  wird  (nach  301),  da  j6,  |6, 
Produkte  je  zweier  Strecken  sind,  [\b  .U]  =  0  =  [p^.  U],  dagegen 
wird  (nach  305)  [a6[7]  =  6  und  [(iibiü]  =  \\  also  erhält  man  6  =  &i. 
Somit  verwandelt  sich  die  gegebene  Gleichung  in 

[ab]  +  yb  =  [a,h]-i-y,\b. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  b,  so  wird,  da  [at6]  =  [aibh]  =  0 
ist  (nach  60),  y[b\b]  =  yi[b\b],  also,  da  [h\b]  =  lA  eine  von  Null  ver-222 
schiedene  Zahl  ist,  y  =  yi.     Somit  verwandelt  sich  die  ursprüngliche 
Gleichung  in  [ah]  =  [aih]y  das  heisst,  die  Linientheile  [ah]  und  [a^h^] 
und  die  Flächenräume  y\b  imd  yjfej  sind  einander  gleich. 

Anm.  Es  lässt  sich  also  jede  Summe  von  Linientheilen,  das  heisst,  jede 
geometrische  Grösse  zweiter  Stufe  auf  eine  bestimmte,  vollkommen  unzweideutige 
Art  in  Form  einer  Summe  eines  Linientheiles  imd  eines  gegen  seine  Linie  senk- 
rechten Flächenraums  darstellen.  Es  ist  interessant,  dass  diese  allgemeine  Grösse 
zweiter  Stufe  vollkommen  repräsentirt  wird  durch  die  Bewegung  eines  Körpers 
im  Räume. 

Wenn  nämlich  ein  Körper  aus  einer  Lage  in  eine  beliebige  andere  versetzt 
wird,  so  ist  bekanntlich  diese  Versetzung  allemal  dadurch  möglich  zu  machen, 
dass  man  eine  gewisse  Linie  des  Körpers  in  ihrer  eigenen  Richtung  um  ein 
Gewisses  fortschreiten  lässt,  während  der  Körper  um  diese  Linie  als  um  seine 
Aze  eine  gewisse  Drehung  vollendet,  und  zwar  sind  diese  beiden  Partial- 
bewegungen  durch  die  Anfangs-  und  End-Lage  des  Körpers  vollkommen  bestimmt. 
Die  erstere  Bewegung  kann  durch  einen  Linientheil  vollkommen  repräsentirt 
werden,  die  letztere  durch  einen  dagegen  senkrechten  Flächenraum,  beide  zu- 
sammen   also  durch  die   allgemeine  räumliche  Grösse   zweiter  Stufe. 

Natürlich  wird  man  in  der  Statik  auf  gleiche  Weise  die  Resultante  mehrerer 
Kräfte  im  Räume  darstellen  können,  während  der  blosse  Linientheil  die  einzelne 
statische  Kraft  darstellt  ^  und  die  Summe  derselben  die  statische  Resultante 
der  entsprechenden  Kräfte  (s.  Ausdehnungslehre  {von  1844,  diese  Ausgabe  I,  1}, 
§  121  ff.). 
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223  Zweiter  Abschnitt 

Fnnktionenlehi'e. 


Kapitel  l.    Funktionen  Im  Allgemeinen. 

§  1.     Begriff  der  Funktion,  und  Beduktion  mehrerer  Funktionen 
mehrerer  Variabein  auf  Eine  Funktion  Siner  Variabein* 

348,  Erklärung.  Wenn  eine  Grösse  u  von  einer  oder  mehreren 
Grössen  x^y,...  in  der  Art  abhängt^  dass,  so  oft  x,  y,  ...  bestimmte 
Werthe  annehmen^  auch  u  einen  bestimmten  (eindeutigen)  Werth  an- 
nimmt, so  nennen  wir  u  eine  Funktion  von  x,  y,  .... 

Anm.  Hier  ist  zu  bemerken,  dass  die  obige  Definition  auch  gelten  soll, 
wenn  u,  x,  y,  ...  beliebige  extensive  Grössen  sind.  Femer  ist  zu  bemerken, 
dass  die  mehrdeutigen  Funktionen,  das  heisst  solche,  wo  für  bestimmte  Werthe 
der  unabhängigen  Variabein  x,  y,  ...  die  Grösse  u  mehrere  verschiedene  Werthe 
annehmen  kann,  ohne  dass  diese  Verschiedenheit  durch  eine  neue  Variable  be- 
dingt ist,  —  hier  gänzlich  ausgeschloäsen  sind;  wie  denn  überhaupt  alle  in  diesem 
Sinne  mehrdeutigen  Grössen  aus  d(T  Mathematik  zu  verbannen  sind,  weil  sich 
auf  sie  keine  mathematische  Formel  mit  Sicherheit  anwenden  lässt. 

Sobald  die  Beziehung  zw^ischen  den  unabhängigen  und  der  abhängigen 
Variabein  u  vermittelst  einer  Gleichung  gegeben  ist,  durch  welche  für  bestimmte 
Werthe  der  ersteren  die  letztere  u  mehrere  verschiedene  Werthe  annehmen  kann, 
so  kann  man  u  ansehen  als  Funktion  jener  Variabein  und  einer  neuen  { Variabein }  r, 
welche  eine  bestimmte  Werthreihe,  etwa  die  der  ganzen  Zahlen  durchläuft,  so 
dass  dann,  wenn  ausser  den  ursprünglichen  Variabein  auch  noch  der  Werth  von 
r  bestimmt  ist,  auch  u  eindeutig  bestimmt  sei.  Oder  sollte  Eine  solche  neue 
224  Variable  r  nicht  ausreichen,   so  kann  man  mehrere  solche  zu  Hülfe  -|-  nehmen. 

Hat  man  zum  Beispiel  die  Gleichung  m'*  =  .r,  so  kann  hier  für  jeden 
Werth  von  x  die  Grosse  u  noch  n  verschiedene  Werthe  annehmen.    Einer  der- 

1 

selben  sei  mit  x^  bezeichnet,  so  ist  bekanntlich 

2r      1  1 

w  =  ( —  1)  ^  o;^  =  (cos VV—  1  si^  -    -  Ja;    , 

wo  r  nach  und  nach  jeden  ganzen  Zahlwerth  annehmen  kann.  Es  ist  also  u  auf 
diese  Weise  als  Funktion  von  x  und  einer  neuen  Variabein  r  dargestellt,  wodurch 
dann  die  Mehrdeutigkeit  der  Funktion  verschwindet. 
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349.  Erklärung.  Zahlfunktion  nenne  ich  eine  Funktion, 
welche  für  beliebige  Werthe  der  Variabein,  von  denen  sie  abhängt, 
stets  einen  Zahlwerth  (reellen  oder  imaginären,  ganzen  oder  ge- 
brochenen, rationalen  oder  irrationalen)  annimmt.  ExtensiveFunktion 
nenne  ich  eine  Funktion,  welche  für  alle  (oder  gewisse)  Werthe  der 
Variabein  einer  extensiven  Grösse  gleich  ist.  Ich  werde  die  Zahl- 
funktionen stets  mit  kleinen  Buchstaben  /*,  9,  V'?  •••;  die  extensiven 
Funktionen  mit  grossen  Buchstaben  jP',  cp,  ^P",  . . .  bezeichnen. 

Anm.  Die  imaginäre  Zahlgrösse  p  +  qV  —  1  steht  auf  der  Gränze  der 
extensiven  Grössen.  Sie  ist  als  extensive  Grösse  aufzufassen,  sobald  man  für  den 
Ausdruck  der  Zahlbeziehung  zwischen  mehreren  Grössen  nur  reelle  ZahlkoefE- 

cienten  zulässt,  indem  dann  1  und  Y  —  1  als  Einheiten  erscheinen,  die  in  keiner 
Zahlbeziehung  zu  einander  stehen.  Hingegen  ist  sie  als  Zahlgrösse  aufzufassen, 
sobald  auch  imaginäre  Zahlkoefficienten  für  den  Ausdruck- der  Zahlbeziehung  ge- 
stattet sind.   Wenn  daher  die  Funktion  y  ^=>  f{x)  für  reelles  x  imaginäre  Werthe, 

etwa  M  +  V  Y~^~~  1  annimmt,  so  kann  sie  in  dem  ersten  Sinne  als  extensive 
Funktion  aufgefasst  werden;  doch  wollen  wir  in  der  Funktioaenlehre  den  letzteren 
Sinn  stets  festhalten,  also  auch  im  Falle  y  imaginär  wird,  dennoch  y  als  Zahl- 
funktion auffassen,  wie  es  in  der  Erklärung  geschehen  ist. 

350.  Jede  Zahlfunktion  beliebig  vieler  Zahlgrössen  lässt  sich  als 
Zahlfunktion  einer  einzigen  extensiven  Grösse  darstellen  ^  und  zwar^  wenn 

ist,  so  ist  dieser  Ausdruck  gleichbedeutend  mit 

wo  e^j  ,, .  Cn  ein  einfaches  Normalsystem  (siehe  153)  bilden,  und 

ist 

Beweis.     Wenn  x  =  x^c^  +  ig^g  +  •••  +  XnCn  ist  und  ßj,  ...  e„225 
ein  einfaches  Normalsystem  bilden,  so  ist 

da  [^il^g],  ...  [^li^nj  (nach  188)  null  sind  und  [ei|e,]=l  ist.  Aus 
gleichem  Grunde  ist 

[J?  CjJ  =  X^j    .  .  .  j    L^.^nJ  =  Xn- 

Also 

Vi  =f{^i,  ^2;  •••  ^n)  =  f(Lx\e,],  [x\c^],  ...,  [x\en]), 

wo  also  y^  eine  Funktion  der  extensiven  Grösse  x  ist.  Es  sei  diese 
Funktion  mit  g)(x)  bezeichnet,  so  hat  man 

351.  Jedes  System  von  Zahlfunktionen  beliebig  vieler  Zahlgrössen 
lässt  sich  als  Eine  extensive  Funktion  Einer  extensiven  Grösse  darstellen, 

Graasmann,  Werke.    L  2.  15 
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und  zwar,  tcenn 

Vi    ^^^  /l  V^l?  '^if  •  ••  ^'•/ 
J/g    =  /»  (Xi  f  X^y  ...  X„) 

•  •  •   •   .  • 

ist,  80  ist  dies  Systetn  von  Gleichungen  yleiclihedeutend  der  Gleichung 

y  =  F(x), 
wo 

^  =  ^1^1  H h  ^nCn,  y  =  yj^i  ^ h  y«^« 

ist  und  e^y  ...  e„  und  e^,  ...  c^  einfache  Normalsysteme  hiUlen. 

Beweis.     Nach  35<J  ist,  wenn  a:  =  rr,^,  +  ar^^g  +    ••  +  ^«^n  g^ 
setzt  wird; 

gleichbedeutend  mit 

Diese  Funktion  von  x  sei  mit  ^r^^)  bezeichnet,  also 

Ferner  ist  (nach  29)  das  System  der  Gleichungen 

gleichbedeutend  der  Gleichung 

226    yi^i  +  y^^'a  H f-  ym^-'  =  ^i  9^1  W  +  ^a^^sW  H f-  ^/«9>m(a;), 

das  heisst,  der  Gleichung 

Diese  (extensive)  Funktion  von  x  sei  mit  F(x)  bezeichnet,  also 

F(x)  =  ei9>i(x)  +  c,9?,,(:t')  H h  c,;,9,„(.r), 

so  sind  die  m  gegebenen  Gleichungen 

y^    =  /l  V^l?   •^2  7    •  •  •    «^«Z;     •  •  •  7    Ifiii   ^^  /'"V^l?    '''27    •  '  •    »''«/ 

gleichbedeutend  mit  der  Gleichung 

y  =  F{x). 

362.  Ji?(fcs  Systf-m  von  Fimkfionm  helichi(j  vieler  Varialehi  lässt 
sich  ersetzen  durch  lune  Finiktion  Einer  Variahcln,  vorausgesetzt^  dass 
sich  die  unahhängigen  Variahein  sämmtlich  aus  Einem  System  von  Ein- 
heiten numerisch  ableiten  lai^sen,  und  ebenso  die  abhängigen. 


Zurückführung  auf  Eine  extensive  Variable.  227 

Beweis.  1.  Für  ein  beliebiges  System  von  Zahlfunktionen  be- 
liebig vieler  Zahlgrössen  ist  der  Satz  in  351  bewiesen. 

2.  Nach  157  lassen  sich  alle  aus  einem  System  von  n  Einheiten 
numerisch  ableitbaren  Grössen  aus  einem  einfachen  Normalsystem  von 
n  Grössen  numerisch  ableiten.  Es  bestehe  das  Normalsystem,  aus 
welchem  sich  die  unabhängigen  Variabein  x,  y,  ...  ableiten  lassen, 
aus  den  Grössen  Cj,  Cg,  ...  c«,  und  dasjenige,  aus  welchem  sich  die 
abhängigen  Variabein  u,  v,  ...  ableiten  lassen,  aus  den  Grössen  e^^\ 
c^'^\  ...  e^"'K     Ferner  sei 

y  =  yi^l   H h   yn^ny       V  =  ViC^^)  H {-  Vme^"^^ 

.  ■.  ...  •  .  •  ...  .■ 

WO  alle  KoefEcienten  Zahlgrössen  sind,  und  seien 

u  =  F{x,  y,  ...),     V  =  0(Xj  y,  ...),  ... 

die  gegebenen  Funktionen,  so  erhält  man,  indem  man  in  der  ersten  Glei- 
chung die  obigen  Werthe  einsetzt, 

Hier  ist  die  rechte  Seite  eine  extensive  Funktion  der  Zahlgrössen 
Xy,...Xn,  Vu-'-yn,  ....  Diese  Funktion  soll  einer  Grösse  gleich 
sein,  welche  aus  den  Einheiten  e^^\  . . .  e^"*^  numerisch  f  ableitbar  ist,  227 
also  muss  sie  selbst  aus  ihnen  numerisch  ableitbar  sein,  das  heisst, 
sie  muss  in  der  Form  ^(Ogj^  -|- ...  -|-  e^"'^g>m  erscheinen,  wo  9?i,  ...  q),n 
Zahlfunktionen  von  x^y  ...  Xn,  ^i,  ...  y«,  ...  sind.     Also  erhält  man 

f/ic(^>  +  •••  +  ^f,„e^"'^  =  e^^^(pi  + 1-  e^'^^q)^. 

Diese    Gleichung,    welche    mit    u  =  jF(a;,  y,  . ..)    gleichbedeutend    ist, 
wird  (nach  29)  ersetzt  durch  das  System  der  Zahlgleichungen 

Auf  gleiche  Weise  wird  die  Gleichung 

V  =  0(xj  y,  . . .) 
ersetzt  durch  ein  System  von  Zahlgleichimgen  von  der  Form 

WO  ^,,  ^2,  ...   gleichfalls   Zahlfunktionen  der  Zahlgrössen  rCj,  ...  Xn, 
Viy  "  '  ynj  .-.  sind.     Folglich  werden  die  gegebenen  Gleichungen 

u  =  F{x,y,  ...),    v=  Q{x,  y,  ...),  ... 

ersetzt  durch  das  System  der  Zahlgleichungen 

16* 
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WO  (fiy ...  q),n,  tn  "'tm,  •  •  •  Zahlfunktioiien  der  Zahlgrössen  x^,  .,.Xny 

Pi}  '-'  V'ij  "'  sind.     Aber  nach  351   kann  ein  solches  System  ersetzt 

werden  durch  Eine  Funktion  Einer  Grösse,    folglich  kann  auch  das 

gegebene  System  durch  Eine  solche  Funktion  Einer  Grosse  ersetzt 

werden. 

Anm.  Die  Zurückführuug  auf  £ine  Funktion  Einer  Yariabeln  ist  auch  fOr 
die  Behandlung  der  Zahlfunktiouen  von  Bedeutung,  da  die  Sätze  der  Zahlfonktionen, 
der  DifTerenzialrechnung,  der  Reihen,  und  auch  mit  gewisHen  BeschriLnkungen  die 
der  Integralrechnung  sich  auf  solclie  extensive  Funktionen  extensiver  Grössen, 
wie  unten  gezeigt  werden  soll,  anwenden  lassen.  Namentlich  ergeben  sich  daraus 
die  Jak  ob  i  sehen  Sätze  über  Funktional  determinanten,  so  wie  die  von  Jakobi  in 
seiner  berühmten  Abhandlung  { Crelle'H  Journal,  Bd.  22,  S.  819  ff.,  ges.  Werke 
Bd.  3,  S.  398  ff. }  angedeutete  oder  geahnte  Uebereinstimmung  dieser  Sätze  mit 
den  Sätzen  der  Diffcrenziation  Einer  einfachen  Funktion  Einer  Yariabeln  aufs 
leichteste  und  unmittelbarste.    {Vgl.  noch  Nr.  441.} 

228     §  2.     Ganze  Funktionen  und  Darstellung  derselben  vermittelst 

lüokenhaltiger  Produkte. 

353,     Erklärung.   Wenn  P^     ^  ^     ein  beliebiges  Produkt 

ist,  in  welchem  die  Grössen  erster  Stufe  öj,  a^,  ...  a«  als  Faktoren 
vorkommen,  so  verstehe  ich  unter 

wo  X'i,  a\j,  ...  Xn  beliebige  Grössen  erster  Stufe  sind,  das  arithmetische 
Mittel  zwischen  den  siimmtlichen  Ausdrücken,  welche  aus 


P.. 


•  f    1     j       .«yrt    f       •     .     .      "V 


hervorgehen,  wenn  man  den  Grössen  x^ ,  x^,  ...  x^  alle  möglichen  ver- 
schiedenen   Folgen    giebt.     Ich   nenne    hier    den   Ausdruck   P]   j        j 
ein  Produkt  mit  n  { vertauschbaren j  Lücken. 
So  ist  zum  Beispiel 

Anm.  Unter  dem  arithmetischen  Mittel  mehrcr  Grössen  ist  hier,  wie  sonst, 
die  durch  die  Anzahl  der  Grössen  dividirt«  Summe  derselben  verstanden.  Es 
versteht  sich  von  selbst,  dass,  wenn  ein  solcher  Lückenausdruck  noch  mit  andern 
Ausdrücken  durch  Multiplikation  verbunden  werden  soll,  er  dann  in  Klammem 
zu  schliessen  ist. 

Noch  ist  zu  bemerken,  dass  wir  oben  die  in  die  Lücken  eintretenden  Grössen 
als  Grössen  erster  Stufe  gesetzt  haben.  Man  sieht  leicht,  dass  man  diesen 
Begriff  auch  hiltte  erweitern  und  auch  Lücken  höherer  Stufen  hätte  annehmen 
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können,  das  heisst  solche  Lücken ,  in  welche  Grössen  höherer  Stufen  eintreten 
sollen.  Doch  kann  man  solche  Fälle,  in  denen  Lücken  höherer  Stufe  vorkommen 
würden,  fast  überall  vermeiden.  Namentlich,  was  der  häufigste  Fall  ist,  wenn 
das  Hauptgebiet  von  n-ter  Stufe  ist,  und  Grössen  (n  —  l)-ter  Stufe  in  die  Lücken 
eintreten  sollen,  so  kann  man  diese  Grössen  als  Ergänzungen  von  Grössen  erster 
Stufe  also  in  der  Form  |a,  ...  darstellen,  und  statt  der  Lücke  (n  —  l)-ter  Stufe 
schreiben  |/,  wodurch  dann  die  Lücke  auf  die  erste  Stufe  reducirt  ist,  und  der 
Definition   in  353  unterliegt. 

{ Da  femer,  der  Erklärung  zufolge,  die  Faktoren  x^,  ajg ,  . . .  a:^  in  allen  mög- 
lichen Anordnungen  in  die  Lücken  eingeführt  werden  und  aus  allen  so  entsiehenden 
Ausdrücken  das  arithmetische  Mittel  genommen  wird,  so  ist  es  gleichgültig,  welche 
Reihenfolge  man  den  ausserhalb  des  Produktes  P^  ,        ^  stehenden  Füllgrössen 

a:^,  ujjj,  ...Ä^  giebt  {vgl.  Nr.  362}.  Auch  ist  es  nicht  erforderlich,  die  einzelnen 
Lücken  des  Produktes  P^  ,  ,  durch  verschiedene  Symbole  ?i»  ^aj-''^^  ^^ 
unterscheiden,  da  die  Vertauschung  zweier  Lückensymbole  die  Bedeutung  des 
Lückenproduktes  doch  nicht  verändern  würde ;  aus  diesem  Grunde  wurden  in  der 
Erklärung  die  Lücken  vertauschbar  genannt.  Erst  weiter  unten  (vgl.  Nr.  486) 
werden  auch  Lückenprodukte  auftreten,  bei  denen  jeder  Lücke  eine  bestimmte 
Füllgrösse  zugewiesen  wird,  deren  Lücken  daher  nicht  vertauschbar  sind. } 

364.    Es  ist 

'  ^?,  l,,..l(^^^\  •••  ^n)  =  £P^^^  ^^^:{[.2,..n), 
wo  der  Ausdruck  Fi   j        i  ein  Produkt  mit  n  [vertausclibaren]  Lücken 

ist,  und  Xry  a?,,  ...  dieselhen  Grössen  wie  x^,  ar^,  ...  Xn  bezeichnen,  nur 
in  beliebig  geänderter  Folge,  und  wo  die  Sumfne  sich  auf  alle  verschie- 
denen Folgen  bezielit     Ins  Besondere  ist 

Beweis.     Nach  353  ist  Fj   i  ^^^lix^x.^  ...  a;«)  das  arithmetische 229 
Mittel    der   Ausdrücke   F^     ,.         ,   welche   aus  P-     ^  ,.    durch 

beliebige  Anordnung  der  Grössen  x^,..,Xn  hervorgehen,  das  heisst, 
gleich  der  Summe  jener  Ausdrücke,  dividirt  durch  ihre  Anzahl,  also 
durch  1.2  ...  n.  Wenn  ins  Besondere  aTj  =  ar^  =  •  •  •  =  a?/,  =  ic  ist,  so 
werden  alle  jene  Ausdrücke  gleich  P^  ^  ...x)  ^^^  ^^^  ^^  arith- 
metisches Mittel  gleich  einem  derselben,  also  damit  auch  die  Special- 
formel erwiesen. 

355.  Erklärung.  Wenn  P^  ein  Produkt  mit  m  {vertauschbaren} 
Lücken,  und  t»  >  n  ist,  so  verstehe  ich  unter  P,„(a:ia;2  ...  x^  den  Aus- 
druck, welchen  man  erhält,  wenn  man  den  Ausdruck  Fm{pC\X^  ...  x„^ 
(nach  353)  entwickelt,  und  dann  statt  jeder  der  Grössen  icn+i, 
.r„^g,  , .,  Xm  eine  Lücke  setzt;  zum  Beispiel  ist 

^'/,  1,1^  =  \  i^x,  l,  1+  Pl,xJ  +  -Pz,  Z,  x)i 

Phhl{?>y)  =  l  (Px,y,l  +  Py,x,l  +Px,hy  +  PyJ.x  +  ^l.x.y  +  ^l^y^xl 
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356.  Wenn  Fi  j  i  ein  Produkt  mit  m  [  vcrtausclibaren }  Lücken, 
und  m  grösser  als  n  ist,  so  ist 

WO  S  die  Summe  aller  Glicdir  ist,  welche  hervorgehen,  wenn  man  x^, 
Xg,  ...  Xn  auf  alle  möglichen  verschiedenen  Arten  in  die  m  Lücketi  von 
Pi  i        I  vertheilt;  ins  Besondere  ist 

Beweis.  Es  ist  (nach  355)  unter  Pi  i  _  li^i^t  •  •  •  ^«)  der  Aus- 
druck verstanden,  den  man  erhält ,  wenn  man  in  P^  j  ...  Z (^1^2  .••a^m) 
statt  jeder  der  Grössen  o^n+i,  •..^m  eine  Lücke  setzt.  Nun  ist 
(nach  354) 

Setzt  man  hierin  statt  Xn^i ,  Xn^2f  "-  Xm  Lücken,  so  werden  alle  die 
Glieder  gleich,  welche  sich  nur  durch  die  Keihenfolge  der  Grössen 
Xn-^-i,  x„^2,  ...  Xm  Unterscheiden.  Man  kann  also,  statt  diese-  gleichen 
Glieder  so  oft  zu  setzen,  als  ihre  Anzahl  beträgt,  eins  derselben  mit 
dieser  Anzahl,  also  mit  1 . 2  . . .  (m  —  9})  multipliciren;  somit  erhält  man 
jedes  der  von  einander  verschiedenen  Glieder  mit  1 . 2 . . .  (w — n) :  (1 . 2 . . .  m) 
280  multiplicirt.  Aber  die  Summe  dieser  von  einander  verschiedenen  Glieder 
ist  Sf  also 

^1,1,  .,.1  K^i^2  "'^n)—      — j-o- . .  m  w(m  -  i)  . . .  (m  -  n"+T) ' 

Da  die  Anzahl  der  in  S  enthaltenen  Glieder  gleich  mim  —  1)  ...(w — m  +  O 
ist,  so  ist  der  Ausdruck  rechts  zugleich  das  arithmetische  Mittel  dieser 
Glieder. 

367.     Erklärung.    Wenn  A,  B,  ...  A',  B',  ...    Produkte   mit  je 

n  Lücken,  und  a,  ß,  ...,  a,  ß\  ...  Zahlen  sind,  so  setze  ich  dann  und 

nur  dann 

«A  +  /3B  +  .   •  =  aA'+  /3'B'H , 

wenn  für  jede  Reihe  von  n  Grössen  erster  Stufe  x^,  x^,  ...  Xn 
ttfKx^x^..,  Xn-^r  ß^x^X2 ...  Xn'\ =  afK'x^X2'"  Xn  +  ß' B>'x^x.^ ,.,  x„-\ — 

ist.  Wir  nennen  eine  solche  Vielfachensumme  von  Lückenprodukten 
(mit  je  n  Lücken)  einen  Lückenausdruck  (mit  n  Lücken). 

358.   Jede  ganze  Zahlfunktion  n-tcn  Grades  von  beliebig  vielen  (ver- 
änderliclien)  Zahlgrössen  lässt  sich  in  der  Form 

Aa^ 


Ganze  Funktionen  und  Lückenausdrücke.  231 

darstellen,  wo  A  ein  Ausdruck  mit  n  [vertauschbaren]  Lücken  ist,  und 

zwar  ist 

^«a,  b,  ...Xi'x^^ . . .  [a  +  b  H ^  w]  =  Aa;«, 

wo 

x  =  e^  +  x^e^  +  x^e^'\ 

und 

[r  +  ö  +  6  +  •  •  *  =  w]  ^ 

ist,  wo  ferner  e^,  e^,  e^,  ...  ein  einfaches  Normalsystem  bilden,  und  die 
Summe  sich  auf  alle  möglichen  Werthe  x,  a,i),  ...  bezieht,  welche  der  in 
Klammem  beigefügten  Bedingung  genügen,  ohne  negativ  m  sein. 

Beweis.     Nach  der  Aunahmö  ist  x  ==  XQeQ  -i-  XiC^  -\-  x^e^  +  •  •  •, 
Yfo  Xq  =  1  ist.    Ferner,  da  rr^  =  1  und  a  +  b  +  *  *  •  ^  w  ist,  so  ist 

mit  der  Bedingung,  dass  r  +  a  +  b  +  •  •  •  =  n  sei.  Der  gewonnene 
Ausdruck  ist  aber  (nach  350) 

=  2;aa,b,...[a;|^o]^[:r|^,p[a;|g3P  ...  281 

=  Aa:«  [354], 

wo  A  den  im  Satze  angegebenen  Lückenausdruck  darstellt. 

359,  Jedes  System  von  ganzen  Funktionen  n-ten  Grades  belidng 
vieler  Variahein  lässt  sich  in  der  Form 

fKxi^ 

darstellen,  wo  A  ein  konstanter  Lückenausdruck  mit  n  {vertauschbaren) 
Lücken  ist. 

Beweis  folgt  aus  358  vermittelst  352. 

360.  Statt  einen  Lückenausdruck,  [  dessen  Lücken  vertauschbar  sind, } 
mit  einer  Faktorenreihe  {gemäss  der  Erklärung  in  353)  m  multipliciren, 
kann  man  ihn  mit  den  Faktoren  fortschreitend  multipliciren,  das  heisst: 

Beweis.  1.  Es  bestehe  A  nur  aus  einem  Produkt,  und  zwar 
enthalte  dasselbe  m  {vertauschbare}  Lücken,  so  ist  (nach  356) 

wo  S  die  Summe  aller  Glieder  ist,  welche  hervorgehen,  wenn  man  auf 
alle  möglichen  verschiedenen  Arten  x^,  x^,  ...  Xn  in  die  m  Lücken  von 
A  vertheilt.  Ebenso  sei  S^  die  Summe  aller  Glieder,  welche  hervor- 
gehen, wenn  man  x^  nach  imd  nach  in  jede  einzelne  Lücke  des  Pro- 
duktes   A   einsetzt;    ferner   gehe   S^  aus   S^   hervor,  indem   in  jedem 
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Gliede  von  5j  die  Grösse  x.,  nach  und  nach  in  jede  der  m  —  1  Lücken 
einzeln  einsetzt,  und  die  sänimtlichen  so  erhaltenen  Glieder  addirt^ 
somit  ist  ^2  zugleich  die  Summe  aller  Glieder,  welche  hervorgehen, 
wenn  man  ä?,,  x^  auf  alle  möglichen  verschiedenen  Arten  in  zwei  der 
Lücken  von  A  einfügt.  Auf  entsprechende  Weise  möge  S^  aus  S^  ab- 
geleitet sein,  und  so  weiter.     Dann  ist  (nach  306; 

Arri  =  — ,     Ao-.a:.  =        **    <m'", 
endlich 

PiX.x, . . .  j ',  =      , -■-  '  --r  =  fK(x,x^ , , .  x„)       [nach  (*)] . 

'    "  m  (m  —  1)  . . .  (w  —  n  -f- 1)  vi»  "/        l  \  /j 

2.  Es  sei  A  ein  beliebiger  Lückenausdruck  ^=UPa,  wo  jedes 
Pfl  ein  Produkt  mit  m  {vertauschbaren}  Lücken  ist,  so  ist 

282  A  (XiÄ'j  . . .  rr«  1  =  £ Pa .  (x^x^ , , .  x^) 

=  2J Paix.x, . , .  Xn)  [357] 

=  UPaX^x^ ...  x^  [Beweis  1] 

=  £Pa.X^X^...Xn  [357] 

361.* /n  (km  Ausdrucke  ^x^x^ .,,  x^^,  in  welcJiem  A  ein  beliebiger 
LückenausdnAch  mit  n  oder  mdir  [  vertausclibaren )  Lüchen  ist,  kann  man 
ohne  Wertliänderung  eine  bclicbi(/o  Schaar  der  Grössen  x^x^,,.x^  mit 
einer  Klammer  umscIiUesscn. 

Beweis  aus  360. 

362.  Die  Ordnung  der  Faktoren  y  welche  m  einen  Lückenausdruck 
{mit  lauter  vertauschharcn  Lücken]  eintreten  sollen,  ist  gleiehgültig  für 
das  Besultat,  das  lieisst: 

WO  x^x^.,.  und  XrXg...  dieselben  Faktoren  nur  in  verschiedener  Ord- 
nung entMlten  sollen,  und  A  einen  Lückenausdruck  {mit  vertauschbaren 
Lücken)  bezeichnet. 

Beweis.  Es  sei  A  =  27Pfl,  wo  jedes  Pa  ein  lückenhaltiges  Pro- 
dukt ist,  so  ist 

AiCi^Jg . . .  =  A (x^x^ . . .)  [360] 

=  2:Pa(x^Xo...)  [357]. 

Nun  ist  aber  (nach  356)  Paix^x^  ...)  das  arithmetische  Mittel  sämmt- 
licher  Ausdrücke,  welche  hervorgehen,  wenn  man  x^  x^,  ...  in  allen 
möglichen  Anordnungen  in  die  Lücken  von  Pa  hineinfügt,  also  ist  es 
gleichgültig,  in  welcher  Ordnung  die  Grössen  rc,,  Xg,  ...  in  dem  Aus- 
drucke Pa{XiX2 ...)  vorkommen,  das  heisst,  Pa^x^x^  "-)  =  Pa{XrXs  -  - ')) 
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weun   üCyX.^,.,   und   XrXg.,.   dieselben  Faktoren   nur   in  verschiedener 
Folge  enthalten  sollen.     Also  ist 

/KX^X^'"  =  ZPa{XrXs  ,..)==  U Pa  >  (XrXg  . . .)  [357] 

=  A  (XrXg  .  .  .)  =  A  XrX^  .  .  .  [360]  . 

363.  Wenn  irgend  einer  der  Faktoren,  welche  mit  einem  Lücken- 
ausdrucke  multiplicirt  sind,  eine  Summe  ist,  so  kann  man  statt  der  Summe 
die  eineeinen  Summanden  setzen,  und  die  so  erhaltenen  Lückenausdrücke 
addiren,  das  hcisst: 

^l){x  +  y  -{ )q  =  ^P^cq^  Kpyq  H , 

wo  p  und  q  Faktorenreihen  bezeichnen,  und  A  einen  Lückenausdruck  { mit  233 
vertauschbaren  Lücken]. 

Beweis.     Nach  362  ist 

f<p{x  +  y  -] )(/  =  AjKi(a;  +  f/H ). 

Hier  ist  ^pq  wieder  ein  Lückenausdruck,  und  daher  hat  A|)g(rc-|-y-| ) 

die  Form  einer  Summe  von  Produkten,  deren  jedes  (^  +  y  +  •••)  als 
einen  Faktor  enthält,  also  die  Form 

-^x  +  y-] +  Qx  +  y-] +  •••• 

Dies  ist  aber  (nach  39)  gleich 

P^.+  P2/  +  ---  +  (2^+ey  +  ---  =  Pa;  +  ^a:  +  --  +  ^2/  +  ^2/+"- 

=  fKpqx  +  f^PQy  +  •  •  •  =  ^pxq  +  +  f^pyq  +  •  *  *  • 

Anm.  Es  unterliegt  hiernach  das  Prodakt  der  Faktoren,  welche  in  einen 
Lückenausdruck  { mit  vertauschbaren  Lücken }  hineintreten  sollen,  ganz  den  Ge- 
setzen algebraischer  Multiplikation,  und  es  bietet  sich  uns  hier  also  die  all- 
gemeinere Aufgabe  dar,  diejenigen  Produkte  extensiver  Grössen,  welche  den  Ge- 
setzen algebraischer  Multiplikation  unterliegen,  zu  behandeln,  was  der  Gegenstand 
des  folgenden  Paragraphen  sein  soll. 

§  3.     Algebraisohe  Multiplikation. 

364*  Erklärung.  Unter  algebraischer  Multiplikation  ver- 
stehe ich  diejenige  Multiplikation,  deren  Bestimmungsgleichungen  sind : 

e,.c,  =  e,er  mid  E{Fer)  =  EFcr, 

wo  Cr,  Cs  ursprüngliche  Einheiten  und  E,  F  algebraische  Produkte  ur- 
sprünglicher Einheiten  sind.  Ich  bezeichne  sie  wie  gewöhnliche  Pro- 
dukte der  Algebra  ohne  umschliessende  Klammer. 

Anm.  Name  und  Bezeichnung  sind  darin  begründet,  dass  für  diese  Multi- 
plikation, wie  unten  gezeigt  wird,  alle  Gesetze  der  in  der  Algebra  angewandten 
Multiplikation  gelten  und  keine  andern.  In  dem  ersten  Theile  war  diese  Multi- 
plikation nicht  zu  behandeln,  da  sie  keine  einfachen  Grössen  liefert,  und  mit  der 
Funktionenlehre  aufs  Engste  zusammenhängt.  Sie  kann  als  die  charakteristische 
Multiplikation  dieses  zweiten  Theiles  aufgefasst  werden,  während  die  den  ersten 
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Theil  charakterisirende  kombinatorische  Multiplikation  von  j^tzt  an  immer  mehr 
zurücktntt.  { p]rr*t  boi  drn  AiisdrQcken  mit  nidtt  vertauschbaren  Lücken  gewinnt 
die  kombinatorische  MuUi])likation  wiedt'r  eine  grüi=isere  Bedeutung.  Vgl.  Nr. 604 ff. ) 

365.  In  einem  algebraischen  Prodiikie  ztceier  einfadier  Faktaren 
kann  man  die  Faktoren  vcrtmischen,  das  hcisst,  es  ist 

ab  =  ba. 

Beweis.     Es  sei    a  =  Z'aa^oi  6  ==  2-"/Sb''b, 

80  ist 
234  ab  =  2:ixaea .  2:ßbrh  =  -LVc/SbCfö^b)  [42] 

=  Zßtaa{etea)  [364] 

=  2:ß^ff,.2:aaCa  [42] 

=  ba, 

366.  Statt  einen  einfachen  Faktor  c  dem  zweiten  Faktor  eines 
algebraischen  Produktes  hinzuzußigen,  kann  man  ihn  dem  ganzen  Pro- 
dvkte  hinzufügen,  das  heisst: 

A(Bc)==ABc. 

He  weis.  Ä  und  B  sind  hier  algebraische  Produkte  der  aus  den 
Einheiten  r, ,  ^g,  ...  numeriscli  abgeleiteten  Grossen,  also  (nach  45) 
darstellbar  in  den  Formen 

wo  Fjfx,  Ffj  algebraische  Produkte  der  Einheiten  sind.  Endlich  sei 
c  =  £ycC( ,  so  hat  man 

A  (Bc)  =  EaaEa .  {I^ß^^  •  ^y^c,)  =  2:aaß^y,Ea{F^,c,)       [45] 
=^  Za^ß^y.EaF^c,  [364] 

=  EaaEa.i:ßa^^^y<<\  [45] 

=  ABc, 

Anm.  Hierdurch  ist  die  algebraische  Multiplikation  als  Unedle  Miilti- 
jtlikatimi^  das  heisst,  als  solche,  deren  Bediiigungsgleichungeu  noch  gelten,  wenn 
man  statt  der  Einheiten  beliebige  aus  ilinen  numerisch  abgeleitete  Grössen  setzt, 
nachgewiesen. 

367.  Die  Ordnung,  in  tvelchcr  man  [in  einem  algebraischen  Pro- 
dukte] mit  einfachen  Faktoren  fortschreitend  multipli^irt,  ist  gkidigüWg 
für  das  Resnltat,  das  heisst: 

Abcd  . . .  =  Acbd  ...  =  •••. 

Beweis.     Es  ist 

Abc  =  A{bc)  [366] 

=  A{cb)  [365] 

=  Acb  [366]. 
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Also  kann  man  in  einem  klamraerlosen  Produkt  zwei  auf  einander 
folgende  (einfache)  Faktoren  vertauschen.  Durch  Wiederholung  dieses 
Verfahrens  kann  man  jeden  einfachen  Faktor  auf  jede  Stelle  des  Pro- 
duktes bringen,  also  den  fortschreitenden  einfachen  Faktoren  beliebige 
Ordnung  geben. 

368.  Statt  mit  mehrefm  einfachen  Faktoren  fortschreitend  [alge-^Sb 

hraisch]  0u  multipliciren ,  kann  man  mit  ihrem  Produkt  multiplidren, 

das  heisst: 

Abc  ...  =  A{bc  .. .). 

Beweis.     Nach  366  ist 

A{bc  »'»pq)  =  A(bc  ..'P)q  =  A(hc  ...)pq  ==  ••• 

=  Abc  ,..pq, 

369.  Bei  einem  algebraischen  Produkt  von  zwei  beliebigen  Fak- 
toren kann  man  die  Faktoren  vertauscltenj  das  Jieisst: 

AB  =  BA. 

Beweis.     Es  sei  A  =  a^,,.  a,n,  !>*  =  ?>x  . . .  6«.  so  ist 

AB  ==  A{b^  ...&«)  =  ^W  "'^>n  [368] 

==  &i  . . .  bna^  , . .  a,n  [367] 

=  bi  . .  .bn{ai  ...  am)  [368]. 

370.  Bei  einem  algebraischen  Produkt  von  drei  beliebigen  fort- 
schreitenden Faktoren  Icann  man  den  zweiten  und  dritten  Faktor  in  eine 
Klamme  schliessen,  das  Jieisst: 

ABC=A{BC). 

Beweis.     Es  sei  B  =^b^ ,.,  b,ny  C  =  c^  ,,.  Cn,  so  ist  (nach  368) 

A{BC)  =  A{B(c^  . . .  Cn))  =  A(Bc^  ...Cn) 

^^~  .£jL  C/|   .  •  •  U/fi  C\  ...  Gji 
^^^  uxyfft   ...  t'//|)t'|   .  •  •  C|| 
=  A{\  ...&m)(Ci  ...  Cn) 

=  ABC. 

371.  Wenn  man  aus  den  ursprünglichen  Einheitin  Ci, . . .  e„  die  Kom- 
binationen mit  Wiederholung  zur  m-ten  Klasse  bildet  und  jede  dieser 
Kombinationen  als  algebraisches  Produkt  der  darin  enthaltenen  Elemente 
setzt,  so  stehen  diese  Produkte  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander^  und 
jedes  algebraische  Produkt  von  m  Grössen,  die  aus  den  Einheiten  e^,  ..^Cn 
numerisch  abgeleitet  sind,  lässt  sich  aus  jenen  Produkten  numerisch 
ableiten. 

Beweis.     Nach  der  Definition  in  364  sollen  die  Gleichungen 
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und 

23Gdie  yollstHndigen  Bestiminuugsgleichuiigen  der  algebraischen  Multipli- 
kation sein,  das  heisst,  es  soll  keine  Beziehung  zwischen  den  Eiuheits- 
produkten  stattfinden,  als  solche,  ^svelche  sich  aus  jenen  Bestimmungs- 
gleicliungen  ableiten  lassen.  Jede  zwischen  ihnen  bestehende  Gleichung 
muss  also  durch  Anwendung  jener  Gleichungen  identisch  gleich  Null 
gemacht  werden  können.  Da  aber  jene  Fundamental -Gleichungen  auf 
beiden  Seiten  stets  dieselben  Einheiten  enthalten,  nur  in  anderer  Folge 
oder  Zusammenfassung,  so  können  durch  Anwendung  derselben  in  ein 
Produkt  keine  neuen  Einheiten  als  Faktoren  hineingebracht  werden. 
Dagegen  kann  man  alle  Glieder  einer  etwa  bestehenden  Gleichung 
(nach  367,  368)  auf  die  Form  bringen,  dass  sie  wohlgeordnete  Kom- 
binationen (mit  gestatteter  Wiederholung)  aus  den  Einheiten  c, , . . .  f , 
werden.  Nachdem  dies  geschehen  ist,  luuss  also  die  Gleichung  identisch 
gleich  Null  sein,  das  heisst,  alle  KocfKcienten  {jener  Kombinationen! 
müssen  null  sein,  das  heisst,  es  findet  keine  Zahlbeziehung  zwischen 
ihnen  statt. 

Der  zweite  Theil  des  Satzes  folgt  unmittelbar  aus  49. 

Anm.  Es  bilden  somit  die  Kombinationen  mit  Wiederholung  aus  den  ur- 
sprünglichen Einheiten  zu  irgend  einer  (m-ten)  Klasse,  die  Kombinationen  als 
algebraische  Produkte  betrachtet,  ein  System  von  Einheiten  höherer  Ordnung,  aus 
welchem  sich  alle  algebraischen  Produkte  zu  m  Faktoren,  welche  aus  den  ur- 
sprünglichen Einheiten  numerisch  abgeleitet  sind,  wiederum  numerisch  ableiten 
lassen.  Es  lässt  sich  sehr  leicht  zeigen,  dass  dasselbe  auch  noch  gilt,  wenn  man 
statt  der  n  ursprünglichen  Einheiten  n  beliebige,  aus  ihnen  numerisch  abgeleitete, 
aber  in  keiner  Zahlbezichung  zu  einander  stehende  Grössen  setzt.  Indem  ich 
jedoch  diesen  Beweis  dem  Leser  überlasse,  schreite  ich  sogleich  zu  dem  für  die 
weitere  Entwickelung  unentbehrlichen  Satze. 

372.  Wenn  ein  algebraisches  Produkt  null  ist,  so  muss  nothwendig 
einer  seiner  Faktoren  null  sein,  das  heisst,  wenn 

AB  =  0,    A^O 
ist,  so  muss 

B  =  Q 
sein. 

Beweis.  Im  allgemeinsten  Falle  werden  A  und  B  Vielfachen- 
summen von  algebraischen  Produkten  sein,  deren  Faktoren  aus  den 
237  ursprünglichen  Einheiten  a,  b,c, .. ,  numerisch  f  abgeleitet  sind.  Dann 
bilden  (nach  371)  die  Kombinationen  mit  Wiederholungen  aus  er,  t,  c, . . ., 
wenn  jede  dieser  Kombinationen  als  algebraisches  Produkt  der  darin 
enthaltenen  Einheiten  gesetzt  wird,  die  Einheiten,  aus  denen  A  und  B 
numerisch  ableitbar  sind.   Man  stelle  sich  vor,  dass  die  Elemente  jeder 
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Kombination  nach  dem  Alphabete  geordnet  sind,  und  die  Kombinationen 
selbst  zunächst  nach  Klassen  aufgestellt  sind,  so  dass  jede  niedere 
Klasse  der  höheren  voran  steht,  und  dass  ferner  innerhalb  jeder  Klasse 
die  Kombinationen  lexikographisch  geordnet  seien.  Wir  wollen  diese 
Aufstellung  die  wohlgeordnete  Aufstellung  der  Kombinationen  nennen. 

Da  A  nach  Hypothesis  von  Null  verschieden  ist,  so  muss  unter 
den  Koefficienten,  durch  welche  A  aus  jenen  Kombinationen  abgeleitet 
ist,  nothwendig  mindestens  einer  von  Null  verschieden  sein.  Es  sei  JF^ 
unter  allen  Kombinationen,  welche  in  dem  Ableitungsausdrucke  von  A 
einen  von  Null  verschiedenen  Koefficienten  haben,  diejenige,  welche  in 
der  wohlgeordneten  Aufstellung  die  früheste  Stelle  einnimmt,  so  er- 
scheint A  in  der  Form 

wo  a^  von  Null  verschieden  ist.  Ferner  seien  JP,,  F^,  ...  nach  der 
Reihe  die  Kombinationen  der  obigen  Aufstellimg,  {aus  denen  B  ab- 
geleitet ist},  und 

B  ^2:ß,Fi  =  ß,F,  +  ftF,  +  . . ., 
so  ist 

AB  =  2:aaßbEaFf,  [42]. 

Jedes  Produkt  FaF\,  liefert  wieder  ein  algebraisches  Produkt  der 
ursprünglichen  Einheiten,  und  wenn  wir  diese  Produkte  mit  Gj,  Gj,,  ... 
bezeichnen,  so  wird  AB  eine  Vielfachensumme  dieser  Einheitsprodukte; 
also,  de,  AB  nach  Hypothesis  null  ist,  so  müssen  alle  Koefficienten 
dieser  Vielfachensumme  null  sein,  das  heisst 

2Jaaßb[EaFf,  =  Gm]  =  0, 

wo  die  in  Klammer  geschlossene  Bedingung  aussagt,  dass  man  die 
Summe  aller  der  Produkte  aaßh  zu  nehmen  hat,  deren  zugehörige  Ein- 
heitsprodukte EaFf,  einen  konstanten  Werth   Gm  haben. 

Wir  haben  hier  nur  diejenigen  Gleichungen  dieser  Art  zu  betrachten, 
welche  in  irgend  einem  Gliede  den  Faktor  f  a^  enthalten;  diese  Glei-238 
chungen  können  wir  in  der  Form  schreiben 

0  =  «1/3*  -f  2:aaßt[EaF^  =  EiF*], 

wobei  noch  die  Bedingung  hinzuzufügen  ist,  dass  unter  den  unter  dem 
Summenzeichen  stehenden  Produkten  keins  mit  «ijS*  identisch  ist.  Ich 
zeige  nun,  dass  man  diese  Bedingung  auch  so  ausdrücken  könne: 
b  müsse  kleiner  als  Je  sein. 

In  der  That  ergiebt  sich  zuerst,  dass  a  nicht  1  sein  kann;  denn 
dann  müsste  das  Produkt  der  beiden  Kombinationen  E^  imd  Ff,  die- 
selbe Kombination  liefern,  wie  das  Produkt  der  beiden  Kombinationen 
J?i  und  Fjcf  das  heisst,  Fb  müsste  mit  Fjt  identisch  sein,  also  b  =  it. 
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dann  wäre  also  a^ßo  mit  «i^^  identiscli,  was  der  vorausgesetzten  Be- 
dingung widerspricht.  Also  muss  Q  >  1  sein,  das  heisst^  Ea  muss  in  der 
wohlgeordneten  Aufstellung  der  Kombinationen  später  vorkommen  als  E^, 

Dies  ist  auf  zwei  Arten  möglich.  Erstens  auf  die  Art,  dass  E^ 
weniger  Elemente  enthält  als  Ea,  dann  muss,  da  EiFjt  mit  EaFt 
gleiche  Kombination  liefern  soll,  Ft  mehr  Elemente  enthalten^  als  Fb, 
das  heisst,  Fk  muss  in  jener  wohlgeordneten  Aufstellung  später  folgen 
als  Ffi,  das  heisst,  b  <  Ä  sein.  Oder  zweiienSy  wenn  E^  und  Ea  gleich 
viel  Elemente  enthalten,  so  muss  Ea  in  der  lexikographischen  Auf- 
stellung später  folgen  als  J?j. 

In  dem  Princip  der  lexikographischen  Aufstellung  von  Kombina- 
tionen liegt  es  aber,  dass  das  erste  der  Elemente  a,  6,  ...,  welches 
in  zwei  Kombinationen  einen  ungleichen  Exponenten  hat,  in  der  später 
folgenden  Kombination  den  kleineren  Exponenten  habe^  so  dass  also, 
wenn  dies  Element  in  E^  den  Exponenten  a,  in  Ea  den  Exponenten  y 
hat,  y  <  a  sein  muss.  Femer,  aus  der  Bedingungsgleichung EaFb^=^EiFk 
folgt,  dass,  wenn  a,  /3,  y,  d  die  Exponenten  sind,  welche  irgend  ein 
Element  beziehlich  in  den  Kombinationen  E^,  Et,  Ea,  Ff,  hat, 
a  -{-  ß  =  y  -{-  d  sein  muss.  Hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar,  dass, 
wenn  ein  Element  in  jfc\  denselben  Exponenten  hat  wie  in  Ea,  es 
auch  in  Fk  denselben  Exponenten  haben  muss,  wie  in  Ffj,  und  dass 
also  das  erste  der  Elemente  a,b,  ,,.,  welches  in  Ea  einen  andern  Ex- 
ponenten hat  als  in  E^,  auch  das  erste  ist,  welches  in  Ft  einen  andern 
ti;^i)  Exponenten  hat  als  in  i'^ ;  es  mögen  a,  /3,  y,  ö  ins  f  Besondere  die 
Exponenten  dieses  Elementes  in  is\,  Fk,  Ea,  i'u  sein,  so  sahen  wir, 
dass  y  <«  sein  muss;  dann  folgt  aber  aus  der  Gleichung  « -{- /3  =  y -|- ^> 
dass  d  >  ^  sein  muss,  und  dass  also  nach  dem  Princip  der  lexiko- 
graphischen Aufstellung  die  Kombination  F\y  früher  stehen  muss,  als 
Fk,  das  heisst,  h  <  A*  sein  muss,  da  ja  die  Kombinationen  F^,  F^,  ... 
in  jeder  Klasse  lexikographisch  geordnet  sein  sollen. 

Somit  haben  wir  gefunden,  dass  in  den  beiden  möglichen  Fällen 
b  <  Z:  sein  muss.    Wir  haben  also  die  Gleichung 

(*j  0  =  a,ßk  +  Za,ß,[EaF^  =  E,Fk,  b  <  A^]. 

Es  sei  mm  zuerst  A  ==  1 ,  so  fallt  die  Summe  2Jaaßb  ganz  fort,  da 
ihre  Bedingung,  b  <  1  nicht  erfüllt  werden  kann,  also  hat  man  a,/3i  =  0, 
und  da  «^  nach  der  Voraussetzmig  ^  0,  und  «^  und  ß^  Zahlen  sind, 

so  muss  also 

ßi=0 

sein.    Setzt  man  k  =  2,  so  fallt,  da  b  <  2  und  /^j  ==  0  ist,  die  Summe 
2JiiaßD  gleichfalls  weg,  und  man  erhält  a^ß^  =  0,  also 

A  =  o. 
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Und  aus  gleichem  Grunde  ergiebt  sich,  dass  ß^  =  0  ist,  und  so  weiter. 
Also  ist  auch  By  was  =  Al^i+  ß^^^'i'  '"  war,  =  0. 

373.  Wenn  zwei  algebraische  Produlcte  aus  je  zwei  Fahtoren  gleich 
sind,  und  einen  gleicheti,  von  Null  verschiedenen  Faktor  haben,  so  mms 
auch  der  andere  Faktor  in  beiden  gleich  sein,  das  heisst,  wenn 

AB  =  CJB, 
und  JB  ^  0  ist,  so  muss 

Ä  =  C 
sein. 

Beweis.    Aus  AB  =  CB  folgt- 

O^AB  —  CB  =  {A  —  C)B. 

Also,    da    jB  ^  0  ist,  so  muss    (nach    372)    A  —  C   null    sein,   das 
heisst,  A  =^  C. 

374.  Erklärung.  Wenn  B  von  Null  verschieden  ist,  so  ver- 
stehe ich  unter  dem  algebraischen  Quotienten  A\B  denjenigen 
Ausdruck,  welcher  mit  B  algebraisch  multiplicirt  A  giebt,  welcher 
also  der  Gleichung  genügt 

{A'.B)B  =  A. 

376.    Es  ist,  [wenn  B  von  Null  verschieden  ist],  240 

AB:B  =  A. 

Beweis.     Nach  374  ist,  wenn  man  darin  AB  statt  A  setzt, 

{AB:B)B  =  AB. 

Also  wird,  {da  I^^O  ist},  (nach  373) 

AB:B  =  A. 

376.  Alle  algebraischen  Gesetze  der  Multiplikation  und  Division 
gelten  für  die  algebraische  Multiplikation  und  Division  extensiver 
Grössen. 

Beweis.     Denn  alle  diese  Gesetze  gründen  sich  auf  die  Formeln 

AB  =  BA 

ABC  =  A(BC) 

(A:B)B  =  A 

AB:B  =  A 

und  auf  die  für  alle  Multiplikationsarten  (nach  42,  45)  geltenden  Be- 
ziehungen zur  Addition  und  Subtraktion. 

Anm.  Durch  die  Identität  der  Rechnungsgesetze  der  soeben  behandelten 
Multiplikation  mit  der  gewöhnlichen  Multiplikation  der  Algebra  ist  die  Identität 
der  Bezeichnung  und  Benennung  gerechtfertigt.  Der  einzige  Unterschied  liegt  in 
den  verknüpften  Grössen,  welche  dort  Zahlen,  hier  beliebige  extensive  Grössen, 
wie  zum  Beispiel  Punkte,  Linien,  und  «o  weiter,  sind. 
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Es  würe  verkehrt,  wenn  man  diese  Differenz  der  verknüpften  GrOssen  auf 
die  Bezeichnung  oder  Benennung  der  Verknüpfung  selbst  übertragen  wollte,  wo- 
durch die  Terminologie  nutzlos  anwachsen,  und  der  Zusammenhang  verdunkelt 
werden  würde.  Auch  diejenigen  Eigenschaften  dieser  Produkte,  welche  auf  der 
besonderen  Eigenthümlichkeit  extensiver  Grössen  beruhen,  finden  sich  in  der 
Algebra,  und  zwar  in  der  Lehre  von  den  ganzen  Funktionen,  wieder.  So  zum 
Beispiel  liefert  der  Satz,  dass  sich  jede  ganze  Funktion  Einer  Variabein  vom 
n-ten  Grade  in  n  lineare  Faktoren  zerlegen  lasst,  hier  auf  Strecken  der  Ebene 
angewandt,  den  Satz: 

Jede  Summe  von  algebraischen  Produkten  von  je  n  Strecken  Einer  Ebene 
lässt  sich  auf  Ein  solches  Produkt  reducircn. 

Hierbei  ist  natürlich  vorausgcsefzt,  dass  auch  die  Annahme  imaginärer 
Strecken  verstattet  sei. 


'241  §  4.     Ganze  Funktionen  ersten  Grades.     Quotient. 

377.     Erklärung.     Wenn    a^y  a^,  ...  a^    Grossen    erster    (oder 

(n  —  l)-ter)  Stufe  in  einem  Hauptgebiet  n-ter  Stufe  sind,  und  in  keiner 

Zahlheeiehung  zu  einander  stehen ^  so  verstehe  ich  unter  dem  Bruche 

(Quotienten) 

6i,  6,,  ...,&;, 


Q 


®M  ^a  1  •  •  •  1  ^rt 


den  Ausdruck,   welcher  mit   öTj,  a^,  ...  a„  multiplicirt,   beziehlich  die 
Werthe  ij,  &j,  ...  6„  liefert,  so  dass  also 

I  }       *•  ?    *  *  * 

Ich  nenne  a^,  o^j ...  On  die  Nenner  des  Bruches,  6i,  ft^;  •••  ^«  s^ine 
entsprechenden  Zähler,  und  setze  zwei  Brüche,  oder  zwei  Ausdrücke 
welche  aus  Brüchen  numerisch  abgeleitet  sind,  dann  und  nur  dann 
einander  gleich,  wenn  sie  mit  jeder  Grösse  erster  {oder  (»  —  l)-ter) 
Stufe  multiplicirt  Gleiches  liefern.  Wenn  auch  die  Zähler  Grossen 
erster  (oder  [U  —  1  -ter  Stufe)  sind,  und  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  ein- 
ander stellen,  so  nenne  ich  den  Bruch  einen  umkehrbaren,  und  be- 
zeichne in  diesem  Falle,  wenn 

^  2>,,  6s,  ...,  h^ 

ist,  mit  y.  den  umgekehrten  Bruch,  das  heisst,  ich  setze 

1  «1  I  «» t  •  •  •  1  o« 


Anm.  Der  Gedanke,  welcher  dieser  Erklärung  zu  Grunde  liegt,  ist  leicht 
bindurchzusehen.  In  der  Algebra  ist  nämlich  unter  dem  Quotienten  a  :  b  der  Aus- 
druck verstanden,  welcher  mit  b  multiplicirt  a  giebt,  und  dies  genügt  (wenn  h 
nicht  null  ist)  zur  Definition  des  Zahlquotienten.    Für  die  extensiven  Grössen  genügt* 
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es  { aber )  nicht,  zu  wissen ,  welches  Resultat  die  Multiplikation  des  Quotienten  mit 
irgend  einer  (von  Null  verschiedenen)  Grösse  liefert,  indem  daraus  nur  die  Multi- 
plikation desselben  mit  solchen  Grössen  sich  bestimmt,  welche  aus  jener  Grösse 
numerisch  ableitbar  sind.  Man  sieht  also,  dass  in  einem  Gebiete  n-ter  Stufe  die 
Resultate  der  Multiplikation  eines  Quotienten  mit  n  in  keiner  Zahlbeziehung 
stehenden  Grössen  bestimmt  sein  müssen,  damit  der  Quotient  vollständig  be- 
stimmt sei.  Der  Quotient,  in  -[-  diesem  Sinne  aufgefasst,  ist  für  die  Differenzial-  242 
und  Integral-Rechnung  extensiver  Grössen,  so  wie  für  die  Behandlung  der  geo- 
metrischen Verwandtschaften  unentbehrlich. 

Ich  bemerke  noch,  dass  man  als  Nenner  des  Quotienten  auch  beliebige 
Grössen  höherer  Stufen  hätte  gestatten  können;  doch  würde  man  dann  den 
wesentlichen  Yortheil  grösserer  Einfachheit  gegen  den  zweifelhaften  Vortheil  un- 
fruchtbarer Allgemeinheit  austauschen.  Aus  demselben  Grunde  werde  ich  auch  die 
Zähler,  wenn  nicht  ausdrücklich  anderes  festgesetzt  wird,  stets  als  Grössen 
erster   {oder  (n  — l)-ter}  Stufe  betrachten. 

378.  Zwei  Brüclie  oder  Vielfachensummen  von  Brüchen,  welclie  mit 
n  in  keiner  Zahlbreiehung  zu  einander  stehenden  Grössen  erster  Stufe 
midtiplicirt,  Gleiches  liefern,  sind  einander  gleich,  vorausgesetzt,  dass  n 
die  Stufe  des  Hauptgebietes  ist. 

Beweis.  Es  seien  Q  und  ^,  die  beiden  Brüche  oder  Vielfachen- 
snmmen  von  Brüchen,  welche  mit  n  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  ein- 
ander stehenden  Grössen  erster  Stufe  Oi,  ...  a»  mnltiplicirt,  Gleiches 
liefern,  also  es  sei 

(*)  Qar  =  Qiar 

für  jeden  Werth  r  zwischen  1  und  n,  so  ist  zu  zeigen,  dass  Q  =  Qi, 
das  heisst  (nach  377),  dass  Q  und  Q^  mit  jeder  Grösse  erster  Stufe  x 
multiplicirt  Gleiches  liefern. 

Nun  läast  sich  (nach  24)  jede  solche  Grösse  in  einem  Haupt- 
gebiete n-ter  Stufe  aus  n  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehenden 
Grössen,  also  aus  a,,  ...  a»  numerisch  ableiten.     Es  sei 

x  =  x,n,-] [-Xnan, 

dann  ist 

Qx  =  Qix^a^  + \-  XnOn)  =  oc^Qa^  +  '   •  +  XnQa,,  [14] 

=  -^1  ft ^1  H h  ^nQi a„  [(*)] 

•      ==  §i(^i  ^1  + h  ^«««)  [44] 

=  QiX, 

379.  Einen  Bruch  multiplicirt  man  mit  einer  Zahl,  indem  man 
jeden  Zähler  mit  diese}'  Zahl  multiplicirt,  und  BrücJie  von  gleichen  Nen- 
nern addirt  man,  indem  man  die  entsprechenden  Zähler  addirt,  wobei  die 
Nenner  in  beiden  Fällen  ungeändert  bleiben,  das  heisst,  beides  zusammen- 
gefasst, 

^I  »   ^2  1    •  •  •  ®1  >   ^  »    •  •  •  ^1  t  ö«  t    •  •  • 

OraBsmann,  Werke.    I.  2.  IG 
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243  Beweis.  Zu  zeigen  ist  (nach  378)^  dass  beide  Seiten  der  zu  er- 
weisenden Gleichung  mit  jeder  der  Grössen  a^,  ...r/«  multiplicirt, 
gleiches  Resultat  liefern.     Nun  ist  (nach  44) 

V    «I »  «a »  •  •  •  «I »  «j »    •  /  "^  Ol ,  a, ,  . . .    '^  '    '^  o, ,  a^ ,  . . .    '^   * 

=  i36r+yfr+--  [377]. 

Femer  ist 

1*1  y  Uj  1    •  •  • 

Bezeichnen  wir  also  der  Kürze  wegen  die  linke  Seite  der  zu  erweisenden 
Gleichung  mit  L,  die  rechte  mit  li,  so  wird  für  jeden  Index  r 

(*)  Lor  =  li(fr- 

Folglich  L  =  li  (nach  378). 

380.  Jeden  Bruch  kann  man  auf  die  Form  bringen  y  dass  seine 
Nenner  beliebige  n  in  keiner  ZaMbeeiehung  eu  einander  stellende  Grössen 
erster  [oder  (n  —  l)'tcr}  Stufe  sind,  {u:o  n  die  Stufenzalil  des  Haupt- 
gebietes  ist),  und  zwar  ist 

6i ,  6,^.  . .  >;aj^  h^,  ^«2,a^tt»  •  •  • 

a,,  a^,  ...         Ea^^^a^,  Za^^a^,  ...' 

wenn 

n  in  keiner  Zahtbeeiehung  eu  einander  stellende  Grössen,  und  «r, «  Zalücn 
sind. 

Beweis.     Es  ist 

=^£cCr,aba  [377]. 

Aber  auch 

-£^«1  «^«»  -£"«0  «6^,  ... 

Also  liefern  beide  Ausdrücke  mit  Uur^a^^a  multiplicirt,  für  jeden  Werth  r 
von  1,  ...  n  gleiches  Resultat,  sind  also,  da  Z'ai^öÖQ»  ^«2,0^07  ...  nach 
der  Hypothesis  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen,  (nach  378) 
einander  gleich. 

244  381.  Wenn  e^,  e^,  ...  e„  die  ursprünglichen  Einheiten  sind,  und 
mit  Er,t  der  Kürze  wegen  der  Bruch  bezeichnet  wird,  dessen  Nenner  die 
ursprünglichen  Einheiten  sind,  und  von  dessen  Zählern  derjenige,  welche^' 
dem  Nenner  Cr  entspricht,  gleich  c,  ist,  während  alle  Übrigen  Zahler  des- 
selben null  sind,  das  heisst,  wenn 
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C)  ^r.ser  =  e,  und  Er,,et  =  0  [^  ^  r] 

ist,  so  lassen  sich  die  n*  Ausdrückej  welche  aus  Er^^  hervorgehen,  indem 
man  statt  r  und  s  nach  und  nach  beliebige  der  Zahlen  1,  ...  n  setzt,  als 
Brucheinheiten  setzen,  das  heisst,  es  lassen  sich  alle  Brüche,  [  deren  Zähler 
und  Nenner  Grössen  erster  Stufe  des  Hauptgebietes  sind,]  aus  ihnen 
numerisch  ableiten,  während  sie  selbst  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  ein- 
ander stehen,  und  zwar  ist 


-^«l.b^b»   ^«2,b«b 


Cj       ,        e^ 


Uaa^hEa^h' 


Beweis.     1.   Es  ist 


^^_-^«mV-^^_^^^^^  [377]. 

Ferner  ist 

Uaa.hEa.h  •  €r  =  I^aa^^Ea^h^r  [44] 

indem  nämlich  Ea^hCr  =  0  ist  für  a  ^  r,  und  Er.h^r^^  ^f>  ist.  Also 
{sind}  beide  Ausdrücke,  da  sie  mit  jeder  der  Grossen  c^,  ...  Cn  multi- 
plicirt  Gleiches  liefern,  (nach  378)  einander  gleich. 

2.  Angenommen  zweitens,  es  bestände  zwischen  den  Grössen  J?r,, 
eine  Gleichung  der  Form 

2Jaa,hEa,h  =  0, 

so  hätte  man  für  jeden  Index  r 

0  =  IJcca^hEa^b-er  =  2Jaa,bEa,her  [44]. 

Also,  da  jBa,bCr  =  0  ist,  wenn  r  von  o  verschieden  ist, 

0  =  Zar^^Er^hCr  =  -Sa^b^b  [*]. 

Wenn  aber 

so  muss,  da  e^,  c^,  ,.,  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen, 
(nach  28)  jeder  der  Koefficienten  von  ^j,  e^,  ...  null  sein,  das  heisst 

ar,«==0  246 

fdr  jedes  r  und  s,  also  ist  die  angenommene  Gleichung  identisch  null, 
das  heisst  (nach  2),  die  Grössen  Er^»  stehen  in  keiner  Zahlbeziehung 
zu  einander. 

382.  Jeder  Bruch  lässt  sich  als  Lückenausdruck  mit  Einer  Lücke 
darstellen,  und  zwar  ist,  wenn  die  Nenner  a^,  ...  a„  ein  einfaches  Normal- 
System  bilden. 


«*i »  **i  >  •  •  • 


16" 


i 
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Beweis.     Zu  zeigen  ist,  dass  beide  Ausdrücke,  mit  jeder  Grosse 
erster  Stufe  x  multiplicirt,  Gleiches  liefern. 
Nun  ist,  wenn  x  ^==  x^a^^  +  ^jör,  -|"  *  *  *  ist, 

(P/'J&i  +  ['W62  +    ••>  =  L^W^i  +  [xa.Y^,  +  -•  [{357}, 353] 

=  xj}^  ^x^h^  H [350]. 

Aber  auch 

«,,  o,, ...  cj,,o,,...  ^  1    1    •      *  *    '         ^ 

=  xj>^  +  a:^^,  -^ [377J. 

Somit  liefern  beide  Seiten   der  zu  erweisenden  Gleichung,   mit  jeder 

Grösse    erster   Stufe   multiplicirt.   Gleiches,    sind    also    selbst    gleich 

(nach  377). 

Anm.  Es  ist  also  der  Bruch  nur  eine  einfachere  Form  des  Lückenausdnickes 
mit  einer  Lücke,  und  { es )  kann  also  auch  jedes  System  beliebig  vieler  linearer 
Zahlfunktionen  yon  beliebig  vielen  Zahlgrössen  als  Produkt  eines  Quotienten  in 
eine  extensive  Variable  dargestellt  werden. 

383.  Erklärung.  Das  bezügliche  Produkt  der  Zähler  eines 
Bruches,  dessen  Nenner  das  System  der  ursprünglichen  Einheiten  bilden, 
nenne  ich  den  Potenzwerth  des  Bruches,  und  bezeichne  den  Potenz- 
werth  des  Bruches  §,  wenn  n  die  Anzahl  der  Nenner  ist,  mit  [ö*]> 
das  heisst,  ich  setze,  wenn 

a, ,  o,,    -  «„ 
c, ,  f  j, ,  ...  e^ 

ist,  und  ß, ,  v^,  ...  ßn  das  System  der  ursprünglichen  Einheiten  bilden, 

[(/']  =  [a^  «^  . . .  a  J . 

246  Anm.     Wenn  jeder  Zähler  das  |i- fache  des  entsprechenden  Nenners  ist,  so 

ist  der  Bruch  vermöge  der  Definition  gleich  der  Zahl  p ;  das  bezügliche  Produkt 
der  Zähler  ist  dann 

[pe,  .pe^...  pe,;]  =-  jp"  [<•, «,  . . .  «^]  , 

also,  da  das  bezügliche  Produkt  der  ursprünglichen  Einheiten  Eins  ist,  =  p" ,  das 
heisst,  in  einem  Hauptgebiete  n-ter  Stufe  ist  der  Potenzwerth  einer  Zahl  p 
gleich  /)**.  Der  tiefere  Grund  der  gewählten  Benennung  und  Bezeichnung  liegt 
in  einer  eigenthümlichcn  Verknüpfung  der  extensiven  Brüche,  welche  ganz  der  be- 
züglichen Multiplikation  entspricht,  und  deren  Wesen  ich  hier  in  mehr  anschau- 
licher Form  zu  entfalten  versuchen  werde.  Ich  gründe  den  Begriff  dieser  Ver- 
knüpfung auf  den  des  Lückenproduktes. 

Wenn  nämlich  -4.,  B,  ...,  Ä^,  B^^  ...  Brüche  sind,  deren  Nenner  etwa 
die  ursprünglichen  Einheiten  sein  mögen,  und  a,  2>,  ...  beliebige  Grössen  erster 
Stufe,  l  aber  eine  Lücke  ist,  in  welche  Brüche  der  genannten  Art  (also  Grössen 
nullter  Stufe)  eintreten  sollen,  so  setze  ich  [J.jB  . . .]  =»  \A^B^  . . .]  dann  und  nur 
dann,  wenn  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Reihe  von  Grössen  erster  Stufe  a,  &,  . . ., 
deren  Anzahl  gleich  der  Anzahl  der  Faktoren  jener  Produkte  ist, 

\la.lh  ...lAB  ...  =  pa.Zft  ...J-^i-»,  ... 
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ist.  Ich  nenne  das  Produkt  [AB  . . .]  ein  (auf  das  Hauptgebiet)  bezügliches  Pro- 
dukt der  Brüche  J.,  jB,  . . .  , 

Aus  diesem  Begriffe  folgt  (nach  362)  sogleich,  dass  die  Ordnung  der  Fak- 
toren in  diesem  Produkte  für  den  Werth  desselben  gleichgültig  ist^  ein  Gesetz, 
welches  mit  dem  in  58  ausgesprochenen  in  üebereinstimmung  ist,  da  die  Brüche 
der  genannten  Art  als  Grössen  nuUter  Stufe  zu  betrachten  sind. 

Femer  ergiebt  sich  leicht,  dass,  wenn  in  dem  Produkte  [la  .Ib  . . .]  zwei  der 
Faktoren,  zum  Beispiel  die  beiden  ersten,  einander  gleich  sind,  allemal 

[la,lb  ...]ÄB  ...  =«  0 

ist.  Denn  es  ist  (nach  853)  [la  .la  .Ic  . .  .]ÄBC .. .  gleich  einem  Bruche,  dessen 
Zähler  die  Summe  aller  der  Ausdrücke  ist,  die  man  dadurch  erhält,  dass  man 
Ä,  Bj  Cy  ...  in  allen  möglichen  Anordnungen  in  die  Lücken  eintreten  lässt,  und 
dessen  Nenner  die  Anzahl  dieser  Ausdrücke  ist.  Nun  zeigt  sich,  dass  sich  die 
Glieder  des  Zählers  paarweise  aufheben.  Denn,  wenn  PQB  . . .  eine  andere  Ord- 
nung der  Faktoren  ABC .  . .  darstellt,  und  zwar  so,  dass  P  in  die  erste  Lücke 
eintreten  soll,  Q  in  die  zweite,  und  so  weiter,  so  wird  das  daraus  entspringende 
Glied  gleich  [Pa  .Qa  .Rc  ...].  Vertauscht  man  P  und  Q,  so  geht  aus  dieser 
Ordnung  das  Glied  [Qa.  Pa.  Bc  . .  ^  hervor,  die  Summe  beider  giebt  aber  Null, 
da  Pa  und  Qa  Grössen  erster  Stufe  sind,  und  deren  Vertauschuug  (nach  55)  ent- 
gegengesetzten Werth  bedingt.  Also  heben  sich  die  Glieder  im  Zähler  paarweise 
auf,  das  heisst,  der  Zähler  wird  null,  also  der  Bruch  null.  Dasselbe  gilt,  wenn 
in  dem  Produkte  \la.lb  . . .]  beliebige  zwei  Faktoren  gleich  werden,  so  dass  also 
in  diesem  Falle  stets  [la  .Ib  . .  .]^  JB  ...»  0  ist. 

Daraus  folgt  aber  wiederum  sogleich,  dass,  wenn  sich  die  Grössenreihe  a,  &, . . . 
lineal  ändert,  zum  Beispiel  b  in  b'  ^^  b  -\'  aa  sich  verwandelt,  das  Produkt 
\la.lb  . .  .'\AB  . . .  denselben  Werth  behält,  und  hieraus  (nach  76),  dass,  tcenn 2^7 
sich  a,  b,  . . .  beliebig,  jedoch  so  ändern,  dass  ihr  Produkt  [ab  . . .]  konstant  bleibt, 
auch  [la.lb  . .  .]AB  ...  konstant  bleibt.  Wir  können  daher  diesen  Ausdruck  als 
Verknüpfung,  und  zwar  als  multiplikative  Verknüpfung  von  [ab...]  und  [AB...] 
ansehen,  und  schreiben  daher*) 

[la  .Ib  ..  .]AB  . . .  =  [AB  . .  .][ab  . . .]. 

Hier  hat  [AB  . . .],  da  es,  mit  dem  Produkte  [ab...]  verknüpft,  wieder  eine 
Summe  von  solchen  Produkten  derselben  Faktorenzahl,  also  eine  Grösse  derselben 
Stufe  liefert,  ganz  die  Bedeutung  eines  extensiven  Bruches,  aber  eines  solchen, 
der,  wenn  die  Anzahl  der  Faktoren  m  ist,  nur  mit  Grössen  m-ter  Stufe  zu- 
sammentritt. 

Es  seien  ü^j,  E^,...  die  Einheiten  m-ter  Stufe,  und  sei 

[A  B  . , .]  E^  =  A^ ,  [A  JD  . . .]  JS'j  =»  A^ ,  . . . , 

so  ist  klar,  dass  [AB  . . .]  einem  Bruche  Q  gleich  ist,  dessen  Nenner  E^,  J^, ,  . . . , 
und  dessen  entsprechende  Zähler  ^^ ,  ^ ,  . . .  sind.  Denn  es  giebt  jenes  Produkt 
[AB  . ..]  mit  den  Einheiten  m-ter  Stufe,  also  auch  mit  jeder  aus  ihnen  ableit- 
baren Grösse,  das  heisst,  mit  jeder  Grösse  m-ter  Stufe  multiplicirt,  dasselbe  Re- 
sultat, wie  dieser  Bruch  Q  auf  gleiche  Weise  verknüpft  liefert,  das  heisst,  es  ist 
vermöge  der  Definitionen  jenes  Produktes  und  dieses  Quotienten  [AB  , . .]  =^  Q, 
das  heisst,   das  bezügliche  Produkt  von  m  Brüchen,  deren  Nenner  und  Zähler 

*)  { In  Nr.  504  wird  für  das  Produkt  auf  der  rechten  Seite  die  Bezeichnung 
**^^*^  [AB. ..ab,..],) 


# 
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▼on  erster  Stufe  sind,  giebt  einen  Bruch,  dessen  Nenner  und  Zähler  Ton  «i-ter 
Stufe  sind. 

Durch  die  Reciprocität  z¥d8chen  Grössen  erster  und  (n — l)-ter  Stufe  (im 
Hauptgebiete  n-ter  Stufe)  ergiebt  sich  auch,  dass  das  bezügliche  Produkt  Ton 
m  Brüchen,  deren  Nenner  und  Zähler  von  (n  —  l)-ter  Stufe  sind,  einen  Brach 
liefert,  dessen  Nenner  und  Zähler  Yon  (n  —  m)  -  ter  Stufe  sind.  Dies  letztere  Pro- 
dukt würde  daher  als  regressives,  das  erstere  als  progressives  Produkt  van  BrUdten 
zu  betrachten  sein. 

Wir  bleiben  hier  bei  dem  ersteren,  also  dem  progressiven  Produkte  der  Brüche 
stehen,  um  namentlich  noch  die  progressiyen  Potenzen  der  Brüche  zu  betrachten. 

Da  das  Produkt  gleicher  Faktoren  eben  nur  Eine  Anordnung  dieser  Fak- 
toren gestattet,  so  geht  sogleich  aus  dem  Begriffe  herror,  dass 

sei,  Yorausgesetzt  natürlich,  dass  die  Anzahl  der  Faktoren  a,  6,  ...  auch  m  be- 
trage. Setzen  wir  die  ursprünglichen  Einheiten  e^,  e^,  ,. ,  als  Nenner,  und 
01,0,,...  als  entsprechende  Zähler,  das  heisst,  J.«|  ^  Oj ,  . . . ,  so  ergiebt  sich 

unmittelbar,  dass  [ä"*]  mit  dem  Produkte  Yon  m  ursprünglichen  Einheiten  multi- 
plicirt,  das  Produkt  der  m  entsprechenden  Zähler  gebe,  und  dass  also  die  Potenzen 
Ton  Ä  jede  Grösse,  welche  aus  den  ursprünglichen  Einheiten  herrorgegangen  ist, 
und  welche  den  Exponenten  jener  Potenz  als  Stufenzahl  hat,  in  diejenige  Grösse 
yerwandelt,  welche  aus  den  entsprechenden  Zählern  genau  auf  dieselbe  Weise 
hervorgeht.  Betrachten  wir  ins  Besondere  diejenige  Potenz  von  J.,  deren  Ex- 
ponent mit  der  Stufenzahl  n  des  Hauptgebietes  gleich  ist,  also  [J.**] ,  so  ergiebt  sich 

das  heisst,  gleich  dem  bezüglichen  Produkte  der  Zähler,  also  (nach  888)  gleich 
248  dem  -j-  Potenzwerthe  von  Ä.  Aber,  da  das  bezügliche  Produkt  der  n  ursprüng- 
lichen Einheiten  (nach  94)  gleich  Eins  ist,  so  ist  \_Ä^^  selbst  diesem  Potenzwerthe 
gleich,  worin  also  die  vollständige  Begründung  der  oben  gewählten  Bezeichnung  liegt. 
{ Vgl.  die  weitere  Ausgestaltung  der  betrachteten  Produktbildung  in  Nr.  604 — 610. } 

384.  Der  Potenzwerth  eines  Brudies  ist  gleich  dem  bezüglichen 
Produkte  der  Zähler^  dividirt  durch  das  der  Nenner,  das  heisst,  wenn 

t>j ,  Ojj ,  .  .  . ,   0^ 

ist,  so  ist 

Beweis.     Es  sei  Qer  =  Cr  für  jeden  Index  r  von  1  bis  n;  so  ist 

Q   ^^   ^1  »    ^<  »    •  •  • 
^l  f    ^t  t    •  •  • 

(nach  378).  Femer  seien  ^i,  fr«,  ...  als  Vielfachensummen  der  ur- 
sprünglichen Einheiten  e^,  e^j  ...  ausgedrückt,  und  sei  für  jeden  Index  r 
von  1  bis  n:     br  =  I^ßr.a^a,     so  ist 

ar  =   Qbr  =  i:ßr,a  QCa  =  ^J/Jr.aC«. 


Sätze  über  den  Potenzwerth  eines  Bruches  (Quotienten).  247 

Somit  ist 

-^Pi,aP2,a...[^a«b---] 


[45] 


[57], 


wo   üj  h,  ,..  alle   möglichen  verschiedenen  Anordnungen   der   Zahlen 

1,  2;  ...  darstellen  und  r  die  Anzahl  der  Zahlenpaare  ist,  die  in  den 

beiden  Zahlreihen 

a,  hj  ... 

entgegengesetzt  geordnet  sind.   Hier  heben  sich  nun  die  beiden  Summen, 
und  da  [e, e^  ,.,]  =  1  ist,  so  erhält  man 

386.      fVeww  Q  und  Q^  Brüche  mit  n  Nennern  sind^  und  eu  ein- 
ander in  der  Zahlbeziehung 

stehen,  so  stehen  ihre  Potenetoerihe  in  der  Zahlbeziehung 


Beweis.     Es  sei 


Qx 


also 


o,,.. 

•1«» 

Cj,  . 

aa„ 

.  ..,aa^ 

«1, 

•  •  •  >    *n 

9 

so  ist  (nach  383)  249 

[$"]  =  [aaj .  aOg  . . .  aa„]  =  «'»[«ja,  . . .  a«]  [46] 

•      -=cc-[Ql]  [383]. 

386.  Tr(?rin  ztmschen  den  Zahlern  eines  Bruches  eine  Zahlheeiehung 
herrscht,  so  lässt  sich  der  Bruch  stets  auf  die  Form  bringen^  dass  einer 
oder  mehrere  seiner  Zähler  nuU  werden,  und  zunschen  den  übrigen  Zählern 
keine  Zahlbeziehung  stattfinde;  und  zwar,  wenn  e^,  ...  e»  die  Nenner , 
a,,  ...  a«  die  Zähler  des  Bruches  Q  sind,  und  zwischen  a^,  ...  a«  keine 
Zahlbeziehung  stattfindet,  aber  die  übrigen  n  —  m  Zähler  aus  ihnen 
numerisch  ableitbar  sind,  so  dass 

(*)  Om-^r  =  «r,!«!  +  «r.jfls  + h  (^r.mOm 

ist,  SO  ist 
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WO 

das  heisstj 


*1 »  •  •  •  ''m  >  ^»1 4- 1  »    ^/n  +  ä »  •  •  •   ^« 

^1»  •  •  •  »    ^,n 

"       ~  f,     ^^«4-r  'w  +  r 


15/.    (/wd  öMc  aus  Cto4-i,  ...  c«  numerisch  ableitbaren  Grössen,  aber  audi 
keine  andern  gehen  mit  Q  mxdtiplicirt,  Null, 

Beweis.    (Es  ist} 

Qc„,^r  -=  CCr^lQei  + h  CCr^mQCm  —  V^/i  +  r 

da  nach  Hypothesis  a^^  ...  a»  die  zu  den  Nennern  c^,  ...  r«  gehörigen 
Zähler  des  Bruches  Q  sind,  (das  heisst} 

-  0  [(*)]. 

Also  sind  die  zu  den  Nennern  c,n^i,  ...  c^  gehörigen  Zähler  null. 

Zweitens  ist  zu  zeigen ;  dass  zwischen  den  n  Grössen  e^,  ...  r»,, 
Cm 4-1,  ...  Cn  keine  Zahlheziehung  herrscht. 

Der  Kürze  wegen  setze  ich 
SO  dass  also  c„^^r  =  Qr  —  ^m-^r  18 1,  SO  ist 

Da   hier   7,,  q^,  ...    aus   ^j,  r^,  ...  ^„,    numerisch    abgeleitet    sind,   so 
können  wir  sie  (nach  07)  weglassen  und  erhalten  das  Produkt 

250 also  von  Null  verschieden-,  folglich  stehen  e^,  e^,  ,..  c„t,  c,„4.i,  ...  f« 
(nach  61  j  in  keiner  Zahlbeziehung;  also  lässt  sich  (nach  378)  Q  in 
der  im  Satze  angegebenen  Weise   als  Bruch  darstellen. 

Daraus  nun,  dass  c,n-\.i,  ...  c^  mit  Q  multiplicirt  Null  geben,  folgt 
sogleich,  dass  dies  auch  für  jede  Vielfachensumme  dieser  Grössen  gilt. 
Aber  auch  umgekehrt  muss  jede  Grösse  p,  welche  mit  Q  multiplicirt  Null 
giebt,  eine  Vielfachensumme  von  c„,+i, . . .  c«  sein.  Denn  wie  auch  p  be- 
schaflFen  sei,  immer  muss  es  sich  (nach  24)  aus  e^,  c^, .. .  e^y  Cm^i,  ---c^ 
ableiten,  also  sich  in  der  Form 

p  =  «1^,  H h  ttmem  +  q 

darstellen  lassen,  wo  q  eine  Vielfachensumme  von  Cm-fi,  ...  c«  ist.   Soll 
dann  Qp  ^=  0  sein,  so  hat  man,  da  Qe^  =  «i;  •  ••>  Qcm-^i  =  0, . . .  ist, 

0  =  Qp  =  cc^a^  H [-  a„,am, 
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also  (nach  28)  «j,  «,,...,«,„  =  0,  also  {ist}  p  =  q,  das  heisst^  eine 
Vielfachensumme  von  c^+i,  ^+2,  ...  c«. 

387.  Erklärung.  Wenn  ein  Bruch  Q  mit  einer  von  Null  ver- 
schiedenen Grösse  erster  Stufe  multiplicirt  ein  Vielfaches  dieser  Grösse, 
etwa  das  ()- fache  derselben  liefert,  so  dass  also 

Qx  =  QX 

ist,  so  nenne  ich  den  Koefficienten  q  (mag  q  nun  reell  oder  imaginär 
sein)  eine  Hauptzahl  des  Bruches  Q,  und  das  Gebiet,  welchem  alle 
Grössen  x  angehören,  welche  jener  Gleichung  genügen,  das  zu  der 
Hauptzahl  9  gehörige  Hauptgebiet. 

388.  Aufgabe.  Die  Hauptzahlen  und  die  zugehörigen  Haupfgebiete 
eines  Bruches  zu  finden. 

Auflösung.  Es  sei  9  eine  Hauptzahl  eines  Bruches  Q  mit  n 
Nennern  e,,  e^,  ...  e„,  und  sei  x  =  Uxaea  eine  von  Null  verschiedene 
Grösse,  welche  mit  Q  multiplicirt  ihr  p-faches  liefert,  so  hat  man 

das  heisst: 

0  -  (p  -  Q)x. 
Setzt  man  hierin  statt  x  seinen  Werth,  und  setzt 

(a)  {Q  —  Q)ea  =  Ca, 

so  erhält  man 

(b)  0  =  UXaCa. 

Da  nun  x  von  Null  verschieden  ist,  so  muss  auch  mindestens  eine  der  201 
Zahlen  a:,,  ...  a;„  von  Null  verschieden  sein,  also  (nach  16)   zwischen 
Oj,  ...  Cn   eine  Zahlbeziehung  stattfinden,  folglich  (nach  61)  ihr  kom- 
binatorisches Produkt  null  sein,  also 

(c)  0  =  [CyC^  ...  Cn], 

das  heisst  (nach  384),  der  Potenzwerth  des  Bruches  9  —  Q  muss 
null  sein. 

Umgekehrt,  wenn  diese  Gleichung  (c)  erfüllt  wird,  so  gilt  (nach  66) 
auch  eine  Gleichung  der  Form  (b),  also  giebt  es  dann  eine  Grösse 
x'^0,  welche  der  Gleichimg  Qx  =  qx  genügt,  das  heisst,  9  ist  dann 
eine  Hauptzahl. 

Setzt  man  in  der  letzten  Gleichung  statt  c^,  c,,  ...  ihre  Werthe 
aus  (a),  so  erhält  man 

oder,  indem  man  die  Elammem  löst, 

(d)  a^Q^  —  a,Q—'  +  «,9*-« f-  (—  1)"««  =  0, 
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wo  Ur  aus  dem  Produkte  [r^r^  ...  c„'\  dadurch  hervorgeht^  dass  man 
auf  alle  möglichen  verschiedenen  Arten  r  der  Grossen  e,,  6^^  . ..  ß«  in 
die  entsprechenden  Grössen  Qe^^  Qe^,  ...  Qcn  umwandelt^  während  man 
die  jedesmal  übrigen  unverändert  lässt  {und  endlich  die  so  erhaltenen 
Produkte  addirt ) .  Die  n  Wurzeln  pj ,  ...  q^  dieser  Gleichung  (d)  sind 
also  die  gesuchten  Hauptzahlen;  ihr  Produkt  ist  nach  dem  Neuton- 
schen  Satze  gleich  cc^:  a^y  das  heisst,  gleich  dem  Potenzwerthe  von  Q 
(nach  384). 

Die  Grössen  x  sind  dann  durch  die  Gleichung  (b)  bestimmt  Nach 
dieser  Gleichung  stehen  c^,  c^,  ,..  c^  in  einer  Zahlbeziehung  zu  ein- 
ander. Folglich  lässt  sich  (nach  17)  aus  den  Grössen  c,^...(;„  ein 
Verein  von  weniger  als  n  Grössen,  etwa  c^,  c^,  ...  c«,,  aussondern,  wel- 
cher keiner  Zahlbeziehung  unterliegt,  und  aus  welchem  die  übrigen 
Grössen  (cm^i,  ...  Cn)  numerisch  ableitbar  sind.  Dann  aber  lässt  sich 
der  Bruch  Q  —  Q,  bei  dem  (nach  la))  zu  den  Nennern  e^,  ...  e«  die 
Zähler  c, ,  ...  c«  gehören,  (nach  386)  auf  die  Form  bringen,  dass  unter 
den  Zählern  n  —  m  derselben  null  werden ;  die  zugehörigen  Nenner 
seien  QmJ^i,  ...  a«;  so  haben  (nach  386)  alle  aus  a^+i;  ..•  a»  ableit- 
baren Grössen  x,  aber  auch  keine  andern,  die  Eigenschaft,  dass 
(p  —  Q)x  =  0  ist,  das  heisst,  dass  Qx  =  qx  wird,  das  heisst  also, 
das  Gebiet  am+i,  ...  ^n  ist  das  zu  der  Hauptzahl  q  gehörige  Haupt- 
gebiet.    Also : 

252  Jede^'  BrucJi  Q  mit  n  Nemiern  hat  n  TlaMptzdlüen  und  ewar  sind 
diese  die  Wurzeln  q  der  gleichbedeutenden  Gleichungen  (c)  oder  (d).  Das 
Produkt  dieser  n  Wurzeln  ist  gleich  dem  Potenetverthe  von  Qy  und  rfos 
zu  der  Hauptzahl  g  gehörige  Hauptgebiet  erMlt  man,  indem  man  (nach  386) 
9  —  Q  ah  einen  Bruch  darstellty  von  dessen  Zählern  einer  oder  mehrere 
null  sindy  während  die  übrigen  Zähler  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  ein- 
ander stehen;  dann  ist  das  Gebiet  derjenigen  Nenner  dieses  Bruches  q  —  Q, 
deren  entsprechende  Zähler  null  sind,  das  verlangte  Hauptgebiet. 

389.  Wenn  die  n  Hauptzahlen  pj,  ...  Qn  eines  Bruches  Q  alle  von 
einander  verschieden  sindy  so  sind  die  n  zugehörigen  Hauptgebiete  alle 
von  erster  Stufe  und  stehen  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander. 

Beweis.  Nach  388  lässt  sich  zu  jeder  der  Grössen  pj,  ...  (),, 
zum  Beispiel  zu  pr,  eine  von  Null  verschiedene  Grösse  erster  Stufe 
finden,  welche  mit  Q  multiplicirt  ihr  p^-faches  liefert.  Es  seien  rr^, . .  .a„ 
solche  Grössen,  so  dass  Qar  =  QrCir  is^- 

Angenommen  nun,  a^,  ...  a«  ständen  in  einer  Zahlbeziehung,  so 
müssten  sich  aus  ihnen  (nach  17)  m  Grössen,  etwa  «j,  ...  a^,  aus- 
sondern lassen,  die  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  ständen,  und 
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aus  denen  jede  der  übrigen,  zum  Beispiel  Or,  numerisch  ableitbar  wäre. 
Es  sei  flr^  =«  «ifli  +  •••  +  «„.am,  so  muss,  da  ar  von  Null  verschieden 
ist,  auch  mindestens  einer  der  Koefficienten  «,,  ...  «,„  von  Null  ver- 
schieden sein.     Es  sei  dies  zum  Beispiel  a^.     Nun  hat  man 

da  nach  der  Voraussetzung  Qür  =  QrC^r  ist,  also  wird 

folglich  sind  (nach  29)  die  entsprechenden  Koefficienten  gleich,  nament- 
lich «,  pi  =  ^iQr,  das  heisst,  da  a,  ^  0,  ist  pr  =»  pi,  was  gegen  die 
Voraussetzung  ist. 

Also  können  a^,  . ..  /7„  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen. 
Folglich  kann  auch  keins  der  Hauptgebiete  von  höherer  als  erster  Stufe 
sein.  Denn  wäre  zum  Beispiel  das  zu  q^  gehörige  Hauptgebiet  von 
höherer  Stufe,  so  müsste  dies  Gebiet  mit  dem  Gebiete  {n  —  l)-ter  Stufe 
der  t  Grössen  a^, .,,  an  (nach  26)  mindestens  ein  Gebiet  erster  Stufe 268 
gemein  haben.  Es  sei  c  eine  (von  Null  verschiedene)  Grösse  dieses 
gemeinschaftlichen  Gebietes,  so  wäre  c  aus  a,,  ...  a»  numerisch  ableit- 
bar, und  würde  sich  doch,  da  es  in  dem  zu  pj  gehörigen  Hauptgebiete 
liegt,  in  sein  (),-faches  verwandeln,  was  als  unmöglich  nachgewiesen  ist. 

390.     Aufgabe.   Den  Fall  gleicher  Uauptzahlen  ssu  untersuchen, 

Auflösung.  Wenn  man  die  Bezeichnungen  der  vorhergehenden 
Sätze  festhält,  so  hat  man  (nach  388) 

(a)  \c^c^  ...  Cn]  =  0, 
wo 

(b)  c,  =  (p  -  Q)er. 

Es  sind  also  Cj,  r^,  ...  r„  die  zu  den  Nennern  e, ,  c^,  ...  c^  gehörigen 
Zähler  des  Bruches  q  —  Q,  und  die  Gleichung  (a)  si^  aus,  dass  das 
kombinatorische  Produkt  der  n  Zähler  null  sei,  das  heisst,  dass  der 
Potenzwerth  von  q  —  Q  null  sei. 

Es  behalten  nach  dem  Obigen  die  Gleichungen  (a)  und  (b)  ihre 
Bedeutung,  wenn  man  statt  der  Nenner  ^j ,  ...  e«  beliebige  n  in  keiner 
Zahlbeziehung  zu  einander  stehende  Grössen  erster  Stufe  setzt.  Die 
n  Werthe  von  (>,  welche  der  Gleichung  (a)  genügen,  sind  (nach  388) 
die  n  Hauptzahlen  von  Q.  Wenn  nun  mehrere,  etwa  a,  derselben  gleich 
a  sind,  so  heisst  das  also,  dass  die  Gleichung  (a)  für  q  im  Ganzen 
a  Werthe  darbiete,  welche  gleich  a  sind.  Wenn  aber  ein  Werth  von  q 
gleich  a  ist,  so  lässt  sich  (nach  388)  eine  von  Null  verschiedene  Grösse 
erster  Stufe  Oj  finden,  welche  mit  Q  multiplicirt  ihr  a-faches  liefert. 
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Es  sei  diese  Grösse  «i  =  ^'i^i  +  ••  •  +  ^«^n,  so  muss  von  den  Koeffi- 
cienten  x^,  ...  x^  mindestens  Einer  von  Null  verschieden  sein,  iveil 
sonst,  gegen  die  Annahme ,  a,  selbst  null  wäre.  Es  sei  x^  von  Null 
verschieden,  so  stehen  (nach  li))  a^,  c^j  ...  e»  in  keiner  Zahlbeziehung 
zu  einander,  können  also  nach  dem  Obigen  statt  e^^  e^,  ...  Cn  in  die 
Gleichungen  (a)  und  (b)  eingeführt  werden;  dann  erhält  der  neue,  zu 
«1  gehörende  Zähler  des  Bruches  Q  —  Q  den  Werth 

ci  =  (p  —  Q)a^  =  QOi  —  Qoi  =  ga^  —  aa,   [nach  Annahme] 

=  (p  -  a)a^ 

und  die  Gleichung  (a)  wird  ersetzt  durch  die  Gleichung 

(p  —  a)[a^c^  . . .  c„]  «=  0. 

264         Wir  wollen  annehmen,  man  habe,  wenn  die  Gleichung  f  (a)  im 

Ganzen  q  Wurzeln  9  «=  a  hat,  nach  tmd  nach  die  Gleichung  (a)  noch 

in  die  Formen 

(q  —  ayia^a^c^  . . .  r,]  =  0 

und  so  weiter,  endlich  in  die  Form 

(C)  (q  —  «/[aiöTj  .  .  .  OrCr^i  ...  C;,]  —  0 

umgewandelt,  wo  r  <  a  ist,  und  zwar  so,  dass 

Qtti  =  «fli,  [aj . Qa^]  =  aKöfg],  . . . , 
endlich 

(d)  r^l^2   •  •  •   ^r—l  •  Qctr]  =  «[«lö^   •  •  •  ^r] 

sei,  und  die  n  Grössen  a^y  ...  ör,  ^r+i,  ...  ^ü  in  keiner  Zahlbeziehung 
zu  einander  stehen,  so  lässt  sich  zeigen,  dass  man  diese  Umwandlungen 
auch  so  weit  fortsetzen  könne,  bis  endlich  r  =  a  werde. 

In  der  That,  so  lange  noch  r  kleiner  ist  als  Q,  das  heisst,  es 
noch  mehr  als  r  Wurzeln  q  ==  a  giebt,  welche  der  Gleichung  (c)  ge- 
nügen, so  muss,  wie  aus  der  Theorie  der  Gleichungen  bekannt  ist,  wenn 
man  jene  Gleichung  durch  (q  —  aY  dividirt,  der  Quotient  noch  eine 
Wurzel  Q  =  a  darbieten,  das  heisst,  es  muss  noch 

(e)  [r/i    ...  OrCr^^i    ...  C„]  =  0 

sein,  für  p  =  a.  Es  seien  rfr-f  i, . . .  cZ„  die  Werthe,  in  welche  Cr+i,  . . .  c« 
übergehen,  wenn  man  in  den  letztern  a  statt  9  setzt,  so  erhält  man 

(f)  [a,  ...  rtrrfr  +  l   .  .  .  rfn]  =  0, 

wo 

(g)  (lr-\.l  =  («  —   Ö)^r+1,     .  .  .,     rf„  =  (a   —   Q)en 

ist.  Hier  sagt  die  Gleichung  (f)  aus,  dass  zwischen  den  Grössen  a|, ...  a^ 
e^r+i;  ...  dn  eine  Zahlbeziehung  herrscht  (nach  66).     Es  sei 

(h)  «jai  H 1-  Urttr  +  «r+lrfr+l  + h  «n^«  ™  0 
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der  Ausdruck  dieser  ZaUbeziehuBg^  so  muss  Einer  der  Koefficienten 
«r-fi,  ...  a«  von  Null  verschieden  sein;  denn,  wenn  sie  alle  null  wären, 
so  würde  zwischen  a^^  ...  Ur  eine  Zahlbeziehung  herrschen,  was  gegen 
die  Voraussetzung  streitet.  Es  sei  etwa  a^+i  von  Null  verschieden, 
und  sei  ,  , 

«r+i^r  +  l  + h  «nß»  =  «r+l 

gesetzt,  so  stehen  (nach  19)  a,,  ...  «r+i,  ^r+s,  ...  ß»  in  keiner  Zahl- 
beziehung zu  einander,  können  also  statt  e^ ,  . . .  e»  in  die  Gleichungen 
(a)  und  (b),  oder  statt  a^  ...  Or,  «r+i, ...  «n  in  die  Gleichung  (c)  ein- 
gesetzt werden,  wenn  man  nur  zugleich  die  Grossen  Cj,  ...  Cr^i  durch 
die  in  dem  Bruche  q —  Q  den  Nennern  a,,  ...  «^4-1  entsprechenden 
Zähler  Ci,  ...  Cr^^i  ersetzt.    Hierdurch  geht  die  Gleichung  (c)  über  in 

(C')  (p  —  «/[aj  ag  . . .  arCr+iCr+2  . . .  cj  =  0, 

wo 

ist. 

Femer  ist  dann 

(a  —  ^)ar+i  =  ar+i(«  —  ö)^r+i  H h  ««(«  —  Q)^n  266 

=  «r+idr+i  H h  «/»d«  [nach  (g)] 

=  —  a^tti  —  •  •  •  —  Urttr  [nach  (h)]. 

Also  ist 

QOr^l  «=  «1«!  H h  tCrttr  +  «ar+l- 

Folglich 

[«1  .  . .  ar .  Qar^i]  =  [a,   .  .  .  «^(«1  Öj  + 1-  «rOr  +  ««r+l)] 

< 

=  «[«1  ...arttr+i]  [67]. 

Nun  sollte,  wie  oben  gezeigt, 

Cr+i  =  {q  — Q)ar-\.i  =  Qar-\-i  —  Qar^i 
sein,  also  wird 

=  ()  [flfi  . . .  «r-f  i]  —  «[fl'i . . .  ar+ 1]         [nach  (i)] 
=  (q  —  a)[a,  ...a^+i]. 
Setzt  man  dies  in  die  Gleichung  (c')  ein,  so  erhält  man 

(k)  (p  —  uY+^la^a^  .  .  .  «r-f  lCr+3  . . .  c„]  =  0, 

das  heisst,  die  Gleichungen  (c)  und  (d)  bestehen  noch  fort,  wenn  man, 
so  lange  noch  r  <.a  bleibt,  in  ihnen  >*  +  1  statt  r  setzt,  folglich 
bleiben  sie  noch  bestehen,  wenn  r  =  o  wird,  das  heisst: 

Wenn  unter  den  Hauptzahlefii  des  Qtwtienten  Q  mehrere,  etwa  a 
einander  gleich  und  zwar  =  «  sind,  so  lassen  sich  a  Grössen  erster  Stufe 
a^,  ...  aa  von  der  Art  finden,  dass  diese  mit  n  —  a  der  Grössen  6^, . . .  c«, 
etwa  mit  ßa+i;  •••  ^n;  ^V»  keiner  ZcMbetsiehung  stehen,  und 


(i) 
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(*)  [«i.ö«J  =a[Oi«'2],... 

5fi,  rföiin  wird  die  Gleichung  für  die  Hauptzalüen  q  folgende: 

(**)  (q  —  a)"[aiff2  •.  .  OaCa  +  X  ...  cj  =  0, 

wo 

(*•**)  ^r  =  (P  —  Q)er 

für  jeden  Index  r  von  a  +  1  an  his  n  ist. 

Es  kommt  nun  darauf  an,  die  zu  den  Nennern  üi, ,..  a^  gehörigen 
Zähler  des  Bruches  Q  zu  finden. 

Zunächst  ist  der  zu  dem  Nenner  a^  gehörige  Zähler  nach  dem 
Obigen  gleich  aa^.  Es  sei  der  zu  dem  Nenner  a^  gehörige  Zähler  Xf 
das  heisst,  Qür  >=  x,  so  hat  man  (aus  (*)) 

.  [oja^  ...  ar-ia;]  =  «[a^a, ...  aj, 

256  das  heisst, 

[a^a^ . . .  ar^i(x  —  aar)]  =  0, 

also  besteht  (nach  66)  zwischen  den  Grossen  a^,  o,,  ...a^_i,  x  —  aOr 
eine  Zahlbeziehung^  das  heisst^  es  ist 

X  —  aar  ^=  a'ry 

wo  ür  irgend  eine  aus  a^^  a^y  ...  ür^i  numerisch  ableitbare  Grösse  ist^ 
und  man  erhält  a;  =  aar  +  flr,  das  heisst, 

(1)  Qor  =  aar  +  a'ry 

wo  a-r  eine  Vielfachensumme  von  a^,  a^,  ...  a^-i  ist. 

Es  werde  nun  das  Produkt  von  Q  mit  irgend  einer  aus  öj  , . . .  fla 
numerisch  ableitbaren  Grösse  p  untersucht,  und  zwar  sei 

p  =  «jöi  + h  ^rttry 

wo  r  <;  a,  und  «,.  ^  0  ist,  so  hat  man 

Qp  =  ^(«1«,  H 1-  Urar) 

=  «10«!   H h  CCrQar 

=  «laöi  +  •  ■  •  +  «raör  +  p  [nach  (1)], 

indem  p'  eine  Vielfachensumme  von  a^,  a^j  ...  a^-i  darstellt, 

=  a|)  +  p  , 
das  heisst: 

Z)/e  dwrcA  die  obigen  Gleichungen  (*)  bestimmten  Grössen  Oj,  a^, . . .  fla 

/tai(9w  d/e  Eigefischaft,  dass  jede  Vielfachensumme  derseJbeti  der  Gkidiung 

^****^  Qp  ,^  f^p  ^  p' 

unterliegt,  wo,  wenn  p  aus  den  r  ersten  jener  Grössen  ableitbar  ist,  p  aus 
den  (r  —  1)  ersten  derselben  ableitbar  ist. 
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Es  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass,  wenn  von  den  Grössen  a%,as,»..aa 
der  Gleichung  (1)  mehrere,  etwa  die  Grössen  «i,  ...  Or,  null  sind,  dann 
jede  Vielfachensumme  von  a, ,  ...  Or  sich  durch  die  Multiplikation  mit 
Q  in  ihr  a-faches  verwandelt,  und  also  das  zu  a  gehörige  Hauptgebiet 
von  Q  (siehe  387  {und  388})  von  r-ter  Stufe  ist. 

Wenn  unter  den  Hauptzahlen  von  Q  nicht  nur  a  derselben  vor- 
kommen, welche  gleich  a,  sondern  auch  b,  welche  gleich  ß,  c,  welche 
gleich  y  sind,  .  .  .,  wo  a,  /3,  y,  ...  alle  von  einander  verschieden  sind, 
so  lassen  sich  nach  dem  Obigen  b  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  ein- 
ander stehende  Grössen  6, ,  . . .  &a  von  der  Art  angeben,  dass  jede  Viel- 
fachensumme q  von  &!,  ...6a  der  Gleichung  Qq^^ßq-^-q'  genügt, 
wo,  wenn  q  aus  den  m  ersten  jener  Grössen  ableitbar  ist,  q  aus  den 
(m — 1)  ersten  derselben  ableitbar  ist,  und  ebenso  lassen  sich  c  in  257 
keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehende  Grössen  Cj ,  ...  Cc  von  der 
Art  angeben,  dass  jede  Vielfachensumme  r  von  c,,  ...  Cc  der  Gleichung 
Qr  =  yr  +  »*'  genüge,  wo,  wenn  r  aus  den  m  ersten  der  Grössen 
Cj,  ...  Cc  ableitbar  ist,  r'  aus  den  m  —  1  ersten  derselben  ableitbar 
ist,  und  so  weiter. 

Es  lässt  sich  zeigen,  dass  dann  die  Grössen  a^,  ...  üa,  2^],  ...  h^^ 
Ci,  ...  Cc,  ...  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen,  und  also  als 
Nenner  des  Bruches  Q  gesetzt  werden  können. 

In  der  That,  nehmen  wir  zum  Beispiel  an,  dass  zwischen  den 
Grössen  Oj,  ...  aa,  ^i,  ...  hbj  c,,  ...Cm— i  noch  keine  Zahlbeziehung  be- 
stehe, aber  nun  zwischen  diesen  Grössen  und  der  Grösse  Cm  eine  Zahl- 
beziehung hervortrete,  so  wird  diese  die  Form  haben 

(m)  P  +  q  +  r=-0, 

wo  p  eine  Vielfachensumme  von  a^,  ...  üa,  q  eine  Vielfachensumme  von 
bij  ...  6b,  ^  eine  Vielfachensumme  von  c^,  ...  c,n  ist,  also  wird  auch 

0  =  Qip  +  q-\-r) 

sein.     Dies  ist  aber,  wie  oben  gezeigt, 

=  ccp  +  p'  +  ßq  +  q  +  yr  +  r', 

oder,  indem  wir  statt  r  seinen  Werth  =  —  p  —  q  aus  der  Gleichung 

(m)  setzen, 

0  =  {a  —  y)p+{ß  —  y)q  +p+q+  r. 

Da  nach  dem  Obigen  r'  aus  c,,  ...  Cm— i  numerisch  ableitbar  ist, 
so  sind  alle  in  dieser  letzteren  Gleichung  vorkommenden  Grössen  aus 
den  nach  der  Annahme  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehenden 
Grössen  a^y..,aa,  ft^,  ...6a;  c^,  ...c,«_i  numerisch  ableitbar.  Die 
rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  wird  sich  also  als  Vielfachensumme 
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der  letztgenannten  Grossen  darstellen  lassen ,  und  da  die  linke  Seite 
null  ist,  so  werden  (nach  2S)  alle  einzelnen  Eoefficienten  dieser  Viel- 
fachensumme  null  sein. 

Wenn  nun  p  von  Null  verschieden,  etwa  =  arjöi  +  "•  "t"  ^»^» 
wäre,  wo  x,'^0  ist,  so  würde  p'  nach  dem  Obigen  aus  üi,  ...  a,— i 
numerisch  ableitbar  sein,  folglich  würde  a«,  da  es  auch  in  q,  q',  r 
nicht  enthalten  ist,  in  jener  gleich  Null  gesetzten  Vielfachensumme  nur 
einmal  vorkommen,  nämlich  mit  dem  Koefficienten  (a  —  y)a;,  ver- 
258bunden;  dieser  müsste  also  null  sein,  was  unmöglich  ist,  da  x,  nach 
der  Annahme  ungleich  Null,  und  a  ungleich  y  ist.  Folglich  ist  die 
Annahme,  dass  p  von  Null  verschieden  sei,  unmöglich,  das  heisst  p  ist 
gleich  Null.  Aus  gleichem  Grunde  ist  g  «s  0.  Dann  aber  folgt  aus  der 
Gleichung  (m),  dass  r  «=  0  ist.  Da  nun  aber  die  Ghrossen  a^,  ...  a^  in 
keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen,  so  folgt  aus  p  wm^O^  dass  alle 
Koefficienten  des  Ausdruckes,  durch  welchen  |)  aus  »i,  ...  aa  abgeleitet 
ist,  null  sind,  und  dasselbe  folgt  fQr  q  und  r.  Also  enthält  die  Glei- 
chung (m)  gar  keinen  Ausdruck  der  Zahlbeziehung;  es  findet  also  eine 
solche  zwischen  den  Grössen  a|, . . .  aa,  t^ , . . .  6»,  o, , . . .  Cc, . . .  gar  nicht 
statt,  was  zu  zeigen  war.     Also 

Wenn  die  Gleicfnmg 

[(pe,  —  Q€i)(Qe^  —  Qe^)  . . .  {qc„  —  Qe^)]  =  0, 

welche  in  Bezug  auf  q  vom  n-ten  Grade  ist,  a  Wurzeln  =  a,  b  Wurzdn 

=  ß,  ...  darbietet j  wo  «,  /3,  ...  von  einander  verschieden  sind,  so  kann 

man  n  in  keiner  Zahlbeziehwng  zu  einander*  stdiende  Grössen  aj,  ...  öa, 

&i,  ...  hby  ...  von  der  Art  angeben y  dasSy  wenn  p  eine  Vielfachensumme 

der  m  ersten  unter  den  Grössen  a^,  . . .  cto,  oder  unter  den  Grössen  fcj , . . .  6b, 

oder  unter  den  Grössen  irgend  einer  folgenden  Gruppe  ist,  dann  Qp  im 

ersten  Falle  =  a j)  +  p\  im  zweiten  =  ßp  -{-  p',  ...  sei,  wo  p'  aus  den 

m  —  1  ersten  Grössen  derselben  Gruppe  numerisch  ableitbar  ist 

Anm.  1.  Wenn  unter  den  Wurzeln  q  ein  Paar  oder  mehrere  Paare  ima- 
ginärer Wurzeln  vorkommen,  so  ändert  das  in  den  gewonnenen  Resultaten  nichts, 
da  die  Beweisführung  ebensowohl  für  imaginäre  wie  für  reelle  Wurzeln  gilt.  Es 
hat  überdies  nicht  die  geringste  Schwierigkeit,  die  aus  imaginären  Wurzelpaaren 
fiiessenden  Bestimmungen  in  reelle  Form  umzusetzen,  was  ich  daher  dem  Leser 
überlasse. 

Anm.  a.  Die  im  Obigen  entwickelten  Gesetze  sind  für  die  Theorie  der 
geometrischen  Verwandtschaften  von  Wiclitigkeit.  In  der  That  steUt  jeder  Quo- 
tient, wenn  er  nicht  mehr  als  vier  Nenner  enthält,  geometrisch  gedeutet  eine  be- 
stimmte kollineare  Verwandtschaft  dar,  in  der  Art,  dass  jedes  Punktsystem  mit 
dem  Quotienten  multiplicirt  ein  dem  ersteren  kollineares  Punktsystem  liefert,  und 
umgekehrt  lässt  sich  jedes  einem  ursprünglichen  Punktsystem  kollinear  verwandte 
Punktsystem  aus  jenem  durch  Multiplikation  mit  einem  Quotienten  ableiten. 
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Der  Quotient  gewährt  nun  vor  jeder  andern  analytischen  -f-  Einkleidung  jener  259 
Verwandtschaft  den  Vortheil,  dass  sich  die  wesentlichen  Eigenthümlichkeiten  der 
Verwandtschaft  an  ihm  auf  die  einfachste  Weine  symbolisch  darstellen.  Sind 
zum  Beispiel  die  yier  Hauptzahlen  eines  Quotienten  mit  vier  Nennern  alle  reell 
und  Ton  einander  yerschieden,  so  bieten  je  zwei  kollinear  verwandte  Punktsysteme 
im  Räume,  welche  durch  jenen  Quotienten  dargestellt  werden  können,  Tier  nicht 
in  einer  Ebene  liegende  Punkte  dar,  welche  mit  den  ihnen  entsprechenden  zu- 
sammenfallen, und  ausser  diesen  giebt  es  keinen  fünften  Punkt,  welcher  mit  dem 
ihm  entsprechenden  Punkte  des  andern  Systems  zusammenfällt.  Ebenso  enthalten 
die  vorhergehenden  Sätze  die  besonderen  Beziehungen  koUinearer  Verwandtschaft 
für  die  Fälle,  wo  mehrere  der  Hauptzahlen  des  zugehörigen  Quotienten  einander 
gleich  werden. 

Die  speciellen  geometrischen  Verwandtschaften,  welche  der  Eollineation  unter- 
geordnet sind^  gehen  durch  specielle  Annahmen  hervor.  So  zum  Beispiel  die 
Affinität  durch  die  Annahme,  dass  den  unendlich  entfernten  Punkten  jedes  Systems 
auch  unendlich  entfernte  Punkte  des  andern  entsprechen.  Femer  die  besondere 
Art  der  Affinität,  bei  der  entsprechende  Eörperräume  gleichen  und  gleichbezeich- 
)ieten  Rauminhalt  haben,  durch  die  Annahme,  dass  ausserdem  {einfachen  Punkten 
wieder  einfache  Punkte  zugewiesen  werden,  und  dass}  das  Produkt  der  Haupt- 
zahlen, das  heisst,  der  Potenzwerth  des  Quotienten  gleich  Eins  sei.  Die  Kongruenz 
durch  die  { weitere }  Annahme,  dass  die  entsprechenden  Strecken  gleich  lang  sein 
sollen  (wozu  jedenfalls  erforderlich  ist,  dass  zwei  von  den  Hauptzahlen  des 
Quotienten  =  1  und  die  andern  beiden  entweder  « 1 ,  oder  =  —  1 ,  oder 
»  cos  a  4I  i  sin  tt  seien).  Die  Kongruenz  verwandelt  sich  in  die  Symmetrie,  wenn 
das  Produkt  der  Hauptzahlen  =  —  1  statt  -j- 1  wird.  Endlich  die  Aehnlichkeit 
geht  aus  der  Affinität  hervor  durch  die  Annahme,  dass  die  entsprechenden  Strecken 
numerisch  in  gleichem  Verhältnisse  stehen. 

Wir  betrachten  nun  im  Folgenden  noch  eine  specielle  Form  des  Quotienten, 
welche  mit  der  Verwandtschaft  der  Reciprocität  in  engster  Beziehung  steht. 

391.     Wenn  ein  Brnch  Q  die  Eigenschaß  Jiat,  dass  für  beliebige 
von  Null  verschiedene  Grössen  erster  Stufe  a  und  b 

(a)  [Qa\b]  =  [Qb\ali  und  [Qa\a]  ^  0 

ist,  so  lassefi  sich  stets  n  in  keiner  Zaldbeziehung  m  einander  stehende 
Grössen  erster  Stufe  c, ,  ...  c«  von  der  Art  finden,  dass 

(b)  [gc.icj«=0 

ist,  sobald  r  von  s  verschieden  ist  Femer  sind  dann  die  n  Haupteahlen 
des  Bruches  Q  alle  reell,  und  unter  ihnen  so  viel  positive,  als  es  unter 
den  Produkten 

positive  giebt  Endlich  lassen  sich  stets  n  zu  einander  normale  Grössen 
e^,  ...  e„  von  der  Art  finden,  dass  jede  derselben,  mit  Q  multiplicirt  ein 
Vielfaches  derselben  liefert,  also 

(d)  Q('r==^QrCry  260 
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WO 

(e)  \ßr\e,]  =  0 

für  jedes  von  r  f^erschiedene  s. 

Beweis.  Ich  zeige  zuerst,  dass  sich  )i  Grossen  c,^  ...  c„  der  Te^ 
langten  Art  finden  lassen.  Es  genügt  zu  zeigen,  dass  sie  der  Glei- 
chung (b)  für  den  Fall  genügen,  dass  r  <  s  ist,  denn  da  nach  der 
Voraussetzung  (a)  [Qcr  c,]  =»  [Qc«  Cr]  ist,  so  folgt  dann,  dass  die  Be- 
dingung auch  bestehen  bleibt,  wenn  umgekehrt  der  erste  Index  grosser 
ist  als  der  zweite. 

Ich  setze  der  Kürze  wegen  Qcr=^  Av  und  zeige  zunächst,  dass  man 
n  voll  Null  verschiedene  Grössen  erster  Stufe  c^,  . . .  c«  fiinden  kann, 
welche  den  Gleichungen  [Av'c,]  ==  0,  für  jedes  r  <s  genügen. 

Nach  18i)  können  wir  diese  Gleichungen  auch  schreiben  [^«|Av]  -"0. 
Zunächst  wählen  wir  für  c^  eine  beliebige  (von  Null  verschiedene) 
Grösse  (erster  Stufe).  Dann  muss  c^  der  Gleichung  [c,  A,]  =  0  genügen, 
dass  heisst,  c^  muss  zu  Aj  normal  sein  (nach  152),  oder  anders  aus- 
gedrückt, Cj  muss  dem  Gebiete  jA,,  welches  von  (n  —  l)-ter  Stufe  isi^ 
angehören.  Im  Uebrigen  sei  Cg  willkürlich.  Femer  muss  r,  den  Glei- 
chungen [^3  A-j]  ==  [CjIA;^]  =  0  genügen,  das  heisst,  c^  muss  den  Ge- 
bieten ky^  und  jÄ^j  angehören,  also  dem  ihnen  gemeinschaftlichen  Ge- 
biete, dieses  ist  (nach  26)  mindestens  von  (n  —  2)-ter  Stufe,  in  ihm 
sei   c^   willkürlich.     Aus   gleichem   Grunde   muss   c^  den    Gleichungen 

[^4  ^i]  =  [^4  ^'2]  =  [^4  ^3]  =  0  genügen ,  also  demjenigen  Gebiete  an- 
gehören, was  den  drei  Gebieten  (w  —  l)-ter  Stufe  ;A*, ,  frg,  h^  gemein- 
schaftlich ist,  dies  Gebiet  ist  mindestens  von  (n  —  3)-ter  Stufe,  in 
ihm  sei  c^  willkürlich,  und  so  fahre  man  fort.  Endlich  c«  muss  den 
Gleichungen 

\Cn  AVI     =    |Cn|Ag]   =  '"   =  \Cn  A'n-l]   =  0 

genügen,  da«  heisst,  Cn  muss  den  {n  —  1)  Gebieten  in  —  l)-ter  Stufe 
Aj,  A*2,  ...,  A\_i  angehören,  diese  haben  mindestens  ein  Gebiet  erster 
Stufe  gemeinschaftlich,  in  diesem  sei  Cn  beliebig  (aber  von  Null  ver- 
schieden) angenommen 

Somit  haben  wir  jetzt  n  von  Null   verschiedene  Grössen,  welche 

den  Gleichungen  [c/Av]  =  0,  das  heisst,  0  =  \kr  cj  =  \^Cr  cj  zunächst 

für  jedes  r  <  5  genügen,   also  auch  nach  Gleichung  (a)  für  jedes  von 

261/*  verschiedene  s.     Es  ist  noch  zu  zeigen,  dass    Cj,  ...  c«  in  f  keiner 

Zahlbeziehung  zu  einander  stehen. 

Angenommen,  es  herrschte  zwischen  ihnen  die  Zahlbeziehung 

wo  uHiidestens  einer  der  Koefficienten ,  zum  Beispiel  Xr  von  Null  ver- 


Quotienteu  yon  besonderer  Beschaffenheit.  2Ö9 

schieden  ist;  so  hätte  man 

weil  alle  übrigen  Produkte  null  sind,  also  hätte  man,  da  Xr^O  ist, 
[(>Cr  Cr]  =  0,  was  gegen  die  Voraussetzung  (in  (ai)  streitet,  also  ist  es 
unmöglich,  dass  c^,  ...  Cn  in  einer  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen. 

Nun  sei  [QcrCr^  =  «r,  und  Or  =  Cr :  Yar  gesetzt.  Dann  bilden  die 
Grössen  a^y  ...  a„  einen  Verein,  welcher  den  Bedingungen 

(f)  [Qa/a,]  ^  0, 

wenn  r  ^  s,  und 

(g)  [QariOr]  =   1 

unterliegt,  und  zwar  ist  Or  reell,  wenn  [QcrCr]  positiv  ist;  hingegen 
ist  ür  einfach  imaginär,  das  heisst,  als  Produkt  einer  reellen  Grösse 
und  der  Quadratwurzel  aus  —  1  darstellbar,  wenn  [(?Cr|Cr]  negativ  ist. 
Es  sind  also  unter  den  Grössen  a^,  ...  «„  so  viele  reelle,  als  unter  den 
Produkten   [^CjIcj],  ...  [^Cnjc»]  positive  sind. 

Ich  will  jeden  solchen  Verein  a^,  ...  a«,  welcher  den  Gleichungen 
(f)  und  (g)  unterliegt,  und  in  welchem  jede  der  Grössen  öTj,  ...  a»  ent- 
weder reell  oder  einfach  imaginär  ist,  der  Kürze  wegen  einen  Jcon- 
jugirten  Verein  nennen. 

Es  zeigt  sich  nun,  dass  ein  solcher  Verein  bei  einer  gewissen  spe- 
ciellen  Art  der  circulären  Aenderung  der  darin  vorkommenden  Grössen 
wiederum  ein  solcher  Verein  bleibt,  und  zwar  so,  dass  die  Anzahl  der 
reellen  unter  den  n  Grössen  in  dem  einen  Verein  eben  so  gross  ist 
wie  in  dem  andern.  Diese  besondere  Art  der  circulären  Aenderung 
soll  zwei  Grössen  a^  und  a^ ,  die  beide  reell,  oder  beide  einfach  imaginär 
sind,  in  zwei  andere  Grössen  b^  und  b^  überführen,  wo 

(h)  6i  =  XQi  +  ya^,     b^  =  xa.^  —  ya^ 

ist,  sobald  x  und  y  beide  reell  sind,  xmd  die  Summe  ihrer  Quadrate 

Eins  ist,  also 

ic«  +  t/«  =  1 . 

Wenn  hingegen  von  den  beiden  Grössen  ^j  und  a^  die  eine  reell,  die 
andere  imaginär  ist,  so  soll  sie  die  beiden  Grössen  a^  und  a^  in  die  Grössen 

h  =  ^f'i  +  yi^t  j     h  =  ^«ä  —  yi^\  ^^^ 

umwandeln,  wo  i  =  )/ —  1,  x  und  y  beide  reell  sind,  und  x^  —  y*,  das 

heisst,  x^  +  {yif  ==  1  ist.  Man  kann  daher  auch  sagen:  Die  Gleichungen 

(h)  stellen   jede  derartige   circuläre  Aenderung  von    zwei  Grössen  n^ 

und  a^  dar,  wenn  x  immer  reell,  y  aber  nur  dann  imaginär  und  zwar 

einfach  imaginär  ist,   wenn  von  den  Grössen  a^  und  a^  die  eine  reell 

und  die  andere  einfach  imaginär  ist. 

17* 


ä 


260  A,.    AbMOmitt  TL   Kapitel  1.   §  4.   Nr.  891. 

Es  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass  auch  bj  und  6,  beide  reell,  oder 
beide  einfach  imaginilr  sind,  oder  eine  derselben  reell,  die  andere  ein- 
fach imaginär  ist,  je  nachdem  dies  für  n,  und  a^  der  Fall  war,  und 
dass  also  die  Anzahl  der  reellen  Grossen  des  Vereins  bei  der  { beschrie- 
benen Art  der}  circulären  Aenderung  dieselbe  bleibt.  Ferner  wird  f&r 
jedes  /•  >  2  vermöge  der  Gleichungen  (h) 

[Qb,  a.]  =  x[Qa,  a,]  +  ylQcHar-]  =  0, 

da  [Q^j  d^]  und  [Qa^  Or]  (nach  ^f )  null  sind;  aus  gleichem  Grunde  ist 
dann 

Ferner  ist 

[Qh,  *,]  =  a*[Qa,  |a,]  -  y*[Qa,  «,]  +  xy{[Qa,\a,]  -  [Qa, !«,]), 
oder,  da  [Qa^  «,]  -=  [Qa,  a,]  =  0,  und  [^fl,'a,]  =  [Qo,\a,^  =  1  ist, 

[Qb,  y  =  0. 
Femer  ist 

[QbM  =  x'-\Qa,\a,]  +  ,/[Qat\a.]  +  2xy[Qo,  aj, 

oder,  da  [Qa^  a^]  null,  \Qa^  |a,  |  =  [Qa^a^]  =  1 ,  und  a:'  -f-  y*  «=  1  ist, 
so  wird 

und  aus  gleichem  Grunde  [Qb^.h^]  =»  1.  Also  genügt  der  Verein, 
welcher  aus  a^,  a^,  ...  ««  durch  circuläre  Aenderung  zweier  Grossen 
hervorgeht,  noch  immer  den  Gleichungen  (f)  und  (g),  also  auch  jeder 
Verein,  welcher  aus  Oj,  er«,  ...  a«  durch  wiederholte  circuläre  Aenderung 
hervorgeht. 

Ich  zeige  nun,  dass,  wenn  irgend  zwei  der  Grössen  a, ,  ...  a„ ,  etwa 

a,  und  «2  noch  nicht  zu  einander  normal  sind,    man  sie  durch  {eine) 

circuläre  Aenderung  { der  beschriebenen  Art )  normal  zu  einander  macheu 

268  kann,  und  dass  dabei  das  Produkt  der  numerischen  Werthe  f  dieser 

Grössen  jedesmal  abnimmt. 

In  der  That,  sollen  fe^  und  6,  zu  einander  normal  sein,  das  heisst, 
(nach  152)  [b^  6^]  =  0  sein,  so  hat  man  (nach    h)) 

0  =  [{xoj^  +  ya^  {xa^  —  j/aj] 

=  x^\a^\a;\  —  y\a^a^  +  xy{a^^  —  a^^) 
oder 

0  =  a;^  — /  —  2yxy, 

wo  y  =  (fl,-  —  Og-) :  2[ai|a2]  ^^t,  hieraus  folgt 

■  ^  =  y  +  -|/r4:y. 

Sind  nun  a^  und  a.,  beide  reell  oder  beide  einfach  imaginär,  so  ist  y 
reell,  also  auch  x:y  reell,  also  können  wir  dann  x  mid  y  beide  reell 
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annehmeUy  und  die  Aendening  ist  eine  circuläre  {der  verlangten  Art}. 
Ist  hingegen  von  den  Grössen  a^  und  a^  die  eine,  (gleichviel  welche,} 
reell  =r,  die  andere  einfach  imaginär  =  ri  (wo  i  =  Y —  l),  so  wird 

also 

~  2[r|r']  2[rK] 

4[r|r]»         '     • 

also  ist  ]/l  -j-  y^  einfach  imaginär,  aber  auch  y,  also  auch  ihre  Summe, 
das  heisst,  x :  i/.  Nehmen  wir  also  x  reell  an,  so  wird  y  einfach  imaginär, 
aber  dies  war  gerade  die  Bedingung  der  ( speciellen }  circulären  Aenderung 
für  diesen  Fall.  Also  lassen  sich  in  allen  Fällen  je  zwei  der  Grössen 
des  Vereins,  die  noch  nicht  normal  zu  einander  sind,  durch  {eine 
solche]  circuläre  Aenderung  normal  zu  einander  machen. 

Es  ist  noch  zu  zeigen,  dass  bei  dieser  Aenderung  das  Produkt 
der  numerischen  Werthe  der  Grössen  kleiner  wird.  Hierbei  soll  unter 
dem  numerischen  Werthe  einer  Grösse  ri,  wo  r  reell,  und  i  =  Y —  1 
ist,  der  numerische  Werth  von  r  verstanden  sein*). 

In  diesem  Sinne  seien  a^  und  «2  die  numerischen  Werthe  von 
a^  und  a^,  und  ß^  und  ß^  die  von  i),  und  b^,  so  ist  (nach  156) 
[0,02]-=  [^162]-,  aber  (nach  198)  ist  [0^,02]-=  {cc^a2  sin/.a,a2)*,  wenn 
«1  und  «2  t  ^"^^11  sind;  dasselbe  wird  nun  auch  der  Fall  sein,  wenn  264 
üi  und  a^  einfach  imaginär,  und  unter  i  n^  a^  stets  der  Winkel  zwischen 
den  entsprechenden  reellen  Grössen  verstanden  ist;  wenn  hingegen  eine 
der  Grössen  a^  und  a^  reell,  die  andere  einfach  imaginär  ist,  so  wird 

aber  dann  auch 

[b,b,]^  =  -(ß,ß.  Bin  Lb,b,y, 

also,  da  [^102]-=  [^i^g]-  ist,  so  ist  in  allen  Fällen 

(«1  «2  81»  L  «1  a^y  =  (ßi  ßi  sin  L  h  hT  • 
Wenn  nun  a^  und  0.2  nicht  zu  einander  normal,  hingegen  b^  und  62  zu 
einander  normal  sind,  so  ist  (sin.  L^ia^Y  Kl,  (sin /.  ftj feg)*  =  1  y  a^so 
(/3,/32)*<(«i^)^7  das  heisst,  da  «j,  a^,  ß^  ß^  positiv  sind,  ß\ß2<^\^%' 
Also,  wenn  von  den  Grössen  eines  konjugirten  Vereins  irgend 
zwei  noch  nicht  zu  einander  normal  sind,  so  lässt   sich  der  Verein 

*)    { Diese  Festsetzung  steht  in  Einklang  mit  der  später  (vgl.  Nr.  418  und  414' 
gegebenen  Erklärung  des  numerischen  Werthes  einer  imaginären  extensiven  Grösse. } 
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circulär  so  umwandeln,  dass  das  Produkt  der  numerischen  Werthe 
aller  Grössen  des  Vereins  kleiner  wird.  Da  es  nun  ein  Minimum  f&r 
dies  Produkt  geben  muss,  und  dies  Miniraum  nur  eintreten  kann,  wenn 
alle  Grössen  des  Vereins  zu  einander  normal  sind,  so  muss  sich  also 
durch  (wiederholte)  circulare  Aenderung  {der  beschriebenen  Art}  aus 
dem  Verein  a^,  a^,  ...  a^  ein  Verein  ableiten  lassen,  Ton  dessen  n 
Grössen  je  zwei  zu  einander  normal  sind. 

Es  sei  r^,  r^,  ...  r„  dieser  Verein,  so  genügt  derselbe,  da  er  ans 
dem  Verein  a,,  a^,  ...  a«  abgeleitet  ist,  wie  oben  bewiesen,  noch  den 
Gleichungen  (f)  und  (g),  und  enthält  eben  so  viele  reelle  Grössen,  wie 
der  letztere  Verein,  also  eben  so  viele  reelle  Grössen,  als  unter  den 
Produkten  [Qc^lci],  ...,  [Qc^Ch]  positive  Produkte  vorkommen.  Nun 
sei  ^^1  =  iCi^i  +  •  •  •  +  ^n^n)  80  Verwandelt  sich  die  in  der  Ghruppe  (f) 
enthaltene  Gleichung  0  -*  [Qr^  r^]  in 

da  alle  übrigen  Produkte  [r,  r,],  [^».»'J,...  wegen  der  normalen  Be- 
ziehung (nach  1Ö2)  null  sind.  Da  nun  ferner  r^,  also  auch  [r^\r^] 
von  Null  verschieden  ist,  so  folgt  aus  der  Gleichung  0»«Xj[r,|rJ, 
dass  ^2  =  0  sei;  auf  gleiche  Weise  folgt  jj  «=  0,  ...,  jj,  =»  0,  also 
Qr^  Bs^r^r^.     Dann  verwandelt  sich  die  in  der  Gruppe  (g)  enthaltene 

Gleichung  l  =  [ö»*iki]  i^  1  =  ^i  [^i /i]  =  ^i ^r >  das  heisst,  x^  ist 
=  1  :  ri^,   also 

•205  und  aus  gleichem  Grunde  ist 


V  ;J   ^"^        2^  mj  '  '  '  t    li^  n r   "i   ^  ^' 


Setzt  man  daher  noch 


r.-  r.± 


H 


nnd  setzt  /*j,  7\,  ...  r„  als  die  Nenner  des  Bruches  Q,  so  werden  die 
zugehörigen  Zähler  pi/*, ,  ^^r^,  ...  (>„/„.  Die  (zu  denselben  Nennern  ge- 
hörigen) Zähler  des  Bruches  Q  —  (^  werden  also  ((>— -  9i)'*i,  (p  —  Qi)^\}  •••> 
(9  — 9„)?*„;  der  Potenzwerth  des  Bruches  q  —  Q,  welcher  (nach  384) 
gleich  dem  kombinatorischen  Produkte  seiner  Zähler  dividirt  durch  das 
seiner  Neuner  ist,  wird  also  gleich  {q  —  Qi){q  —  Q^)  •••  (q  —  P«)- 

Die  Gleichung  aber,  durch  welche  die  Hauptzahlen  g  eines  Quo- 
tienten (  Q  ]  bedingt  sind,  drückt  aus,  dass  der  Potenzwerth  von  q  —  Q 
null  sei  {vgl.  Nr.  388},  also  hat  man 

{9  —  9i)(9  —  92)  •  •  •  (9  —  9«)  =  0, 


Besondere  Quotienten.  —  Die  Funktionen  als  extensive  Grössen.         263 

das  heisst^  p^;  ...  Qn  sind  die  Hauptzahlen  von  Qj  es  waren  dieselben 

(nach  (i))  gleich 

1        1  1 

o  f        2  >  '  ' '    '    ä  ' 

Je  nachdem  nun  r  reell  oder  einfach  imaginär  ist^  ist  1 :  r^  positiv  oder 

negativ^  also  kommen  unter  den  Hauptzahlen  von  Q  so  viele  positive 

vor,  als  unter  den  Grössen  r^,  r,,  ...  r„  reelle  vorkommen,  das  heisst, 

wie  oben  gezeigt,  als  unter  den  Produkten  [Qc^  c^],  . ..  [Qcn  Cn]  positive 

vorkommen.    Also  ist  der  Satz  vollständig  erwiesen. 

Anm.  Die  Hauptzahlen  des  Quotienten  Q  und  die  zugehörigen  Grössen 
r^ ,  r^ ,  ...  r^  lassen  sich  durch  das  Verfahren  in  888  unmittelbar  finden ;  es  kam 
hier  nur  darauf  an,  die  besonders  einfachen  Beziehungen,  welche  unter  der 
speciellen  Voraussetzung,  die  wir  für  Q  gemacht  hatten,  zwischen  jenen  Grössen 
hervortreten,  abzuleiten.  Gelegentlich  kommt  in  dem  oben  gegebenen  Beweise 
der  Beweis  des  sogenannten  Trägheitsgesetzes  quadratischer  Formen  vor;  auch 
lässt  sich  aus  ihm  der  Stürmische  Satz  über  die  Wurzeln  algebraischer  Glei- 
chungen leicht  ableiten.  Auf  die  Geometrie  angewandt,  schliesst  unser  Satz  den 
Satz  ein,  dass  jede  algebraische  Oberfläche  zweiter  Ordnung  drei  reelle  Haupt- 
axen  enthält,  und  der  Satz  S88  lehrt  dieselben  unmittelbar  finden. 
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392.  Erklärung.  Ich  sage,  eine  Funktion  f  sei  aus  einer  oder 
mehreren  Funktionen  /', ,  /!.,  ...  numerisch  ableitbar,  wenn  sich  /*  in 
der  Form  ^  ^    ,        ,.    , 

darstellen  lässt,  wo  a^,  cc^^  ...  Zahlgrössen  ausdrücken,  die  entweder 
konstant  oder  doch  von  den  Variabein  der  Funktionen  unabhängig  sind, 
und  wo  das  Gleichheitszeichen  die  Gleichheit  für  beliebige  Werthe 
dieser  letzteren.  Variabein  aussagt. 

Anm.  Nachdem  diese  Definition  festgestellt  ist,  beziehen  sich  alle  bisher 
aufgestellten  Erklärungen  und  Sätze  unmittelbar  auch  auf  Funktionen,  welche 
hiernach  als  extensive  Grössen  erscheinen.  Es  ist  diese  Betrachtungsweise  für 
die  Funktionenlehre  und  daher  auch  für  die  Theorie  der  Eurren  und  Oberflächen 
von  grosser  Bedeutung,  wie  sich  unten  zeigen  wird.  Auch  kann  sie  dazu  dienen, 
um  unabhängig  von  den  früheren  geometrischen  Entwickelungen,  den  Begriff  der 
Addition  von  Punkten,  Linien,  Flächen,  und  so  weiter,  festzustellen. 

Für  die  Schärfe  der  Auffassung  ist  noch  zu  bemerken,  dass  stets  festgestellt 
sein  muss,  welches  die  Variabeln  sind,  von  denen  die  Funktionen  abhängig  ge- 
dacht werden  sollen,  und  auf  die  sich  somit  auch  die  obige  Definitionsgleichung 
bezieht. 

Um  ein  Beispiel  für  die  besondere  Gestaltung  der  allgemeinen  Begriffe  zu 
geben,  wenn  Funktionen  als  Einheiten  gesetzt  werden,  betrachte  ich  die  sechs 
Funktionen  x^,  y'',  xy^  x,  y,  1,  in  denen  x  und  y  die  Variabeln  sind.  Diese 
stehen  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander,  da,  wenn 

ax*  +  6i/*  +  cxy  +  da;  +  cy  +  /'  ==  0 


M 
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sein  soll,  für  jeden  Werth  von  :r  und  y,  alle  Koefficienten  a,  d,  e,  d,  e,  f  nnll 
sein  müssen.  Wir  können  also  jene  sechs  Funktionen  als  ein  System  Ton  Ein- 
heiten setzen.  Die  aus  ihnen  numerisch  ableitbaren  Funktionen  sind  die  Funk- 
tionen zweiten  Qrades  mit  zwei  Variabein.  Diese  bilden  also  ein  Funktionsgebiet 
sechster  Stufe.  Aus  sechs  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehenden  FonktioneB 
zweiten  Qrades  mit  zwei  Variabein  lassen  sich  also  alle  Funktionen  zweiten 
Grades  mit  zwei  Variabein  numerisch  ableiten. 

393.  Erklärung.  Es  seien  x  und  y  die  Koordinaten  eines 
Punktes  in  der  Ebene  (oder  x,  y,  e  die  Koordinaten  eines  Punktes  im 
Räume),  ferner  seien  fu  ftj  -''  fn  n  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  ein- 
ander stehende  Funktionen  dieser  Koordinaten  und  sei 

267 das  heisst,  Xi,  ...  x^  die  Ableitzahlen,  durch  welche  /"aus  /i,  ...  ^  ab- 
leitbar ist.  Endlich  herrsche  zwischen  diesen  Ableitzahlen  die  { homo- 
gene |  Gleichung 

(a)  <P(^iJ  ^ij   •••   ^«)   =  ^y 

80  nenne  ich  die  Gesammtheit  der  Kurven  (Oberflächen)  /'=0,  für 
welche  die  Ableitzahlen  von  /'  der  Gleichung  (a)  genügen,  ein  zu 
dieser  Gleichung  gehöriges  Kurvengebilde  (Flächengebilde), 
und  zwar  ein  Kurvengebilde  (Flächengebilde)  m-ten  Grades, 
wenn  die  Gleichung  (a)  vom  tw-ten  Grade  ist. 

Sind  ins  Besondere  t\  yftyf^  Funktionen  ersten  Grades  von  x  und  y,  und 

SO  bedinj^t  die  homogene  Gleichung  {w;-ten  Grades} 

ein  Liiiienge bilde  [;//-ten  Grades)  in  der  Ebene. 

Sind  f\s  /!,,  /;.,  t\  Fnnktiofian  ersten  Gracies  von  .c,  //,  Zy  und 

f=  ^\fx  +  ^'ifi  +  -^3/3  +  '^\fAy 

so  bedingt  die  homogene  Gleichung  {m-ten  Grades) 

(p{x^,  x^,  ajg,  x^)  =  0 
ein  Ebenengebiide  |/>2-ten  Grades]  im  Räume. 

Anm.  Die  ganze  hier  eingeleitete  Idee  ist  nichts  anderes,  als  die  natur- 
^cmässe  Erweiterung  des  Begriffs  der  Koordinaten,  welche  aus  dem  Wesen  dieses 
Begriffs  von  selbst  hervorgeht. 

Die  Koordinaten  sind,  auf  ihre  ursprüngliche  Idee  zurückgeführt,  die  Ableit- 
zahlen einer  Grösse,  durch  welche  diese  Grösse  aus  mehreren  in  keiner  Zahl- 
beziehung zu  einander  stehenden  Einheiten  hervorgeht.  Substituiren  wir  nun 
diesen  Einheiten  Funktionen  der  ursprünglichen  Koordinaten,  so  geht  der  obige 
allgemeinere  Begriff  hervor.  Diese  Funktionen,  welche  als  Einheiten  gesetzt  sind, 
werden  dann  in  der  Ebene  jede  durch  eine  Kurve  und  einen  Koefficienten  dar- 
gestellt, nämlich  durch  die  Kurve,  welche  alle  Punkte  umfasst,  deren  Ursprung- 
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liehe  Koordinaten  jene  Funktion  null  machen,  und  durch  den  Eoefficienten  irgend 
eines  von  Null  yerschiedenen  Gliedes  der  Funktion;  wobei  dann  einerseits  durch 
diese  Funktion  sowohl  jene  Kurve  als  jener  KoefQcient,  andererseits  durch  die 
letzteren  die  erstere  bestimmt  ist.  Diese  Kurven  selbst  repräsentiren  die  räum- 
liche Lage  der  Einheiten  imd  diese  Koefficienten  ihre  metrischen  Werthe. 

Ausser  dem  in  dem  Lehrsatze  angedeuteten  Falle,  wo  /*j ,  f^,  ...  Fimktionen 
ersten  Grades  sind,  werde  ich  hier  noch  den  Fall  betrachten,  wo  /*} ,  f^^  ...  Kreis- 
funktionen sind. 

394.  Erklärung.    Die  Funktion  268 

^«  +  y«  -f  /j»  -f-  yy  +  * 

nenne  ich  eine  einfache  Ereisfunktion,  die  Funktion 

«(a^  +  y*)  +  ^«  +  yy  +  * 

eine  «-fache  Kreisfunktion.  Und  wenn  f{Xy  y)  eine  Kreisfunktion 
ist,  so  nenne  ich  den  Kreis,  dessen  Gleichung,  bei  rechtwinkligen  Ko- 
ordinaten, 

/•(^,  y)  =  0 

ist,  den  zu  dieser  Funktion  gehörigen  Kreis.  { Von  einem  Ej*eise  soll  ge- 
sagt werden,  er  sei  aus  einer  Anzahl  ¥on  Kreisen  numerisch  ableitbar, 
oder  er  stehe  mit  andern  Kreisen  in  einer  Zahlbeziehung,  wenn  das 
Entsprechende  für  die  zugehörigen  Kreisfunktionen  gilt.} 

395.  Alle  Kreisfunktionelt  sind  aus  vier  in  keiner  ZaMbessiehung 
zu  einander  stehenden  Kreisfunktionen  numerisch  ableitbar. 

Beweis.  Jede  Kreisfunktion  ist  aus  den  vier  in  keiner  Zahl- 
beziehung zu  einander  stehenden  Funktionen  x^  -f-  j/*,  Xy  y,  1  nume- 
risch ableitbar.  Folglich  auch  (nach  24)  aus  beliebigen  vier  in  keiner 
Zahlbeziehung  zu  einander  stehenden,  aus  x-  +  y*,  a;,  y,  1  ableitbaren 
Funktionen,  das  heisst,  aus  vier  solchen  Kreisfunktionen. 

896,  Der  Doppelabstand  {siehe  345)  eines  Punktes  {x ,  y')  von 
einem  Kreise^  dessen  Gleidmng 

fix,  y)  =  0 
ist,  wo  f(Xy  y)  eine  einfache  Kreisfunktion  bezeichnet,  ist  gleich 

Anm.    Der  Beweis  durch  KoorcJinaten  ist  bekannt.    Viel  einfacher  ist  jedoch 
der  auf  dem  Begriff  extensiver  Grössen  beruhende  Beweis.    Es  gründet  sich  dieser 
darauf,  dass,  wenn  p  ein  variabler  Punkt,  a  der  Mittelpunkt  des  Kreises  und  a 
sein  Radius  ist, 

(p  — a)---a'- =  0 

die  Gleichung  des  Kreises  ist,  und  die  linke  Seite  derselben  zugleich  den  Doppel- 
abstand des  Punktes  p  von  dem  Kreise  darstellt,  was  beides  unmittelbar  im  Be- 
griffe liegt. 

397,    Drei  Kreise  stehen  dann  und  nur  dann  in  einer  Zahlbesnehung 


0 
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ZH  einander,  wenn  sie  alle  drei  durdi  dieselben  gtvei  {reeUen  oder  imagi- 
nären) Funite  gehen. 

Beweis.  Es  seien  f\,  f^,  /j  drei  Kreisfunktionen  von  x  und  y, 
l\j  l'^,  k^  die  drei  Kreise,  deren  Gleichungen  beziehlich 

269  /i  -  0,  /i  .=  0,  f,  -  0 

sind.  Es  sei  zuerst  eine  Zahlbeziehung  zwischen  ihnen  angenommen, 
etwa 

(a)  /3  =  «i/i  +  ««/if 

Die  Durchschnittspunkte  der  Kreise  A',  und  h\  sind  nun  diejenigen 
Punkte,  für  welche  gleichzeitig  f\  und  f^  null  sind ;  dann  ist  aber  ver- 
möge der  Gleichung  (a)  auch  /j  null,  das  heisst,  diese  Durchschnitts- 
punkte liegen  auch  in  dem  Kreise  /.\j . 

Nun  sei  umgekehrt  angenommen,  dass  die  Durchschnittspunkte 
von  kl  und  k^  auch  in  k.^  liegen.  P^ür  irgend  einen  dritten  Punkt 
(a',  y)  in  A'3  mögen,  wenn  man  seine  Koordinaten  statt  x  und  j^  in 
die  Funktionen  /i  und  f^  einftthrt,  diese  beziehlich  die  Werihe  ffj 
und  «2  annehmen,  so  hat  der  Kreis,  dessen  Gleichung 

ist,  mit  /i'3  ausser  den  obigen   Durchschnittspunkten  noch  den  Punkt 

(V,  y)  gemein,  also  drei  Punkte,  ist  ihm  also  identisch,  das  heisst, 

der  Kreis  k^  ist  aus  k^  und  Ag  numerisch  ableitbar. 

Anm.  Wenn  die  Durchschnittspunkte  der  Kreise  k^  und  k^  imaginär  werden, 
so  hat  jeder  Kreis,  der  dieselben  beiden  imaginären  Punkte  enthält,  {immer 
noch )  die  Eigenschaft,  dass  sein  Mittelpunkt  mit  den  Mittelpunkten  jener  Kreise 
in  gerader  Linie  liegt,  und  die  drei  Kreise  dieselbe  Linie  gleichen  Doppelab- 
standes (gleicher  Potenz  nach  Steiner)  haben. 

398.  Zwei  Kreise  haben  stets  eifie  gn-ade  Linie  des  yleicficn  Doppel- 
abstandes  und  drei  Kreise  stets  einen  Punkt  des  gleichen  Doppelabstandes, 
und  zwar,  wenn  f^,  i\,  /g  drei  einfache  Kreisfunktionen  sind,  so  ist 

t\  -  /.  =  <^ 
die  Gleichung  für  die  gerade  Linie  des  gleichen  Doppelahstandes  von  detx 
zu  /,  und  /g  gehörigen  Kreisen,  und  der  Punkt,  tvelcJier  durch  die  Glei- 

bestimmt  ist,  ist  der  Punkt  des  gleichen  Doppelabstandes  von  den  drei  zu 
fn  /a»  /s  gehörigen  Kreisen. 

Beweis.  Für  die  Punkte  des  gleichen  Doppelabstandes  der  zu 
den  einfachen  Funktionen  /i,  /!,  gehöri<j^en  Kreise  hat  man  (nach  396) 

/j  =  /i,  das  heisst,  f^  —  /i  =  ^• 

270  Da  aber  /j  und  f^  einfache  Kreisfunktionen  sind,  so  heben   sich 
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in  der  Differenz  f^  —  f^  die  quadratischen  Glieder  auf  und  /\  —  f^ 
wird  eine  lineare  Funktion,  also  f^  — /i  ™  0  die  Gleichung  einer  ge- 
raden Linie.  Für  den  Punkt  P  des  gleichen  Doppelabstandes  von  den 
drei  zu  f^,  f^,  f^  gehörigen  Kreisen  hat  man  aus  gleichem  Grunde 
fi  "^  fi^^  fi)  ^8Ä  heisst;  /i  —  /i  =  0  und  /"^  —  ^j  =  0;  also  ist  P  der 
Durchschnittspunkt  der  durch  die  letzten  zwei  Gleichungen  dargestellten 

geraden  Linien. 

Anm.  {Die  Linie  gleichen  Doppelabstandes  von  zwei  Kreisen  ist  senkrecht 
zu  der  Centrale  dieser  Kreise. }  Für  zwei  concentrische  Kreise  wird  jene  Linie  un- 
endlich entfernt,  för  identische  unbestimmt.  Für  drei  Kreise,  deren  Mittelpunkte 
in  gerader  Linie  liegen,  wird  der  Punkt  des  gleichen  Doppelabstandes  entweder 
unendlich  entfernt,  oder  unbestimmt  innerhalb  einer  geraden  Linie  oder  ganz 
unbestimmt,  je  nachdem  zwischen  den  drei  Kreisen  keine,  eine,  oder  zwei  Zahl- 
beziehungen herrschen,  in  welchem  letztem  Falle  die  drei  Kreise  identisch  sind. 

399.  Vier  Kreise  stehen  dann  und  nur  dann  in  einer  ZaMbeziehung 
zu  einander,  wenn  sie  alle  vier  einen  Punkt  a  des  gleichen  Doppelabstandes 
haben,  und  zwar  stehen  sie,  wenn  a  endlich  entfernt  ist,  in  derselben  Zahl- 
heziehung  zu  einander  wie  ihre  Mittelpunkte, 

Beweis.  1.  Es  seien  /i,  /i,  f^,  f^  vier  einfache  Kreisfunktionen^ 
k^y^k^,  k^,  k^  die  zugehörigen  Kreise.  Es  sei  zuerst  angenommen,  dass 
jene  vier  Funktionen  in  einer  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen,   so 

dass  etwa  .  /.    ,       ^.    ,       ^. 

/4  =  «i/i  +  «i/if  +  «Ja 

sei,  so  mus8,  da  alle  vier  Funktionen   einfache  Kreisfunktionen   sind, 

«1  +  ''^  +  «3  =  1  sein.   Für  den  Punkt  a  des  gleichen  Doppelabstaudes 

von  {den}  drei  Kreisen  k^,  \,  jfcg   hat   man   (nach  398)  /l  =/i{  =/i, 

also  wird  für  diesen  Punkt 

/4  =  («I    +  «2   +^)fx  =fi> 

da  «1  +  «2  +  «3  =  1  is^j  ^8  heisst,  der  Punkt  a  ist  Punkt  des  gleichen 
Doppelabstandes  von  den  vier  Kreisen  fcj,  k^,  k^,  k^. 

2.    Es  sei  umgekehrt  angenommen,  dass  a  ein  endlich  entfernter 
Punkt    sei,    welcher    gleichen    Doppel- 
abstand von  den  vier  Kreisen  k^yk^^k^,  k^  ^**"  ^'* 
habe;    es    seien   a^,  aj,  öfg,  a^    die   von 
dem  Punkte  a  nach  den  Mittelpunkten 
jener  Kreise   gezogenen   Strecken,   und 

^1»  ^%j  ^39  ^4  <^i®  vi^r  Radien,  und  p  die 

variable,  von  a   nach  einem   beliebigen 

Punkte  der  f  Ebene  gezogene  Strecke  -/'^""""^-^^  271 

{vgl.  Fig.  21},  so  nehmen  /;,  f„  /;,  f, 

die  Form  an 

/;  =  0-a,)--'-.*=J'^-2[a,p]  +  (J  {144j, 
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wo  d  =  a,-  —  r,*  ist.  Nach  396  stellt  zugleich  8  den  Doppelabstand 
des  Punktes,  für  welchen  p  =  0  ist^  das  heisst,  des  Punktes  a,  von 
dem  Kreise  Z%  dar.  Dieser  Doppelabstand  ist  nach  der  Voraussetzung 
für  die  vier  Kreise  A, ,  .  . .  k^  derselbe.  Femer  besteht  (nach  233) 
zwischen  den  einfachen  Mittelpunkten  der  Kreise  k^,  ,.,h^  eine  Zahl- 
beziehung; dieselbe  Zahlbeziehung  findet  (nach  222)  auch  zwischen 
den  Strecken  statt,  welche  von  einem  beliebigen  Punkte  nach  jenen 
Mittelpunkten  gezogen  sind^  also  auch  zwischen  a^,  ...  04.     Es  sei 

diese  Zahlbeziehung,  so  muss,  da  die  Mittelpunkte  einfache  Punkte 
sind,  ct^  +  ^8  ~f~  ^8  ^^  1  sein;  dann  hat  man 

=  p^  —  2[{a^a^  +  «,«8  +  «8«8).I>J  +  * 

—  («1  +  «a  +  «8)(P^  +  d)  —  2  [(a,  Oj  +  0,0,  +  «80,)!^] 

=  «i/i  +  «i/i  +  as/i- 

8.  Ist  der  Punkt  a  des  gleichen  Doppelabstandes  unendlich  ent- 
fernt, so  liegen  (nach  398  (Anm. ))  die  Mittelpunkte  der  vier  Kreise  in 
einer  geraden  Linie.  Vier  solche  Kreise  stehen  aber  stets  in  einer  Zahl- 
beziehung zu  einander;  denn  macht  man  diese  gerade  Linie  zur  Ab- 
scissenaxe  (der  x),  so  werden  die  vier  Funktionen  fx,  .*-f^  von  der  Form 

t\  =  x^  +  y^-2ß,x  +  8,, 

indem   das  Glied  mit  y  wegfällt.     Es   sind   also  dann  die  Funktionen 

f\y  ...  f^  aus  den  drei  Funktionen  x^  +  1/-,  ./•  und  1  numerisch  ableitbar 

{ nach  392 ) ,  stehen  also  (nach  22)  in  einer  Zahlbeziehung  zu  einander. 

Anm.  Wenn  der  Punkt  <i  des  gleichen  Doppelabstaudes  von  vier  Kreisen 
ausserhalb  eines  der  Kreise  liegt,  so  ist  der  Doppelabstand  von  diesem  Kreise, 
gemäss  der  Erklärung,  positiv,  also  auch  der  Doppelabstand  von  den  übrigen 
Kreisen  positiv,  a  liegt  dann  zugleich  ausserhalb  der  übrigen  Kreise.  Zieht  man 
von  a  die  Tangenten  an  die  vier  Kreise,  so  müssen  diese  gleich  sein,  weil  für 
jeden  Kreis  das  Quadrat  der  von  einem  äusseren  Punkt«  gezogenen  Tangente 
gleich  dem  Doppelabstande  dieses  Punktes  ist.  Schlägt  man  also  um  a  einen 
272  Kreis,  dessen  Radius  gleich  jenen  Tangenten  ist,  so  werden  alle  vier  -f-  Bj^ise 
von  diesem  letztem  Kreise  senkrecht  geschnitten.  Liegt  hingegen  a  innerhalb 
eines  der  Kreise,  so  muss  es  auch  innerhalb  der  andern  liegen.  Zieht  man  dann 
von  a  in  irgend  einem  der  Kreise  diejenige  Sehne,  die  durch  a  halbirt  wird,  so 
ist  das  { negativ  genommene }  Quadrat  der  halben  Sehne  gleich  dem  Doppel- 
abstande des  Punktes  a  von  diesem  Kreise,  zieht  man  also  in  allen  vier  Kreisen 
die  durch  a  halbirten  Sehnen,  so  müssen  diese  alle  einander  gleich  sein.  Schlägt 
man  endlich  um  a  mit  der  halben  Sehne  s  einen  Kreis,  so  wird  dieser  Kreis  von 
jedem  der  vier  Kreise  im  Durchmesser,  das  heisst  so  geschnitten,  dass  die  beiden 
Durchschnittspunkte  die  Endpimkte  eines  und  desselben  durch  diesen  Kreis  ge- 
zogenen Durchmessers  sind. 


Zahlbeziehungen  zwischen  Kreisen.  269 

Man  kann  diesen  in  Durchmessern  geschnittenen  Kreis  als  einen  senkrecht 

schneidenden  betrachten,  dessen  Radius  imaginär  «»  «)/—  i  ist,  während  a  der 
Mittelpunkt  bleibt,  und  erlangt  dadurch  den  Vortheil  eines  gemeinschaftlichen 
Ausdrucks.  Unser  Satz  würde  dann  so  lauten:  Vier  Kreise  stehen  dann  und  nur 
dann  in  einer  Zahlbeziehung  zu  einander,  wenn  sie  von  Einem  Kreise  senkrecht 
geschnitten  werden,  und  zwar  ist  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  der  Punkt  des 
gleichen  Doppelabstandes  von  irgend  dreien  der  vier  Kreise,  und  der  Radius  gleich 
der  Quadratwurzel  dieses  Abstandes.  Wir  können  dies  auch  so  ausdrücken:  Das 
aus  drei  Kreisen  ableitbare  Gebiet  ist  die  Gesammtheit  der  Kreise,  welche  von 
einem  und  demselben  Kreise  senkrecht  geschnitten  werden.  In  diesem  Sinne 
stellt  also  der  letztgenannte  Kreis  jenes  Gebiet,  das  heisst,  das  aus  Kreisen  er- 
zeugbare Gebiet  dritter  Stufe  dar;  während  das  Gebiet  zweiter  Stufe  durch  einen 
Verein  zweier  Punkte  dargestellt  wurde,  { nach  397 } . 

400.  Aufgabe.  Den  Kreis  zu  finden,  welcher  aus  n  gegebenen 
einfachen  Kreisen  durch  n  gegebene  Zahlen  ableitbar  ist. 

Auflösung.  Es  seien  a,,  a^,  ...  a^  die  n  gegebenen  Zahlen^  ihre 
Summe  a;  ferner  sei  ein  beliebiger  Punkt  0  als  Anfangspunkt  aller 
Strecken  angenommen^  und  seien  die  von  ihm  nach  den  n  Mittelpunkten 
gezogenen  Strecken  a^,  a^, . ..  a„y  und  die  n  Radien  seien  ßu  ßi,  -  •-  ß»] 
ferner  sei  die  von  0  nach  einem  variablen  Punkte  gezogene  Strecke  r, 
so  sind  die  n  zu  den  Kreisen  gehörigen  einfachen  Funktionen 

(r  —  aaY-  -  ßa' 

für  jeden  Werth  des  Index  a  von  1  bis  n.  Also  ist  die  gesuchte  Kreis- 
funktion ff 

f=  2Jaa[iir  -  aaY-  -  ßa']  =  2Jaa(r^  -  2\r\aa\  +  a,^  -  ßa') 
=  a^i  _  2[r\i:aaaa\  +  2;««^^  -  ßa'), 

weil  Ztta  =  cc  angenommen  ist.    Da  nun  der  Punkt  0  willkürlich  ist,  273 
so  können  wir  ihn,  wenn  a  nicht  null  ist,  so  wählen,  dass  er  der  Schwer- 
punkt der  mit  den  Koefficienten  «j ,  . . .  a„  versehenen  Kreismittelpunkte 
wird.   Dann  ist  {nach  222}  UaaOa  =  0  und  das  zweite  Glied  fällt  weg. 
Es  wird  also 

f=ar'-  +  Uaa{aa^  —  ßa')- 
Setzen  wir 

so  wird 


2;«a(^.*  -  a.^)  =  «^S 


das  heisst:  Der  Mittelpunkt  des  gesuchten  Kreises  ist,  wenn  die  Summe 
der  n  gegebenen  Zahlen  nicht  null  ist,  der  aus  den  n  Mittelpunlcten  der 
gegebenen  Kreise  durch  die  n  gegebenen  Zahlen  ableitbare  Funkt;  und  den 
Radius  (ß)  des  Kreises  erhält  man,  wenn  man  die  n  Doppelabstände  des 
gefundenen  Mittelpunktes  von  den  n  gegebenen  Kreisen  beziehlich  mit  den 
n  gegebenen  Zahlen  multiplicirt,  die  Summe  dieser  Produkte  durch  die 
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Summe  der  n  gegebenen  jiahlen  dividirt,  den  Quotienten  mit  —  1  mnUi- 

plicirt  und  aus  diesetn  Produite  die  Wurgel  gieht. 

Anm.  Die  Behandlung  des  Falles,  tro  a  omO  wird,  überlasse  ich  dem  Leser 
{ Weiteres  über  Kreisgeometrie  findet  sich  noch  in  Nr.  40ö — 409.  | 

§  (}.    Verwandtaohaften  von  dem  Geaiohtspunkte  der  FunktioiiB- 

Verknüpfung  auB  betrachtet. 

401.  Erklärung.  Zwei  Vereine  von  Grossen  nenne  ich  ver- 
wandt, wenn  jede  Zahlbeziehung ,  welche  zwischen  den  Grössen  des 
ersten  oder  zweiten  Vereines  herrscht,  auch  zwischen  den  entsprechenden 
des  andern  stattfindet,  das  heisst,  wenn  der  Grosse 

p  =  aa  +  ßb  +  ••• 
die  Grösse 

entspricht,  und  umgekehrt,  wo  nämlich  d,  b,  ...  beliebige  Grössen  des 
ersten  Vereins  und  (ij ,  b, ,  ...  die  entsprechenden  des  andern ,  und 
a,  ßj  ...  beliebige  Zahlen  sind. 

402,  Wenn  zwei  Vereine  von  Grössen,  in  denen  die  Grössen  eines 
jeden  Vereins  sich  aus  n  in  keiner  Zahlbeeiehung  eu  einander  stehenden 
Grössen  desselben  numerisch  ableiten  lassen,  einander  venvandt  sein  soUef^, 

274  so  Jcann  man  beliebigen  f  n  in  keiner  Zahlbeziehung  eu  einander  stehenden 
Grössen  des  einen  Vereins  beliebige  n  derselben  Bedingung  unterworfene 
Grössen  des  andern  entsprediend  setzen;  dann  ist  zu  jeder  Crrösse  eines 
jeden  der  beiden  Vereine  die  entspre^Jiende  des  andern  genau  bestimmt. 

Beweis.  Es  seien  a^b,  ..,  n  beliebige,  in  keiner  Zahlbeziehimg 
zu  einander  stehende  Grössen  des  einen,  und  a^,  &,,  ...  n  derselben 
Bedingung  unterworfene  Grössen  des  andern  Vereins,  so  lässt  sich 
nach  der  Voraussetzung  jede  Grösse  p  des  ersten  Vereins  aus  a,  i,  ... 
numerisch  ableiten.     Es  sei 

p  =  aa  -{-  ßb  -\-  '  " 

der  Ausdruck  dieser  Ableitung,  so  sind  (nach  29)  die  Zahlen  er,  /J,  ... 
genau  bestimmt,  sobald  p  eine  bestimmte  Grösse  ist.  Solleu  nun  beide 
Vereine  verwandt  sein,  so  muss  (nach  401)  der  Grösse  p  eine  Grösse 

;?i  =  ««1  +  ßh^  +  '" 

entsprechen.  Es  ist  also  zu  jeder  Grösse  des  einen  Vereins  die  ent- 
sprechende des  andern  genau  bestimmt. 

Es  ist  noch  zu  zeigen,  dass  die  so  gebildeten  Vereine  in  der 
That  einander  verwandt  sind,  das  heisst,  dass  jede  Zahlbeziehung, 
welche  zwischen  den  Grössen  des  ersten  Vereins  herrscht,  auch  zwischen 
den  entsprechenden  Grössen  des  zweiten  herrsche  und  umgekehrt. 
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Es  sei 
(a)  pr  +  <y5  +  •••  =  0 

eine  zwischen  den  Grössen  r,  .<?,  ...  des  ersten  Vereins  herrschende 
Zahlbeziehung,  und  seien  r^,  s^  ...  die  den  Grössen  r,  5,  ...  ent- 
sprechenden Grössen  des  zweiten  Vereins,  so  ist  zu  zeigen,  dass  auch 

9  Tj  +  <^-^i  +  •••==  ^^ 
sei.     Setzt  man  in   (a)   statt  r,  s,  ...  die  Ausdrücke   ihrer  Ableitung 
aus  a,  b,  ...,  löst  die  Klammern  auf,  und  fasst  die  Glieder,  welche  a 
enthalten,  in  Ein  Glied  zusammen,  und  so  weiter,  so  erhält  man  einen 

Ausdruck  der  Form 

aa  +  ßb-] =0, 

wo   a,  /3,  ...   Fimktionen   der  Zahlgrössen   p,  <y,  ...    und    der  f  Ab- 275 
leitungszahlen  von  r,  5,  «. .  sind.    Hieraus  folgt,  da  a,  &,  ...  in  keiner 
Zahlbeziehung  zu  einander  stehen,  (nach  29) 

a  =  0,  /3  =  0,  .... 

Wendet  man  nun  dasselbe  Verfahren  auf  den  Ausdruck  p*'i+<yS|H — 
an,  so  erhält  man,  da  die  Ableitzahlen  von  f\,  s^,  ...  dieselben  sind, 
wie  die  von  r,  .<?,  . . . , 

wo  «,  /3,  ...  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  oben.  Da  aber  «,  /3,  ... 
null  sind,  so  erhält  man 

Q^i  +  <y-s,  +  •  •  •  =  0, 

das  heisst,  jede  Zahlbeziebung,  welche  zwischen  den  Grössen  des  ersten 
Vereins  herrscht,  herrscht  auch  zwischen  den  entsprechenden  des 
zweiten,  und  ebenso  umgekehrt,  das  heisst,  die  beiden  Vereine  sind 
verwandt. 

403,  Wenn  man  am  ewei  verwandten  Vereinen  zwei  neue  Vereine 
dadurch  ableitet,  dass  man  jedem  linealen  Produkt  P,  was  aus  Grossen 
des  ersten  Vereines  gebildet  ist,  dasjenige  Produkt  als  entsprechend  setzt, 
welches  auf  gleiclie  Weise  aus  den  entsprechenden  Grössen  des  zweiteti 
Vereins  gebildet  ist,  so  sind  diese  beiden  neuen  Vereine  einander  gleich- 
falls verwandt;  das  heisst,  wenn  r,  s,  ...  beliebige  Grössen  des  einen  und 
r^,  Si, ...  die  entsprechenden  des  verwandten  Vereines  sind,  und  die  linealen 
Produkte  P(r,s,...)  und  P(r^,  s^,  ...)  einander  entsprediend  gesetzt 
werden,  wie  auch  r,  s,  ...  gewählt  sein  mögen,  so  sind  auch  die  so  er- 
haltenen  Vereine  einander  verwandt. 

Beweis.  Es  seien  a^,  a^,  .  .  .  «„  Grössen  des  ersten  Vereins, 
welche  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen,  und  aus  welchen 


[45]. 
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sich  alle  Grössen  des  ersten  Vereins  numerisch  ableiten  lassen ,  und 
/>, ,  fcg,  ...  h„  die  entsprechenden  des  andern,  welche  also  derselben  Be- 
dingung unterworfen  sind,  und  sei 

also  (na<5h  401) 
SO  wird 

P(r,,.Si,  ...)  =  ^Qa(fb  ...  P(ba,  fcb,  ...) 

270  Da  nun  die  Produkte  lineale  sind,  so  muss  (nach  50)  jede  Be- 
stimmungsgleichung, welche  zwischen  den  Produkten  P(flrfl,  a^;  •  •  •) 
herrscht,  auch  bestehen  bleiben,  wenn  man  statt  Oi,  o,,  ...o«  die 
Grössen  &, ,  h^,  ...  hn  setzt.  Nun  lassen  sic^  (nach  49),  wenn  p  die 
Anzahl  der  verschiedenen  Produkte  von  der  Form  P{aay  «b,  •••)  ^wid 
q  die  Anzahl  der  von  einander  unabhängigen  Bestimmungsgleichungeu 
ist,  die  sÜDimtlichen  Produkte  F(aa,  flb,  ...)  aus  jt  —  q  derselben, 
welche  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen,  numerisch  ableiten, 
und  zwar  so,  dass,  wenn  diese  p  —  q  Produkte  bestimmt  sind,  auch 
fUr  jedes  der  übrigen  Produkte  die  Ableitzahlen  bestimmt  sind. 

Die  Ausdrücke  dieser  Ableitung  sind  nur  von  den  Bestimmungs- 
gleichungen abhängig.  Setzt  man  daher  statt  a^,  a^,  . . .  überall  b^jb^j..., 
so  müssen,  da  die  Bestimmungsgleichungen  bei  dieser  Substitution  noch 
geltend  bleiben,  auch  die  Ausdrücke  jener  Ableitung  bestehen  bleiben, 
das  heisst,  wenn  ^,,  A^,  .-.  die  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander 
stehenden  Produkte  sind,  aus  welchen  sich  alle  übrigen  Produkte  der 
Form  P{aa.  (ibj  •  • .)  ableiten  lassen,  und 

PK,  «b,  ...)  =  ai,a,b,...-4i  +  a2,Q,b,...^2  +  ••• 

ist,  weim  ferner  i?,,  B,j  ...  diejenigen  Produkte  sind,  welche  aus  den 
Produkten  .4,,  ^2?  •  •  •  dadurch  hervorgehen,  dass  man  in  diesen  61,  6j, .  . 
statt  a, ,  r/g,  ...  setzt,  so  ist 

Also 

P(r,   .s,    ...)  = -^^a^^b  ...  (ai,Q,b,...^ii  +  a2,a,b,...-48  +  •••) 

P(ri,.<?,,  ...)  =  ^Qa(fb  ...  (aI,fl,^...-Bl  +  a2,Q,b,...Ps  H ), 

das  heisst,  es  ist  P{r,  s,  ..,)  durch  dieselben  Zahlen  aus  ^,,  -4^,  ... 
abgeleitet,  wie  das  entsprechende  Produkt  P(f\,  6,.  ...)  aus  den  ent- 
sprechenden Produkten  B^,  B^y  ...,  das  heisst  (nach  401),  es  ist  der 
Verein  der  Produkte  P(r,  5,  . . .)  verwandt  dem  Vereine  der  entsprechen- 
den Produkte  l\t\y  s^j  ...). 
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404,  Man  kann  in  ztcei  Vereinen ^  deren  jeder  aus  n  Chössen  des- 
selben ableitbar  ist,  und  welche  einander  verwandt  sein  sollen,  in  jedem 
beliebige  w  +  1  Grössen  annehmen,  von  denen  keine  n  in  einer  Zahl- 
beziehung  zu  einander  stehen,  und  festsetzen,  dass  den  n  +  1  Grössen  des 
ersten  Vereins  f  Grössen  entsprechen  sollen,  welche  den  n  + 1  im  zweiten  277 
Verein  angenommenen  Grössen  kongruent  sind;  dann  ist  zu  jeder  Grösse 
eines  Vereines  die  entsprechende  des  andern,  abgesehen  von  einem  für  edle 
gleichen  Zahlkoefficienten,  genau  bestimmt. 

Beweis.  Es  seien  a^, ,.,  a„+i  die  Grossen  des  ersten  und  b^, ,,,  bn^i 
die  des  zweiten  Vereins^  welche  der  im  Satze  ausgesprochenen  Be- 
dingung unterworfen  sind,  so  wird  sich,  gemäss  dieser  Bedingung, 
jede  der  Grossen  a^,  , . .  On^i  aus  den  übrigen  durch  Zahlen  ab- 
leiten lassen,  welche  alle  von  Null  verschieden  sind.  Denn,  da  der 
Verein  aus  n  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehenden  Grossen 
ableitbar  sein  soU,  so  muss  er  auch  (nach  24)  aus  je  n  dieser  Be- 
dingung unterworfenen  Grössen  ableitbar  sein,  also  auch  jede  der 
Grossen  a,,  ...  a„^i  aus  den  übrigen;  und  sollte  von  den  Ableitzahlen 
irgend  eine  null  sein,  so  würde  zwischen  den  n  übrigen,  gegen  die 
Voraussetzung,  eine  Zahlbeziehung  herrschen.  Dasselbe  gilt  für  die 
Grössen  bi,  ...  bn^i-     Nun  sei 

6«-fi  =  ßibi  + [-  ßnbn, 


(a) 


{wo}  also  a^,  ...  an,  ß^  ...  ßn  &lle  ungleich  Null  {sind}. 

Ferner  seien  Tj,  .. .  c,+i  die  Grössen,  welche  beziehlich  den  Grössen 
Ol,  ...  dn+i  entsprechen  und  den  Grössen  b^,  ...  bn-^i  kongruent  sein 
sollen.  Aus  diesen  Kongruenzen  folgt,  dass  für  jeden  Index  r  von 
1  bis  n  +  1  sich  Cr  als  Produkt  von  hr  in  eine  {von}  Null  verschie- 
dene Zahl  Xr  muss  darstellen  lassen,  also 

(b)  Cr  =  XrK' 

Da  femer  c,,...c„+i  den  Grössen  eii,  ...««+!  so  entsprechen 
sollen,  dass  die  Vereine  verwandt  sind,  so  muss  (nach  401) 

(c)  ^„4-1  =  «iC,   H f-  OnCn 

sein.    Substituirt  man  in  (c)  die  Werthe  aus  (b)  und  dividirt  mit  r^+i, 
so  erhält  man 


^1     1    T        I  I        n    n 


6«+i=  ^-— fei  H —  +^      K' 


^n  +  1  ^«-fl 


Aber  aus  (a)  hat  man  zugleich 

&«  +  !  =  A^l    + h  ßnK, 

Qrasamann,  Werke.     I.  'i.  18 
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•i78alHO  nniss  (nach  29) 

{ sein } . 

Hierdurch  bestimmeu  sich  alle  Unbekaunteu  bis  auf  eine.  Setzen 
wir  .r„4.i  ==  il,  so  wird 

Wenn  diese  Bedingungen  (d)  erfüllt  sind,  so  wird  auch  umgekehrt 
die  Gleichung  (c)  erfüllt.  Dann  sind  also  die  Vereine  verwandt  in 
Bezug  auf  die  n  -\-  \  (irössen  a^^  ...  a^^\  und  die  ihnen  entsprechen- 
den Cj,  ...  0,4.1,  und  jeder  Grösse 

i;  =  M,ai  + y  a«a« 

entspricht  die  Grosse 

oder,   indem   man  statt  c, ,  ...  c^  ihre  Werthe  aus  (b)  und  dann  statt 
x^y  . ..  Xn  ihre  Werthe  aus  (d)  setzt, 


das  heisst,  q  ist,  abgesehen  von  einem  konstanten  Faktor  kj  genau 
bestimmt. 

Anm.  Es  läset  sich  die  Verwandtschaft  zweier  Vereine,  abgesehen  von  den 
metrischen  Werthen  der  entsprechenden  Grössen,  auch  in  der  Art  bestimmen,  das« 
man  festsetzt,  es  sollen  jeden  drei  in  einer  Zahlbeziehung  zu  einander  stehenden 
Grössen  des  ersten  Vereins  auch  drei  in  einer  Zahlbeziehung  zu  einander  stehende 
Grössen  des  zweiten  und  umgekehrt  entsprechen.  Der  Beweis  der  Identität  dieser 
Bestimmung  mit  der  oben  { in  Nr.  401 }  gegebenen  (wenn  man  von  den  metrischen 
Werthen  der  entsprechenden  Grössen  absieht")  ergiebt  sich  leicht,  wenn  man  die 
von  Möbius  in  seinem  barycentrischen  Calcul  {ges.  Werke  Bd.  1 )  in  §  200—206 
und  besonders  in  §  203  gegebene  vortreffliche  Entwickelung  der  Collineation  auf 
die  hier  betrachtete  allgemeine  Verwandtschaft  überträgt. 

406.  Der  Raum  und  die  Eheste  lassen  sicli  in  der  Art  einander 
verwandt  setzen,  dass  jedem  Punhie  im  Räume  ein  Kreis  in  der  Ebene 
entspricht  und  umgekehrt.  Dann  entspreclien  den  in  Einer  Ebene  liegenden 
Punkten  des  Raumes  solche  Kreise,  nelcJie  von  einem  und  demselben  Kreise 
senkrecht  geschnitten  werden.  Und  zuxir  kann  man  fünf  bdiAige  Punkte 
des  Raumes,  von  denen  keine  vier  in  Einer  Ebene  liegen,  mit  fünf  be- 
'179  liebigen  Kreisen  der  Ebene,  von  f  denefi  keine  vier  von  Einem  Kreise 
soikrecht  geschnitten  werden,  entsprechend  setzen.  Dann  aber  ist  zu  jedem 
Punkte  des  Raumes  der  entsprechende  Kreis  der  Ebene  und  umgekelirt 
bestimmt.     Jeder  Satz  der  Stereometrie  lässt  sich   in  diesem  Sinne  auf 
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Kreise  der  Ebene,  und  umgekehrt  jeder  Satz  über  Kreise  der  Ebene  auf 
Punlcte  des  Raumes  übertragen. 

Beweis.  Nach  395  ist  jede  Kreisfunktion  aus  vier  beliebigen  in 
keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehenden  Kreisfunktionen  numerisch 
ableitbar^  und  nach  232  ist  jeder  Punkt  im  Räume  aus  vier  beliebigen 
in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehenden  Punkten  numerisch  ab- 
leitbar. Folglich  kann  man  (nach  404),  wenn  die  Punkte  des  Raumes 
und  die  Kreise  einer  Ebene  zwei  verwandte  Vereine  bilden  sollen, 
fünf  beliebige  Punkte  des  Rausies,  von  denen  keine  vier  in  einer  Zahl- 
beziehung stehen,  das  heisst,  keine  vier  in  Einer  Ebene  liegen,  und 
fünf  beliebige  Kreise  der  Ebene,  von  denen  keine  vier  in  einer  Zahl- 
beziehung stehen,  das  heisst,  keine  vier  von  Einem  Ejreise  senkrecht 
geschnitten  werden  {399,  Anm. ),  annehmen  und  festsetzen,  dass  jenen 
fünf  Punkten  des  Raumes  diese  fünf  Kreise  entsprechen  sollen,  dann 
ist  zu  jedem  Punkte  des  Raumes  der  entsprechende  Kreis  der  Ebene 
und  umgekehrt  bestimmt. 

Femer,  da  nach  dem  Begriffe  der  Verwandtschaft  (401)  jede 
Zahlbeziehung,  welche  zwischen  den  Grössen  des  einen  Vereins  herrscht, 
auch  zwischen  den  entsprechenden  Grössen  des  verwandten  Vereins 
besteht,  so  folgt,  dass,  wenn  zwischen  vier  Punkten  des  Raumes  eine 
Zahlbeziehimg  herrscht,  auch  zwischen  den  vier  entsprechenden  Kreisen 
eine  solche  herrschen  muss,  das  heisst,  wenn  die  vier  Punkte  in  Einer 
Ebene  liegen,  so  müssen  die  vier  entsprechenden  Kreise  von  Einem 
Kreise  senkrecht  geschnitten  werden. 

Endlich  die  Uebertragbarkeit  der  Sätze  folgt  daraus,  dass  jeder 
Satz  des  Raumes  sich  vermittelst  der  vier  Ableitungszahlen,  durch  die 
jeder  Punkt  darstellbar  ist,  in  einen  analytischen  Satz  kleidet,  und 
dieser  sich  wieder,  indem  man  die  vier  Ableitzahlen  als  die  Ableit- 
zahlen des  jenem  Punkte  entsprechenden  Kreises  setzt,  in  einen  Satz 
über  Kreise  der  Ebene  verwandeln  lässt,  und  ebenso  umgekehrt. 

406.  Man  kann  in  der  Ebene  zwei  verwandte  Vereine  von  Kreisen  ^ido 
annehmen,  und  dabei  fünf  beliebige  Kreise  des  einen  fünf  beliebigen  Kreisen 
des  andern  Vereins  entsprechend  setzen ,  vorausgesetzt,  dass  keine  vier  der 
in  demselben  Vereine  angenommenen  fünf  Kreise  von  einem  und  demselben 
Kreise  senkrecht  geschnitten  werden.  Dann  ist  zu  jedem  sechsten  Kreise  des 
einen  Vereins  der  entsprecheitde  des  andern  bestimmt,  und  jeden  vier  Kreisen 
des  einen  Vereins,  die  von  Einem  Kreise  senkrecht  geschnitten  werden, 
entsprechen  vier  Kreise  des  andern,  die  gleichfalls  von  Einem  Kreise  senk- 
recht geschnitten  tverden. 

Beweis  ergiebt  sich  aus  dem  Obigen  von  selbst. 

18* 
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Anm.  Wir  neuneu  die  soeben  behandelte  Verwandtschaft  die  syncy- 
k  1  i  s  c  h  e.  Von  beKonderem  Interesse  ist  der  Fall,  wo  solchen  Kreisen,  die  sich  in 
Punkte  zusammenziehen,  auch  in  dem  andern  Vereine  gleichfalls  solche  ent- 
sprechen. 

407.     Wenn  der  Kreis,  dessen  Gleichung 

(a)  a{x'  +  f)  +  2ßx+2ry  +  d  =  0 

isty  WO  Uy  ßy  j^f  d  rcell  sind,  sich  in  einen  Punkt  zusammenziehen 
soll,  so  muss 

(b)  ad=-ß*-\^f 

sein.  Umgekehrty  wenn  die  Gleichung  (b)  stattfindet  und  nicht  alle  Koeffi- 
cienten  null  sind,  so  muss  der  durch  (a)  dargestellte  Kreis  sich  entweder 
in  einen  Punkt  zusammenziehen,  oder  in  die  unendlidi  entfernte  Gerade 
umschlagen;  letzteres,  wenn  a,  ß,  y  zugleich  null  sind. 

Beweis.  Aus  der  Gleichung  (a)  ergiebt  sich;  wenn  a  nicht  null 
ist;  für  den  Radius  r  des  zu  jener  Gleichung  gehörigen  Kreises 

7         ^^B 


a« 


woraus  das  Uebrige  hervorgeht.  Wenn  hingegen  a  null  ist,  so  wird 
die  Gleichung  (a)  die  Gleichung  einer  geraden  Linie;  aber  dann  folgt 
aus  (b),  dass  /3*  +  y'  i^^H  sei,  das  heisst,  dass  ß  und  y  null  seien; 
also  ist  dann  die  durch  die  Gleichung  (a)  dargestellte  {gerade}  Linie 
die  unendlich  entfernte. 

408.     Nimmt  man  x  und  y  als  (rechttvifiklige)   Koordinaten  eines 
Vereins  von  Kreisen   und  x   und  y   als  die  eines  andern,  und  setzt  den 
vier  Funktionen 
281  ^*  +  »S     Xj     y,  1 

nadi  der  Reihe  die  Funktionen 

\,  x,     y,     x^  +  y^ 

entsprechend,  so  dass  also  jedem  Kreise,  dessen  Gleichung 

(a)  a(x'  +  y')  +  2ßx  +  2yy  +  ö  =0 
ist,  derjenige  Kreis  entspricht,  dessen  Gleichung 

(b)  a         +  2ßx  +  2yi/'  +  S{x'^  +  y')  =  0 

ist,  so  entspricht  jedem  Punkte  des  ersten  Vereines,  mit  Ausnahme  des 
Anfafigspunktes  der  Abscissen,  ein  Punkt  des  zuzeiten  und  umgekehrt;  dem 
Anfangspunkte  de*'  Abscissen  hingegen  entspricht  in  dem  andern  Vereine 
jedesmal  die  unendlich  entfernte  Gerade. 

Beweis.    Wenn  der  Kreis,  dessen  Gleichung  (a)  ist,  sich  in  einen 
Punkt  zusammenzieht,   so  ist   «tf  =  /3-  +  y"  ('*^^^)-    Wenn  aber  diese 
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Gleichung  gilt,  so  ist  auch  der  Kreis,  dessen  Gleichung  (b)  ist,  (nach 
407)  entweder  ein  Punkt  (wenn  ä'^0)  oder  die  unendlich  entfernte 
Gerade,  letzteres  wenn  ß,  y,  d  null  sind,  das  heisst,  wenn  der  Punkt 
des  ersten  Vereins  durch  die  Gleichung  a(a;*+  V^)  =  ^  bestimmt,  also 
Anfangspunkt  der  Koordinaten  ist. 

409.  {ümkehrung.}  Wenn  bei  zwei  syncyclisch  verwandten  Ver- 
einen von  Kreisen  der  unendlich  entfernten  Geraden  jedes  Vereins  ein 
Punkt  des  andern  entspricht^  und  allen  übrigen  Punkten  jedes  Vereines 
mederum  Punkte  des  andern  entdecken,  so  kann  man  stets  den  (jsu  ein- 
ander senkreckten)  Koordinatenaxen  jedes  Vereins  eine  solche  Lage  gd>en, 
und  dem  als  Einheit  genommenen  Maasse  der  Längen  einen  solchen  Wertft, 
dass  den  vier  Funktionen 

^  +  y^     a;,     y,  1 

des  ersten  Vereines  nach  der  Beihe  die  vier  Funktionen 

1,         x\    y\    x^  +  y' 
des  andern  entsprechen. 

Beweis.  Die  unendlich  entfernte  Gerade  wird  durch  eine  Funktion 
dargestellt,  welche  bloss  aus  einer  Konstanten  besteht.  Der  Punkt, 
welcher  in  jedem  Vereine  der  unendlich  entfernten  Geraden  des  andern 
Vereines  entspricht,  sei  zum  Anfangspunkte  der  Abscissen  gemacht. 
Der  Anfangspunkt  f  der  Abscissen  wird  durch  die  Kreisfunktion  x^  +  y^  282 
dargestellt.  Dieser  Funktion  entspreche  in  dem  zweiten  Vereine  die 
Konstante  a,  durch  welche  die  unendlich  entfernte  Gerade  dargestellt 
{wird);  ebenso  entspreche  der  Funktion  x'^  -^  y^  des  zweiten  Vereins 
in  dem  ersten  die  Konstante  h. 

Man  ändere  nun  das  als  Einheit  genommene  Maass  der  Längen, 
so  multipliciren  sich  die  Koordinaten  mit  einem  konstanten  Faktor  A, 
und  es  entsprechen  sich  dann 

a,       AV^  +  y'O- 

£s  werde  k*  so  bestimmt,  dass  a  :  k^  =  X^  ib,  das  heisst,  A^  =»  ab  sei. 
Setzen  wir  dann  ail^^^fiy  so  entsprechen  sich 

a;'  +  y*,         1 

Nun  werden  aber  die  nlumlichen  Gebilde,  welche  durch  Funktionen 
dargestellt  werden,  nicht  verändert,  wenn  man  diese  alle  mit  einer 
konstanten  Zahl,  also  hier  mit  fi  diyidirt,  und  wir  können  daher  a?*  +  y^ 
und  1  mit  1  und  a?'*  +  y'^  entsprechend  setzen. 


278  A,.    Abschnitt  II.   Kapitel  1.   §  6.   Nr.  409. 

Es  mögen  ferner  deu  Funktionen  x  und  y  des  ersten  Vereines  die 
Funktionen  f^  und  f^^  nämlich 

/;  -  «.(«'» +  y'»)  +  ß,x  +  y.y'  +  *. 

entsprechen ;  so  dass  also  den  Funktionen 
die  Funktionen 

1,     /;, /i,  ^'■'  +  y"' 

entsprechen.  Aus  den  ersteren  sei  durch  die  Koefficienten  a,  ß,  y,  d 
eine  Funktion  f  abgeleitet,  so  entspricht  ihr  im  zweiten  Vereine  die 
Funktion  f,  welche  durch  dieselben  Koefficienten  aus  den  vier  letzten 
Funktionen  abgeleitet  ist.  Die  Bedingung  daf&r^  dass  die  erstere 
Funktion  f  einen  blossen  Punkt  darstellt^  ist  (nach  407) 

(a)  4«*  =  /5«  +  y». 

Für  die  zweite  Funktion 

r-a  +  ^/i  +  yA +  «(*"  +  ?'*) 

=  (*  +  ^«.  +  y«*)(a;"'  +  »'*)  +  ißßt  +  Yß,)x  + 

+  ißri  +  YYi)y  +  «  +  ^*,  +  y*, 

28S  lautet  diese  Bedingung: 

4(#  +  ßa,  +  y«,)(a  +  ßö,  4-  yS,)  =  {ßß,  +  yA)«  +  {ßvi  +  yy,)'- 

Führt  man  hier  statt  8  den  Werth  aus  (a)  ein,  so  erhält  man 

{ß'  +  y*  +  4«/3«,  +  4«ya,)(a  +  ßS,  +  y*,)  = 

=  a(f(A+y/3,V+«(/Jy.  +  yy,)«. 

■ 

Diese  Gleichung  muss  für  beliebige  Werthe  von  a,  /},  y  gelten^ 
also  müssen  die  Koefticienten,  die  zu  gleichen  Potenzen  dieser  Grössen 
gehören,  auf  beiden  Seiten  gleich  sein.  Da  die  rechte  Seite  a  nur  in 
der  ersten  Potenz  enthält,  so  müssen  die  Koefficienten  der  Glieder, 
welche  a^  enthalten,  und  derer,  welche  a  gar  nicht  enthalten,  null  sein, 
also  sind  «,,  a,^,  d,,  ö^  null,  das  heisst,  /*,  und  /!,  stellen  gerade  Linien 
dar,  welche  durch  den  Anfangspunkt  der  Abscissen  gehen.  Legen  wir 
die  Abscissenaxe  so,  dass  sie  mit  der  durch  f^  dargestellten  Linie  zu- 
sammenfällt, so  reducirt  sich  f^  bloss  auf  das  Glied,  was  y  enthält, 
das  heisst,  ß.^  wird  null.  Dividiren  wir  dann  noch  die  so  reducirte 
Gleichung  durch  «,  so  geht  sie  über  in 

ß'  +  r  =  ^^/J,*  +  {ßv,  +  YVtY- 

Da  in  der   entwickelten   Gleichung  iy^y.  der  Koefticient  von  ßy  ist, 
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so  muss  yi^ji  =  0  sein;  y^  kann  nicht  null  sein,  weil  sonst  /^  identisch 
gleich  Null  wäre,  also  muss  7^^  null  sein.     Dann  erhält  man 

_  ^'(l_-  ft«)  +  y*(l  -  y,*)  -  0, 

also  Ä  =  +  1,  yj  =  +  1.  Da  auf  jeder  der  beiden  Eoordinatenazen 
die  Seite,  nach  welcher  die  Koordinaten  positiv  genommen  sind,  be- 
liebig gewählt  werden  kann,  so  können  wir  /3^  und  ^^  =  -f-  1  setzen, 
und  es  wird  dann  /i  =  x,  f^  =  y ,  und  entsprechen  also  den  Fimktionen 

des  ersten  Vereins  die  Funktionen 

1,       x,  y\    a;'*  +  y'* 
des  zweiten. 

Anm.  Die  hier  behandelte  spedelle  Art  der  syncyklischen  Verwandtschaft 
ist  zuerst  von  Möbius  aufgestellt  und  von  ihm  Ereisverwandtschaft  genannt 
worden;  vgl.  Möbius,  Ueber  eine  neue  Verwandtschaft  zwischen  ebenen  Figuren 
(in  den  Berichten  der  Eönigl.  Sachs.  Gesellsch.  der  Wiss.,  5.  Febr.  1853,  { Werke, 
Bd.  2,  S.  206)). 

Es  ergiebt  sich  aus  dem  Obigen,  dass  derjenige  Punkt  in  jedem  der  beiden 
kreis  verwandten  f  Vereine  als  charakteristisch  hervortritt,  welchem  im  andern  284 
Vereine  die  unendlich  entfernte  Gerade  entspricht.  Es  sei  dieser  Punkt  Ceniral- 
punkt  des  Vereins  genannt.  Legt  man  nun  die  beiden  Vereine  so  auf  einander, 
dass  die  Centralpunkte,  die  x-Azen  und  die  y-Axen  sich  gegenseitig  decken,  so 
deckt  auch  jede  durch  den  Centralptmkt  gehende  gerade  Linie  ^  zum  Beispiel  die 
gerade  Linie  gfx  -4-  rt/  =»  0,  die  entsprechende.  Schlägt  man  nun  noch  um  den 
Centralpunkt  mit  der  Länge ,  welche  als  Maass  der  Koordinaten  zu  Grunde  gelegt 
ist,  einen  Kreis,  welcher  Hauptkreis  heisse,  so  stellt  sich  die  ganze  Art  des  gegen- 
seitigen Entsprechens  aufs  Anschaulichste  dar.  Dann  besteht  die  Peripherie  des 
Hauptkreises  aus  den  sämmtlichen  Punkten,  welche  ihre  entsprechenden  decken; 
jedem  Punkt  im  Innern  des  Hauptkreises  entspricht  im  andern  Vereine  ein  auf 
demselben  Radius  liegender  Punkt  ausserhalb  des  Kreises,  und  zwar  so,  dass  der 
Badiu^  stets  die  mittlere  Proportionale  zwischeti  den  Abständen  der  beiden  ent- 
sprechenden Punkte  vom  Centrum  ist. 

Letzteres  folgt  für  einen  Punkt  der  x-Axe  sogleich  aus  den  entsprechenden 
Funktionen;  denn  die  Kreis-Gleichung  eines  Punktes  der  a;-Axe,  dessen  Abscisse 
=  c  ist,  ist  (aj  —  c)*  +  y-  =  0,  das  heisst, 

x^  +  y*  —  *lcx -{-  c*  a«  0, 

also  die  des  entsprechenden  Punkte» 

1        —2cx  +  c*{x*+y*)  —0, 
das  heisst  .    ^ 

also  ist  der  Abstand  dieses  Punktes  vom  Centralpunkte  »»  1 :  c,  während  der  des 
entsprechenden  Punktes  =»  c  war,  also  ihr  Produkt  1,  das  heisst,  die  als  Einheit 
genommene  Länge  die  mittlere  Proportionale  zwischen  den  Abständen  der  ent- 
sprechenden Punkte  auf  der  x-Axe.  Da  man  nun  jede  durch  den  Centralpunkt 
gehende  gerade  Linie  als  a;- Aze  annehmen  kann,  so  gilt  jene  Beziehung  allgemein. 
Wenn  man  statt  der  Annahme,  dass  der  unendlich  entfernten  Geraden  ein 
Punkt  entsprechen  soll,  die  Annahme  macht,  dass  in  den  beiden  syncyklischen 
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Vereinen  ohne  Ausnahme  jedem  Punkte  des  einen  Vereins  ein  Punkt  des  andern 
entsprechen  soll,  so  entspricht  auch  der  unendlich  entfernten  Gieraden  des  einen 
Vereins  die  unendlich  entfernte  des  andern,  und  man  gelangt  zur  Aehnlichkeit, 
welche  sich  also  auf  diese  Weise  der  Ereisverwandtschafk  gegenüber  stellt. 


§  7.    Normale  Einheiten  der  Funktionen,  Stetigkeit  der  letsteren. 

410.  Erklärung.  Normale  Einheiten  reeller  Grössen. 
Für  die  reellen  Zahlen  setze  ich  1  als  normale  Einheit,  f&r  die  reellen 
extensiven  Grössen  {erster  Stufe}  setze  ich  als  normale  Einheiten 

386 die  ursprünglichen  Einheiten  e^,  e^y  ...  e^]  f  für  die  reellen  exten- 
siven Grössen  »n-ter  Stufe  femer  die  wohlgeordneten  (moltiplikar 
tiven)  Kombinationen  ohne  Wiederholung  zur  m-ten  Klasse  aus  den  ur- 
sprünglichen Einheiten;  für  die  reellen  algebraischen  Produkte  von 
Grössen  gleicher  Stufe  endlich  die  (wohlgeordneten)  Kombinationen 
mit  Wiederholung  aus  den  normalen  Einheiten  der  Faktoren  (wobei 
jede  dieser  Kombinationen  als  algebraisches  Produkt  der  darin  ent- 
haltenen Elemente  aufzu&ssen  ist). 

Anm.  Es  sind  hier  nur  die  früher  vereinzelt  yorkonunenden  Bestinunongen 
zusammengefasst.  Es  kommt  noch  darauf  an,  auch  für  die  reellen  Lückenaus- 
drücke   { mit  vertauschbaren  Lücken }   die  normalen  Einheiten  festsustellen. 

Wir  haben  (in  868,  Anm.)  gesehen,  dass  das  Produkt  der  Faktoren,  welche 
die  Lücken  eines  { solchen }  Lückenausdrucks  ausfüllen  sollen,  als  ein  algebraisches 
Produkt  aufzufassen  ist,  mit  welchem  der  Lückenausdruck  multiplicirt  werden  soll. 
Folglich  kommt  es  nur  darauf  an,  welche  Werthe  der  Lückenausdruck  annimmt,  wenn 
<lie  normalen  Einheiten  jener  algebraischen  Produkte  mit  ihm  multiplicirt  werden. 
Es  seien  E^ ,  E^^  ...  die  normalen  Einheiten  diei<er  algebraischen  Produkte  und 
L  der  Löckenausdruck ,  so  kommt  es  auf  die  Werthe  iJ&, ,  ^^n  •  •  an.  Diese 
Werthe  können  wieder  extensive  Grössen  sein,  die  normalen  Einheiten  derselben 
seien  gj ,  e^^  . . . ,  so  ergeben  sich  als  normale  Einheiten  von  L  diejenigen  Lücken- 
ausdrücke,  welche  mit  /?, ,  A', ,  . . .  multiplicirt  irgend  eine  der  Einheiten  «j ,  e, ,  ... 
liefern. 

411.  Erklärung.  Normale  Einheiten  reeller  Lückenaus- 
drücke.  Wenn  JBj,  i'^,  ...  die  normalen  Einheiten  derjenigen  algebra- 
ischen Produkte  sind,  deren  Faktoren  die  Lücken  eines  reellen  Lücken- 
ausdruckes Lf  {dessen  Lücken  vertauschbar  sind,}  auszufüllen  vermögen, 
und  e,,  ^2, ...  die  normalen  Einheiten  derjenigen  Grössen  sind,  in  welche 
L  nach  Ausfüllung  seiner  Lücken  übergeht,  so  setze  ich  diejenigen  Lücken- 
ausdrücke  ^r,«  als  normale  Einheiten  von  L,  welche  den  Gleichungen 

Er,,Er  =  e.  und  Er^.Et  =  0  (t^r) 
genügen. 

Anm.  Es  ist  diese  Erklärung  in  Uebereinstimmung  mit  der  in  381  für  die 
Einheiten  des  Quotienten,  das  heisst,  des  Lückenausdruckes  mit  Einer  Lücke  ge- 
gebeneu. 
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412.  Jeder  {reelle)  Lückenausdruck  { mü  vertauschbaren  Lücken }  lässt 
sich  aus  den  in  411  festgeseUten  normaien  Einheiten  desselben  numerisch 
ableiten,  und  diese  letzteren  stehen  in  keiner  ZaMbejsiehung  zu  einander. 

Beweis  wie  in  381. 

418.    Erklärung.    Normale  Einheiten  einer  6ros8engat-286 
tung.     Als  Grössen  derselben  Gattung  setze   ich   alle  diejenigen 
Grossen^  welche  nach  dem  Früheren  zu  einander  addirt  werden  können. 
Die  Anzahl  der  normalen  Einheiten  einer  Grössengattung  nehme  ich  stets 
als  eine  gerade  an^  indem  die  eine  Hälfte  derselben  reell  ist^  und  die 

andere  daraus  durch  Multiplikation  mit  i  «»  ]/ — 1  heryorgeht.  Die 
AbleitzahleU;  durch  welche  eine  Grösse  aus  ihren  normalen  Einheiten 
numerisch  abgeleitet  wird,  nehme  ich  stets  als  reell  an. 


Anm.  Für  die  allgemeinen  Zahlgrössen  sind  also  1  und  ^  —  l  «»  t  die 
normalen    Einheiten,    für    die   allgemeinen   Grössen    erster   Stufe   {sind   es} 

WO  Ci,  «2 1  •  •  •  ^/t  ^^^  ursprünglichen  Einheiten  sind ,  und  so  weiter. 

414.  Erklärung.  Numerischer  Werth  einer  Grösse  heisst 
die  positive  Quatratwurzel  aus  der  Summe  der  Quadrate  aller  Zahlen^ 
durch  welche  jene  Grösse  aus  ihren  normalen  Einheiten  ableitbar  ist, 
das  heisst,  wenn  E^^  E^y  ^  die  normalen  Einheiten  einer  Grösse  P 
sind  imd  * 

P  «=»  ^i-'^i  "I"  ^^%  -|-  . . . 

ist)  so  ist  der  numerische  Werth  von  P  gleich 


Anm.  Diese  Definition  ist  in  Uebereinstimmung  mit  der  in  151  gegebenen. 
Der  numerische  Werth  einer  komplexen  Zahlgrösse  p  +  q,i  ist  hiemach  gleich 

416.  Wenn  der  numerische  Werth  einer  Grösse  ntdl  ist,  so  sind 
alle  Zahlen,  durch  welche  diese  Grösse  aus  ihren  normalen  Einheiten  ab- 
geleitet istf  einzeln  genommen  ntdl 

Beweis.    Es  seien  E^,  E^, ,,,  die  normalen  Einheiten  der  Grösse  P 

und  sei 

P  =  «,£, +  a,J?,  +  .... 

Wenn  nun  der  numerische  Werth  von  P  null  sein  soll,  so  heisst 

das  (nach  414) 

V  <  +  cc/+~  «  0, 
also 

01*+  aj*4-  •••  =  0. 

Da  aber  u^,  a^,  ...   (nach  413)  alle  reell  sind;   so  kann  die  3umme 
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ihrer  Quadrate  nicht  anders  null  sein,  als  wenn  sie  alle  einzeln  ge- 
nommen null  sind,  also 

0  =  «1  =«,  =  •••. 

287        416.     Erklärung.  Wenn  der  numerische  Werth  einer  Grösse  a 

kleiner  ist  als  der  einer  Grösse  b,  so  sage  ich,  a  sei  numerisch  kleiner 

als  6  und  schreibe  dies 

a  num.  <  b. 

417.    Wenn  a^,  €c^,  ...  die  Zahlen  sind,  durch  tvdche  a  mis  seinen 

normalen  Einheiten  ableitbar  ist,  und  ebenso  ß^,  ß^,  .,.  die  Zahlen,  dnrdi 

welche  b  oms  seinen  normalen  Einheiten  ableitbar  ist,  so  sind  die  Ver- 

gleichungen 

a  num.  <  b 
und 

einander  gleichbedetUend, 

Beweis  folgt  unmittelbar  aus  416  und  414. 

418«   Wenn p,  q,-..  positive  Zahlwerihe  und  a,b,  ...  beliebige  {aus 
denselben  normalen  Einheiten  ableitbare)  Grössen  von  der  Art  sind,  dass 

a  num.  <p,   b  num.  <,q,  ... 
sei,  so  ist  auch 

«  a  -f-  6  +  •  •  •  num.  <p  +  3  +  •  •  • . 

Beweis.     1.  Für  ztvei  Grössen.    Es  seien  c,,  e^,  ...  die  normalen 
Einheiten  von  a  und  b  und  sei 

'>  =  /3iCi  +  /J,^, +  ••• 

und  sei  a  der  numerische  Werth  von  a,  ß  der  von  b  und  y  der  von 
a  -f-  6,  so  ist  cc  <ip,  /3  <  (/;  zu  zeigen  ist,  dass  y  <ip  -\-  q  sei. 
Nach  414  ist 

ß'  =  ßr  +  ß2'  +  '-- 

y'  =  K  +  A)' +  («.  +  /«'  +  •••, 

also 

Nun    können   wir   zeigen,   dass   «i/^i  +  «^/Jj  +    ••  ^  "^   sei.    In 
der  That  ist 

=  («ift  -  «. A)*  +  («1 A  -  <hßiy  +  •  ■  •  • 
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Die  rechte  Seite  ist  die  Summe  mehrerer  Quadrate^  {sie  ist}  also  gleich 
oder  grösser  als  Null,  und  dasselbe  gilt  dami  auch  von  der  linken, 
das  heisst;  es  ist 

(a^)»^(«i/Ji  +  «,ft +  •••)*, 
also  auch;  da  a  und  ß  positiv  sind,  288 

Wenden  wir  diese  Vergleichung  auf  die  Gleichung  (*)  an,  so  folgt 
7^^cc^  +  ß^  +  2aß,  das  heisst  y*  <  (a  +  /»)% 
also,  da  y  und  cc  -\-  ß  positiv  sind, 

aber,  da  a  imd  ß  (positive)  Zahlen  sind,  welche  beziehlich  kleiner  als 
die  positiven  Zahlen  p  und  q  sind,  so  ist 

also 

y<P  +  Q7 
das  heisst,  der  numerische  Werth  von  a  +  &  ist  kleiner  als  jp  -f-  j- 

2.  Für  mehr  Grössen.  Da  nun  (nach  Beweis  1)  a  +  h  num.  <i>+2 
und  (nach  Hypothesis)  c  num.  <  r  ist,  so  ist  (nach  Beweis  1) 

a  +  6  +  c  num.  <  p  +  ff  +  t-, 

und  so  weiter  f&r  beliebig  viele  Grössen. 

419.     Zusatz.    Wenn  p  und  q  positive  ZoMtoerthe  und  a  und  b 

ieliebige  {aus  denselben  normalen  Einheiten  ableitbare)  Grössen  von  der 

Art  sind,  dass 

a  num.  <  p,    b  nuuL  <  q 
ist,  so  ist  auch 

a  —  6  num.  <p  -{-  q. 

419b.*)     Wenn  a  eine  beliebige  Grösse,  b,  c,  ...  aber  Zahlgrössen (Bio) 

sind,   so   ist  der  numerische    Werth  (q)  des   Produktes  abc  , . .   dieser 

Grössen  gleich  dem  Produkte  ihrer  numerischen  Werthe  (a,  ß,  y,  . .  .); 

das  heisst, 

Q  =  ccßy  .... 

Beweis.     1.  Für  0wei  Grössen.     Es  seien  ^,  c,,  ...  die  reellen, dll 

i^i,  i^a,  ...    (i  =  y — l)  die  imaginären  Einheiten  von  a  und  sei 

a  =  2  {aafa  +  i>aCaj, 

*)  {Die  Sfttze  419b  und  419c  tragen  in  der  Originalausgabe  die  Num- 
mern 457  und  458;  Grassmann  sagt  jedoch  selbst  in  einer  Anmerkung  nach 
Nr.  458:  ,, Diese  zwei  Sätze,  welche  systematischer  nach  419  ständen,  sind  hier 
nachgeholt,  um  sie  im  Folgenden  verwenden  zu  können  *\  deshalb  sind  sie  jetzt 
nach  Nr.  419  eingeschaltet  worden. } 


A 


284  A,.     AbBchniit  U.    Kai»itol  1.   §  7.    Nr.  419b~42t 

wo  die  ßfl  und  ya  alle  reell  sind,  und  sei  6  =■  *  +  «'  ?  *o  ist  (nach  414) 

a'^£{aa'  +  ya'\,     ß' =  d*  +  sK 


Ferner  ist 
also 


ab  =  2:[{daa  —  sy^e^  +  i  (*y«  +  «««)««}, 


also,  da  p,  CT;  /}  positiv  sind, 

das  heisst, 

ah  num.  =  a/3. 

2.  {Für  mehr  Grössen.]  Da  nun  (nach  Beweis  1)  ab  num.  *^  aß 
ist,  80  ergiebt  sich  (nach  Beweis  1) 

abc  num.  =  aßy, 
und  so  weiter. 

419o.   Wenn  a  und  a^  beliebige  Grössen^  6,  c,  . . .,  6j,  c,,  ...  aber 

Zälilgrösseti  sind  und 

a  num.  <  a^ , 

b  num.  <  &!,     c  num.  ^  Cj,    ... 
t$/,  ^0  ist  auch 

abc  . . .  num.  <C  a^b^Ci  .... 

Beweis.  Denn  es  seien  er,  /},  7^,  ... ,  a,,  ßiy  T'i,  ...  beziehlich  die 
numerischen  Werthe  von  a,  b,  c,  ...,  aj,  6,,  (*,,  ...,  so  ist  (nach  419b) 
aßy  . . .  der  numerische  Werth  von  abc  .. ,  und  cc^ß^y^  der  von  ai6,ri .... 
Da  aber  «,  /3,  y,  ...,  «i,  /3,,  yi,  ...  positive  Zahlen  sind  und  «<«,, 
ß  <ßiy  y^Vi)  "'  ist,  so  ist  auch  aßy  •  •  •  <  «1  ft^i  • . . ,  das  heisst: 

abc  ...  num.  <  «j  />, c, 

(288)  420.  Erklärung.  Ich  sage,  eine  Funktion  f{q)  einer  positiven 
Zahlgrösse  [q]  verschwinde  mit  g,  wenn  sich  zu  jeder  positiven  Zahl  j? 
ein  positiver  Werth  von  q  angeben  lässt  von  der  Art,  dass 

f{q)  num.  <  p 

sei,  und  auch  bleibe,  wenn  q  beliebig  abnimmt,  aber  positiv  bleibt. 
Wenn  ausserdem  f(0)  =  0  ist,  so  sage  ich  /'(^)  werde  mit  q  null. 

Anm.  Beide  Ausdrücke:  Mit  (positivem)  q  verschwinden  und  mit  q  null 
werden,  sind  also  nicht  identisch;  sondern  nur  der  zweite  schliesst  den  ersten  ein, 
nicht  umgekehrt;  denn  es  könnten  für  f{q)  die  Bedingungen  des  Verschwindens 
mit  q  erfüllt  sein,  und  dennoch  könnte  f{q)  für  q  =  0  in  einen  isolirten,  von  Null 
verschiedenen  Werth  überspringen. 

421.  Wenn  tnehrere  Funktionen  fiiq),  /i(ff),  ..•;  /n(j)  einer  posi- 
tiven Zahlgrösse  q  mit  q  verscthwinden,  so  verschwindet  mit  q  auch 
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(a)  aj^ (q)  +  (hfiis) -\ h  ««/«(g),  289 

wo  a^j  a^y  ..,  ün  endliche  Zeilen,  oder  auch  beliebige  endliche  Lücken- 
ausdrücke  mit  je  einer  Lücke  sindy  welche  durch  fi{q),  ft{g),  ...  ausgefüllt 
werden  kann.  (Und  ebenso,  u^enn  jene  Funktionen  mit  q  null  werden,  so 
wird  auch  dieser  letzte  Ausdruck  (a)  mit  q  null.) 

Beweis.  1.  Für  Zahlen.  Sollten  von  den  Grössen  a,,  .  .  .  a„ 
einige  null  sein,  so  kann  man  in  dem  Ausdrucke  (a)  die  Glieder  weg- 
lassen, in  denen  diese  Koefficienten,  welche  gleich  Null  sind,  vor- 
kommen. Wir  nehmen  an,  dies  sei  schon  geschehen,  und  es  seien  also 
a^,  ...  an  lauter  von  Null  verschiedene  (endliche)  Zahlen. 

Da  nun  (nach  Hypothesis)  /j  (q)  mit  q  verschwindet,  so  muss  sich 
(nach  420)  zu  jeder  von  Null  verschiedenen  Zahl,  zum  Beispiel  zu 
pia^n,  ein  positiver  Werth  q^  von  der  Art  angeben  lassen,  dass  fi{qi) 
numerisch  kleiner  als  p :  a^n  sei  und  auch  bleibe,  wenn  g,  beliebig 
abnimmt,  aber  positiv  bleibt;  aus  gleichem  Grunde  wird  man  auch 
einen  positiven  Werth  q^  der  Art  angeben  können,  dass  /^(^a)  nume- 
risch kleiner  als  pia^n  sei  und  auch  bleibe  bei  abnehmendem  q^, 

Wenn  nun  q  ein  positiver  Werth  ist,  welcher  noch  kleiner  als  jede 
der  Grössen  ffi,  ^g,  • . .  5«  ist,  so  ist  auch  f^{q)  num.  <2) :  a^fi ,  . . .,  oder 

«i/i (?)  num.  <  I ,    aJiiq)  num.  <  ^- ,    . . . ,     anfniq)  num.  <  | ; 

folglich  ist  (nach  418)  auch  die  Summe  der  linken  Seiten  numerisch 
kleiner  als  die  der  rechten,  das  heisst, 

«i/i(«)  +  «2/i(3)  H h  (^nfn(q)  num.  < p, 

eine  Yergleichung,  die  auch  bestehen  bleibt,  wenn  q  beliebig  abnimmt, 
aber  positiv  bleibt,  das  heisst,  es  verschwindet  der  Ausdruck  (a),  wenn 
Oj,  ...  a«  {endliche}  Zahlen  sind,  mit  q. 

2.  Es  reducire  sich  der  Ausdruck  (a)  auf  a^f^(q),  wo  aj  eine  nor- 
male Einheit  eines  Lückenausdruckes  sei,  dessen  Lücke  durch  fi{q) 
ausgefällt  werden  kann;  es  seien  femer  ^u  ^s,  ...  die  normalen  Ein- 
heiten von  a^fiig)  und  J?,,  E^,  ...  die  von  f^{q)  und  sei 

(b)  /;(«)  =  E,<p,{q)  +  E^^M  + ^Eaipaiq), 

SO  wird  (nach  411)  a^   die  Eigenschaft  haben,   dass  es  mit  einer   der  290 
Einheiten  E^,  E^,  ...,  zum  Beispiel  mit  Er,  multiplicirt,  eine  der  Ein- 
heiten e^,  e^j  ...,  zum  Beispiel  die  Einheit  e,,  liefert,  hingegen   mit 
jeder  der  übrigen  Einheiten  E^,  E^,  ...  multiplicirt  Null  giebt,  so  dass 
also  dann 

(c)  a^Er  =  e,,  a,Et  =  0,  für  f  ^  r 
ist.     Dann  erhalten  wir 
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(^xfM)  =  a,EEaq>a{q)  —  2a,Eatp^{(i)  [44] 

=  a,  Er(pAq)  =  e,(pr{q)  [(«)]. 

Also   ist    (nach   414)    der  numerische  Werth    von   «i/K^)    gleich 

y{q>r^q\Y.  Da  nun  (nach  Hypothesis)  (^{q)  mit  7  verschwindet,  so  lässt 
sich  (nach  420)  zu  jeder  positiven  Zahl  p  ein  Werth  von  q  der  Art 
angeben,  dass  /',  (7)  num.  <  p  sei,  und  auch  bei  abnehmendem  q  bleibe^ 
das  heisst  (nach  417),  dass 

sei  und  bei  abnehmendem  q  bleibe.  Da  aber  (nach  413)  91(9);  9i(tf)y  ••• 
reell,  also  (^i  (q))^,  (99(9))^ 9  •  •  •  positiv  sind,  so  muss  jedes  dieser  Quadrate 
kleiner  als  p^  sein,  also  auch  (fpAq'y  <.p^f  das  heisst,  a^fiig)  num.<}», 
also  verschwindet  aj\{q)  mit  q. 

3.  Es  seien  endlich  a^,  o^,  ...  beliebige  Lückenausdrücke  (mit  je 
einer  Lücke),  und  sei 

wo  i?r,i,  ^r,2;  •••  di^  normalen  Einheiten  von  ar  darstellen,  so  wird 

«1/1  (?)  +  fhftiSi)  H =  2:aa,^Ea,hfa{q)' 

Da  nun  (nach  Beweis  2)  i?o,b/o(^)  mit  q  verschwindet,  so  ver- 
schwindet (nach  Beweis  l)  auch  die  Yielfachensumme  dieser  Ausdrücke 
mit  (/;  also  auch  a|/i((?)  +  ^/^/^(g)  +  *  •  •  Wenn  ausserdem  fi(q)t 
f'^{q),  ...;  für  7  =  0,  auch  null  sind,  so  gilt  dasselbe  auch  für 
^i/i(^)  +  ^ifiio)  +  •'•;  ^Iso,  da  ausserdem  der  letzte  Ausdruck  mit  q 
verschwindet,  so  wird  er  nun  auch  mit  q  null. 

422.  Wenn  zwei  Funktionen  f^{ci)  und  f^ifi)  ei'nei'  positiven  ZaJd- 
fP'össe  q  mit  dieser  verschwinden  (oder  null  werden),  so  muss  mit  ihr 
auch  die  Differenz  f^{q)  —  f^{q)  verschwinden  (oder  ntdl  werden). 


Beweis  in  421,  {vgl.  41i>,  Zusatz 
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die  Eigenschaft  hat,  dass  sich  allemal  ein  konstanter  Werth  c  von  der 

Art  angeben  lässt,  dass  f{x  +  qdx)  —  c  jedesmal   mit  dem  positiven 

Zahlwerthe  q  verschwindet,  was  für  eine   endliche  Grösse,  die  mit  x 

von  gleicher  Gattung  ist,  auch  unter  dx  verstanden  sein  mag,  so  sage 

ich,  die  Fimktion  f{x)  konvergire  um  x  nach  c. 

Anm.  Es  ist  hier  also  unter  dx  vorläufig  nichts  weiter  verstanden,  als  eine 
beliebige  endliche  Grösse,  welche  mit  x  von  j^^leiolier  (liittuug  ist.  Doch  habe  ich 
schon  hier  diese  Bezeichnung  gewählt,  da  sie  für  das  Folgende  am  bequemsten  ist. 

424.  Wenn  f(x)  um  x  nach  c  Iconvergirt,  so  lann  es  um  x  nidd 
sugleUh  nach  einem  von  c  verscliicdenen   Weri}^  c^  Tconvergiren. 
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Beweis.  Denn  sollte  beides  zugleich  der  Fall  sein,  so  müssten 
(nach  423)  f{x  +  qdx)  —  c  und  f{x  +  qdx)  —  c^  beide  mit  q  ver- 
schwinden, also  (nach  422)  auch  die  Differenz  beider,  das  heisst  c  —  c, , 
was  unmöglich  ist,  da  c  und  c^  zwei  verschiedene  Eonstanten  sind. 

425.  Erklärung.  Eine  Funktion  f{x)  heisst  in  x  stetig,  wenn 
f{x)  um  X  nach  deni  Werthe  konvergirt,  den  f{x)  in  x  hat. 

426.  Wenn  f(x)  in  x  stetig  ist,  so  verschtvindet  für  jedes  endlicJie 
dx,  { das  mit  x  von  gleicJier  Gattung  ist],  die  Differenz  f(x  +  qdx)  —  f(x) 
mit  q  [und  wird  auch  zugleich  mit  q  ntdl]. 

Beweis  unmittelbar  aus  425,  423. 

Anm.  Wenn  f{x)  in  x  nicht  stetig  ist,  so  verschwindet  nicht  fär  jedes  end- 
liche dx  die  Differenz  f(x  +  qdx)  —  f{x)  mit  q;  sondern  es  könnte  f(x  -{-qdx) 
för  verschiedene  Grössen  dx  nach  yerschiedenen  Gränzen  konvergiren,  oder,  wenn 
es  auch  für  alle  endlichen  Werthe  dx  nach  ein  und  demselben  Werthe  c  kon- 
yergirte,  also  (nach  423)  die  Funktion  f(x)  selbst  um  x  nach  diesem  Werthe  zu 
konvergirte,  so  würde  doch  /'(x),  wenn  es  in  x  unstetig  ist,  dort  in  einen  von  c 
verschiedenen  Werth  überspringen. 

427.  Erklärung.  Wenn  fi{x)  eine  Zahlfunktion  und  f{x)  eine 
beliebige  Funktion  ist,  und  beide  für  denselben  Werth  von  x  =  a  null 
werden,  doch  so,  dass  der  Quotient  f(x)  :  f  (x)  um  x  =  a  nach  einem 
konstanten  Werthe  c  konvergirt:  so  verstehe  ich  unter  dem  Bruche 

fix) 

/;  («) 

diejenige  Funktion,  welche   im  Uebrigen  mit  jenem  Quotienten  über- 
einstimmt, aber  für  f  a;  «=  a  den  Werth  c  annimmt,  und  bezeichne  292 
den  Werth  c,  welchen  dieser  Bruch  für  x  =  a  annimmt,  mit 

m  ^ 

a) 

Anm.  Es  ist  diese  Bestimmung,  ebenso  wie  die  vorhergehenden,  nicht  bloss 
für  die  Funktionen  extensiver  Grössen,  sondern  auch  für  die  gewöhnliche  Funk- 
tionenlehre nothwendig. 

In  der  That,  mag  nun  x  eine  extensive  Grösse  oder  eine  Zahlgrösse,  f{x) 
eine  extensive  Funktion  oder  eine  Zahlfunktion  sein,  so  wird,  wenn  der  Bruch 

wieder  als  eine  Funktion  behandelt  werden  soll,  derselbe  für  jeden  bestimmten 
Werth  von  x  gleichfalls  einen  bestimmten  Werth  annehmen  müssen  (348).  Dieser 
Werth  wird  im  Allgemeinen  durch  Divisiou  der  besonderen  Werthe,  welche  f{x) 
imd  /j  {x)  dann  annehmen,  gefunden.  Aber  wenn  für  x  =*  a  sowohl  f{x)  als  /i  (x) 
null  werden,  so  wird  der  Quotient  dieser  besonderen  Werthe  vollkommen  unbe- 
stimmt, eine  Unbestinmitheit,  welche  für  den  Bruch  f{x):f^(x)  durchaus  aufge- 
hoben werden  muss,  falls  man  den  Bruch  Verknüpfungen  unterwerfen  ¥rill,  die 
auch  für  den  Fall,  dass  x  =»  a  sei,  ihre  Geltung  haben  sollen. 


288        A^.     Abschnitt  U.   Kapitel  1.    §  7,  Kapitel  2.    §  1.   Nr.  427— 429. 

An  und  für  sich  ist  es  möglich,  in  diesem  Falle  für  jenen  Bruch  einen  be- 
liebigen bestimmten  Werth  b  festzustellen,  allein  dann  müsste  in  die  Bezeichnung 
des  Bruches  diese  Bestimmung,  dass  derselbe  für  a*  =  a  den  bestimmten  Werth  b 
annehmen  sollte,  mit  aufgenommen  werden.  Diese  willkCIrliche  Bestimmnng  wird 
überflüssig,  wenn  der  in  der  obigen  Erklärung  aufgestellte  Begriff  festgehalten 
wird,  nach  welchem  jener  Bruch  in  x  »>  a  stetig  gesetet  wird.  Aber  dieser  Be- 
griff setzt  YorauH,  dass  jener  Bruch  um  ./*  >»  a  nach  einem  bestimmten  Werthe  e 
zu  konvergirt.     Ist  dies  nicht  der  Fall,  sondern  konvergirt  der  Bruch 

na+jb) 
fi(a  +  qb) 

beim  Verschwinden  der  positiven  ZahlgrÖsse  q  nach  verschiedenen  Gr&nzen  su, 
je  nachdem  h  andere  Werthe  annimmt,  zum  Beispiel  bei  ZahlgrOssen,  wenn  b  die 
Werthe  4*  1*  ~  1  oder  cos  p  -\-  i  sin  p  annimmt,  so  ist  der  oben  gegebene  Be- 
griff nicht  mehr  anwendbar,  und  es  bleibt  nichts  übrig,  als  dann  eine  willkür- 
liche Bestimmung  hinzuzufügen  und  mit  in  die  Bezeichnung  aufzunehmen. 

Die  Verkennung  aller  dieser  Verhältnisse  hat  in  die  höhere  Analysis  eine 
heillose  Verwirrung  gebracht,  welche  sich  häufig  genug  durch  Widersprüche  und 
fehlerhafte  Resultat«  verrieth.  Um  diesen  Irrthümem  zu  entgehen,  hat  man  hier 
und  da  die  Methode  zu  verbessern  gesucht;  namentlich  ist  es  Cauchy^s  Ver- 
dienst, dass  er  durch  einen  unerschöpflichen  Reichthum  der  genialsten  Kunst- 
griffe die  Methode  überall,  wo  sie  schien  zu  Irrthümem  führen  zu  können,  gegen 
dieselben  sicher  zu  stellen  suchte.  Aber  auch  er  konnte  damit  nicht  zum  Ziele 
293  gelangen,  weil  er  -f  das  Uebel  nicht  bei  der  Wurzel  ergriff,  und  nicht  die 
wesentlichen  Begriffsbestimmungen  hinzufügte,  aus  deren  Mangel  alle  jene  Ver- 
wirrung hervorging.  Ich  habe  mich  daher  genöthigt  gesehen,  diese  Begriffs- 
bestimmungen, so  weit  sie  für  das  Folgende  nothwendig  erschienen,  hier  nachzu- 
tragen, und,  statt  mich  auf  frühere  Bearbeitungen  der  Differenzialrechnung,  der 
Potenzreihen  und  der  Integralrechnung  benifen  zu  können,  musste  ich  diese 
Wissenschaften  von  vorne  an  aufbauen,  um  sie  auch  für  extensive  Qrössen  mit 
Sicherheit  anwenden  zu  können.  Es  wurde  dadurch  um  somehr  geboten,  mich 
nur  auf  das  Nothwendigste  zu  beschränken. 

Ich  bemerke  hier  noch,  was  sich  aus  dem  oben  Bemerkten  leicht  ergiebt, 
dass  ähnliche  Begriffsbestimmungen  für  alle  die  Fälle  festzustellen  sind,  wo  die 
zu  verknüpfenden  Funktionen  für  gewisse  Werthe  der  Variabeln  in  solche  Aus- 
drücke übergehen,  welche  keinen  Verknüpfungen  (oder  wenigstens  nicht  denen, 
durch  welche  jene  Funktionen  unter  sich  verbunden  sind)  unterworfen  werden 
dürfen,  also  namentlich,  wenn  eine  oder  mehrere  derselben  unendlich  oder  mehr- 
deutig werden.  In  allen  diesen  Fällen  kann  die  Bestimmung  ganz  analog  der 
soeben  mitgetheilten  getroffen  werden. 

Die  Bezeichnung,  welche  ich  oben  hinzugefügt  { habe } ,  indem  ich  hinter  die 
Funktion  den  besonderen  Werth  der  Variabein  in  Parenthese  beifügte,  um  durch 
das  Granze  den  Werth  auszudrücken,  welchen  die  Funktion  für  diesen  besonderen 
Werth  der  Variabein  annimmt,  ist  auch  in  vielen  anderen  Fällen  mit  Vortheil 
anwendbar,  und  zum  Theil  unvermeidlich. 


Differenz  und  Differenzial  einer  Funktion  von  x,  289 


Kapitel  2.    Differenzialrechnung. 

§  1.  Differenzial  erster  Ordniing. 

428«  Erklärung.  Wenn  q  eine  reelle  Zahlgrösse,  dx  aber  eine 
beliebige  endliche  Grösse,  welche  mit  x  von  gleicher  Gattung  ist,  be- 
zeichnet, so  verstehe  ich  unter  der  (nach  der  Veränderlichen  x  und 
dem  Zahlfaktor  q  genommenen)  Differenz  der  Punktion  /^(^),  ge- 
schrieben d,^qfix)y  diejenige  Funktion,  welche  der  Gleichung 

(a)  d.j^^)  =  f^±¥^£-) 

genügt  (wobei  die  Division  durch  q  in  dem  { in  Nr. }  427  bestimmten 
Sinne  zu  fassen  ist). 

429,     Erklärung.    Wenn  der  Ausdruck   dx^qf{x)  in  g' =  0  und 
in  X  (425)  stetig  ist  {vgl.  auch  427},  so  bezeichne   ich   dx,of{x)  mit 
dxfipo)  f  und  nenne  dxf(x)  das  nach  x  genommene  Differenzial  von  294 
f(x)y  das  heisst,  ich  setze 

Wenn  dx,qf(x)  nicht  die  Eigenschaft  hat,  dass  es  in  ^  =  0  und 
in  X  stetig  sei,  so  sage  ich,  dass  auch  dxf{x)  unstetig  sei. 

Wenn  in  einer  Formel  das  vor  eine  Funktion  gesetzte  Differenzial- 
zeichen  d  ohne  jeden  Index  geschrieben  ist,  so  soll  das  heissen,  dass 
die  Formel  allgemein  gelten  soll,  nach  welcher  Variabein  auch  die  da- 
durch ausgedrückte  Diiferenziation  genommen  sei,  das  heisst,  welchen 
Index  man  auch  dem  d  hinzufügen  mag,  vorausgesetzt  nur,  dass  man 
dann  in  dieser  Formel  jedem  Ditferenzialzeichen  d  (was  vor  eine  Grösse 
tritt)  denselben  Index  hinzufügt. 

Anm.  Es  lässt  sich  der  Begriff  des  Differenzials  auch  für  den  Fall,  dass 
dasselbe  unstetig  wird,  feststellen,  und  { es }  lassen  sich  mit  solchen  Differenzialen 
unter  gewissen  Umständen  noch  gültige  Verknüpfungen  yomchmen.  Doch  ist  es 
bei  jeder  Behandlung  der  Differenzialrechnung  am  zweckmässigsten ,  diesen  Fall 
zunächst  ganz  auszuschliessen,  und  namentlich  den  Fall,  wo  das  Differenzial  un- 
endlich wird,  im  Zusammenhange  mit  der  allgemeinen  Betrachtung  unbegränzt 
wachsender  Funktionen  in  einem  eigenen,  die  ganze  Analysis  des  Unendlichen 
behandelnden  Abschnitte  nachzuholen.  Aus  dem  yorliegenden  Werke  schliessen 
wir  jedoch  diese  Betrachtung  aus,  und  setzen  im  Folgenden  hei  jedem  Differenzial 
vora%t8^  dass  es  stetig  sei. 

Noch  bemerke  ich,  dass  die  Stetigkeit  von  d^f{x)  voraussetzt,  dass 

f{x  +  qdx)  —  f{x) 
um  q  ==  0  gleichfalls  null  werde,  das  heisst,  dass  auch  f{x)  stetig  sei. 

OrasBiuann,  Werke.    I.  2.  19 
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430.     Wenn  dxf{x)  stetig  ist  und  f(x)  •<-  y  gcsetet  wird,  so  ist 

f{x  +  qdx)  =  m  +  q{d,f{x)  +  N) 

WO  N  mit  der  reellen  Zahlgrösse  q  zugleich  nuU  wird. 
Beweis.     Man  setze 

Da  d,f{x)  stetig  ist  (nach  Hypothesis)^  so  ist  (nach  429)  anch 
der  Quotient 

fix  +  qdx)  -  fix) 

in  q  =  0  stetig  y  und  dann   =  dxf{x),  also  wird  N  als  die   Differenz 
dieser  beiden  Ausdrücke  mit  q  zugleich  null.   Dann  erhalten  wir  aber 

fix  +  qdx)  =  fix)  +  qid.fix)  +  N)  =  y  +  g(rf,y  +  2^. 

295  431.  Wenn  A  ein  honstanter  LückenatAsdruck  mit  n  [vertausckbaren] 
Lücken  (m  jedem  Glieds)  ist,  in  welche  Grössen  von  der  Gn^ttung  x  ein- 
treten sollen^  so  ist 

(a)  rfx(Aa;'')  =  n^x'*'~^dx\ 
ins  Besondere  ist 

(b)  dx{Ax)  =  Adx 

(c)  rf,A  =  0.  . 

Beweis.  Da  für  die  Produkte,  deren  Faktoren  in  die  Lücken 
eines  {solchen)  Lückenausdruckes  eintreten  sollen,  (nach  363  {Anm.}) 
die  gewöhnlichen  Gesetze  der  Algebra  gelten,  so  folgt,  wie  in  der 
Algebra,  dass 

A(2;  +  qdx)'*  ==  Ax"  +  nq^x^'-^dx  +  f/B 

ist,  wo  B  eine  steigende  Potenzreihe  von  q  ist.    Hieraus  folgt  unmittel- 
bar, dass 

in  (7  ==  0  stetig  ist,  also  ist  (nach  42i)) 

djci^x"*)  =  nKx''~'^dx. 
Hieraus  folgen  die  Formeln  (b)  und  (c)  für  7i  =  1  und  0. 

432.  Wei^in  Wj,  u^,  ...  beliebige  Funktionen  einer  beliebigen  Varia- 
bt'ln  X  sindy  so  ist  iwenn  du^y  diig,  ...  stetig  sind) 

d{ui  -^  u^  -{-'")  =  dui  +  rfWjj  +  •  •  • . 

Beweis.     Es  sei  u^  =/i(^)?  ^^2  =  f^i^)}  •••>  ^^  ^st  (nach  430) 

fii^  +  <J(^^)  =  ^<i  +  q{dui  +  A'i), 
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WO  N^  mit  q  zugleich  null  wird,  und  so  für  jeden  andern  Index.  Also 

2]fa(x  +  qdx)  ^UlUa^  qid^Ua  +  iVa) } . 

Also  ist 

i:\fÄx  +  qdx)  —  uA 

''       l      -— ^-  =  2:[d.u,  +  N,] 

Da  nun  N^j  N^,  ...  mit  q  null  werden,  wie  gezeigt,   so  wird   auch 
(nach  421)  ihre  Summe  2Na  mit  q  null,  also 

L  q  J(g=0) 

Die  linke  Seite  ist  aber  296 

d^2:fa{x)  «  d:c^%ia, 

also 

oder,  da  die  Formel  für  jeden  Index  x  gilt, 

433«     TVi?nn  y  tind  n  beliebige  Funktionen  von  x  sind,  und  \yis] 

ein  beliebiges  Produkt  derselben  ist,  so  isfy  (vorausgesetzt,  dass  dy  und  dz 

stetig  sind), 

(^\}ß^'\  =  \ßy  .z^  +  \y.dz'\. 

Beweis.     Es  sei  y  =  f{x),  z=^F{x),  so  ist  (nach  430) 

f{x  +  qdx)  =  y  +  q{d:,y  +  N), 

F{x  +  qdx)  =  z  +  q(d,z  +  N'), 

wo  N  imd  N'  mit  q  zugleich  null  werden.     Somit  ist 

f]^[y^i  _  \\f^+jM.:.  -^(^  +  qdx)]  -  [yz]l 

=  [y  {d.z  +  N')]  +  [(d.y  +  N)z]  für  q  =  0, 
oder  (nach  429)  mit  Weglassimg  des  Index, 

db"}  =  b  ■  ''^]  +  [(ly  • "]  +  [yN"\  +  [Nz]  für  2  =  o. 

Da  nun  N  und  N'  mit  q  null  werden,  so  wird  (nach  421)  auch 

blW+[le]N, 

WO  l  eine  Lücke,  in  welche  N  {oder  N')  eintreten  soll,  bezeichnet,  mit 
q  null,  das  heisst,  [yN']  +  \_Nz^  wird  mit  g  null,  also  ist 

d\ye]  =  \]f.dz]  +  [dy.z]. 

434.     Wenn  y  aus  seinen  normalen  Einheiten  c^,  e^,  ...  durch  die 

Zahlgrössen  y^,  yj?  •••  ohleitbar  ist,  und  y^,  y^,  ...  Funktionen  einer 

beliebigen   Variabein   x  sind,  so  ist  {vorausgesetzt,  dass   dy^,  dy^y  ... 

stetig  sind) 

dy  =  e^dy^  +  e^dy^  H . 

19* 
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Beweis.     Da 

y  =  ciVi  +  €%y^ -^ — 

ist  (nach  Hypothesis),  so  ist 

dy  =  d{e,  y.)  +  d{e,y,)  +  ••■  [432] 

—  Cjrfy,  +  e^dy,  +  •  •  •  [433,  431  (c)]. 

Anni.     Hierdurch  lässt  sieh  das  Dififorenzial  einer  extensiven  Funktion  auf 
die  DifFerenziak»  Ton  Zahlfiinktionen  zurüokfühn?n. 

■ 

§  2.    Differensialquotient  erster  Ordnung. 

435.  Erklärung.    Unter  -^- f{x)  oder  unter  f'{x)  verstehe  ich 

297  (vorausgesetzt,  dass  dxf{x)  stetig  sei)  den  Ausdruck,  welcher,  f  mit 
jeder  Grösse  dx  (die  mit  x  von  gleicher  Grattung  ist)  multiplicirt, 
dxf{x)  liefert,  das  heisst,  welcher  der  Gleichung 

genügt.    Ich  nenne   [-fix)   den  nach  x   genommenen   Differenzial- 

quotienten  erster  Ordnung  von  f{x),  und  f\x)  die  erste  abgeleitete 
Funktion  von  f{x). 

436.  Erklärung.  Wenn  man  die  Differeiizialquotienten  einer 
Funktion  «  =  f{Xj  y,  . . .)  mehrerer  Veränderlichen  a:,  y,  ...  auf  die 
Weise  bildet,  dass  man  jedesmal  den  Difterenzialquotienten  nach  einer 
dieser  Veränderlichen  nimmt,  während  man  dabei  die  übrigen  Ver- 
änderlichen wie  Konstante  behandelt,  so  nenne  ich  die  so  hervor- 
gehenden Diflferenzialquotienten  die  zu  dem  Vereine  der  Veränderlichen 
X,  y,  ...  gehörigen  partiellen  Differenzialquotienten,  und  be- 
zeichne dann  den  in  diesem  Sinne  nach  x,  t/,  ...  genommenen  DifiFe- 
renzialquotienten  mit 

5^w,  oder  ^^f{x,y,  ...),   ..., 

{die  entsprechenden  DiflFerenzen  und  Differenziale  mit  dg^qU   und   rf^M 

oder  mit  dx,qf{x^y,.,.)  und  dxf(x,  y,  >"),   ...}. 

Anm.  Es  ist  bei  den  partiellen  Differenzialquotienten  unumgänglich  noth- 
wendig  (worauf  schon  Jacobi  in  Crelle's  Journal,  Bd.  22,  S.  321  (Werke,  Bd.  3 
S.  397  )  aufmerksam  gemacht  hat)  den  zugehörigen  Verein  der  Veränderlichen  anzu- 
geben, also  nicht  bloss  diejenige  Veränderliche  zu  nennen,  nach  welcher  der  Diffe- 
renzialquotient  genommen  werden  soll,  sondern  auch  diejenigen,  welche  bei  der  Bil- 
dung desselben  als  Konstunte  behandelt  werden  sollen.  Denn,  wenn  zum  Beispiel  eine 
Gleichung  zwischen  x  und  y  hervortritt,  so  lässt  sich  die  Anzahl  der  Veränderlichen 
um  eine  vermindern;  schafft  man  zum  Beispiel  .r  weg,  so  bleiben  nur  y,  r,  ... 
übrig;  und  botnichtet  man  jetzt  diese  als  den  Verein  der  Veränderlichen  bildend,  so 
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gewinnt  -z—  u  jetzt  eine  ganz  andere  Bedeutung  und  im  Allgemeinen  einen  ganz 
dy 

andern  Werth  als  vorher. 

Aber  es  würde  sehr  unbequem  sein,  wenn  man  den  ganzen  Verein  der 
Variabein,  zu  welchem  die  partiellen  Differenzialquotienten  gehören,  mit  in  die 
Bezeichnung  derselben  aufnehmen  wollte.  Man  beugt  allen  Verwechselungen  vor, 
wenn  man  den  Verein  der  Veränderlichen  jedesmal  angiebt,  und  wenn  man,  so- 
bald in  einer  zusammenhängenden  Darstellung  bei  der  Differenziation  nach  der- 
selben Variabein,  zum  Beispiel  nach  x,  das  eine  Mal  andere  Grössen  als  konstant 
behandelt  werden  sollen,  als  das  andere  Mal,  ein  neues,  -f-  im  Uebrigen  willkür-298 

liches  Zeichen  statt  -7-  setzt;  hat  man  dann  die  Bedeutung  dieses  Zeichens  an- 
gegeben, so  ist  eine  Verwechselung  unmöglich. 
Die  allgemeine  Bezeichnung  durch 

d 

welche  ich  für  die  i^artiellen  Differenzialquotienten  nach  x  gewählt  habe,  bedarf, 
obwohl  sie  ungebräuchlich  ist,  wohl  kaum  einer  llechtfertigung,  indem  sie,  ohne 
willkürlich  zu  sein,  äusserst  bequem  ist,  und  eine  so  ungehinderte  Verwendung 
gestattet,  wie  keine  andere. 

437,  Wenn  e^^e^y ...  die  normalen  Einheiten  von  x  =^  x^e^^  x^e^-\ — 
sindj  und  S^f{x)y  ä^fix), . . .  die  nach  a?, ,  a?,, . . .  genommenen  [partiellen  ] 
Dtfferenjnalquotienten  von  f{x),  welche  zu  dem  Vereine  der  Veränderlichen 
x^j  x^, ...  gehören^  bezeichnen,  so  ist  (vorausgesetzt,  dass  dxf{x)  stetig  ist) 

f^xfix)  =  SJ{x) .  dx^  +  S^f{x)  ,dx^'\ . 

Beweis.  1.  Es  seien  die  normalen  Einheiten  e^,  e^,  ...  in  zwei 
Gruppen  zerlegt,  und  y  aus  der  einen  Gruppe,  z  aus  der  andern  nume- 
risch abgeleitet,  und  zwar  so,  dass  x  =  y  -^  z  sei,  so  zeige  ich,  dass 
dxf{x)  =  dyf{x)  +  dif(x)  sei,  wo  bei  den  durch  rfy,  d,  bezeichneten  Diflfe- 
renziationen  y  imd  z  als  den  Verein  der  Variabein  bildend  gedacht  sind» 

In  der  Thai,  es  sei  dy  aus  denselben  Einheiten  ableitbar,  wie  y, 
und  dz  aus  denselben  wie  z,  und  sei 

dy  '\'  dz  ==>  dx  =  e^dx^  +  ^^dx^  +  •  •  *  • 
Nim  ist  (nach  Hypothesis)  dxfix)  stetig,  das  heisst,  es  ist 

fix  J^qdx)  —  f(^ 

für  jeden  Werth  dx  (der  aus  e,,  e^,  ...  ableitbar  ist)  in  q  =  0  imd 
in  X  stetig,  also  auch,  wenn  man  dy  statt  dx  setzt,  das  heisst,  es  ist 

n^  +  qdy)  ~  fix) 

in  g  =  0  und  in  x  stetig.    Ferner  ist 

fix  +  qdy)  -  fix)  _  fjy  -f  qdy  +  z)  -fiy  +  z)  _  ^      .,  . 
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also  ist  dyf{x)  von  ify,qf{x)  verschieden  um  eine  Grosse  N^  die  mit 
q  null  wird;  somit 

und  ebenso 

299  WO  N  und  ^,  mit  q  null  werden,  und  die  ersten  Glieder  in  f  j  =  0 
und  in  x  stetig  sind. 

Wenn  nun  eine  Funktion  (p{x)  in  x  stetig  ist,  so  heisst  das 
(nach  425),  es  konvergire  q>{x  '\-  qdx),  wo  dx  eine  beliebige  Grösse, 
die  mit  x  von  gleicher  Gattung  ist,  und  q  eine  positive  Zahl  bedeutet^ 
um  q  =  0  nach  einem  Werthe  zu,  den  es  in  g  =  0  erreicht,  das  heisst, 
es  lasse  sich  (p{x-\-  qdx)  in  der  Form  (p{x)  +  ^2  darstellen,  wo  N^  mit 
q  null  wird.  Demnach  wird  <p{x)  =  q>(x-}-  qdx)  —  N^,  oder,  falls  wir 
für  dXf  das  willkürlich  war,  das  obige  dz  setzen,  (p{x)  «»^(x  +  gdjer) — N^, 
Wenden  wir  diese  Umformung  auf  das  erste  Glied  von  dyf{x)  an,  also 
auf  die  Funktion 

so  erhalten  wir 

rf^^(^)  =  n^_+3^t+.^dy) .  -  A^  +jLä^i  ^  jv  _  jv, . 

Hier  ist 

qdz  +  qdy  =  q{dz  +  dy)  =»  qdx^ 

da  wir  oben  dy  +  dz  =  rfo;  setzten,  also 

dyf{x)  +  dj{x)  = 

Hier    hebt    sich    das    zweite    und    dritte    Glied    im    Zähler,    und    da 
N  -}-  Ni  —  lYj  =  N  (nach  421)  mit  q  null  wird,  so  erhalten  wir 

wo  N  mit  g'  iiiill  wird,  also 

dJix)  +  rf,/-(a:)  =  d.fXx). 

2.  Da  man  nun  ebenso,  wie  man  x  in  y  und  z  zerlegte,  wieder 
y  oder  z  zerlegen  kann,  so  gilt  der  Satz  auch  für  beliebig  viele  Stücke, 
in  die  man  x  in  der  Art  zerlegen  kann,  dass  jedes  Stück  aus  einer 
Gruppe  der  Einheiten  e,,  e^,  ...  numerisch  abgeleitet  ist,  und  die  ver- 
schiedenen Gruppen  keine  gleichen  Einheiten  enthalten;  also  nament- 
lich, wenn  iCiC^  =  y,,  ^TgCj,  =  r/g,  ...  und  demgemäss  dy^  =  e^dx^f 
dy^  =  e^dx^f  ...  ist,  so  ist 

dJix)  =  d„f(x)  +  d,J{x)  +  ■■■, 
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wo  die  durch  dy^ ,  . . .  bezeichneten  partiellen  Differenziale  sich  auf  den 
Verein  der  Veränderlichen  y^,  y^,  ...  beziehen. 
3.    Nun  ist 

Aber  {man  hat} 

f{x  +  qdy,)  =  f{x  +  qe^dx,)  =  f{x,e^  +  ^  +  qe^dx^), 

wenn    der    Kürze    wegen    ^»2^2  +  ^s^a  +  "*    ™^   ^   bezeichnet  wird, 300 
also  ist 

fix  +  qdy,)  ==  /"(eiCa;!  +  grfx,)  +  z) , 
also 

=  ^:..  m  =  ät;  /'W  .  dx,  [nach  436,  { 435 }  ] 

=  öj{x),dx^, 

und  ebenso  für  die  übrigen  Indices.     Setzt  man  diese  Werthe  in  die 
vorher  gefundene  Gleichung  ein,  so  erhält  man 

dx  f{x)  =  ö^f{x)  .  dx^  +  S^f{x)  .  dx^  +  •  •  • . 

438.     Wenn  dxf{x)  stetig  ist,  so  ist   ,    f(x)  oder  f'{x)  ein  von 

dx  unabhängiger  Quotient,  und  zwar,  wenn  ^j,  Cg,  ...  die  normalen  Ein- 
heiten von  X  =  e^x^  +  e^x^  +  •  •  •  sind,  so  ist 

und  '' 

wo  d|,  ^2»  •••  örfer  -^   -,  ^ — ,  ...  die  zu  deni  Verein  der  Veränderlichen 

^1,  X2,  ...  gehörigen  [partiellen]  Differenzialquotienten  nach  x^,  x^,  ... 
iezeichnen. 

Beweis.   Wenn  x  eine  Zahlgrösse  ist,  so  ist  (nach  428)  auch  dx 
eine  Zahlgrösse  und 

^/w     /^ + qdx)  ^n^i  _  fix  +  i)  -  m 

dx        ^  qdx  ~  g'  ' 

wenn  man  qdx  mit  q'  bezeichnet.   Nun  wird  q    mit  q  null  {und,  wenn 
dx'^0  ist,  auch  umgekehrt  q  mit  q),  also  ist 

äji^)  _  ^r.oA.^)  ^  [fix+q)  -fix)! 
dx      ^^      dx  L  2'  J(9'=o) 

Ferner  ist  (nach  Hypothesis)  dxf(x),  also,  da  rfa;  ^  0  ist,  auch  — ^  — 
stetig,  und  somit  auch  ^(^  ^  ^'j  _^^(^) 

3 


i 


296  A,.     Abschnitt  II.   Kapitel  2.   §  2.   Nr.  488—441. 

in  (/'  =  0  stetig,  das  heisst  (nach  425),  es  konyergirt  dieser  Ausdruck, 
wenn  x  konstant  ist,  um  /y'  ==  0  nach  einem  konstanten  (von  j'  un- 
801  abhängigen)  f  Werthe,  welchen  er  in  ^'  ==  0  erreicht;  dieser  Werth 
ist  also  bei  variablem  x  eine  blosse  Funktion  von  Xy  unabhängig  von 
g',  das  heisst,  von  q^Ax,  Es  sei  diese  Funktion  fp{x)y  so  ist 

^xf{x)  =  q>{x)  .dx, 

also  ist  q>{x)  die  Grösse,  welche  mit  jedem  dx  multiplicirt,  dxf(x) 
liefert,  das  heisst  (nach  435), 

also  ist    ,    f(x)  von  dx  unabhängig. 

2.   Es  sei  X  =  x^e^  +  ^a^  H ?  «o  ist  (nach  437) 

(hfix)  =  dj(x)  .  rfa;^  +  dj(x)  .dx^  +  '", 

wo  ^i,  d^y  ...  die  in  jenem  Satze  angegebene  Bedeutung  haben.  Nun 
ist  fi^)  (nach  435)  der  Ausdruck,  welcher  mit  jedem 

dx  =  e^^dXi  +  e^dx^  +    •  * 
multiplicirt  dj,f(x)  giebt,  also  hat  man 

f{x){e^dx^  +  ^d^i  H )  =  6J{x)  .  da?!  +  S^f(x)  .dx^-\ , 

also 
f(x)ei  .  dxi  +  f'{x)€^ .  dx^  -{-...  =  *i/'(a;) .  dx^  +  *2/*(^)  •  dx^  +  •  •  •. 

Nach  Beweis  1  und  nach  350  sind  aber  die  Grossen  d,/'(x) 
^J\x),  ...  blosse  Funktionen  von  x,  also  von  dx^y  dx^,  ...  unabhängig, 
das  heisst,  für  jeden  Werth  x  ist  die  rechte  Seite  obiger  Gleichung 
eine  Summe  von  Produkten  der  variabeln  Zahlgrössen  dx^j  dx^y  ...  mit 
Grossen,  welche  bei  unverändertem  x  sich  nicht  ändern;  also  muss  auch 
die  linke  Seite  von  gleicher  Form,  und  müssen  die  entsprechenden  Koef- 
ficienten  gleich  sein,  das  heisst,  es  ist 

f{x)c,  =  8J{x)y  r{x)e^  =  dj{x),   .... 

Damit  ist  f'(x)  als  derjenige  Ausdruck  bestimmt,  welcher,  mit  e^,  c,,  ... 
einzeln  multiplicirt,  beziehlich  die  Werthe  ö^f{x)y  S^f{pc)j..,  liefert, 
das  heisst  (nach  377),  es  ist 

Anm.  Hierdurch  ist  die  Di/ferenziation  nach  einer  extensiven  Grösse  x  auf 
die  partiellen  Differenzialquotienten  nach  Zahlgrössen  zurückgeführt,  während  in 
434  das  Differenzial  der  extensiven  Funktion  auf  die  Differenziale  von  Zahl- 
funkiiouen  zurückgeführt  war,  wodurch  also  die  Reduktion  des  nach  einer  exten- 
siven Grösse  genommenen  Differenzialquotienten  einer  extensiven  Funktion  auf 
die  nach  Zahlgrössen  genommenen  Differenzialquotienten  von  Zahlfunktionen  voll- 
endet ist. 
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439.  Wenn  e  eine  beliebige  endliche  Grösse,  welche  mit  x  von  gleicher  302 
Gattung  ist,  und  q  wie  bisher  eine  positive  Zahlgrösse  bezeichnet,  so  ist 

fix  +  qz)  =  fix)  +  qir{x)s  +  N), 

WO  N  mit  q  null  wird  (und  vorausgesetzt  ist,  dass  dzf(x)  stetig  ist). 

Beweis.     Es  ist  für  jede  endliche  Grosse  dx,  welche  mit  x  von 
gleicher  Gattung  ist,  (nach  430) 

f(x  +  qdx)  =  fix)  +  q{dj{x)  +  N), 

wo  N  mit  q  null  wird.   Es  ist  aber  dann  (nach  435)  dxf{x)  =  f{x)dx, 

also 

fix  +  qdx)  =  fix)  +  qirix)dx  +  J^); 

da  aber  z  nach  der  Voraussetzung  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  dx, 
so  können  wir  auch  jenes  für  dieses  setzen  und  erhalten  die  zu  er- 
weisende Gleichung. 

440.  Es  ist 

dfiy)  =  fiy)dy  =  ^fiy) .  dy  =  dj{y) 

auch  dann,  u^enn  y  uneder  Funktion  einer  beliebigen  Grösse  ist,  auf 
welche  sidh  die  durch  das  vorgesetzte  Zeichen  d  dargestellte  Differenziation 
bezieht  ivorausgesetzt,  dass  dy  und  dfiy)  stetig  sind). 

Beweis.     Es    beziehe    sich    die    Differenziation    auf  x    und    sei 
y  =  q>ix),  so  ist  (nach  430) 

(*)  9(^  +  aäx)  =  y  +  qidy  +  N), 

wo  iV  mit  q  null  wird,  und 

dfiy)  =  dfi^ix))  =  p^(-  +  ^^^^')J--/(y)j^^^^^  f42C)j 


L  q  Jc</=0)  *-^   ^J 


g  J(9=o) 

_  \f{y)  +  q[f' {y){dy  +  N)  +  N']  -  Ay)]  Mgj). 

L  q  J(,=0)  L        -'' 

wo  N'  mit  q  null  wird, 

=  f'{y)idy  +  JV)  +  jy  für  3  =  0. 

Da  nun  N  und  iV'  mit  g'  null  werden,  so  wird  (nach  421)  auch  f'{y)N'\-  N' 
mit  q  nuU,  und  also  ist 

dfijf)  ■=  f'iy)dy. 

441.     TVm«  X  und  y  =  /"(a;)  aus  den  n  ursprünglichen  Einiheiten  303 
r,,  <'jj,  ...  e„  numerisch  ableitbar  sind,  und 

X  =  XiCj^  +  ajg^a  H h  a^,Cn 

y  =  yi^i  +  2/2^2  +  — l-y^^n 
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isty  und  dxjf  stetig  istj  so  ist  der  Potemwerth  des  Quotienten  ^   y  gleich 

der  FunJctionaldeterminante  von  Vn  y^,  >>•  nach  x^  x^^  ...^  das 
heisst,  gleich  der  Determinante,  welche  aus  den  partiellen  Differensiair 
Quotienten  der  Funktionen  y^y  y^y  ...  nacfh  den  Variabein  x^  x^,  ...  ge- 
bildet wird,  das  heisst, 

wo  für  jeden  Index  r  von  1  lis  n,  das  Zeichen   .      den  partiellen  Diffe- 

rengialquotienten  bezeichnet,  weldier  nadi  Xr  so  genommen  ist,  dass  alle 
übrigen  unter  den  Variabein  x^,  .,.  Xn  (ausser  Xr)  bei  der  Differeneiation 
als  "konstant  gesetzt  sind. 

Beweis.  Es  ist,  wenn  das  Zeichen  ,  der  Kürze  wegen  durch 
8r  ersetzt  wird,  (nach  438) 

also  (nach  383)  der  Potenzwerth 

[r(^)'']  =  [*iy-*iy  •••  *»»]• 

Aber,  da  y  ^  ^lyi  +  ^2!/^  "t"  * ' '  i^^;  so  ist  (nach  434) 
also 

=  I]^:d,y,.d^y,,..dnyn  [63], 

indem  nämlich  [eir.^.,.€n]  (nach  94)  gleich   1   ist. 

Anm.  Der  Begrifl*  der  Funktionaldeterminante,  wie  er  von  Jacobi  in 
Grollens  Journal,  Bd.  22,  S.  319 ff.  {Werke,  Bd.  3,  S.  393  ff.),  zuerst  aufgestellt 
wurde,  tritt  hier  als  Potenzwerth  der  abgeleiteten  Funktion  in  seiner  wahren  Be- 
deutung hervor,  und  die  dort  nachgewiesenen  Sätze  ergeben  sich  aus  dieser  Be- 
deutung aufs  leichteste;  ich  überlasse  diese  Ableitung  daher  dem  Leser. 

442.     Wenn  u  eine  beliebige  Funktion  der  veränderlichen  Grossen 

X,  y,  ,,,  ist,  so  ist 

d        .      .    d 

y 

=  dj,u  +  dyU  H , 

wo 

d_      d_ 

dx'   dy^  ' " 

die  zu  dem  Verein  der  Veränderlichen  x,  y,  .,.  gehörigen  partiellen  Diffe- 
rensialquotienten  und  dx,  dy,  ...  in  demselben  Sinne  die  partiellen  Diffe- 
renziale  bezeichnen  {und  die  letzteren  als  stetig  vorausgesetzt  sind). 


304  du  =  ^-ti .  dx  -{-  j-u  .  dy  -\-  '■' 

Cm  JC  U  %i 
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Beweis.  Es  sei  x  aus  seinen  normalen  Einheiten  durch  die  ver- 
änderlichen Zahlgrössen  a?,,  arg, ...,  ebenso  y  aus  seinen  normalen  Ein- 
heiten durch  die  veränderlichen  Zahlgrössen  j/^,  ^2;  •••  ableitbar,  und 
so    weiter.     Man    bilde    nun    ein    neues   System    normaler    Einheiten 
1 }    8  f  '  *  * }   T\  f  /  2  7  *  * ' }   •••    unci  S6bze 

+  yifi  +y2^H 1 — ; 

so  wird  u  (nach  352)    eine  Punktion  der   einzigen  Variabein  v   und 
man  erhält  (nach  437) 


+  4«-^yi  +  dy/-^y^+--  + 


d 


wo  ^     ,  ...  sich  auf  den  Verein  der  Variabein  x^^x^,.,,,  ViyVtf  -  "f  •  •  • 

beziehen.     Da  u  eine  Funktion  von  v  ist,   so  können  wir  (nach  440) 
statt  dcU  auch  du  schreiben. 

Femer  ist,  wenn  man  y,  ;e:, . . . ,  das  heisst,  yi,  ^2;  •••>  ^i ;  ^2;  •••>••  • 
konstant  setzt  (nach  437) 


und  ebenso 


Also 


,    u  .dx  =  ^—u  ,  dx^  +  w    u  .  dx^  + 

du  <=  ^-u  .dx  +  j-u  .dy  +  •" . 
dx  dy         ^    ' 


;  ••• 


§  3.     Differenslale  höherer  Ordnung. 

443,  Erklärung.  Wenn  u  eine  beliebige  Funktion  ist,  und  ö 
und  S^  zwei  beliebige  Differenzzeichen  (rf,,?;  rfy.g)  +  oder  Differenzial- 306 
zeichen  {dx,  dy)  sind,  bei  denen  sich  jedoch  die  Differenziation  auf  ein 
und  denselben  Verein  von  Variabein  bezieht,  deren  Differenjsiäle  bei 
jeder  Differenziation  konstant  gesetzt  werden,  so  verstehe  ich  imter  ddiU 
den  Ausdruck  Ä(d,ti),  und  nenne  dd^  in  diesem  Sinne  ein  Produkt  von 
Differenzzeichen;  und  halte  diese  Bestimmung  auch  dann  noch  fest, 
wenn  dj  ein  Produkt  von  Differenzzeichen  ist,  das  heisst,  ich  setze 

tftf^M  — tf(tf^w) 

und  so  weiter,  wo  <J,  d^,  ä^, ...  sich  auf  denselben  Verein  von  Variabein 
beziehen,  deren  Differenziale  konstant  gesetzt  werden. 


300  A,.    Abschnitt  II.    Kapitel  2.    §  :i    Nr.  444-449. 

444.  Erklüruug.   Wenu  d  ein  beliebiges  Diiferenzzeichen  (rfx.j) 
{ oder  ein  Difierenzialzeichen  ((/^)  |    ist,  so  setze  ich 

d^'u  =  u 

^••+11*  =  dd^u, 

letzteres  jedoch  nur,  wenn  ii  +  1  eine  ganze  positive  Zahl  ist. 

Anm.  Kh  läset  Hieb  auch  dem  negtitivcn  Exponenten  eine  Bedeutung  bei- 
legen, was  jedoch  erHt  in  der  Inti'gralrochnung  klar  werden  kann. 

445.  Es  ist 

axidh  wenn  f{Xy  y)  noch  andere  Veränderliche  enthäU,  welche  aber  alle 
bei  der  Differenziation  konstant  gesetzt  werden^  und  d)efiso  ist 

(b)  d^,qdy,qn  =  dy^.^d:r,qU. 

Beweis.     Es  ist  (nach  443) 
dT,,dy,,f{x,  y)  =  rfx.vK^/X^;  y)l 

_  rf,^,  «^'  y + ^^^y)  -  f^-.  y)  L436, 428j 

and  dies  aus  demselben  Grunde 

,j.  -    -       -  , 

300  Also  ist  Formel  (a)  erwiesen.  Aber  aus  dieser  Formel  folgt  so- 
gleich, dass  dy^qdx,qf'{x,  y)  denselben  Ausdruck  liefert,  wie  dx,qdy^^f{x^  y), 
also  auch  Formel  (b)  erwi(?sen. 

Anm.  Man  hätte  auch  das  zu  y  f^chörigi^  q  von  dem  zu  x  gehörigen  vcr- 
Hchii^don  setzen  und  jenes  etwa  mit  tj^  bezeichnen  können,  so  wärt*n  die  Formeln 
noch  bestehen  geblieben,  eine  Verallgemeinerung,  die  jedoch  ohne  besonderen 
Nutzen  ist. 

446.  Die  Ordnung  der  auf  einander  folgenden  Di/ferenezeichen 
(dx,q,  ...);  unier  denen  die  Differenzialzeichen  mit  einbegriffen  sindy  ist 
gleicligüUig  für  das  Resultat. 

Beweis.  Denn  nach  445  (b)  lassen  sich  je  zwei  aufeinanderfolgende 
Diiferenzzeichen  vertauschen. 

447.  Wenn  ein  höheres  Differenzial  stetig  istj  so  sind  auch  die 
niederen  Differenziale,  durch  deren  fortscfireitende  Differenziation  jenes 
entstanden  ist^  stetig. 

Beweis.  Es  sei  u  ein  beliebiges  Differenzial,  und  sei  d^n  stetig. 
Es  wird  u  im  AUgenieinen  eine  Funktion  der  Variabein  x,  y,  . . .  und 
ihrer  Diflferenziale  sein.  Allein,  da  bei  der  Differenziation  nach  x  alle 
übrigen   Variabeln    und    sämmtliche   Differenziale    als    Eonstante    be- 
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handelt  werden,  so  genügt  es  für  diese  DifFerenziation,  u  als  blosse 

Funktion    von  x  zu    betrachten.     Es  sei  in   diesem  Sinne   u  =  f{x)y 

so  ist 

f(x  +  qdx)  -  fix) 


"^  L  q  J(9=0) 


Da  nun  rf,.«  stetig  ist,  so  muss  der  in  Klammer  geschlossene  Bruch 
um  q  =  0  nach  einer  bestimmten  endlichen  Gränze  konvergiren,  die 
er  in  g  =  0  erreicht,  also  muss  mit  dem  Nenner  (q)  auch  der  Zähler 
null  werden,  das  heisst,  f(x  +  qdx)  —  f(x)  muss  mit  q  null  werden, 
das  heisst  (nach  425),  f(x)  ist  in  x  stetig,  also  auch  u. 

Durch  Fortsetzimg  dieser  Schlussweise  gelangt  man  zu  dem  all- 
gemeinen Resultate  des  Satzes. 

448,  Es  ist,  wenn  A  einen  Ausdruck  mit  n  [  vertatischbaren }  Lücken 
von  der  Gattung  x  bezeichnet, 

r//(Aa;'*)  =  r"**^,  f^x^^"'dx^. 

^        /         ^n  —  m)! 

Beweis.     1.    Der  Satz  gilt  (nach  431)  für  m  =  1. 
2.    Wenn  nun  der   Satz  für  irgend   einen  Werth  m  gilt,  so  gilt 
er  auch   für  w  +  1;  denn  dann  ist 

•      rf;"+\Aa;")  =  dx(rf/(Aa:"))  [444]  307 

=  dxir    **    M  Aa:«-»»da^), 
\(n  — w)I  /' 

da  nach  der  Annahme  der  Satz  für  den  angenommenen  Werth  m  gilt, 

Da  nun  (nach  443)  dx  bei  der  Differenziation  als  konstant  betrachtet 
werden  soll,  und  es  mit  x  von  gleicher  Gattung  ist,  so  ist 

(n  —  w)! 

ein  Ausdruck  mit  n  —  m  Lücken,  folglich  erhalten  wir  (nach  431) 
den  zuletzt  gefundenen  Ausdruck 

(n  —  m) ! 

= ^'-^TT  ^x^-'^-hlx"*+'  1 362 } , 

{n  -  m  —  1)1  i  j  7 

das  heissty  der  Satz  gilt  dann  auch,  wenn  man  m  4~  1  statt  m  setzt;  da 
er  nun  (nach  Beweis  1)  für  7n  ==  1  gilt,  so  gilt  er  auch  für  m  =  2, 
und  weil  für  m  =  2,  so  auch  für  m  =  3,  also  für  alle  positiven  Werthe. 

449.  Wenn  e^,  e^, ...  die  normalen  Einheiten  von  x=Xie^'\'X2e^-\ — 
sind,  und  d^,  d^,  ...  die  zu  dem  Vereine  der  Veränderlichen  cc^,  x^,  ... 
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gehörigen  partiellen  DifferenjsicUquotienten  nach  x^y  x^j  ...  begeichnen,  so 
ist  {vorausgesetzt ,  dass  d^u  stetig  sei) 

dxU  ==  2J[ daS\) , ,.  u  ,  dxadxb  • .  • } , 

wo  die  Anzahl  der  Faktoren  dxa,  dxt,  ...  in  jedem  Gliede  n  ist,  und  die 
Summe  sich  auf  alle  unier  dieser  Bedingung  möglichen  gangen  positiven 
WertJie  a,  b,  . . .  bezieht. 

Beweis.     Nach  437  ist 

(/,u  =  2;{*fln.rfXfl}. 

Differenzirt  man  noch  einmal  nach  x,  so  ist^  da  bei  dieser  Differenziation 

(nach  443)    dx^    also    auch    dx^^^dx^^.,,    konstant    zu    setzen    sind, 

(nach  437) 

diu  «=  £[  dtSaU  .  dxadxt }  =  £[  dad\,u  .  dxadxt )  [446], 

und  so  weiter. 

450.  Erklärung.     Unter 

—  f(x)  oder  unter  /'<'*>  (a;) 

verstehe   ich   (vorausgesetzt,    dass   dlf{x)   stetig   ist)   den   Ausdruck, 
308  welcher  mit  dx*  multiplicirt,  was  auch  dx  für  eine  mit  x  gleichgattige 
Grösse  sein  mag,  dlf{x)  liefert. 

451.  Wenn  dlf{x)  stetig  ist,  so  ist  f^'*^(x)  derjenige  Ausdruck  mit 
je  n  [vertauschbaren}  Lücken  in  jedem  Gliede,  welcher  die  Eigenschafl 
hat,  dass 

n 
(a)  f^'^Kx^CrCr^  .  .)  =  drd,  .  .  .  f{x) 

ist,  für  jede  ReiJie  von  n  Indices  r,  s,  . . . ,  wobei  die  Bedeutung  von 
e^f  Cg,  ...,  ^1,  ^2,  ...,  dieselbe  ist,  wie  in  449,  [und  wo  das  über  dem 
Produkte  (erCs . . .)  stehende  Zeichen  ^  andeuten  soll,  dass  die  Anzahl  der 
Faictoren  gleich  n  ist]. 

Beweis.    Nach  450  ist  zu  zeigen,  dass  allemal 

f^''^{x)dx-  =  d''J(x) 
ist,  wenn  f^'*^{x)  den  Gleichungen  (a)  genügt.     Es  ist  dann 

f^'^\x)dx-  =  f^''\x){e,dx^  ^e^dx^  +  " •)" 


n 


=  2]f^''^(x)(caeij  . . .)dXadXb  ... , 
nach  dem  allgemeinen  polynomischen  Lehrsatze  (oder  auch  nach  45) 

=  2J[dadb . . .  f{x) . dxadxfi . . . }  [(a)] 

=  dl  fix)  [449]. 

462,     Erklärung.    Wenn    x,y,...    Zahlgrössen    und    u    eine 
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Funktion  derselben  ist,  so  verstehe  icli,  wenn  a  +  6  +  •  •  •  =  n  ist, 
unter 

dxfdyb ... 
den  Ausdruck 


u 


dx^'dy^  ...  dx^'dy^  ...^ 

wo  sich  die  Differenziationen  auf  den  Verein  der  Variabebi  x,  y,  . . . 

beziehen,  und  dx,  dy,  ...  von  Null  verschieden  angenommen  sind. 

Anm.  Die  partiellen  Differenzialquotienten  nach  verschiedenen  extensiven 
Variabeln  können  fast  überall  entbehrt  werden,  da  man  mehrere  extensive  Variabeln 
stets  auf  eine  einzige  zurückführen  kann  (nach  352). 

4r53,  Wenn  y  noch  wieder  Funktion  einer  beliebigen  Veränderlichen 
ist,  so  ist  (die  Stetigkeit  der  vorkommenden  Differemicde  vorausgesetzt) 

Beweis.     Wie  in  der  gewöhnlichen  Analysis. 

Kapitel  8.    Unendliclie  Reihen.  309 

§  1.     Die  xmendliehen  Beihen  im  Allgemeinen. 

454.  Erklärung.    Eine  Reihe 

«*o  +  «1  +  ^^2  H — 

heisst  acht,  wenn  sich  eine  positive  Zahl  T>1  finden  lässt  von  der 
Art,  dass  Uq,  u^T,  u^T^,  ...  bis  ins  Unendliche  hin  endlich  bleiben, 
dass  heisst,  dajss  sie  numerisch  kleiner  bleiben  als  eine  gewisse  end- 
liche Grosse  M,  so  dass  also 

Ur  T  num.  <  M 
bleibt  für  jeden  Index  r. 

455.  Zusatz.  Setzen  wir  1\T  =  t,  so  können  wir  die  Bedingung 
der  Aechtheit  auch  so  ausdrücken,  dass  sich  zwei  positive  Zahlen 
t  und  Mj  von  denen  ^  <  1  ist,  finden  lassen,  so  dass  stets 

,  -  .,  Ur'.t'^  num.  <  M 

bleibe. 

456.  Jede  ächte  Reihe  ist  konvergent. 
Beweis.    Es  sei 

-R  =  Wo  +  t«i  +  ^2  H — 
eine  ächte  Reihe,  so  giebt  es  (nach  455)  eine  positive  Zahl  ^  <  1  von 
der  Art,  dass,  für  jeden  Index  r,  der  Quotient  Uri  t",  den  wir  mit  ür 
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bezeichnen  wollen^  numerisch  kleiner  als  eine  gewisse  endliche  (positive) 
Zahl  M  sei;  dann  wird 

ie  =  a„  +  ai/ +  «,<»  +  •••, 
WO  Or  num.  <  M. 

.Der  Rest  (>„  dieser  Reihe  von  dem  Gliede  a«r  an  ist 


Nun  ist 

also  (nach  418) 


(tr  num.  <  il/,  art*^  num.  <  Mt"} 

Qn  num.  <  Mt"  +  Jtfr"^*  H 

num.  <  Mt\l  ^t+fi-i ) 

num.  <  3f  V — -. 

Nun  lässt  sich  n  hier  so  gross  wählen^  dass  q^  num.  kleiner  wird 
als  eine  beliebig  gegebene  positive  Grösse  Je,  und  auch  bleibt^  wenn 
n  noch  wuchst;  dies  wird  nämlich  erfüllt ^  wenn 


«>l''g]fc(l^O='"«(f) 


310  ist.    Da  also  der  liest  Qn  mit  wachsendem  n  nach  Null  zu  konvergirt^ 
so  ist  die  Reihe  konvergent. 

Anm.  Um  die  Beziehimg  zwischen  ächten,  unächten,  konvergenten  und 
diTergenten  Reihen  noch  anHchaulicher  hervortreten  zu  lassen,  will  ich  hier  noch 
die  unächten  Reihen  berühren. 

Wenn  die  Hämmtlicheu  Glieder  einer  unächten  Reihe  endlich  bleiben,  daa 
hei.sst,  numerisch  kleiner  bleiben  als  eine  endliche  positive  Zahl  Jtf,  so  will  ich 
diese  Reihe  eine  Uebergangsreihe  nennen,  wenn  dagegen  die  Glieder  einer 
Reihe  unendlich  werden,  das  heisst,  wenn  es  zu  jeder  positiven  Zahl  M  Glieder 
der  Reihe  giebt,  welche  noch  grösser  als  M  sind,  so  mag  eine  solche  Reihe  eine 
absurde  heissen.  So  zum  Beispiel  ist  die  Reihe  t  +  5<*+  J  t*+  •  •  •  eine  ächte, 
wenn  der  numerische  Werth  der  Zahlgrösse  t  kleiner  als  1  ist;  sie  wird  eine 
Uebergangsreibe,  wenn  t  numerisch  gleich  1  A^-ird,  und  zwar  eine  divergente 
Uebergangsreihe,  wenn  ^  =  1,  eine  konvergente,  wenn  t  =  —  1  ist;  sie  wird  ab- 
surd, wenn  t  num.  >•  1  wird. 

Eine  solche  absurde  Reihe  ist  stets  zu  verwerfen.  Hingegen  hat  die  Ueber- 
gangsreihe mit  der  ächten  noch  das  gemein,  dass  sie  den  Werth  der  Funktion, 
welche  durch  die  Reihe  dargestellt  werden  soll,  wirklich  ausdrückt,  gleichviel  ob 
sie  konvergirt  oder  divergirt.  Im  letzteren  Falle  zeigt  sie,  falls  sie  sich  dem  Un- 
etullichen  nähert ^  dass  für  diesen  Fall  in  der  That  die  Funktion  unendlich  wird; 
so  zum  Beispiel  ist  die  obige  Reihe  bekanntlich  die   Reihe  für   —  log  (1  —  /); 

diese  Funktion  wird  mit  i=  1  unendlich,  ebenso  >vie  die  Reihe  *  +  i**+  >J <'H » 

und  diese  stellt  also  auch  für  diesen  Fall  noch  den  Werth  jener  Funktion  dar. 
Oder,  um  ein  einfacheres  Beispiel  zu  wählen,  die  Reihe  1  +  t  +  t*  +  •  •  •  wird  für 
t  =  +  1  eine  Uebergangsreihe ;  und  zwar  nimmt  sie  für  *  =  1 ,  entsprechend  der 
Funktion  1 

1  —  r 
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deren  Entwickelung  sie  darstellt,  unendlichen  Werth  an.  —  Wenn  hingegen  die 
divergente  Uebergangsreihe  sich  keinem  unendlichen  Werthe  annähert,  sondern 
stets,  wie  weit  man  sie  auch  verfolge,  zwischen  verschiedenen  Werthen  hin  und 
her  schwankt,  wie  zum  Beispiel  die  Reihe  1  -f  ^  +  ^*  +  •  •  *  ^^^  dem  Werthe 
t  =  — 1,  so  lässt  sich  dennoch  ihr  Werth  aus  der  Gränze  bestipimen,  nach 
welcher  jene  Reihe  konvergirt,  wenn  man  t  zuerst  kleiner  als  1  setzt  und  sich 
dann  t  der  1  unbegränzt  annähern  lässt.  Aber  alle  diese  Uebergangsreihcn,  selbst 
wenn  sie  konvergiren,  dürfen  nur  mit  Vorsicht  angewandt  werden,  da  die  Rech-' 
nungsgesetze  achter  Reihen  auf  sie  nicht  mehr  anwendbar  sind. 

469.*)     Wenn  mehrere  Beihen  acht  sind,  so  ist  audi  ihre  Ferf-(3li) 
fachenstimme  üchtj  das  heisst,  wenn 

J?i  =  Wj  +  w/  +  ^i^^  +  ^*i^^^  -j-  . . . 
^  =  te,  +  w/  +  ti,<«)  +  u,(»)  +  .   • 

•  ••••• 

En  =  Un  +  Un'  +  U,^^)  +  W«<«)  +   •  •  • 

äclUe  Reihen  sindy  und  a^ ,  Og  >  •  •  •  ^»  heliehige  endliche  ZaMgrössen  sind, 
so  ist  auch  die  Reilie 

wo  für  jeden  Zeiger  s 

ist,  eine  ächte  Heilte. 

Beweis.  Da  jRj  eine  ächte  Reihe  ist,  so  giebt  es  (nach  454) 
zwei  positive  Zahlen  T,  und  M^,  von  denen  die  erstere  >  1  ist,  von 
der  Art,  dass  für  jeden  Zeiger  .9 

m/'^  r/  num.  <  Ml 

sei.  Ebenso  lassen  sich  für  die  übrigen  Reihen  Il^y,.,Iln  solche  posi- 
tive Zahlenpaare  T^,  M^,  ...,  Tnj  M„  finden,  von  denen  die  erste 
jedes  Zahlenpaares  >  1,  und  so,  dass 

u^^'^  T/  num.  <  M^,   . . . ,   Un^'^  T«*  num.  <  Mn 

ist.  Es  sei  T  die  kleinste  der  Zahlen  T,,  ...  T„,  also  noch  T>  1,  so 
bleibt 

«/'^  T'  num.  <  M^ ,  v^^'^  T  num.  <M^,   . . . ,   Un^*^  T  num.  <  Mn , 

also  auch  (nach  419c),  wenn  /3,,  ...  /3„  die  numerischen  Werthe  von 
«,,  ...  «,i  sind, 

■ 

«jt//'^  T  num.  <ßiM^y  . . . ,    a„M  j'^  T*  num.  <  ßn  Mn ; 

folglich,  da  die  rechten  Seiten  dieser  Vergleichungen  positiv  sind,  so  ist 
(nach  418) 


*)    {Die  Nummern  457  und  458  stehen  jetzt  an  ihrer  richtigen  Stelle,  näm- 
lich hinter  Nr.  419  als  Nr.  419  b  und  419  c.} 

Grassmanu,  Werke.    I.  20 
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a,u,^''  r  +  • . .  +  anUn^'^  r  num.  <  ft  Jlf,  +  . . .  +  /J,  Jl/., 

das  helsst 

u^*^  r  num.  <  3f , 

weiiD  /Jj  ilfj  +  •  •  •  +  /3«Jlf«  mit  3/ bezeichnet  ist;  folglich  ist  die  Reihe  B, 
(nach  454)  eine  ächte. 

§  2.     Die  Beihen  als  Funktionen  einer  ZahlgrÖMe. 

460.  Die  nach  der  Zahlgrösse  x  genommenen  Differenjsialqnotienten 
einer  äcJUen  Beihe 

•B  *=■  ^0  +  «I  ^  +  ^«^*  H *=  ^(^ü^ 

sind  wieder  ädUe  Beüien. 

Beweis.  1.  Da  R  eine  ächte  Reihe  ist,  so  müssen  sich  (nach 
4r>5)  zwei  positive  Grössen  t  und  31,  von  denen  die  erste  <  1  ist, 
finden  lassen ,  so  dass  für  jedes  r 


a^x'' 


num.  <  M 

ist.    Nun  sei  r  eine  positive  Zahl  zwischen  t  und  1,  das  heisst  x>  i 
aber  <  1,  so  zeige  ich^  dass  alle  Glieder  der  Reihe 


813  "  11  =  ZaaaX^-^ 


d 

(Ix 


die  Eigenschaft  haben,  dass  für  jeden  Index  r  bis  ins  Unendliche  hin 
der  Ausdruck  rOrW^^^  :  r^  endlich  sei. 

In  der  That  ist 


T 

Der   zweite  Faktor  ist   (nach  Ilypothesis)    numerisch  kleiner  als    M, 
also  (nach  411>c)  der  ganze  Ausdruck 

.rf 


num. 


wenn  wir  der  Kürze  wegen  den  numerischen  Werth  von  M :  x  mit  Jf, 

bezeichnen.     Nun  sei 

t 

was  stets  möglich  ist,  da  t  grösser  als  /,  also  t  —  t  ungleich  Null  ist. 
Dann  wird 
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oder,  indem  wir  mit  <"  :  r"  multipliciren, 

und  aus  gleichem  Grunde 

Nun  werden  aber  die  Ausdrücke 

t      2«»  n«** 


T  >     ^«  7  •••>     T«  > 


da  ihre  Zahl  endlich  ist,  und  sie  alle  endliche  Werthe  haben,  {sämmt- 
lich}  kleiner  sein  als  eine  gewisse  positive  endliche  Grosse;  diese 
heisse  m.  Da  nun  alle  Ausdrücke  rVir''  für  jedes  r,  was  grösser 
als  n  ist,  wie  eben  bewiesen,  kleiner  als  nt^  :t^  sind,  und  dies  letztere 
<  m  ist,  so  werden  alle  jene  Ausdrücke  für  jeden  Werth  von  r  kleiner 
als  m  sein,  also  auch 

—  Ml  <mMi, 

Hier  ist  m  eine  endliche  Grosse,  aber  auch  M^,  wenn  nicht  etwa 
X  gleich  Null  ist,  also  auch  mM^  endlich,  also  auch  rOrX*'''^ :  xr 
numerisch   kleiner  als  eine  endliche  Grosse,   das  heisst,  die  f  Reihe  314 

j-7^  ist  eine  ächte,  vorausgesetzt  noch,  dass  a;  ^  0  ist.    Wenn   aber 

X  =  0  ist,  so  ist 

also  gewiss  eine  ächte   Reihe. 

2.  Da  nun  -77^  ^ine  ächte  Reihe  ist,  so  ist  (nach  Beweis  1) 
auch  dessen  Dlfferenzialquotient  nach  x,  das  heisst 

eine  ächte  Reihe,  und  so  weiter. 
461.     Wenn  eine  Reihe 

für  irgend  einen  Werth  x  der  Zahlgrösse  x  acht  ist,  so  ist  sie  es  auch 
für  jeden   WerOi,  der  numerisch  gleich  oder  Meiner  als  x'  ist. 

Beweis.    Denn,  wenn  die  Reihe  für  x  ^^  x'  acht  ist,  so  müssen 

20* 
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sich  (nach  454)  zwei  positive  Werthe  T  und  M,  von  denen  der  erste 
>  1  ist,  angeben  lassen,  so  dass  für  jedes  r 


arX   T  nuni.  <  M 
ist.     Dann  ist  aber,  wenn  x  num.  <J  x   ist, 

Orx"^ T"  mim.  <  arX^ T^  f419c] 

num.  <  My 

das  heisst,  die  Reihe  «o  +  ^i^  +  ^t^  -{-•..  ist  dann  auch  eine  ächte 
(nach  454). 

Anm.  Es  folgt  hieraus  sogleich  (nach  460),  dass  aach  die  nach  x  genom- 
menen Dififerenzialquotieuten  jener  licihc  für  jedes  Xy  was  numerisch  gleich  oder 
kleiner  als  od  ist,  ächte  Reihen,  also  auch  stetig  sein  müssen.  Daraus  folgt  auch 
umgekehrt,  dass,  wenn  eine  Funktion  f{pS)  für  irgend  einen  Werth  von  x,  der 
numerisch  gleich  x  ist,  sich  in  eine  ilchte  Reihe  soll  entwickeln  lassen,  noth- 
wendig  f(x^  und  seine  Differenziale  für  jeden  Werth,  der  numerisch  gleich  oder 
kleiner  als  x  ist,  auch  stetig  sein  müssen.  Aber  es  bleibt  noch  zu  untersuchen, 
ob  diese  Bedingung  der  Stetigkeit  ausreichend  daför  ist,  dass  sich  /*(:r)  in  eine 
ächte  Reihe  entwickeln  lasse. 

Zu  dem  Ende  kommt  es  darauf  an,  f{x)  für  die  verschiedenen  numerisch 
gleichen  Werthe  zu  betrachten,  namentlich  für  eine  Reihe  solcher  Werthe,  von 
denen  jeder  folgende  aus  dem  vorhergehenden  durch  gleiche  circuläre  Aenderung 
hervorgeht.  Nun  hat  Cauchy  nachgewiesen,  dass,  wenn  f{x)  stetig  ist,  das 
arithmetische  Mittel  aller  Werthe,  welche  f{pS)  erhält,  indem  x  fortschreitend  einer 
konstanten  circulären  Aenderung  unterworfen  wird,  bis  x  wieder  zu  dem  ur- 
sprünglichen Werthe  zurückkehrt,  ein  Ausdruck  ist,  welcher  stets  nach  einer  kon- 
Slöstanten  (von  x  unabhängigen)  -|-  Gränze  konvergirt,  sobald  der  Winkel  der  cir- 
culären Aenderung  verschwindend  klein  wird.  Er  hat  aus  diesem  Satze  auf  eine 
sehr  sinnreiche  Weise  die  Bedingung  abgeleitet,  unter  welcher  eine  Funktion  {{x) 
sich  in  eine  konvergente  (genauer  in  eine  ächte)  Reihe  entwickeln  lässt,  wor- 
über Moigno,  Leyons  de  calcul  diiferentiel  Tome  1,  p.  160  ss.  (Paris  1840)  zu 
vergleichen  ist.  Der  Gang  der  folgenden  Entwicklung  ist  im  wesentlichen  der- 
selbe, wie  er  in  dem  angeführten  Werke  gewählt  ist;  doch  ist  hier  die  Betrach- 
tung verallgemeinert,  in  sofern  f{ic)  als  extensive  Grösse  betrachtet  wird,  während 
X  seil  »st  eine  Zahlgrösse  bleibt. 

462.  Lehrsatz  und  Erklärung.  Wenn  f\x)  stetig  ist  für  jede 
Zahlgrösse  .?',  ilejen  numerischer  Werth  zivisclien  den  Gränzen  a  und  h 
liegt y  und  &  eine  n-te  Wurzel  der  absoluten  Einheit  und  zicar 

%     0  =  COS    — h  i  sm    - 

n      '  n 

ist,  so  konvergirt  der  Aiisdruek 

mit  unendlich  wachsendem  n  nach  einer  konstanten  (von  x  unabhängigen) 
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Gränze,  Diese  konstante  Gränze  sei  das  zu  jenem  Stetigkeitsgebibte  ge- 
hörende konstante  Glied  der  Funktion  f{x)  genannt  und  mit 

.    w    ,  C[Ax)] 

oczciennet. 

Beweis  des  Lehrsatzes.    Da  f\x)  stetig  ist,  so  ist  (nach  439) 

wo  -ZV  mit  q  null  wird.  Da  nun  ®*  numerisch  gleich  1  ist,  so  ist 
xS^  numerisch  =  x,  also  auch  f{x®^)  stetig.  Setzt  man  nun  in  die 
obige  Gleichung  x&^  statt  o?,  und  q^==x&^{ß —  1);  so  verwandelt 
sich  X  '\-  q  in  a;0*+^,  und  wir  erhalten,  wenn  wir  noch  dem  N  den 
Zeiger  a  beifügen, 

f^xS^-^')  —  f(xe^)  =  x&'{e  —  \)[f\x®^)  +  JVa]. 

Nun  ist,  wenn  wir  ^-  mit  8  bezeichnen, 

df{x®^)  =  e^f\x&') 
(nach  440);  also  wird 

indem  wir  statt  S^N^,  welches  mit  Na  numerisch  gleich  ist,  also,  eben 
so  wie  dies,  mit  q  zugleich  null  wird,  Na   geschrieben  haben. 

Gehen  wir  nun   zum  arithmetischen  Mittel   über,  so  wird,  wenn  316 
die  folgenden  Gummen  von  a  =  1  bis  n  genommen  werden. 

Die  linke  Seite  ist  null;  denn  die  dort  erscheinende  Summe  ist  gleich 

/'(a:0''+O  +  A-^^")  H f-  f{x&)  —  f\^xe'') f{xe^)  —  f(xs), 

also 

=  f{x®'"^')—t{x®)  =  0, 

da  0"  =  1,  also  xS'^'^^  =  x®  ist.     Somit  erhalten  wir 

Aber  ZNain  ist  das  arithmetische  Mittel  der  Grössen  N^,  N^, ... 
ist  also,  wie  gross  auch  n  sei,  numerisch  kleiner  als  der  grösste 
numerische  Werth  dieser  Grössen,  den  wir  mit  N*  bezeichnen  wollen. 
Wenn  nun  n  unendlich  wird,  so  konvergirt 

0  =  cos h  i  sm  - 

nach  1,  also  ©  —  1  nach  0,  also  konvergirt  auch  q  =  x&^(0  —  1), 
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was  mit  x{S —  1)  numerisch  gleich  ist,  nach  0,  also  auch  Ni,  N^\  ..., 
also  auch  N']  also  auch 

da  sein  numerischer  Werth  noch  kleiner  ist  als  der  Yon  N\     Setzen 
wir  die  Uränze^  nach  welcher 

konvergirt  »  (fios),  so  haben  wir  also 

*qp(x)  =  0, 
das  heisst 

(p{x)  =  Const. 

Anm.  Ich  habe  hier  den  Satz,  dass,  wenn  das  Difterenzial  einer  Funktion 
null  bleibt,  die  Funktion  konstant  sei,  als  bekannt  vorausgesetzt,  um  hier  nicht 
die  Entwickelung  zu  unterbrechen.  Der  Befveis  dieses  Satzes  ist  im  Eingang«» 
des  folgenden  Kapitels  (der  Integralrechnung)  nachgeholt,  und  zwar,  ohne  dass  in 
diesem  Beweise  auf  irgend  einen  Satz  des  gegenwärtigen  Kapitels  zurückge- 
gangen sei. 

463.  Das  lotistanie  Glied  einer  Vielfachensumme  von  Funktionen 
{deren  erste  abgeleitete  Funktionen  stetig  sind),  ist  die  entsprechende  Viel- 
fachensumme ans  defi  konstanten  Gliedern  der  Funktionen,  das  heisst 
(tvenn  fiix),  fi(x),  ...  stetig  sind,  so  ist) 

0\aj,(x)  +  a,f,{x)  +  ...1  ^  afi\f(x)^  +  aX\f,(x)^  +  .... 

317         Beweis.    Wenn  tf  dieaelbe    Bedeutung   wie   in  462   hat,   so  ist 
C[/'i(j:)l  die  G ranze,  nach  welcher 

mit  unendlichem  n  konvergirt,  das  heisst,  es  verschwindet 

;;r/-,(x®')-C[/;(x)i 

mit       ,  ebenso 


also  (nach  421)  auch  ihre  Vielfachensumme,  das  heisst 

i  2:!a,/;cx@")  +  «,/,(.t8")  +  •••)-  «.CL/;(-OJ  -  <^MfA^)]  -■-, 

m 

das  heisst,  es  konvergirt 

l2:{aJ\{xe'')-\-aJ,ix&')  +  ---\ 
nach 
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Aber  die  Gränze,  nach  welcher  jener  Ausdruck  konvergirt,  ist  (nach 

462)  mit 

C[«,/;(x)  +  V,W+-"] 
bezeichnet^  also 

c[«i/;w  +  «2/;(^)  +  •••]-  «iC[/;(^)]  +  «^cL/ic^ji  +  •-. 

464.   Wenn  m  eine  {positive  oder  negative]  ganze  Zahi,  aber  ungleich 
Null  ist,  so  ist 

Beweis.     C[af*]  ist  (nach  462)  die  Gränze  ^  nach  welcher 

n      ^       ^ 
mit  unendlich  wachsendem  n  konvergirt.     Es  ist  aber 

i  2;  (a;  ©')"■  = --2?©""'. 


Nehmen  wir  n  so  gross  an^  dass  m  num.  <  n  ist,  und  setzen  ES     ~  5 
so  ist 


weil  ©'*'"=  1  ist.    Es  geht  aber  der  obere  Ausdruck  aus  dem  unteren 
durch  Mu^üplikation  mit  ®^  hervor;  also  haben  wir 

s®'"  =  6',  das  heisst  s{\  —  ©"*)  =  0. 
Es  ist  aber  (nach  462) 


also 


M  9p     I  alt 

=  cos h  t  Sin  — , 


j-^ni  2tllir     I  •       29II3P 

&    =  cos H  i  sm : 

n       '  n    ' 


also,  da  in:n  ein  ächter  Bruch  ist,  so  ist  6^"^  1,  also  folgt  aus  der 
Gleichung  5(1  —  ©"*)  =  0,  dass  f  s  gleich  Null  ist,  also  auch  318 

:^  2;«"'"  =  0, 
das  heisst 

n       ^        ^  '  . 

sobald  n>  m  ist,  also  {ist}  die  Gränze,  nach  welcher  dieser  Ausdruck 

mit  unendlich  wachsendem  n  konvergirt,  0,  das  heisst  C[j;''*]  =  0. 

Anm.  In  diesen  Sätzen  liegt  der  Grand  der  obigen  Benomiting,  indem, 
wenn  f{x)  eine  beliebige  (begränzte)  Potenzreihe  von  x  mit  ganzen  positiven 
oder  negativen  Exponenten  und  dem  konstanten  Gliede  a  ist,  C  [  fix)]  gleich  diesem 
konstanten  Gliede  a  ist. 
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465.     Warn  x  num.  >  a  istj  so  ist 
Beweis.     Es  ist 

•^  ^n.''  +  iL;  +  ...  +  ?;i;+     «^ 

,r        a  .r  .1*  X  X         (x  —  a) 

Also  (Jiach  463,  {4641) 

« i  - .] = ' + •=  b-,f-^]  •   ■ 

Nun  ist  das  letzte  Glied  der  rechten  Seite  (nach  { der  Schlusswcise  von  | 
462)  numerisch  kleiner  als  der  grösste  der  Ausdrücke,  welche  aus 


Ci'^ 


-  num  <  p 


hervorgehen,  indem  man  statt  x  beliebige  mit  x  numerisch  gleiche 
Werthe  setzt.  Der  grösste  dieser  Ausdrücke  ist,  wenn  A  und  X  die 
numerischen  Werthe  vüji  a  imd  x  sind, 

Ist  nun  p  eine  beliebige  positive  Grösse,  so  kann  man  r  stets  so  gross 

wählen,  dass 

A' 

X'-\X  -A) 
wird,  und  auch  bleibt,  wenn  r  noch  wächst;  aliiyj  wird  dann 

C  —  1  num.  <  n, 

L.r  —  uj 

das  heissi,  numerisch  kleiner  als  jede  positive  Grösse,  das  heisst  —  0, 
also 

er  •'•  1  =  1. 

LX  —  aj 

466.     Wenn  die  ztveitc  abgeleitete  Funktion  von  /*(.*;)  stetig  ist  für 

jeden  Zahlwerth  x,  der  numerisch  kleiner  als  x    ist^  so  liisst  sich  f{x)  in 

eine  ächte,   nach   Foienzeti   von  x   aufsteigende  Eeilie  entivickeln.     Und 

'M^zicar,  wenn  z  num.  >  a;,  f  aher  num.  <  x   ist  und  das  Zeichen  C  siffi 

auf  die  Variable  z  beziclit,  während  x  ah  konstant  gesetzt  wirdj  so  ist 

und  wenn  X  und  Z  beziehlieh  die  nutnerisclicti  Werthe  vor^  x  utul  z 
sind,  und  F  der  grösste  der  numerischen  Werthe  ist,  welche  f(z)  für  die 
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verschiedenen  Werthe  von  Zy  welche  numerisch  =  Z  sindj  annimmty  so 
ist  jedes  Glied  der  obigen  Entwickelungsreihe  von  f(x)y  und  auch  der 
Rest  der  Beihe  numerisch  kleiner  als  das  entsprechende  Glied  und  als  der 
entsprechende  Rest  der  nach  Potenzen  von  X  entwickelten  Reihe 

FZ  ^  ^^ 

Z-X  =  ^^  na- 
seweis.  Es  sei  zunächst  fiir  z  nur  vorausgesetzt,  dass  es  nume- 
risch  kleiner  als  x'  sei,  so  ist  (nach  Hypothesis)   f"(z)  stetig,  also     * 
(nach  447)   auch  f'{z)  und  f{z).     Nun  sei  x  als   konstant   betrachtet, 
und  nur  z  als  yariabel,  und  sei  das  konstante  Glied  der  Funktion 

(*\  /  X  __  z(f(z)  —  fix) 

betrachtet;  also  zunächst  die  Stetigkeit  von  (p{z)  untersucht. 
Es  ist  zuerst  für  z  =  x  der  Ausdruck 

fjz)  -  fix) 

Z  —  X 

(nach  429,  wo  mau  nur  dx  =  ly  und  x  -}-  q  =  z  zu  setzen  hat,  {und 
nach  435,438})  =  ^{x)  =f\z),  also  in  diesem  Falle  fp(z)  =  zf'(js)y 
also  (p{z)  in  diesem  Falle  *=' f\z)  -|-  ^f'i/)}  ^-Iso  stetig,  da  f'(z)  und 
f\z)  es  sind. 

Femer y  wenn  z^  Xy  also  z  —  x'^0  ist,  so  ist 

W  iZ)  = —   — 7 »^ 

y  \  /  z  —  X        *    z  —  X  {z  —  xy 

*Da  nun  f{z)y.f'{z)y  z  stetig  sind,  und  z  —  x^Q  ist,  so  ist  auch  in 
diesem  Falle  q>{z)  stetig;  also  q>  {z)  so  lasge  stetig,  als  zmim,<x'  ist. 
Somit  bleibt  C[qp(-2:)]  (nach  462)  von  unverändertem  Werthe,  so 
lange  z  num.  <  x  ist,  aber  für  jg?  =  0  wird  (nach  (*))  q>{z)  gleichfalls 
null,  somit  ist  C[9j(0)]  =  0,  also  aijch  C[9j(-2:)],  also  erhalten  wir  die 
Gleichung 

Nehmen  wir  jetzt  z  numerisch  >  x  aber  noch  immer  num.  <  x'  320 
an,  so  ist  z  —  wC  ^  0  und  es  sind  daher 

zm  ^„d  ^m 


Z  —  X  Z  —  X 

so  wie  ihre  Differenziale  nach  z  stetig,  also  (nach  463)  { auch  | 
Aber 

er  ^  1  =  1 

LZ  —  xA       , 
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(na(^  465^  wo  man  nur  s  statt  Xy  und  x  statt  a  zu  schreiben  hat), 
folglich  hat  man 

Nun  ist 

2  r — 1  r 

-'         =1+         +^  +  ---4-     ._.+     r-.f        -T. 
Z  —  X  z  z  z  z         {z  —  X) 

also  (nach  463) 

fix)  -  C  [A..|  +  :rC[^(^)-]  +  x«C  [^^]  +  •••  + 


+  -o[^]  +  c[^fa_] 


Hier  ist  das  letzte  Glied  (nach  { der  Schlusswcise  von }  462)  nume- 
risch kleiner  als  der  numerisch  grösste  der  Ausdrücke^  die  man  er- 
hält;  wenn  man  in 

x'fi:) 

z'"-\:-.x) 

statt  js  alle  möglichen  mit  ihm  numerisch  gleichen  Werthe  setzt.  Der 
grösste  der  numerischen  Werthe,  die  dabei  f(js)  annimmt^  ist  oben 
mit  F  bezeichnet,  die  numerischen  Werthe  von  z  und  x  aber  mit 
Z  und  X]  der  numerisch  grösste  Werth,  den  1  :  (je;  —  :r)  annehmen 
kann^  ist  1  :  (Z —  X);  also  ist 


X'^F 
num.  <  -       ,  —    -  -  ; 


und  aus  gleichem  Grunde  sind  die  übrigen  Glieder,  vom  ersten  an- 
fangend, numerisch  kleiner  als 

,,    XF     X^F  X'^-^F 

dies  sind  aber  die  entsprechenden  Glieder  und  ersteres  der  entsprechende 
Rest  der  Reihe 

Da  nun  endlich  die  letztgenannte  Reihe  eine  ächte  ist,  so  ist  auch  die 
Reihe  für  /(^),  da  ihre  Glieder  numerisch  noch  kleiner  sind,  als  die 
Glieder  dieser  Reihe,  eine  ächte. 

321  467.  Der  Taylor*sche  und  Maclauriu'sche  Satz.  Wenn  f'\x) 
stetig  ist  für  jedes  x,  tms  nufnerisdi  kleiner  als  x  ist,  so  ist  ifh  dctn- 
selheii  Umfange 
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Beweis.  Denn  dann  lässt  sich  f{x)  (nach  466)  in  eine  Reihe 
entwickeln.     Es  sei  diese  Reihe 

(*)  A«)  =  ^«.a:% 

SO  ist 

/•(.)(x)  =  2"  („  l-„)s  «ax«-  [448,  {450}], 

also 

/•('.)(0)  =  n!an, 

da  alle  übrigen  Glieder  null  sind,  also 

^(«)(0) 

Dies  in  (*)  eingesetzt  giebt  die  zu  erweisende  Gleichung. 

Anm.  Da  f{a  -f  x)  als  Funktion  von  x  betrachtet  werden  kann,  so  ist  es 
überflüssig,  den  Satz  in  zwei  Sätze  (den  Taylor 'sehen  und  Maclaurin'schen) 
zu  zertrennen. 

§  3.     Entwiokelung  der  Funktionen  mehrerer  Zahlgrössen  oder 

Einer  extensiven  Grösse  in  Beihen. 

468.  Lehrsatz  und  Erklärung  (Erweiterung  von  462).  Wenn 
f{xiy  iCj, . . .)  eine  Funktion  mehrerer  veränderlicher  Zahlgrössen  x^^  x^, ,., 
ist,  und  die  zu  diesem  Vereine  gehörigen  partiellen  ersten  Differengial- 
quotienten 

-j^  t (Xiy  x^y  . . .),  -^  t K^ij  ^27  •  •  0;  •  •  • 

allemal  stetig  sind,  sobald  gleichmtig  der  numerische  Werth  von  x^ 
zwischen  den  Grämen  a^  und  h^,  der  von  X2  4swischen  den  Grunzen 
a^  und  b^  liegt,  und  so  weiter;  und  wenn  endlich 

^^  Alt      ,       •      •       2  TT  ^~  aH      I       .      ■       2  TT 

®  =  cos H  i  Sin  —  ,    0q  =  COS h  i  sin       .... , 

SO  konvergirt  der  Ausdruck 

mit  den  uiibegränzt  wachsenden  ganzen  Zahlen  n^,  n^,  ...  nach  einer  kon-  S22 
stanten  {von  x^,  x^,  ...  unabhängigen)  Gräme.    Diese  konstante  Gräme 
sei  das  zu  jenem  Stetigkeitsgebietc  gehörende  konstante  Glied  der  FutüUion 
f{xi,  x^,  ...)  genannt  und  mit 

bezeidinet.    Dann  ist  für  zum  Variabdn 

0[f(x,,x,)]  =  C,{C,\f{x,,x,)]), 
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WO  Cj  sich  nur  auf  die  Variable  x^  bezieht  (z^  als  konstant  geseUt)  und 
Ci  sich  nur  auf  die  Variable  x^  bezieht  (x^  als  konstant  gesetet);  und 
entdeckend  für  mehr  Variabelu, 

Heweis.    1.  Für  zwei  Variabeln.  Nach  der  Bedeutung  der  Summen- 
bezeichnung  ist  *  « 

wo  die  innere  Summe  sich  nur  auf  den  Index  b  bezieht,  die  äussere 
nur  auf  den  Index  Q.    Lassen  wir  nun  zunächst  n^  unbegränzt  wachsen,  * 
so  konvergirt  die   innere  Summe  (nach  462)  nach  einer  von  x^   unab- 
hängigen GränzC;  welche  wir  mit 

C,[/-(a;.«?,ar,)l 

zu  bezeichnen  haben.  Diese  G  ranze  wird  also  nur  noch  eine  Funktion 
von  Xi@i^  sein;  es  sei  dieselbe  mit  9(^1®/)  bezeichnet,  so  ist  die 
Gränze,  nach  welcher  der  obige  Ausdruck  mit  imbegränzt  wachsendem 
Wj  konvergirt, 

* 

Wächst  nun  auch  «j  unbegränzt*,  so  konvergirt  (nach  462)  dieser  Aus- 
druck nach  der  auch  von  j?j  unabhängigen  Gränze  Ci[9(a',)].  Nach 
dieser  Gränze  konvergirt  also  der  ursprüngliche  Ausdruck,  wenn  in 
ihm  sowohl  n^  als  ;?o  unbegränzt  wachsen;  das  heisst,  es  ist 

CL/'('-i,^.)I  =  C,[t(.';.)I- 

Aber  es  war 

gesetzt,  also  ist  (für  a  ==  0), 

also 

C[f{x„x,)-]^C,{C,[f{x„x,'^]). 

2.    Dieselbe   Schhissreihe    lässt    sich   auf  beliebig   viele  Veränder- 
liche übertragen. 

Anm.     Es  versteht  sich  von   selbst,    das«  man  auch   H^  ^-  w*  =  •    •  ,  also 
auch  0j  =  0,  =  • .  ■  setzen  kann,  ohne  dass  der  Satz  aufhört  richtig  zu  sein. 

323  469.  (Erweiterung  von  466).  Warn  f(jt\,  x^, . . .)  eine  Funktion 
mehrerer  vaändcrliclicr  Zaldgrössai  x^y  x.^,  ...  i^t,  und  die  zu  dcfn 
Vereine  dieser  Veränderlichefi  gehörigen  partiellen  zweiten  Differcnzid- 
Quotienten 

allemal    stetig    sindj    sobald  gleidizeitig  x^    nnnhcrisch    kleiner    als    x^^, 
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x^  numerisch  kleiner  als  x^  ist,  .  . .,  so  lässt  sich  f(x^j  x^,  ...)  in  eine 
nach  ganzen  Iwmogenen  Funktionen  von  x^y  x^,  ...  aufsteigende  äcläe 
Reihe  entwickeln.  Und  zwar^  wenn  sich  das  Zeidien  C  auf  die  Veränder- 
lichen z^j  Z2,  ...  bezieht,  während  a:,,  rr^,  ...  als  konstant  gesetzt  werden, 
so  ist 

(a)  f{x„  a-,,  . . .)  =  C  [f{z,,  z„  . . .)  ^-  .  ;^^  . . .] 

(b)  =.  Vv^.*--.cr^'^;--n; 

«■lav  [_     Zt    Za      •  *  *      _|  * 

tind  wenn  X,,  Z^^  X^,  Z^,  ...  beziehlich  die  numerischen  Werthe  von 
^i>  ^17  ^2>  ^2>  •••  «*wd,  und  F  der  grösste  der  numerischen  Werthe  ist, 
welche  f{z^,  z^,  ...)  für  die  verschiedenen  Werthe  von  je?,,  Z2,  ...,  welche 
hezieJdich  numerisch  =  Z^,  Zg,  ...  sind,  annimmt,  so  ist  jedes  Glied  der 
obigen  Entwickelungsreihe  von  fix^jX^t  ...),  so  wie  auch  jede  Summe 
jener  Glieder  und  namentlidi  der  mit  dem  Iwmogenen  Gliede  eines  be- 
liebigen (n-ten)  Grades  beginnende  Rest  der  Reihe  numerisch  kleiner  als 
das  entsprechende  Glied  oder  die  entsprediende  Stimme  oder  der  entsprechende 
Rest  in  der  Reilie 

F_^j ^ — _ 5^(^^-b-  V 

Z,—X,Z^-X^  ^^\       Z,^     Z^       ) 

Beweis.  1.  Für  zwei  Veränderliehe.  Betrachten  wir  zunächst  x^ 
als  konstant  y  so  ist  (nach  466) 

•  •  z 

Der  Ausdruck  auf 'der  rechten  Seite  ist  nur  noch  eine  Funktion 
von  x^  und  x^^  diese  Funktion  sei  mit  ^>{x^yX^  bezeichnet,  so  ist 
(nach  466) 

f{x^ ,  a:^)  =  (jp  (x, ,  x^  =  Ci  [-  f;_  ^^  ^>  {z, ,  a:,)] ,  324 

wo  C,  sich  nur  auf  die  Veränderliche  z^  bezieht.  Setzen  wir  nun  statt 
9(^1»  ^2)  seinen  Werth,  welcher  aus  der  rechten  Seite  der  obigen 
Gleichung  (*)  dadurch  hervorgeht,  dass  man  z^  statt  x^  setzt,  so  er- 
halten wir 

/(^.,  ^^)  =  c.  (-!:--  c,  [-!:-  /•(.„ .,)]) . 

Da  C2  sich  nur  auf  die  Variable  z^  bezieht,  also  z^ :  (jsr,  —  x^  in  Bezug 

auf  C2  als  konstant  gesetzt  wird,  so  können  wir  (nach  463)  auch  das 
Zeichen  C^  vor  diesen  Faktor  setzen  und  erhalten 


A 
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-C[-l-.-^-A..,.0]  [nach  468], 

also  { ist }  Formel  (a)  bewiesen. 

Es  kommt  nun  darauf  an^  hier  den  in  Klammem  geschlossenen 
Ausdruck;  in  welchem  wir  der  Kürze  wegen  f  statt  fi/Sif  0,)  schreiben 
wollen ;  in  eine  Reihe  nach  steigenden  ganzen  homogenen  Funktionen 
von  x^  und  x^  zu  entwickeln^  und  den  zugehörigen  Rest  hinzuzufügen. 
Setzen  wir  Uq,  u^, . . .  Um— i  als  die  n  ersten  Glieder  und  r«  als  den  zu- 
gehörigen Rest  dieser  Reihe  ^  also 

(**)         .7-"^  •  .T^-x-  /•="«  +  «.  +  •••  +  «.-.  + 

SO  ist  bekanntlich 

und  für  jeden  Index  r 

(***)  ^^y^^lf  (a  +  b  c=  r), 

und 


»•«; 


^t 


'fi  —  •  w«. 

Dann  ist  also 

/•(x,,  a;,)  =  «0  +  C(u,)  +  C(u,)  +  •  •  •  +  C(tt._0  +  C(r.). 

Hier  ist  jedes  Glied  der  rechten  Seite  (nach  { der  Schlussweise  von ) 
462)  numerisch  kleiner  als  der  numerisch  grosste  der  Ausdrücke ^  die 
325  man  erhält,  wenn  man  in  die  in  Klammer  geschlossene  Funktion  von 
XTj  und  z^  statt  dieser  Variabein  alle  möglichen  mit  *ihnen  numerisch 
gleichen  Werthe  setzt.  Der  grösste  der  numerischen  Werthe,  die  dabei 
f  annimmt,  ist  oben  mit  F  bezeichnet,  die  numerischen  Werthe  von 
;c,  und  z^j  Ä\  und  x^  mit  Z^  und  Zj,  Xj  und  Xg.     Folglich  ist 

-^    -r-  num.  <     '  ^  .    ; 

also,  da  der  Ausdruck  rechts  positiv  ist,  so  ist  (nach  418)  auch 

also  auch  (nach  (***))  für  jeden  Index  r 

Ur  num.  <  ür , 
wo   \Jr  dasjenige  bezeichnet,  was  aus  Ur  hervorgeht,  wenn  man  darin 
X^,  Z^j  Xg,  Zg,  F  statt  aTj,  jer^,  x^j  z^,  f  setzt,  so  dass  also 
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wird,  wo  auch   der  Rest  JJ«   aus   r«   durch   dieselben  Substitutionen 
hervorgeht.    Dieser  Rest  ist  noch  zu  untersuchen. 
Es  ist,  wie  soeben  gezeigt, 

Un  num.  <  Un . 

Femer  aber  auch,  da  unter  allen  Werthen,  welche  0^  —  x^  an- 
nehmen kann,  wenn  statt  z^  und  Xi  alle  möglichen  mit  ihnen  nume- 
risch gleichen  Werthe  gesetzt  werden,  Z^  —  X^  der  numerisch  kleinste 
ist,  so  ist 

___._  num.  <  ^-f^ , 

und  aus  gleichem  Orunde 

'       num.  < 


Also,  da  die  beiden  letzten  Vergleichungen  nur  Zahlgrossen  enthalten, 
so  ist  (nach  419  c) 

Z*  Zm  dJ*  dJm  -w-f 

; — -^  • ; — ~~v  **«•  ^^™-  <  ^ — Sr  •  ^ — Sr  ^^  y 

2^1  —  a?,     z^  —  x^  Ziy  —  Aj     y>,  —  Aj        ' 

das  heisst 

.r„num.  <2i„. 

Also  ist  auch  (nach  468) 

C  (wr)  num.  <  ?7r,     C  (r„)  num.  <  JJ«, 

das  heisst,  jedes  Entwickelungsglied  der  Reihe  für  f{x^j  x^,  und  der  326 
Rest  derselben  ist  numerisch  kleiner  als  das  entsprechende  Glied  und 
als  der  entsprechende  Rest  'der  Entwickelungsreihe  (****).  Diese 
letztere  Reihe  ist  aber  bekanntlich  konvergent,  das  heisst,  ihr  Rest  Rn 
konvergirt  mit  unbegränzt  wachsendem  n  nach  Null;  also  thut  dies 
auch  der  Rest  C(rn),  da  er  numerisch  noch  kleinef  als  22»  ist,  das 
heisst,  auch  die  Entwickelungsreihe  fQr  f(x^j  x^)  ist  konvergent,  so 
lange  nämlich  die  Bedingung  erfüllt  wird,  dass  arj  num.  <  rr/  und 
x^  num.  <  x^   bleibt. 

Die  Reihe  für  fix^y  x^)  war  aber,  wenn  wir  den  Rest,  wie  diei% 
bei  konvergenten  Reihen  gestattet  ist,  weglassen, 

f(x,,  X,)  =  tio  +  C(uO  +  C{u,)  +  ••  •, 
wo 

das  heisst, 

=  2*  V^,'C  [^^]  (  a  +  b  =  r), 

womit  die  Formel  (b)  bewiesen  ist. 
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Es  bleibt  noch  zu  zeigen,  dass  die  Reihe 

fix,,  X,)  =  Wo  +  CO/,)  +  C(u,)  +  . . . 

)iicht  bloss  eine  konvergente,  sondern  auch  eine  ächte  ist. 

Da  aTj,  x^  num.  <a:/,  x^  sind,  so  sind  x{\x^  und  x^:x^  num.  >1; 
folglich  muss  es  eine  positive  Zahl  T  geben,  welche  >  1  aber  numerisch 
kleiner  als  x^'iXy^  und  x^ix^  ist.  Dann  hat  man  x^T  n\im,  <  x^'  und 
x^Tmim.  <  x^ ,  folglich  muss  {nach  461 }  die  Reihe  för  /"(a;,,  x^  noch 
konvergent  bleiben,  wenn  man  x,T  statt  rr^  und  x^T  statt  r^  setzt; 
dann  verwandelt  sich  aber  ^{u^j  da  es  eine  homogene  Funktion  r-ten 

Grades  von  a:,,  rt,  ist,  in  T''C(wr),  folglich  bleibt  die  Reihe 

f/o+rc(«,)  +  r*c  («,)  +  ••• 

konvergent,  also,  auch  ihre  Glieder  bis  ins  Unendliche  hin  endlich, 
also  (ist)   (nach  454)  die  Reihe 

wo  +  c(t/0  +  C(ig  +  ... 

eine  ächte. 

2.  Der  Beweis  1  ist  überall  so  geführt,  dass  er  sich  unmittelbar 
auf  beliebig  viele  Variable  übertragen  lässt. 

327  470.  Der  Taylor^ sdie  Satz  (467)  gilt  auchy  wenn  x  eine  belidnge 
extensive  Grösse  ist;  das  Jieissf,  es  ist  audi  in  diesem  FaUe  {für  jedes  x, 
das  numerisch  kleiner  ist  als  Xj] 

fix)  =  m  +  xf'iO)  H-  fj-iO)  4-  ••  •  =  2^7^'"^' 

voransgesetsty  dass  d^f{x)  für  jeden  WeriJi  x,  der-  numerisch  Meiner  als 
X   ist,  stetig  sei. 

Beweis.     Es  sei 

wo  ^, ,  ^2,  ...  die  normalen  Einheiten  von  x  sind,  so  ist  (nach  Hypo- 
thesis)  rf^/(x)  stetig;  aber  (nach  449) 

d.'fix)  =  d,'f(a)  .  dx,'  +  dVVC^)  .  (W  +  •  •  •  + 

+  2S^dJ{x).dx^dx^  H , 

wo  dj,  dg,  ...  die  zu  dem  Vereine  der  Variabein  x^,  x^,  ...  gehörigen 
partiellen  Differenzialquotienten  sind.  Diese  Gleichung  gilt  för  jede 
Werthreihe  von  dx^y  dx^,  ..,  also  namentlich,  wenn  man  dx^,  dx^,,,. 
null  setzt.  Dann  aber  wird  dx^f{x)  =  S{^f{x) .  dx^,  also  ist  8y'f{x) 
stetig,  aus  gleichem  Grunde  8^f{x)y  ...;  also  lässt  sich  (nach  469) 
f{x)y  als  Funktion  von  x,jX^,,,.j  in  eine  ächte  Reihe  entwickeln, 
deren  Glieder  nach  ganzen  homogenen  Funktionen  von  d\y  x^,  ...  fort- 
schreiten; es  sei 
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f{x)  =  Mo  +  Ml  +  Wä  H 

diese  Beihe^  wo 

ist.     Setzen  wir  hier 

wo  /  eine   durch  x  ausfüllbare  Lücke  bezeichnet,  so  wird  Ur  =  ör^:'*, 
und  also 

(*)  f{^)  =  «0  +  «i^  +  «15^*  H • 

Setzen  wir  hier  x  =  yz,  wo  z  eine  Zahl  ist,  so  wird 

f\x)  =  fiyz)  =  flo  +  «iV  •  ^  +  «2 J/*  •  ^^  H =  2:{aat'^]' 

Also  sind   (nach  460)  die  Differenzialquotienten  dieser  Reihe  nach  z 
gleichfalls  ächte  Reihen,  und  es  wird  also 


r- Ay^)  =2' ((«-^-n)i«-J^  •-"-")• 


dz 
Aber  (nach  440)  ist 

und  f  ebenso  328 

Also 

Setzt  man  nun  z  =  0,  so  wird  auch  x  =  yz  =  0^  also 

/'(«)(0)y«  =  nlany% 

da  alle  übrigen  Glieder  der  rechten  Seite  verschwinden.  Somit,  da 
diese  Gleichung  für  jeden  Werth  y  gilt,  so  ist,  wie  aus  357  leicht 
hervorgeht, 

fin)\o)  =  w!a„,   also   a„  =  '^"-W  , 

was,  in  die  obige  Gleichung  (*)  eingeführt,  die  zu  erweisende  Formel 
liefert. 

Kapitel  4.    Integralrechnung. 

§  1.     Integration  von  Differenzialansdrüoken. 

471.  Wenn  f(t)  eine  reelle  Zahlfunktion  der  reellen  Zahlgrösse  t 
ist,  und  die  abgeleitete  Funktion  f'(t)  zunsdien  t^^t^  und  t  =  f^  stetig 
und  positiv  ist,  so  tvächst  .zicischen  denselben  Grunzen  f(t)  mit  t;  wenn 
dagegen  f'{t)  stetig  und  negativ  ist,  so  nimmt  f(t)  ab,  während  t  wäclisL 

Oraasmann,  Werke.    I.  2.  21 
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Beweis.    Es  ist  (nach  439^  indem  man  hier  t  statt  Xy  und  jer  «=  1 

setzt) 

f{t  +  ?)  -  AO  +  qif'it)  +  N), 

WO  N  mit  q  null  wird,  also 

Da  N  mit  q  null  wird,  so  muss  fiir  gehörig  kleine  Werthe 
von  q  auch  f'(t)  +  N  mit  /"(<)  gleichbezeichnet  sein;  also,  wenn  q 
und  f'{t)  gleichbezeichnete  Grössen  sind,  so  wird  dann  q{f{t)  -+-  N) 
positiv,  also  auch  f(t  -^  q)>  fit)  sein,  das  heisst,  f{t)  wächst  mit  t\ 
wenn  aber  q  und  /"(/)  ungleichbezeichnete  Grössen  sind,  so  wird 
i{f'(t)  +  N)  negativ,  also  f{t  +  q)  <f(f),  das  heisst,  f(t)  nimmt  ab, 
wenn  t  wächst. 

472.  Wenn  die  reelle  ZaJdfunktion  f{t)  der  reellen  Zahlgrösse  t 
für  t  ==  ti  denselben  Werth  annimmt^  wie  für  t  ^^^  t^^  tvo  ig  >  t^  ist,  und 

3%9f'(t)  für  jeden  Werth  t,  der  zwischen  ti  +  und  ^  liegt,  stetig  ist,  so  muss 
für  irgend  einen  Werth  t,  der  zwischen  t^  und  ^  liegt,  /^(O  =  0  sein. 

Beweis.  Wenn  f{t)  fiir  jedes  zwischen  t^  und  /,  liegende  i  von 
Null  verschieden  wäre,  so  müsste  es  fortdauernd  positiv  oder  fort- 
dauernd negativ  sein.  Denn  wäre  f{t)  für  einige  Werthe  positiv,  fiir 
andere  negativ,  so  müsste  es  mindestens  einen  Werth  geben,  wo  f{() 
aufhörte  positiv  zu  sein  und  anfinge  negativ  zu  werden,  oder  umgekehrt; 
da  aber  f'{t)  (nach  Hypothesis)  stetig  ist,  so  müsste  es  bei  diesem 
Werthe  von  t  nothwendig  null  werden.  Wenn  aber  f{{)  dauernd  positiv 
wäre,  so  würde  (nach  471)  f{t^  >  f{t^)  sein,  was  mit  der  Voraus- 
setzimg, dass  f{t^  ==/(^2)  sei,  streitet.  Wäre  andererseits  f{ß)  dauernd 
negativ,  so  müsste  (nach  471)  f{t^<f{t^  sein,  was  gleichfalls  mit 
der  Voraussetzung  streitet.  Also  ist  die  Annahme,  dass  f  {t)  für  jedes 
zwischen  t^  und  t^  liegende  t  von  Null  verschieden  sei,  unmöglich,  das 
heisst,  /"(<)  ist  für  irgend  ein  zwischen  t^  und  t^  liegendes  t  null. 

473.  Wenn  f(t)  eine  reelle  ZMfunhtion  einer  reellen  ZaMgrösse  i 
ist,  und  f{t)  für  jedes  zwischen  t^  und  t^  liegende  t  stetig  ist,  so  muss 
für  irgetul  ein  ztvischen  diesen  Gränzen  liegendes  t 

sein. 

Beweis.     Die  Funktion 


9'(0=/'(0-";-if''\'-*») 

*'f      'i 


nimmt  für  t  =  f,  den  Werth  /*(/,),    fiir  t  =  t^  denselben  Werth  f{t^) 
an;  da  nun 
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9(0 = m -  im  - /•(«,)) : (t,  - 1,) 

ist,  80  ist  also  auch  ip  (f)  zwischen  jenen  Gränzen  stetig,  folglich  giebt 
es  (nach  472)  einen  zwischen  denselben  Gränzen  liegenden  Werth  t, 
für  welchen  (p{t)  =  0,  das  heisst, 

ist. 

474.  Wenn  f{t)  eine  beliebige  Funktion  der  reellen  Zahlgrösse  t 
ist,  so  istj  so  lange  f\t)  =  0  istj  auch  f{t)  nothwendig  Jconstant. 

Beweis.     1.   f{t)  sei  eine  reelle  Zahlfunktion.    Angenommen,  es 330 
habe  f(t)  für  zwei  verschiedene  Werthe   f^  und   ^  ungleiche  Werthe, 
also  f(ti)  ^  f{ti),  wahrend  doch  f\t)  zwischen   t^  und  ^  null  sei,  so 
hätte  man  (nach  473)  für  irgend  ein  zwischen  ^  und  t^  liegendes  t 

also  ungleich  Null,  was  mit  der  Voraussetzung  streitet;  also  ist  die 
Annahme,  dass  f{t)  für  irgend  zwei  Werthe,  welche  noch  innerhalb 
der  Gränzen  liegen,  zwischen  welchen  f'(t)  =  0  ist,  ungleiche  Werthe 
annehme,  unmöglich,  das  heisst,  f(f)  ist  innerhalb  dieser  Gränzen 
konstant. 

2.  Wenn  f(t)  eine  beliebige  Funktion  ist,  und  e^,  e^,  ...  ihre 
normalen  Einheiten  und  fi{t),  f^if),  ...  die  zugehörigen  Ableitzahlcn 
sind,  also 

ist,  so  ist  (nach  434) 

am  =  e,dm  +  e^df^if)  +  ■  ■  ■ , 
das  heisst, 

r(0  =  c./;'(0  +  6i/;'(0  +  --- 

Da  nun  vorausgesetzt  war,  dass  f(t)  =  0  sei,  so  sind  (nach  28) 

/;'(o=^'(o  =  "— 0, 

also  (nach  Beweis  1,  da  /i(^),  ...  Zahlfunktionen  sind)  /i(<),  /i(0>  ••• 
konstant,  also  auch  Ci/i(^)  +  Ci^2(<)  +  •••  konstant,  das  heisst,  f{t) 
konstant. 

475.  Wenn  dxf{x)  innerhalb  gewisser  Gränzen,  für  jedes  dx  null 
ist,  so  ist  innerhalb  derselben  Gränzen  f{x)  konstant. 

Beweis.  Es  seien  e^,  e,, . . ,  die  normalen  Einheiten,  und  x^,  x^,.,. 
die  zugehörigen  Ableitzahlen  von  x,  also  x  =  XiC^  +  ^2^2  +  •••,  ^nid 
seien  die  zu  dem  Vereine  der  Variabein  a;,,  x^,  ...  gehörigen  partiellen 

21* 
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Differeuzialquotieiiten  nach  a:},  x^^  ...  beziehlich  mit  ^i,  iff  -"  be- 
zeichnet, so  ist  (nach  437) 

Da  nun  dxf(x)  (nach  Hypothesis)  fiir  jedes  dx  null  ist,  also  auch, 
wenn  dxy  ^0,  dx^y  dx^,  ...  null  sind,  so  hat  man  ^ifix)  =  0,  also 
(nach  474)  f(x)  von  x^^  unabhängig,  und  aus  gleichem  Grunde  auch 
f{x)  von  x^f  x^y  ...  unabhängig,  das  heisst,  von  x  imabhängig,  also 
konstant. 

476.  Wenn  innerhalb  gewisser  Grämen  die  Differentiale  der 
Funktionen  f(x)  und  (p{x)  fortdauernd  gleich  sindy  und  für  irgend  einen 

831  Werth  X  innerhalb  jener  Grämen  die  Funktionen  f  selbst  einander  gleith 
sind,  so  findet  diese  Gleichheit  auch  für  jeden  andern  swisd^en  jenen 
Grämen  liegenden   Werth  x  statt. 

Beweis.     Es  sei  F{x)  =  f{x)  —  9(2?),  so  hat  man 

dF{x)  =  df{x)  —  dq>(x), 

also  dF(x)  innerhalb  jener  Gränzen,  f[ir  welche  die  Voraussetzung, 
dass  df{x)  =  dq>{x)  sei,  stattfand,  null;  also  (nach  475)  innerhalb 
derselben  Gränzen  F(x)  konstant,  das  heisst,  f(x)  ^  9)(a;)  =  EonsL 
üa  nun  filr  einen  gewissen  Werth  von  x,  nach  der  Voraussetzung, 
fi^x)  =  q>(x)  ist,  so  ist  die  obige  Eonstante  null,  also  für  jeden  Werth  x 
innerhalb  jener  Gränzen  f(x)  —  9(0;)  =  0,  das  heisst,  f(x)  ^^  q>(x). 

477.  Erklärung.  Wenn  t  eine  positive  Zahl  ist  und  dieFimktion 
f{t)  zwischen  1  =  0  und  t  =  t^  stetig  ist,  so  verstehe  ich  imter  dem 
Integral  von  f(t)dt  diejenige  Funktion  F(t)j  welche  mit  t  null  wird 
und  deren  nach  t  genommenes  Diflferenzial  für  jedes  t,  welches  zwischen 
jenen  Gränzen  liegt,  gleich  f(t)dt  ist.  Ich  bezeichne  dies  Integral 
mit  (l~^f(t)dt]  das  heisst,  es  ist 

wenn 

d,F{t)  =f(t)dt  und  F{0)  =  0 
ist. 

Anm.  Die  gewählte  Bezeichnung  gewährt  vor  der  gewöhnlichen  den  Vorzug, 
dass  sie  nur  als  eine  Erweiterung  der  für  die  Dififerenzialrechnung  geltenden  er- 
scheint; eine  neue  Bezeichnung  schien  aber  wünschenswerth,  da  der  Begriff  des 
Integrals,  wie  er  oben  aufgestellt  ist,  mit  dem  gewöhnlichen  Begriffe  desselben 
nicht  deckend  ist.  Wenn  wir  bei  der  gewählten  Bezeichnung  festsetzen,  dass  das 
Differenzial,  auf  welches  sich  die  Integration  bezieht  (hier  dt)  stets  an  den  Schloss 
des  zu  integrirenden  Ausdruckes  gestellt  werde,  so  können  wir  bei  derselben  die 
Klammer,  welche  eigentlich  den  zu  integrirenden  Ausdruck  umschliessen  müsste, 
entbehren.  Ebenso  hat  man  nicht  nöthig,  die  Grösse,  nach  welcher  integnrt 
werden  soll,  dorn  Integrutionszeichen  beizufügen,  da  diese  gleichfalls  durch  das 
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an  den  Schluss  gestellte  DifiPerenzial  schon  bezeichnet  ist.  Allein  dann  muss  man 
festhalten,  dass  man  dann  nicht  für  dies  Dififerenzial  einen  ihm  gleichen  Aus- 
druck, welcher  ein  anderes  Differeuzial  enthält,  setzen  darf,  wenn  man  nicht  zuvor 
nachgewiesen  hat,  dass  das  Integral,  wenn  es  sich  auf  dies  neue  DiÖerenzial  be- 
zieht, denselben  Werth  beibehält. 

Die  Aenderung  in  dem  Begriffe  des  Integrals,  wie  sie  die  obige  Definition 
zeigt,  besteht  darin,  dass  die  Unbestimmtheit,  welche  das  sogenannte  allgejncifu; 
Integral  vermöge  der  willkürlich  hinzuzufiQgenden  Konstanten  erhält,  aufgehoben 
ist,  indem  das  Integral  nach  dem  aufgestellten  Begrifife  stets  zwischen  zwei  genau 
festgestellten  Gränzen  genommen  f  ist,  indem  nämlich  als  Anfangsgränze  0 ,  als  332 
Endgränze  der  Werth  der  Variabein  selbst  gesetzt  ist.  Das  allgemeine  Integral 
ist  als  für  sich  bestehende  Grösse  aus  der  Mathematik  aus  demselben  Grunde 
gänzlich  zu  verbannen,  wie  alle  andern  mehrdeutigen  Grössen  und  Grössenver- 
knüpfungen,  weil  nämlich  kein  algebraisches  Gesetz  für  solche  mehrdeutige 
Ausdrücke  allgemeine  Geltung  behält.  Es  hat  also  nur  das  bestimmte  Integral 
wissenschaftliche  Berechtigung. 

Die  gewählte  Bezeichnung  reicht  aber  {auch}  aus,  um  jedes  bestimmte 
Tntegräl  zu  bezeichnen.  Denn  soll  zum  Beispiel  das  Integral  von  f{z)dz  zwischen 
den  Gränzen  a  imd  a  '\-  h  genommen  werden,  so  hat  man  nur  j  =°  a  -j-  ^  ^lu 

setzen  und  d'~^f{a  -\-  t)(lt  zu  nehmen  und  nach  der  Integration  t^^h  zm  setzen. 
Noch  bemerke  ich,  dass  die  Stetigkeit  der  zu  integrirenden  Funktion  im  Fol- 
genden überall  vorausgesetzt  wird,  auch  wenn  diese  Bedingung  nicht  ausdrück- 
lich hinzugefügt  ist. 

478.  Zusatz.     Wenn  t  eine  positive  Zahlgrösse  ist^  so  ist 

dt{d-^mdt)=^f{t)dt, 
und 

Ld-Y(OrfO(/=o)  =  o. 

479.  Wenn  f(0)  ^^^  0  ist,  so  ist  ßr  jede  positive  Zahlgrösse  t,  die 
zwischen  den  Gränzen  0  und  t'  liegt,  zwischen  weidien  df(t)  stetig  ist, 

d''df{t)  =  f(t). 

Beweis.  Nach  478  ist^  wenn  alle  DijSereuziale  nach  t  genommen 
sind. 

d{d-^dm)  =  df{i) 

und 

[rf-»rf/-(01(*-o)  -  Q; 

also  haben  die  beiden  Funktionen  d~^df(t)  und  f(()  die  Eigenschaft, 
dass  für  jedes  zwischen  0  und  i'  liegende  t  ihre  Differenziale  gleich 
sind,  und  dass  für  ^  =  0  beide  Funktionen  einander  gleich,  nämlich 
gleich  Null  werden;  denn  fOr  d~^df(t)  haben  wir  es  soeben  bewiesen, 
und  f&r  f(t)  ist  es  (nach  Hypothesis)  der  Fall.  Also  sind  (nach  476) 
beide  Funktionen  einander  gleich. 

480.  Eine  Summe  integrirt  man  [  nach  einer  positiven  Zahlgrösse ) , 
indem  man  die  Stücke  integrirt,  und  ein  Produkt,  dessen  einer  Faktor 


.-,♦  A*     -^-y- 


326  A,.     AbM-hiiitt  II.    Kapitel  1.    *^  1.    Nr.  180—484. 

lionatanl  ist,  inUyrirt  man,  indem  man  den  variablen  Faktor  lutegrirt, 
und  den  kondantcn  unverändert  läsat;  oder,  beides  sti  eitler  allgcfneinercn 
Formel  zusammewjcfasst, 

d-'£aja{t)  .  dt  =  i:aad-'fait)dt. 

B(Mvois.  Nach  ITs  winl  die  Funktion  d^^fa(t)dt  mit  t  null, 
also  auch  ffad~^f(i(^t)df,  also  (nach  4lM  j  auch  die  Summe  dieser  Aus- 
drücke; i'üljjlich  ist  (nach  471>) 

:m  >:</«(/- 7a  (0'/^  =  d-'di:a,,d-'f\{t)dt 

=  d-'  2:aadd-'f'^(f)dt         |432,  43:-^l 
r=d-'2:aafa{t).dt  [478J. 

481,  Wenn  /'(/)  sletii/  ist  für  jede  zwisehen  den  Grämen  0  and  t' 
liftjcnde  jtositiir  Xalihßrössc  /,  so  ist  für  jedes  solclie  t  auch  die  Integration 
von  /'{t)dt  ansführhar. 

I^ewois.  Wenn  f{t)  eine  reelle  Zahlfunktion  ist,  so  ist  der  Be- 
weis bekannt  (vgl.  zum  Beispiel  lloigno,  Talcul  integral  p.  1  ss.  (Paris 
1844 jY  Weuji  aber  /\/)  eine  beliebige  Grösse  ist.  und  e^,  e^,  ...  ihre 
normalen  Einheiten,  /^(O?  /i(0>  •••   ^^^^  Ableitzahleu  sind,  also 

ist,  so  ist  (nach  480) 

d'-'fXt)dt  =  e,d-'f\(t)dt  +  eud-'ti{t)dt  +  --, 

Da  nun  (nach  41o)  f\(t},  /i(/),  ...  reell  sind,  so  sind,  wie  eben 
gezeigt,  die  Integrationen  d~^f\(t)dty  d~^f.j{t)df,  ...  ausfiihrbar,  also 
auch  die  Integration  d~'^f(t)dt. 

482.  Wenn  die  positive  Zahlgrösse  t  =  (p{ii)  Funktion  einer  andern 
positiven  Zahlgrösse  ti  ist,  und  (p{u)  mit  ti  zugleich  ntdl  wird,  so  ist 

d-'flt)dt  =  d-'f{i)fp\u)du. 

.  Beweis.  Es  sei  d-^f\t)dt  ==  F(t),  das  heisst,  dtF{t)  =- f{t)dl 
und  JP(0)  =  0.  Da  nun  dtF{t)  =  F\t)dt  ist,  so  folgt  aus  der  ersteren 
Gleichung  F\t)  =  f{t).     Nun  ist  (nach  440) 

d,,F{t)  ^  F'(t)dj  =  r{f)dMu) 

=  F\t)(p\n)du  [435]. 

Ferner  ist,  wie  oben  gezeigt,  F'(f)  =  /'{t),  imd  F(t)  =  F{g>iH)f 
also,  da  q>(u)  mit  u  zugleich  null  wird,  so  wird  F(t)  nicht  bloss  mit  /, 
sondern  auch  mit  u  null,  und  wir  erhalten  also 

"^"^  I  nöthig,      ^ 


s 


Integration  von  Diflcrenzialausdrücken.  —  Allseitig  integrirbarc  Funktionen.  327 
also  ist  (nach  477) 

aber  es  war  auch 

F(ipiu))  =  F(t)  =  d-'f{t)dt, 
also 

d-'t\t)dt  =  d-^f{t)(p\u)du. 

•Ir83,  Erklärung.  Wenn  x  eine  beliebige  Grösse  ist,  deren 
numerischer  Werth  i  ist,  und  x  :  t  mit  c  bezeichnet  wird  (wo  also  der 
numerische  Werth  von  e  gleich  1  und  x  =  et  ist),  so  setze  ich 

d-^f{x)dx  =  d-^f{ei)edt, 

wo  c  bei  der  Integration  als  konstant  gesetzt  und  vorausgesetzt  wird,  334 
dass  fipt)  in  t  stetig  ist,  imd  auch  bleibt,  wenn  i  bis  Null  hin  ab- 
nimmt.    Wenn  sich  eine  mit  x  null  werdende  Fmiktion  von  x   finden 
liisst,  deren  nach  x  genommenes  Diiferenzial  f{x)dx  ist,  so  sagen  wir, 
dass  in  diesem  Falle  f(x)dx  allseitig  integrirbar  sei. 

Anm.  Wir  werden  späterhin  { vgl.  Nr.  486 }  zeigen,  dass  jedesmal,  wenn  es  eine 
Funktion  F{x)  von  der  Art  giebt,  das  d^F{x)  ==  f{x)dx,  und  F(0)  «*  0  sei,  dann 

auch  für  jedes  o?  jene  Funktion  F(x)  -=»  d~^f(x)dx  sei,  wobei  dr^f{x)dx  in  dem 
oben  gegebenen  Sinne  aufzufassen  ist.  Dagegen  wird  sich  zeigen,  dass  es  nicht 
zu  jedem  f{x)dx  eine  Funktion  l^\x)  von  der  genannten  Eigenschaft  giebt,  wäh- 
rend auf  der  andern  Seite  (jr'^f(x)dx  =»  d~^f(et)edt  (nach  481)  stets  gefunden 

werden  kann.  Es  ist  also  d~~^f(x)dx  in  der  Weise,  wie  wir  es  oben  definirt 
haben,  als  das  allgemeine  stets  mögliche  Integral  von  f{x)dx  aufzufassen,  welches 
sich  nur  in  speciollen  Fällen  als  Funktion  von  x  in  der  Art  darstellen  lässt,  dass 
das  nach  x  genommene  Differenzial  dieser  Funktion  gleich  f{x)dx  sei. 

484«  Statt  eine  Summe  zu  integriren,  kann  man  die  Stücke  einzeln 
ifUegriren,  das  heisst, 

d-^{fi(x)  +  U{x)  H )dx  =  d-^f^{x)dx  +  d''^U{x)dx  -\ 

oder 

d-i  Zfa{x)  .  dx  =  £d-^fa{x)dx, 

{auch  wenn  die  unabhängige  Veränderlidie  x  eine  belidfige  extensive 
Grösse  ist]. 

Beweis.  Es  sei  x^=^etj  wo  t  eine  positive  Zahlgrösse  und  e 
numerisch  gleich  1  ist^  so  ist 

d-^2:U{x),dx  =  d-^[ZU{et)]edt  [483] 

=  d-^i:fa(etje.dt  [39] 

=  £d''^fa(et)edt  [480], 

weil  nämlich  t  eine  positive  Zahlgrpsse  ist, 

=  2d-^fa{x)dx  [483J. 

w 
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485,  Statt  ein  Produkt  zweier  Faldvren,  tun  daicii  der  eine  kon- 
stant ist,  zu  inietjriren,  kann  man  den  andern  Faktor  integriren,  und 
den  konstanten  Faktor  unverändert  lassen  j  das  heisst 

d~^af{x)dx  =  ad'^^f{x)dx, 

wo  f{x)  im  Allgemeineyi  einen  Ausdruck  mit  zwei  Lüdien  darstellt ^  von 
denen  die  eine  durch  a,  die  andere  durch  dx  ausgefüllt  werden  soll.  Be- 
zeichnen wir  die  crstere  Lücke  durch  ly  die  letztere  durch  i,,  und  schreiben 
statt  a  und  dx  heziehlich 

a  j    (l.v 

i  "'"^  -/. ' 

335  i(m  dadurch  symbolisch  auszudrückeny  dass  a  f  in  die  Lücke  Z,  und  dx 
in  die  Lücke  l^  eintreten  soll,  so  könneti  wir  die  obige  Formel  bezeich- 
nender schreiben 

rf-'f/-(a.)''/''=Jrf-V(x)~- 
Beweis.     Setzen  wir  x  =  et  (in  dem  Sinne  von  483),  so  ist 

';  d-^fix)  '{j^'  = ;  rf-  fict)  ;^  dt  [m\ 

-=  d-'d[j  d-^fXet)  f  rf<]  [ild,  {477}] 

=  d-'  J  dd-'/\et)  f  dt  [4331 

- -</-' J/(c/)f  «?<  [4781 

=  d-«  " /(x)''"  [483J. 

Anm.  {Da  es  hier  iiothwendig  wird,  zwischen  den  einzelnen  Lücken  der 
Funktion  f(x)  und  ihren  FüUgrössen  a  und  dx  eine  bestimmte  Zuordnung  festzu- 
setzen, 80  tritt  der  Lückeuausdruck  f\x),  —  wir  wollen  ihn  einen  Ausdruck  mit 
„gebundenen**  Lücken  nennen,  —  in  Gegensatz  zu  den  bisher  betrachteten 
Lückenausdrücken  mit  „freien**  Lücken,  bei  denen  eine  Rettung  der  Lücken  an 
einzelne  Füllgrössen  nicht  stattfand  *).  Die  Verschiedenheit  beider  Arten  von 
Lückenausdrücken  zeigt  sich  sogleich  darin,  dass  ein  Ausdruck  mit  n  gebundenen 
Lücken  bei  der  Multiplikation  mit  dem  Produkte  von  n  Füllgrössen  stets  nur  ein 
einziges  Glied  ergiebt,  während  ein  Ausdruck  mit  n  freien  Lücken  bei  derartiger 
Multiplikation  eine  Schaar  von  n!  Gliedern  liefei'te,  aus  denen  das  arithmetische 
Mittel  zu  nehmen  war. 

Hält  man  an  der  oben  gewählten  Bezeichnung  fest,  bei  welcher  die  Lücken 
durch  Zeiger  von  einander  unterschieden  werden,  während  ihre  Verkettung  mit 
den  Fiillgrössen  durch  die  zu  den  Füllgrössen  hinzugefügten  Nenner  kenntlich 
gemacht  wird,  so  bleibt  es  vollkommen  willkürlich,  ob  man  die  Füllgrössen  vor 

*)  [  Die  Luc  kenausdrücke  der  letzteren  Art  wurden  bisher  im  Texte  weniger 
bezeichuend  Ausdrücke  mit  „vertauschbaren**  Lücken  genannt.} 
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oder  hinter  den  Lückenausdruck  stellt,  da  ja  doch  jeder  von  ihnen  durch  ihren 
Nenner  der  Platz,  den  sie  beim  Einrücken  in  den  Lückenausdruck  erhalten  soll, 
genau  vorgeschrieben  ist.  Doch  wird  im  Folgenden  auch  eine  andere,  bequemere 
Schreibweise  Verwendung  finden.  Zui-  Festlegung  der  Zuordnung  zwischen  den 
Lücken  und  ihren  Füllgrössen  genügt  es  nämlich,  wenn  man  den  Lücken,  etwa 
wieder  durch  Hinzufügung  von  Zeigern,  eine  gewisse  Mangordnung  ertheilt,  die 
Füllfaktoren  aber  ohne  Beifügung  von  Nennern  hinter  den  Lückenausdruck  stellt 
mit  der  Bestimmung,  dass  die  zuerst  aufgeführte  Füllgrösse  in  die  erste  Lücke 
eintreten  solle,  die  zweit«  in  die  zw^eite,  und  so  fort. 

Ob  die  Lücken  eines  Lückenausdrucks  als  frei  oder  gebunden  aufzufassen 
sind,  ergiebt  sich  meist  aus  der  Entstehungsweise  des  Ausdrucks.  Ein  Beispiel 
möge  dies  erläutern. 

Es  sei  f(x)  ein  Ausdruck  mit  einer  oder  mehreren  Lücken  und 

wo  die  Grössen  e^,  e.^ ,  ...  ein  einfaches  Normalsystem  bilden.  Dann  wird  (nach 
438  und  382)  der  Differenzialquotient 

r(.v)  =  [IM  f^^  fix)  +  UM  A  ^(^)  +  . . . . 

Er  wird  also  noch  eine  Lücke  mehr  enthalten  als  die  Funktion  f{jc)  selbst.   Ferner 

wird  (nach  435) 

rix)  (Ix  =-  dj{x). 

Dabei  versteht  es  sich  von  selbst,  dass  die  durch  Differenziation  in  den  Ausdruck 
f'{x)  hineingekommene  Lücke  l  der  Füllgi-össe  dx  zugewiesen  werden  muss;  und, 
da  die  Grösse  dx  unmittelbar  hinter  den  Differenzialquoticnten  gestellt  zu  werden 
pflegt,  so  wird  die  Zuordnung  zwischen  der  Lücke  l  und  der  Füllgrösse  dx 
formell  durch  die  Bestimmung  festgelegt  sein,  dass  l  als  die  erste  Lücke  von  f"{x) 
aufgefasst  werden  solle. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  für  das  Folgende  ist  der  Fall,  wo  ein  Ausdruck 
mit  gebundenen  Lücken  die  Eigenschaft  hat,  dass  stets  dasselbe  Besultat  hervor- 
geht, mag  man  nun  die  Füllgrössen  in  der  vorgeschriebenen  oder  in  einer  anderen 
Ordnung  in  die  Lücken  einführen;  dann  heissen  seine  Lücken  vertauschbar. 
So  sind  zum  Beispiel  bei  einem  Ausdrucke  Ä^  ,    mit  zwei  gehtmdenen  Lücken 

J  und  Z|,  von  denen  l  als  die  erste  gelten  soll,  diese  Lücken  vertauschbar,  wenn 
für  je  zwei  beliebige  Füllgrössen  a  und  b  die  Gleichung  besteht 

dos  heisst  also,  wenn  für  beliebige  Werthe  von  a  und  b 

ist.    In  diesem  Falle  liefert  dann   die  Multiplikation  des  Ausdruckes  A^  f    mit 

dem  Produkte  der  Füllgrössen  a,  b  genau  dasselbe  Ergcbniss,  wie  wenn  der  Aus- 
druck zwei  freie  Lücken  besässe.  Denn,  bezeichnet  man  noch  den  Ausdruck,  der 
aus  dem  Lückenausdruoke  Ä^  ,  bei  Aufhebung  der  Bindung  seiner  Lücken  her- 
vorgeht, mit  Af  p  so  wird 

das  heisst  (nach  (*)) 

a,6 


^A 
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Xiirh  dem  aIlgom»'inen  IJe^rriH'e  des  Lückena Umdruckes  ^^Nr.  357).  der  in  dieser 
Form  amh  fiir  Ausdnicke  mit  ;^obiiiid»*nen  Lürken  fei^tgohalt<;n  werden  soll,  kann 
man  also  in  dit'hOui  Fall«.'  ^Htz<'n 

tla.s  hoisist:  Vertauschbare  gehundene  Lü»kon  können  stets  durch  freie  Lücken  er- 
setzt werden*).  Wenn  daher  in  der  Fonm*l  des  obijrtrn  Satzes  (das  heisst,  in  485'i 
die  lM'id<:n  Lü«keu  <ler  Funktion  / ;.ii  viTtauschbar  sein  sollten,  so  wird  die  Unter- 
sirhtridun^  ihrer  Lücken  (il»erflüs<ig. 

1'ebripen.s  ist  «'s  oft  vortheilhaft,  auch  bei  einem  Ausdrucke  mit  vertausch- 
Iiarcn  gebundenen  Lücken  an  der  Hindung  seiner  Lücken  testzuhalten,  da  die 
Multiplikation  eines  solchen  Ausdruckes  mit  einem  Produkte  von  Füllgrössen  sich 
begritllieh  und  formell  einfacher  gestaltet,  als  bei  einem  Ausdrucke  mit  freien 
Lücken.  Die  Wichtigkeit  des  Ji'^gritles  vertausrhbarer  gebundener  Lücken  zeigt 
«Icr  folgende  Satz. } 

486.  Es  ist  f(x)dx  ilmm  und  nur  dann  allseitig  integrirhar,  tvenn 
die  abgeleitete  Funktion  f'{x)  entweder  ein  lüeJccnloser  Ausdruck  {das 
heisstf  X  eine  reelle  Zahlgrösse)  oder  ein  Ausdruck  mit  zwei  veriausdibaren 

{gebundenen]  Lücken  ist^  nämlich  so,  dass  es  für  das  Besultat  gleidigültig 
ist,  in  welcher  Vertheilung  zwei  Grössen  in  die  beiden  Lücken  eintreten. 

Wenn  diese  Bedingung  erfüllt   ist,  und  F{x)  die  mit  x  null  fccrdende 

Funktion  von  x  ist,  deren  nach  x  genommenes  Diffcrenzial  f(x)dx  ist,  so 

ist  allemal 

F{x)  =  d-''f(x)dx. 

Beweis.     1.  Wenn  es  eine  mit  x  verschwindende  Funktion  F{x) 

giebt,  so  dass 

djF{x)  =  f(x)dx 

33Gist,  so  ist  F\x)  =  /'0O  (nach  43r)\  f  also  F''{x)  =  f\x)  (nach  450). 
Aber  F"{x)  ist  (nach  4i)l)  ein  Ausdruck  mit  zwei  vertauschbareu 
Lücken,  {und  diese  Lücken  bleiben  (wegen  446)  auch  dann  noch  ver- 
tauschbar, wenn  man  sie  nicht  mehr  fils  freie,  sondern  als  gebundene 
Lücken  auffasst),  also  gilt  dasselbe  auch  von  dem  Ausdrucke  f'(x), 
der  ja  gleich  F"[x)  ist.  Weim  die  Lücken  von  nuUter  Stufe  sind,  (das 
heisst,  x  eine  Zahlgrösse  ist),  so  können  die  Lücken  weggelassen  werden, 
und  wird  dann  f'{x)  eiji  lückenloser  Ausdruck. 

2.    Es  sei  ä;  =  j/<,  wo  y  numerisch  gleich  1   und   t  eine  positive 

*)    (Dagegen  besteht  zwischen  einem  Ausdrucke  A^  ,    mit  zwei  nicld  cer- 

tauschbaren  gebumlenen  Lücken  und  dem  entsprechenden  Au.sdnicke  A^  ^  mit 
freien  Lücken  die  Beziehung 

eine  Beziehung,  die  man  leicht  auch  auf  Ausdrücke  mit  beliebig  vielen  Lücken 
übertragen  kann.} 
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Zahl  ist,  und  sei  vorausgeaetzt,  dass  t'\x)  ein  Ausdruck  mit  zwei  ver- 
tauschbaren Lücken  sei,  so  hat  man  (nach  483) 

wo  bei  der  Integration  y  als  konstant  betrachtet  wird.  Es  sei  dies 
Integi^l  gleich  Fiy,  t)  gesetzt,  das  heisst,  es  sei 

dtF(jf,t)  =  f(yt)ydt, 

und  F{y,  0)  =  0,  so  beweise  ich,  dass 

d^F{y,  t)  =  f(x)dx 

sei.    Da  y  und  t  von  einander  unabhängig  und  ausserdem  Funktionen 

von  X  sind  (nämlich  t  ==  j/x-  und  y  =  x:  yx-)y  so  kami  F{if^  f)  auch 
als  Funktion  von  x  aufgefasst  werden  und  es  ist,  wenn  dy  imd  dt  die 
auf  den  Verein  der  beiden  Variabein  y  und  t  bezüglichen  [  partiellen  | 
Diiferenzialc  suid,  (nach  442) 

rf,F(//,  t)  =  dyF{y,  t)  +  rf,F(y,  t)  =  d.jF{y,  t)  +  f{yt)ydt. 

Ferner  ist  (nach  446) 

di\.d.jF{y,t)\=^dyidtF{y,t)\ 

=  (W(yt).ydt\ 
=  f'{yt)  .  Uly  .  ydt  +  f{yt)dydt  [433], 

{wobei  in  dem  Ausdrucke  f\yf)  die  djirch  Differenziation  entstandene 
Lücke  als  die  erste,  die  schon  in  f{x)  vorhandene  Lücke  als  die  zweite 
aufgefasst  ist.  Da  aber  f'{x)  nach  Voraussetzung  ein  Ausdruck  mit 
zwei  vertanschbaren  Lücken  ist,  so  lassen  sich  im  ersten  Gliede  die 
Faktoren  tdy  und  ydt  umstellen,  und  man  erhält  den  letzten  Ausdruck 

=  r(yO  •  ydt .  tdy  +  f(yt)dydt } 

=  dtf(i^t)  .  tdy  +  f(yt)dtdy  [440] 

=  dt[ayt).tdy\  [433]. 

Da   nun,  wie  oben  gezeigt,  F(y,  Oj  =  0   ist  für  jedes  y,  so  ist 

auch  d^F(y,  0)  gleich  Null,  ebenso  wird  f(yt) .  tdy  mit  t  null,  also 

ist  (nach  476) 

d,jF(if,  t)  =  f(ift)  .  tdy. 

Indem  wir  nun  diesen  Werth  in  den  oben  für  djeF(y,  t)  gefundenen 
Ausdruck  einführen,  erhalten  wir 

d^F(jf,  0  =  /'(yO  .  tdy  +  fiyt) .  ydt 
=  f{yt)d(yt)  =  f{x)dx. 

Bezeichnen  wir  endlich  noch  die  Funktion  F(ff,  ^),  aufgefasst  als 
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Fuiiklioi!  viMi  ./,  mit  l\ji\  so  lialxMi  wir  also  in  jedfiii  Falle,  wo  f'x) 
fin  Ausflnirk  mit  zw^-i  vtTtriu.srhban'ii  Link»»!!  i>?t  ^woliin  aiu-h  dor  Fall 
^«•n'ihijf't  wi-nloii  kann,  wo  /\x}  v'u\  lürki-nlosor  Aii.s«lruok  isit).  (ine 
mit  .1  ^=  ijf  null  werdende  Funktion  F'd)  «iriumlen,  ilercn  nach  x  ge- 
nommenes l)itren'nzial  trleicli  fizuix  ist:  un«l  zwar  war  diese  Funktion 

.'i37  :».  Ausser  der  Funktion  F(x)  ^^  d~^f\x  dx  kajni  es  J:dnc  muhrc 
Vnul'tion  (f(t)  «reben,  deren  narli  ./'  «genommenes  Ditt'erenzial  in  dem- 
selben Imtange,  wie  das  von  /'u"  ,  gleich  fii^ix  ist,  und  welche  mit 
.#  null  winl;  denn,  wenn  djrFix)  ==  (l^<f(x)  und  für  irgend  einen  Werth 
<  hi<*r  für  .r  =  n)  F(^.c)  =  (f(x)  ist,  .so  findet  (nach  47()j  diese  Gleich- 
heit alljzcmein  statt.  Folglich,  sobald  ti^Fix)  =  f\x)(Ix  und  F(}^)  =  0 
ist,  mus.s  auch  F(x)  =  d~^^fixuix  sein. 

1S7.  W'rnn  x  aus  seinen  normalen  Finheiten  e,,  f^,  ...  durch  die 
Zaldni  Ä'i,  ./j,,  ...  ableitbar  j  also  x  =  x^e^  +  -^'-^2  "j"  * '  *  ^^U  "'*<'  xcenn 
Zfujlcicli  /\x;dx  =  A^dx^  -\-  A^dx^  +  ••  '^'^  i^'o  A^,  A^,  ...  Funktionen 
i'nn  x^,x.^,...  sind:  so  ist  die  Bedinfjnwj  {allscititjcr  Inkyrirbarkeit), 
dass  /'(•^''  '^'"  Ausdruck  mit  zwei  vcrtausehbarcn  \tjd}Hnd€}\€n\  Lücken 
sei,  identisch  der  Ikdingwujj  dass  für  je  Sivci  Indiccs  r  und  s 

SrÄs  ==  *,  Ar 

seif  wo  dj,  d^y  ...  die  zu  dem  Vereine  der  Veränderlichen  x^,  x.2y  ...  ge- 
hi'trigai  jmrtictlcn  DifJ'crcnzialquoiienien  nadi  x^,  x.,,  ...  bezeichnen. 

Beweis.  Statt  A^dxi  +  -^^dx.^  -f-  •  •  •  können  wir,  da  (nach  142) 
\er  e,\  ^^  I,  und  \(\  v^\  =  0  ist,  wenn  r  ^  .s  ist,  schreiben 

'-■i.L',<i;i  +  -4,|7|t>,|  +  -..yx-. 

Also,  da  lür  jedes  dx 

f{x)dx'=^A,[l,c,\  +  AS^'^^  +-')dx 
ist,  so  ist  (nach  357) 

Nun  ist  (^nach  437) 

dj  {x)  =  2: 1  Öx,l\x)  .  dxxs  I , 

(es  wird  also  Jiach    [*},  433  und  431  cj 

d4{x)  =  2:\ä^A^.[l\e,]dx^,]. 

\  Führt  man  in  dieser  Gleichung  auf  der  linken  Seite  nach  435  den 
Dill'erenzialquotienten  f"{x)  ein  und  wendet  auf  der  rechten  Seite  die 
vorhin  benutzte  Schlussweise  noch  einmal  au^  so  erhält  man} 
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r(x)dx  =  £[df,Aa.[l,Ca]\li\et]Y^ , 

wo  ij  eine  Lücke  ist,  in  welche  dx  eintreten  soll.  Somit  wird  (nach  357) 

r(x)=^2:[d^Aa.[l\ea][h\e^\). 

Sind  nun  /  und  Z^  vertauschbare  Lücken,  so  hat  man  für  je  zwei 
Zeiger  r  und  s 

2:{dtAa  .  [e,!ea][^r|eb]  )  =  £[  S^Aa  .  [^r|Ca][^,|^b]  } . 

Da  aber  [erjej  null  ist  für  je  zwei  verschiedene  Zeiger  r  und  s,  und 
gleich  1  ist  für  je  zwei  gleiche,  so  erhält  man 

und  ebenso  geht  umgekehrt  aus  diesen  letzteren  Gleichungen  die  vor- 
letzte, welche  die  Vertauschbarkeit  der  Lücken  aussagt,  hervor. 

488,  Wenn  f(x)  innerhalb  getgisscr  Grärusen^  in  denen  auch  x  =  0 
U7ul  X  =  a  liegt,  stetig  { und  allseitig  integrirbar  ]  ist,  und 

F(x)^d-^f{x)dx 
ist,  so  ist  auch,  wenn  x  =»  a  +  y  ist, 

^(«  +  y)  -  F(a)  =  d- Y(a  +  y)dy. 

Beweis.    Wenn  F{x)  =  d^^f{x)dx  ist,  so  ist  dxF{x)  =  f(x)dx 
{nach  483},  das  heisst,  F'{x)  ==  f{x)]  also 

d,[F{a  +  y)  —  F(a)]  =  F'(a  +  y)dy         [nach  440] 

Femer  ist  F(a  +  y)  —  F{a)  für  y  =  0  gleichfalls  null,  also  (nach  477) 

F(a  +  y)-  F{a)  =  d^  Y(a  +  y)dy. 

489.  Es  ist,  wenn  a  einen  Ausdruck  mit  n  Lücken  l  und  einer 

Lücke  li  beeeidmet, 

,    ,     /x\^dx  1  ,  - 

'^~  «  (t)  t  =  »t+t  «^"+*-. 

Beweis.     Es   sei  x  =  et,   wo  t  der   numerische  Werth    von  x, 
und  e  numerisch  gleich  1  ist,  so  ist 

"-''('Tt -'-"{'.)",.-"■ 

Es  sei  {das  Produkt}  ae"+^,  das  wir,  da  in  die  Lücken  l  und  /^ 
in  dem  Ausdrucke 

dieselbe  Grösse  c  eintritt,  statt  dieses  Ausdruckes  setzen  können,  mit 
b  bezeichnet,  so  erhalten  wir 
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da  der   letzte  Ausdruck    mit  t  verschwindet   und    nach    i  differenziri 
bfdf  liefert,  also 

n  +  1 
490.     Wenn  die  Iteilie 

a:\fl  (Ix 


in  welcher  a^  einen  Ausdmck  mit  a  Lücken  l  und  einer  Lücke  l^  dar- 
Skat,  eine  äcMe  ist,  so  ist 

339         Beweis.     Man  hat  (nach  484) 

Anm.  Durch  diese  Formel,  welche  nur  dann  das  allseitige  Integral  dar- 
stellt, wenn  die  Bedingung  allseitiger  Integrirbarkeit  (486)  erfüllt  wird,  ist  die 
Anfgabo  der  Integration  von  Differenzialausdnlcken  allgemein  gelöst.  Da  es  uns 
liier  nur  auf  die  Darstellung  der  Integralrechnung  in  ihren  wesentlichsten  Zügen 
ankommt,  ko  können  wir  mit  dieser  Lösung  der  Aufgabe  uns  hier  begnügen. 

§  2.  Integration  von  Differenzialgleiohungen,  wenn  die  tinabhängige 

Variable  eine  Zahlgrösse  ist. 

491,     Erklärung.    Einen    gegebenen   Verein    von    Differenzial- 

gleichungen   (der   aber    auch   aus   einer    einzigen  Gleichung   bestehen 

kann)  vollständig  integriren,  heisst  die  sämmtlichen  Vereine  von 

Gleichungen    finden,  welche   keine    Diflferenziale    mehr   enthalten,  und 

von  denen  jeder  Verein  die  Eigenschaft  hat,  dass,  wenn  er  erfüllt  ist, 

auch  der  gegebene  Verein  erfiillt  sei;  jeder  solche  Verein  heisst  ein 

(den  gegebenen  Verein)  integrirender  Verein,    Wenn  also  A  ein  Verein 

von  Differenzialgleichungen  imd  B  ein  ihn  integrirender  Verein  ist,  so 

heisst  das:   1)  B  enthält  keine  Diflferenziale  mehr  imd  2)  sobald  die 

Gleichungen   des  Vereins  B  als  richtig  vorausgesetzt  sind,  so  lassen 

sich  daraus  die  Gleichungen  des  Vereines  A  als  richtig  nachweisen. 

Anm.  Eh  soll  in  diesem  Paragraphen  vorausgesetzt  werden,  dass,  wenn 
alle  Variabein  als  yeränderliche  Zalilgrösisen  aufgefasst  werden,  von  einer  der- 
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selben  (f)  alle  übrigen  (.Cj ,  . . .  x^^  abhängen.    Soll  diese  Abhängigkeit  durch  die 

gegebenen  Differenzialgleichungen  so  genau  bestimmt  werden,  als  dies  überhaupt 
durch  Differenzialgleichungen  möglich  ist,  so  müssen  so  viel  (n)  von  einander 
unabhängige  Differenzialgleichungen  gegeben  sein,  als  es  abhängige  Variabein 
giebt.  Ist  t  die  unabhängige  (variable)  Zahlgrösse  und  sind  Xi,  . , .  x^  die  ab- 
hängigen Zahlgrössen,  so  können  wir  ein  System  von  n  Einheiten  fj,  «,,...  e 
annehmen  und  a:,  c,  +  •  •  •  +  ^„^n  '^  ^  setzen.  Da  t  als  die  unabhängige  Variable 
angenommen  ist,  so  werden  alle  in  den  gegebenen  Differenzialgleichungen  vor- 
kommenden Differenzialquotienten  -f  nach  t  genommen  sein  müssen.  Wenn  340 
diese  Differenzialquotienten  bis  zur  m-ten  Ordnung  aufsteigen,  so  wird  jede  der 
n  Gleichungen  die  Form  haben,  dass  eine  Zahlfunktion  von  f,  x  imd  den  Diffe- 
renzialquotienten von  X  bis  zur  m-ten  Ordnung  hin  gleich  0  gesetzt  ist.  Sind 
nun  /*,  ca  0,  /*, «  0, . . .,  /j,  =  0  diese  n  Qleichungen,  so  setze  man  «,  /iH \-  «^/), = A 

so  haben  wir  eine  Gleichung 


V  dt  iir    ) 


aufzulösen,  in  welcher  i  eine  Zahlgrösse  ist,  hingegen  x  und  die  Funktion  f  aus 
n  Einheiten  numerisch  ableitbar  sind. 

Die  Lösung  dieser  Gleichung  bildet  also  den  Gegenstand  dieses  Paragraphen. 
Zunächst  behandeln  wir  die  Differenzialgleichungen  erster  Ordnung,  das  heisst,  den 
Fall,  wo  w  =  1  ist. 

492.  Aufgabe.  Die  GleicJmng  f(tf  x,  dx)  =  0,  in  welcher  t  eine 
Zahlgrösse^  x  und  f(t,  x,  dx)  Grössen  sind,  die  aus  n  Einheiten  ableitbar 
sind,  und  dx  den  Differenzialquotienten  van  x  nach  t  bezeichnet,  zu  inte- 
griren;  wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  sich  fit,  x,  dx)  niclit  aus  weniger 
als  n  Einheiten  ableiten  lasse, 

Auflösung.  Es  seien  e^,  ...  e^  die  Einheiten^  aus  denen 
X  =  XiC^  -^  ' "  •■\'  XnCn  uud  /*  =  ^i/i  +  * '  +  ^nfn  numeriscli  abgeleitet 
sind.     Es  wird  vorausgesetzt^  dass  die  Gleichungen 

welche  in  f=0  enthalten  sind,  nicht  von  einander  abhängig  sind, 
das  heisst,  dass  keine  derselben  aus  den  übrigen  sich  mit  Nothwendig- 
keit  ergebe.  Denn  dann  würde  sich  in  der  Gleichung  f=0,  /*  aus 
weniger  als  n  Einheiten  numerisch  ableiten  lassen,  was  oben  ausge- 
schlossen wurde. 

Es  sind  hier  /\,  ...  /*„  Funktionen  der  Zahlgrössen,  t,  x^,  ...  Xn, 
dxi , . . .  dXn>  Man  bestimme  aus  einer  der  Gleichungen  /j  «=  0,  ...,/*»  =  0 
eine  der  Unbekannten  dx^y  ...  dxn  und  setze  den  gefundenen  Werth 
in  die  übrigen  Gleichungen  ein;  mit  den  so  erhaltenen,  und  überhaupt 
mit  den  jedesmal  noch  übrig  bleibenden  Gleichungen,  so  fem  sie  noch 
eine  der  Variabein  dx^,  ...  dXn  enthalten,  verfahre  man  ebenso,  so 
erhält   man   zuletzt   entweder   aus  der  zuletzt   übrig  bleibenden   Glei- 
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clmug  den  Werth  der  letzten  jener  Unbekannten^  und  dadurch  dann 
nach  und  nach  alle  jene  Unbekannten  dx^^  . .,  dxn  als  Funktionen 
von  /,  Tj,  ...  a;,,  das  heisst,  äx  als  Funktion  von  t  und  ar,  oder  es 
841  sind  aus  der  letzten  oder  auch  schon  aus  den  letzten  f  m  Gleichungen 
die  sämmtlichen  Grössen  dx^,  ...  dx^  verschwunden.  In  diesem  Falle 
bleiben  m  Gleichungen  übrig,  welche  nur  lieziehungen  zwischen  t, 
x^,  ...  Xn  ausdrücken,  und  zwar  müssen  diese  Gleichungen  alle  von  ein- 
ander unabhängig  sein,  weil  im  entgegengesetzten  Falle  auch  die  n 
ursprünglichen  Gleichungen  von  einander  abhängig  wären.  Diese 
m  Gleichungen  bilden  dann  einen  Theil  der  gesuchten  Integralglei- 
chungen. Durch  sie  kann  man  m  der  Werthe  t,  x^,  ...  x^  durch  die 
übrigen  n  —  m  +  1  ausdrücken,  und  dadurch  reduciren  sich  die  n  —  m 
ersten  Differenzialgleichungen  (vermittelst  welcher  man  u  —  m  der  Un- 
bekannten dx^f  ...  dXn  ausdrückte)  auf  n  —  m  Gleichungen,  in  welchen 
ausser  t  nur  n  —  m  der  Grössen  x^j...Xt^  und  die  entsprechenden 
n  —  m  der  Grössen  da^j,  ...  dXn  vorkommen;  und  durch  welche  sich 
diese  letzteren  als  Funktionen  der  ersteren  darstellen  lassen. 

Somit  kommt  es  nur  auf  die  Integration  der  Gleichungen  von 
der  Form  dx  «=  f{tj  x),  das  heisst  dx  =  f{t,  x)dt  an.  Diese  Integration 
soll  in  den  nächstfolgenden  Nummern  behandelt  werden. 

493.  Wenn 

dx  =  f'(t)dt 

ist,  wo  t  eine  Zahlgrösse  und  x  eine  aus  einem  Systeme  von  n  Einlieiten 
ableitbare  Grösse  ist,  so  ist 

x  =  d-^f{t)dt+  c, 

wo  c  eine  (atis  n  Einheiten  ableitbare)  willkürlicJie  Konstante  ist. 

Beweis.  Es  sei  d~'^f{t)dt  gleich  y  gesetzt,  so  ist  (nach  478) 
dy  =  f{t)dt,  also  dx  —  dy  =  0,  das  heisst  (nach  432,  433)  d{x  —  y)  =  0, 
also  (nach  475)  x  —  y  konstant.  Diese  Konstiuite,  welche  mit  x  von 
gleicher  Gattung,  also  aus  n  Einheiten  ableitbar  ist,  sei  c,  so  hat  mau 
x  =  y  +  c  =  d-^fitjdt  +  c. 

494.  Wenn 

(a)  Sx  =  f(x,  t) 

ist,  und  man  überall  unter  d  den  totalen  JDifferenjsiaiquotienten  nach  t  ver- 
stellt (auch  X  als  vmi  t  abhängig  gedadU),   hingegen  unter   v-,  jr   die 

partiellen  Dijfe^'emialquotienten  in  Bezug  auf  den  Verein  der  Variabdn 
342  a:,  /,  von  denen  die  erste  eine  f  extensive  Grösse,  die  letztere  eine  Zahl- 
grösse darstellt,  so  ist 
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(b) 


S'x    =.V         +/•/,/• 


dt'  '    '  dx 


&H    =^(8^x)  +  ff~{8'x) 


\     ör  +  ^^  =  l(8ra:)+ffjdr^) 


und  wenn  man 

setzte  so  ist 

(c)  x  =  c  +  f{c,  0)t  +  f,{c,  0)  ^-^  +  ^,(c,  0)  Jl  +  •■ ., 

WO  c  eine  tüillkürliche  Konstante  ist,  nämlich  der  Werth,  den  x  annimmt^ 
wenn  t  null  wird,  und  wo  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Reihe  auf  der 
rechten  Seite  eine  ächte  sei.  Aus  der  Gleichung  (c)  findet  man  auch  c 
als  Funktion  von  x  und  ty  nämlich: 

(d)  c  =  x-  fix,  t)t  +  f,{x,  0|^  -  U{x,  0  ^  +  •  •  •  • 

Beweis.     Die   Formeln    (b)    ergeben    sich    unmittelbar   aus    (a) 
indem,  wenn  q)  eine  beliebige  Funktion  von  x  und  t  ist,  und  x  als 
von  t  abhängig  gedacht  wird, 

^^  "^  ~dx^  '  ^^  '^  ~di  ^  '  ^^' 

also   -3^,  das  heisst 
at ' 

ist;  es  ist  aber  nach  (a)  Sx  =  f,  also  erhält  man 

^'P^fdx'P  +  d7  9>, 

woraus  die  Formeln  (b)  hervorgehen,  indem  man  statt  (p  nach  imd 
nach  dx,  d^x,  ...  d'^x  setzt.  Dann  aber  ergiebt  sich  die  Formel  (c) 
unmittelbar  aus  dem  Taylor 'sehen  (Maclaurin'schen)  Satze  (470). 
Setzen  wir  x  =  F(t)y  so  können  wir  den  Taylor'schen  Satz  auch 
in  der  Form  darstellen 

F(t-\-z)^x  +  fix,  t)t  +  f,ix,  t)l\  +  --,     . 

oder,  wenn  wir  r  =  —  t  setzen, 

F(0)  =  x-f{x,t)t  +  f,{x,t)^-f,{x,t)^+--. 

F{0)  ist  aber  der  Werth  von  x  =  F(t)  für  t  =  0,  das  heisst,  F(0)  348 
ist  gleich  c,  somit  auch  Gleichung  (d)  bewiesen. 

OratsmanD,  Werke.    L  2.  22  « 
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Anm.  Es  yersteht  sich  von  selbst,  dass  die  willkürliche  Eonstante  c  mito; 
von  gleicher  Gattung  ist,  und  also  n  numerische  Konstanten  einschliesst,  wenn 
X  auH  einem  Systeme  von  ti  Einheiten  ableitbar  ist.  Die  Integrationsgleichnng 
in  der  Form  (d)  ist  von  besonderem  Interesse,  in  so  fem  in  ihr  eine  Funktion 
Yon  X  und  t  einer  Konstanten  gleich  gesetzt  ist,  und  zwar  derjenigen  Eonstanten, 
welcher  x  gleich  wird,  wenn  f  *=-  0  wird,  worauf  wir  im  folgenden  Paragraphen 
{ s.  Nr.  517  }  zurückkommen  werden. 

Wir  haben  oben  die  Differenzialquotienten  S^x,  S^x,  . . .  fortschreitend,  jeden 
aus  dem  nächstvorhergehenden  abgeleitet.  Es  ist  von  Interesse,  auch  eine  un- 
mittelbare Darstellung  dieser  Differenzialquotienten  als  Funktionen  Ton  x  und  t 
zu  versuchen,  was  in  dem  folgenden  Satse  geschehen  ist,  dessen  sich  leicht  er- 
gebenden aber  etwas  umständlichen  Beweis  ich  dem  Leser  überlasse. 

495.  Wenn  in  dem  Sinne  von  494 

dx  «=  f(x,  t) 
istf  so  ist 

wo  sidi  die  Summe  auf  alle  möglicJien  gangen,  aber  nicht  negativen 
WertJie  a,  a,  6,  b,  ...  1  bezieht^   tvelche  den   Bedingungen  unt-erworfen 

sind,  dass 

l=l+(a-l)  +  (b -!)  +  •••, 
dass  femer 

a  +  a  +  6  +  b  +  *"  =  ^j 
und  die  Summeti  a  +  a,  6  +  ^;  •  •  •  «Zte  grösser  als  NhU  seien,  umJ  tfo 

_      _    ö(a-fb-_l)(a-fb  +  c-2)  ...       __         _    r! 
cca,a,b,h,...        (r-a)(r-'a  —  h-l)(r-a-h-c-^)  ...  *  a!a!6!b!  ... 

ist, 

496.  Aufgabe.     Die  Differentialgleichung 

fip'^x,  d'^'-^x,  ...  d^x,  0  =  0, 

wo  X  soivohl  als  f  aus  einem  Systeme  von  n  Einheiten  [e^,  c^,  ..  c«) 
ableitbar  sind,  t  eine  Zahlgrösse  darstellt,  d  den  totalen  DiffereneialquO' 
tientefi  nach  t  {x  als  von  t  abhängig  gedacht)  bezeichnet,  und  d^x  statt  x 
geschrieben  ist,  zu  integriren, 

Auflösung.     Man  setze 

so  wird  d"*x  =  dj^m—i,  und  man  hat  die  m  Gleichungen: 

344{a}  dpQ=p^,    *i>i  =i>2;  •••»    dp„,^2=Pm-i 

und  die  Gleichung 

f(dp„,^i,  p„,_i,  ...  Pi,  Pq,  t)  =  0. 
Aus  der  letzten  Gleichung  bestimme  man  Sp^  —  if  es  sei 
{t)  Sp,n^i  =  q){p^,p^,  ...jpm-i,  t). 
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Nun  nehme  man  ausser  den  n  Einheiten  e^,  ...  c„ ,  aus  denen  x  abgeleitet 
ist,  noch  m  neue  Einheiten  c^^),  c^^\  ...  e^"»— i)  an  und  multiplicire  die 
obigen  m  Gleichungen  {  {a}  und  {b}  j  beziehlich  mit  e^^\  e^*^,  ...  e^"*"*^ 
und   addire.     Man  setze  femer 

und 

fteW+i)a6(i)+ ...  +l)m-ie<— «J+^'U,  p,,  ...pm-i,  t)e^'^-'^  =  F(p,  t), 
80  sind  p  und  F  aus  den  nm  Einheiten  e^^'^e,  (wo  r  jeden  der  w  Werthe 
0  bis  m  —  1 ,  und  s  jeden  der  n  Werthe  1  bis  n  annehmen  kann) 
ableitbar,  und  man  erhält  die  Gleichung 

dp  =  Fip,  t). 

Diese  Gleichung  ist  nach  der  Methode  von  494  zu  integriren 
und  liefert  eine  aus  nm  Einheiten  (e^^'^e,)  ableitbare  willkürliche  Kon- 
stante. 

Anm.  Hierdurch  ist  die  für  diesen  Paragraphen  vorgesteckte  Aufgabe  durch 
Anwendung  unendlicher  Reihen  ganz  allgemein  gelöst,  denn  auch  die  sogenannten 
besonderen  Auflösungen  sind,  wie  dies  schon  die  Allgemeinheit  der  angewandten 
Beweismethode  zu  erkennen  giebt,  in  der  oben  mitgetheilten  allgemeinen  Auf- 
lösungsmethode vollständig  mit  eingeschlossen.  Da  jedoch  diejenigen  Differenzial- 
gleichungen,  welche  in  Bezug  auf  die  abhängige  Variable  {x)  und  deren  Diffe- 
renziale  von  erstem  Grade  sind,  und  welche  die  unabhängige  numerische  Variable 
(t)  nur  in  Gliedern  enthalten,  in  denen  jene  Variable  und  deren  Diiferenziale  nicht 
vorkommen,  durch  Gleichungen  von  endlicher  Form  integrirbar  sind,  so  will  ich 
diesen  Fall  hier  noch  behandeln. 

498.*)    Die  Differentialgleichung 

(a)  dx  +  Ax'^  0, 

in  tvdcher  d  und  x  die  Bedeutung  der  vorigen  Nummern  haben,  A  aber  § 
einen  Bruch  mit  n  Nennern  (377  S.)  darsteUt,  unrd,  wenn  m,,  ...  w«, 
die  wir  alle  von  einander  verschieden  f  voraussetzen  y  die  n  Hauptzdhlen  345 
des  Bruches  A,  und  a^,  ,..  an  die  zugehörigen  Hauptgebiete  erster  Stufe 
( { 387 } ,  388,  389)  sind,  integrirt  durch  die  Gleichung 

(b)  x=^  agage""'''', 

wo  e  die  Basis  des  natürlidien  Logarithmensystems  ist,  und  a^,  ...  an 
willkürliche  konstante  Zahlen  bezeichnen,  und  die  Summe  sich  auf  Q  =  1 
bis  n  bezieht.  Die  n  Werthe  m  =  m^,  ...  fw«  sind  durch  die  Gleidiung 
n-ten  Grades 

(c)  [(m  -  A)']  =  0 

bestimmt  und  die  n  Grössen  a^y  ...  a«  durch  die  n  Gleichungen 

(d)  (tWr  —  A)ar  =  0, 

*)  { In  der  Originalausgabe  ist  keine  Nr.  497  vorhanden. } 

22* 
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Beweis.  Dass  die  n  Hauptzahlen  m  =  m^,  fit,,  ...  nu  die 
n  Wurzeln  der  Gleichung  (c)  und  die  n  zugehörigen  Hauptgebiete 
Ol,  ...  On  durch  die  Gleichungen  (d)  bestimmt  sind,  folgt  sogleich  aus 
388,  womit  noch  die  Anmerkung  zu  383  { und  die  zu  506 )  zu  vergleichen 
ist.  Die  Hauptgebiete  a^y ,,,  a^  haben  (nach  389)  die  Eigenschaft^  dass 
sie  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen  und  Aar  =^  WrQr  ist 
Es  muss  sich  also  x  aus  a^,  ...  a«  numerisch  ableiten  lassen.    Es  sei 

(♦)  X  =  UXaüa 

der  Ausdruck  dieser  Ableitung,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (a)  in 

0  =  UüadXa  +  ^{AOa  -  Xa]  y 

also,  da  ula^  =  tWrOr  ist,  so  erhalten  wir 

0  =  ZüaipXa  +  niaX^, 

Da  hier  dxa  +  niixXa  eine  Zahlgrosse  ist,  und  a,,  ...  a«  in  keiner 
Zahlbeziehung  zu  einander  stehen,  so  hat  man  (nach  28)  da:a  +  iWa^tt==0> 
das  heisst,  dXa  =*  —  WaXadt,  also 


Xa  =  «ae-'"«'  , 


WO  Ua  eine  willkürliche  konstante  Zahl  ist.    Setzen  wir  diesen  Werth 
in  die  obige  Gleichung  (*)  ein,  so  erhalten  wir 


V-,- 


m^i 


X  =^^   «aß       *  «a 

Anm.  Eh  sind  hier  die  Hauptzahlen  des  Bruches  A  als  yerschieden  von 
einander  vorausgesetzt.  Sind  einige  derselben  gleich,  so  gelangt  man  leicht  zu 
dem  Resultate,  wenn  man  in  bekannter  Weise  diejenigen  unter  ihnen,  welche 
gleich  werden  sollen,  zunächst  als  unendlich  wenig  von  einander  verschieden 
S46  Hetzt,  dann  x  nach  dem  -|-  obigen  Satze  entwickelt,  und  endlich,  nachdem  man 
die  unendlich  kleinen  Differenzen  aus  den  Nennern  weggeschafft  hat,  diese  Diffe- 
renzen ganz  verschwinden  lässt.  Ob  Wurzeln  imaginär  werden  oder  nicht,  ist 
für  die  ganze  Behandlung  gleichgültig;  auch  kann  man  die  imaginären  Formen 
der  Endresultate  leicht  in  reelle  Formen  umsetzen. 

499.     Die  Diffet'enzialgleichung 
(a)  öx-^  Ax  =  f(t)y 

in  welclier  d,  rr,  A,  t  dieselbe  Bedeutung  me  in  498  Iwben^  unrd^  tücnn 
man  auch  den  Grössen  w^,  ...  m„,  a^,  .,,  On  dieselbe  Bedeutung  giebfj 
wie  dorty  und 

(b)  /(0  =  «/,  +  «2/;+-"+fl«/;, 

ferner  d'^'^frC      dt  =  ijr  setzt,  durch  die  Gleichung  integrirt 

(c)  x  =  ^(rf,  +  a:)e-'-'a,, 

in  welcher  «,,  ...  a„  willkürliche  konstante  [Zahlgrössen]  sind. 
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Beweis.  Da  öj,  ...  a^  (nach  389)  in  keiner  Zahlbeziehung  zu 
einander  stehen^  so  lässt  sich  sowohl  f  (wie  oben  geschehen),  als  auch 
X  aus  ihnen  numerisch  ableiten.     Es  sei 

(*)  X  =  EaaXaj 

so  hat  man,  da  (nach  387)  Aa^  =  niatta  ist,  aus  der  Gleichung  (a) 

0  =  ZaaipXa  +  niaXa  —  fa)f 

also   (nach  28)    dxa-^niaXa  —  fa^^O^    wo  alle  Grössen   Zahlgrössen 
sind,  das  heisst,  dxa  -j'  f^aXadt  =s  f^^dt.     Setzt  man  hier 

WO  t/a  eine  Funktion  von  t  ist,  die  mit  t  null  wird,  und  Ua  konstant 
ist,  so  erhält  man,  indem  man  dies  in  die  vorige  Gleichung  einsetzt, 

dya^^fae'^^'dt, 
also  (nach  477) 

wie    oben.     Setzt    man  dann  statt  Xa  den    gefundenen  Werth   in    die 
Gleichung  (*)  ein,  so  erhält  man  die  zu  erweisende  Gleichung. 

Anm.  Die  Integration  einer  Gleichung,  welche  Diiferenzialquotienten  höherer 
Ordnung  nach  t  enthält,  im  Uebrigen  aber  die  Form  der  Gleichungen  498  und 
499  hat,  reducirt  sich  nach  der  Methode  in  496  auf  Gleichungen,  welche  ganz 
diese  Form  der  Gleichungen  498  und  499  haben,  nur  dass  statt  der  n  Einheiten 
e^,  ...  f  hier,  wenn  die  Differenzialgleichnng  Yon  m-ter  Ordnung  ist,  tnn  Ein- 
heiten hervortreten. 

§  3.     Integration  von  DifferenBialgleichungen,  347 

wenn  die  unabhängige  Variable  eine  extensive  Grösse  ist. 

600.  Die  Integration  jeder  beliebigen  partiellen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  lässt  sidi  zurückführen  auf  die  Integration  einer  Diffe- 
renssialgleichung  der  Fomi  Xdx  =  0,  in  welcher  x  eine  extensive  Grösse, 
Xdx  eine  Zahlgrösse  darstellt. 

Beweis.  Wenn  x^,  ...  Xn  die  unabhängigen  Variabein  und  Xq  die 
von  ihnen  abhängige  Variable  ist,  und  Xq,  x^j  ...  Xn  Zahlgrössen  sind^ 
so  wird  jede  partielle  Diflferenzialgleichung  erster  Ordnung  zwischen 
diesen  Grössen  sich  in  Form  einer  Gleichung  darstellen  lassen,  welche 
zwischen  den  Grössen 

d  d  d 

Xqj   X^,  ...  Xn,    ^—  ^0?    5^^0;    •••     d^^O 

stattfindet.     Bezeichnen  wir  die  Grössen 

d  d 

Xn.  •  •  •  -:; —  a?A 


dx,  "o>  cl^ 


n 
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mit  l>i,  ...i'«,  80  können  wir  vermittelst  jener  Gleichung  eine  der 
Grossen  p,,  ...  Pn,  zum  Beispiel  p^,  als  Funktion  der  sammilichen 
Grössen  Xf^^  ...  x^,  Pi,  »..pn-i  darstellen,  und  also  der  zu  inte- 
grirenden  partiellen  Differenzialgleichung  die  Form  geben 

(*)  JP-  =  fi^07  ir^,   ..,  Xny  Pu  Pif  -'  Pn^l)  —  f. 

Nun    ist    dxQ  =  Pidx^  +  p^dx^  +  *  *  •  +  Pndx^.    Und  umgekehrt, 

wenn  diese  Gleichung  erfüllt  ist,  so  sind  JP|,  ...  |>«  die  partiellen  Diffe- 

renzialquotienten  von  Xq  nach  Xi,  x,,  ...  x^.  Setzt  man  daher  in  dieser 

Hileichung  statt  jp„  seinen  Werth  aus  der  vorigen,  so  ist,  wenn  die 

Gleichung 

(**)  dxo  =  p^dx^  H h  pn^idxn-i  +  fdxn 

erfüllt  ist,  auch  die  gegebene  erfüllt  Jeder  Verein  von  Gleichungen 
also,  welcher  die  letztere  integrirt,  erfüllt  auch  die  ersiere  und  es 
kommt  also  nur  auf  die  Integration  dieser  letzteren  an.  Setzen  wir 
umi  Cq,  e|,  ...  Cn  als  ein  System  von  Einheiten  und 

also 

dx  —  e^dxQ  +  eidxi-i h  CndXn, 

und  setzen  ferner,  wenn  /  eine  Lücke  darstellt, 

348  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (**)  in 

Xdx  =  0, 

auf  deren  Integration  es  also  nur  ankommt. 

Anm.  Die  Integration  der  Gleichung  Xdx  =  0,  auf  welche  es  hier  an- 
kommt, ist  nach  der  berühmten  Pf  äff  sehen  Methode,  wie  sie  namentlich  durch 
Jacobi  (Crelle's  Journal  Bd.  2,  p.  347  und  Bd.  17,  p.  138  {Jacobi's  Gesammelte 
Werke  Bd.  4,  S.  19  und  101 1 )  vereinfacht  ist,  vollständig  zu  lösen,  oder  genauer, 
auf  die  im  vorigen  Paragraphen  behandelten  Integrationen  zurückzufQliren.  Die 
Darstellung  und  Ergänzung  dieser  Methode  durch  Anwendung  extensiver  Grössen, 
durch  welche  sich  die  lösenden  Formeln  grösstentheils  in  einer  erstaunenswerthen 
Kinfachheit  darstellen,  sollen  den  Uauptgegenstand  der  folgenden  Entwickelung 
bilden.  Doch  wollen  wir  zuvor  den  aufgestellten  Satz  auch  auf  partielle  Diffe- 
renzialgleichungen  höherer  Ordnungen  ausdehnen. 

501.  Die  Inkyration  jeder  beliebigen  partiellen  Diff'erenjgicUgleichumj 
von  höherer  als  erster  Ordnung  lässt  sich  zurückführen  auf  die  Integration 
einer  Differenzialgleichung  der  Form  Xdx  =  0,  in  welcher  sowohl  x  als 
Xdx  extensive  Grössen  darstellen. 

Beweis.  Es  sei  z  die  abhängige  Variable  und  yi,...y«  seien 
die  unabhängigen   Variabein,  wo   ^,  yi,  ...y«   Zahlgrossen  darstellen. 
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Um  die  partiellen  Differenzialquotienten  höherer  Ordnung  bequem 
bezeichnen  zu  können,  nehmen  wir  zunächst  ein  System  von  w  Einheiten 
e, ,  . . .  c»  an  und  setzen 

Pi^  +  y'A^'i f-yi.<?-  =  y, 

so  werden  die  verschiedenen  {partiellen}  Differenzialquotienten  {von  e] 
bis  zur  9/i-ten  Ordnung  hin  sich  ausdrücken  lassen  durch  die  Diffe- 
rentialquotienten ^  j2  ^1 


Hier  stellt  jeder  dieser  Differenzialquotienten  einen  Ausdruck  mit  so 
viel  (imter  einander  vertauschbaren  {gebundenen})  Lücken  dar,  als  die 
Ordnung  des  Differenzialquotienten  beträgt,  und  zwar  in  der  Art,  dass 
der  Ausdruck  nach  Ausfüllung  dieser  Lücken  durch  die  Einheiten  von  y, 
einen  Zahlausdruck  liefert  und  zwar  jedesmal  einen  der  gewöhnlichen 
(numerischen)    [partiellen]    Differenzialquotienten;    zum^  Beispiel    stellt 

-T-^  z  einen  Ausdruck  mit  zwei   vertauschbaren  { gebundenen }  Lücken 

dar  und  zwar  so,  dass 

dy*     •    1  «  "^  dy^dy^ 
ist,  und  so  weiter. 

Es  seien  nun 

d  d^  d"" 

dy  dy^  dy"^ 

gesetzt,  so  wird  die  partielle  Differenzialgleichung  in  ihrer  voll- 
ständigsten Allgemeinheit  die  Form  annehmen 

(*)  fdf,  ^>  Piy  Pif  ...l>m)  =  0. 

Von  den  hierin  vorkommenden  Variabelu  ist  nur  z  eine  Zahl- 
grösse,  alle  übrigen  sind  extensive  Grössen,  und  zwar  enthält  y,  ver- 
möge der  ihm  beigelegten  Bedeutung,  n  veränderliche  Zahlgrössen, 
und  jede  der  Grössen  p,,  ...pm  so  viel  veränderliche  Zahlgrössen,  als 
es  Kombinationen  mit  Wiederholung  aus  n  Elementen  zur  so  vielten 
Klasse  giebt,  als  der  Index  jener  Grösse  beträgt.  Die  Anzahl  der  ver- 
änderlichen Zahlgrössen,  welche  in  den  sämmtlichen  in  der  obigen 
Gleichung  (*)  vorkommenden  Variabein  enthalten  sind,  sei  r,  so  kann 
man  vermöge  der  Gleichimg  (*)  eine  dieser  Variabein  durch  die 
übrigen  r  —  1  ausdrücken.  Es  bleiben  also  noch  r  —  1  Variabein 
übrig.  Jetzt  erweitere  man  das  System  der  n  Einheiten  e,,  ...  Cn  so, 
dass  es  nun  r  —  1  Einheiten  enthält,  und  multiplicire  mit  jeder  der- 
selben eine  der  r  —  1  veränderlichen  Zahlgrössen,  und  setze  die  Summe 
dieser  Produkte  =  x,  so  enthält  x  die  sämmtlichen  r  —  1  veränderlichen 
Zahlgrössen. 
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Nun  hat  man  ferner  vermöge  der  oben  angegebenen  Bedeutung 
der  Grössen  j^j ,  ...  2^m 

(*♦)  ^jg^p^dy,  dp,  =p^dy,  ...,  rfpm-i  =l>mrfy, 

und  wenn  diese  Gleichungen  erfüllt  sind,  und  zugleich  yermiitelst  der 
Gleichung  (*)  eine  der  r  veränderlichen  Zahlgrossen,  welche  in  jenen 
Gleichungen  (**)  enthalten  sind,  durch  die  (r  —  1)  übrigen  ausgedrückt 
wird,  so  ist  damit  die  gegebene  partielle  Differenzialgleichung  (*)  erf&UL 
Folglich  kommt  es  nur  darauf  an,  die  Gleichungen  {**)  zu  integriren. 
Von  diesen  ist  nur  die  erste  eine  Zahlgleichung,  die  folgenden 
enthalten,  da  dpi  mit  p,  von  gleicher  Grossengattung  ist,  und  so 
weiter,  jedesmal  so  viel  Zahlgleichungen,  als  in  den  Grossen  Ptf-Pm-i 
veränderliche  Zahlgrössen  enthalten  sind.  Die  Anzahl  der  sämmtlichen 
Zahlgleichungen,  welche  in  den  obigen  Gleichungen  (**)  enthalten 
sind,  sei  5,  so  ist  s  kleiner  als  r  (nämlich  um  so  viel  als  die  Anzahl 
360  der  veränderlichen  Zahlgrossen  f  beträgt,  welche  in  y  und  p^  zu- 
sammen enthalten  sind).  Man  bringe  diese  Zahlgleichungen  auf  die 
Form,  dass  die  rechte  Seite  null  ist,  und  multiplicire  sie  nach  der 
Reihe  mit  den  Einheiten  e, ,  ...  6«,  so  werden  sie  die  Form  haben 

e^ Xj dx  =»  0,  e^ X^dx  =»0,  . . . ,  CsXgdx  =  0. 

Dann  sind  diese  Gleichungen  gleichbedeutend  der  einen  Gleichung 

C^X^dx  +  ^2^2^^  -j-  . . .  -|-  CaXtdx  =  0, 

duö  heiast  {mit  der  Gleichung) 

(c'i  X,  +  CoXg  H -f  e,Xs)dx  =  0 ; 

setzt  mau  also 

^  Ci X,  +  Cj Xj  +    •  •  4-  e,X,  =  X, 

so  werden  jene  Gleichungen  (**)  gleichbedeutend  der  Gleichimg 

Xdx  =  0, 
auf  deren  Integration  es  also  allein  ankommt. 

Anm.  1.     Es  ergiebt  sich  leicht,  dass  die  Zahlen  r  und  s  von  n  imd  m  auf 
die  Weise  abhängen,  das» 

^  _  ^        (w  +  1)  (H  +  2)  . . .  (H  +  m)        ^  _  (n+_l)  (H  +  2)  .    .  (n_+  m  -  1> 
1.2        ...      m        '  1      .      2       ...      (m— 1) 

.  ist,  ferner  dass  in  d.r,  wie  es  in  der  Gleichung  Xdx  hervortritt,  nicht  die  Diflfe- 
rcnziale  aller  r  Unbekannten  enthalten  sind,  sondern  die  Ditferenziale  der  zu  p 
gehörigen  veränderlichen  Zahlgrössen  in  dx  nicht  erscheinen;  die  Zahl  der  nume- 
rischen Differenziale,  die  in  dx  hervortreten,  ist  s  +  n. 

.  Als  Beispiel  sei  die  partielle  Differenzialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  zwei 
unabhiingigen  Variabein  gewählt.  Man  erhält  bei  dieser,  wenn  man  die  Bezeich- 
nung der  Unbekannten  ändert,  drei  Gleichungen  der  Form 
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dz  =  Tßdx  +  q^dy 
dp  =  rdx  +  sdy 
dq  =s  sdx  +  tdy ^ 

welche  die  acht  Variabein  ^,  Xj  y,  p^  g,  r,  s,  <  enthalten,  von  denen  eine  ver- 
mittelst der  gegebenen  partiellen  Differenzialgleichung  durch  die  übrigen  aus- 
gedrückt werden  kann;  femer  kommen  in  ihr  fünf  DifPerenziale  vor  {dx,  dy, 
dZf  dp^  dq). 

Anm.  2.  Man  sieht,  dass  die  Integration  der  Gleichung  Xdx,  wenn  dx 
und  Xdx  extensive  Grössen  darstellen,  die  allgemeinste,  ja  man  kann  sagen,  die 
einzige  Aufgabe  der  Integralrechnimg  ist,  indem  auch  die  in  den  früheren  Ab- 
schnitten behandelten  Aufgaben  der  Integralrechnung  sich  hierauf  zurückführen 
lassen,  und  auch,  da  jede  Zahlgrösse  zugleich  als  specielle  Gattung  der  exten- 
siven Grössen  erscheint,  die  vorher  (in  500)  behandelte  Aufgabe  in  ihr  enthalten 
ist.  Mit  der  Lösimg  dieser  Aufgabe  wäre  man  also  am  Ziele  der  Integralrechnung 
angelangt. 

Allein  die  Pf  äff 'sehe  Methode  ist  für  den  Fall,  wo  auch  Xdx  eine  exten- 
sive Grösse  ist,  das  heisst,  wo  mehrere  numerische  DifPerenzialgleichungen  her- 
vortreten, nicht  mehr  anwendbar,  und  die  Methoden,  welche  man  für  die  Auf- 
lösung der  partiellen  Differenzialgleichungen  -j-  höherer  Ordnungen  anwendet,  351 
und  welche  auch  für  die  Lösung  dieser  allgemeineren  Aufgabe  förderlich  sein 
würden,  haben  nur  eine  äusserst  beschränkte  Sphäre.  Daher  werde  ich  nur  den 
Fall  ins  Auge  fassen,  wo  Xdx  eine  Zahlgrösse  ist,  und  werde  auf  den  allge- 
meineren Fall  nur  gelegentlich  hindeuten. 

502.    Wenn  die  Gleichung 

Xdx  =  0, 

(in  welcher,  wie  im  Folgenden  üherall,  Xdx  eine  Zahlgrösse,  X  eine 
Funktion  von  x,  und  x  aus  einem  Systeme  von  m  Einheiten  Cj,  ...  Cm 
numerisch  ableitbar  ist)  durch  einen  Verein  von  n  Zahlgleichungen 
Ui^^'  c^, .,,,  Un'^  Cnf  WO  Cj,  ...  c«  wUlJcürliche  Konstanten  sind,  integrirt 
wird,  so  lässt  sidi  Xdx  auf  die  Form 

Xdx  =  Uidui  +  •  •  •  +  UndUn 
bringen. 

Beweis.  1.  Es  sei  x  =  x^e^  +  ••  +  ^m^j  so  sind  «j,  ...  Un 
als  Funktiouen  von  x^,  ...  x,n  aufzufassen.  Da  nun  die  Gleichungen 
u^^"  Ci,  . . .,  Un  ^=  Cn  einen  die  Gleichung  Xdx  =  0  integrirenden 
Verein  bilden,  so  heisst  das  (nach  491),  es  muss  sich  aus  jenen  Glei- 
chungen die  letztere  ableiten  lassen,  das  heisst,  wenn  man  aus  den 
Gleichungen  dw,  =  0,  . . .,  Jw»  =  0,  welche  in  Bezug  auf  die  m  Diffe- 
renziale  dx^,  . . .  dXm  homogen  vom  ersten  Grade  sind,  n  dieser  letz- 
teren Grössen  durch  die  übrigen  ausdrückt,  und  diese  Ausdrücke  in 
Xdx  einfuhrt,  so  muss  dadurch  Xdx  identisch  gleich  Null  werden, 
oder,  was  nach  einem  bekannten  Satze  aus  der  Theorie  der  Gleichungen 


34G  Aj.     Abschnitt  IL    Kapitel  4.    §  3.   Nr.  502, 603. 

dasselbe    ist,    es    müssen    sich    Grossen   U^,  U^y  »•-  Un   finden    lassen, 
welche  die  Gleichung 

Xdx  =  U^du^  +  •  •  •  +  UndUn 
erfüllen. 

2.   (Ich  füge  einen  zweiten  Beteeis  hinzu^  um  zugleich  die  Grossen 

Uly  ...  Un  finden  zu  lehren.)     Die  Funktionen  «,,  ...  u^  können   als 

von  einander  unabhängig  aufgefasst  werden,  weil  sonst  die   gegebene 

Gleichung  schon  durch  einen  Theil  derselben   integrirt  werden  würde. 

Sind  aber  u^,  ...Un  von  einander  unabhängige  Funktionen  von  x^, .,.  Xm, 

so  lassen  sich  n  dieser  letzteren  Grössen,  zum  Beispiel* Xj,  ...  x«,  als 

Funktionen  der  übrigen  und  der  Grössen  u^y  ...  u^  darstellen.    Es  sei 

und 

352 gesetzt,  imd  seien  die  auf  den  Verein  der  Variabein  «,,  ...  u^^^  jg  be- 
züglichen partiellen  Differenzialquotienten  erster  Ordnung  nach  der 
Ileihe  mit  d,,  ...  4«,  d  bezeichnet,  von  denen  also  der  letzte  nach  der 
extensiven  Grösse  0  genommen  ist,  so  wird 

dy  =  iiV  .  dui  H h  *ny  .  dUn  +  dy  .  dz, 

und  also 

Xdx  =  X(dy  +  dz) 

=  X8,y  .  rfu,  +  . . .  +  X(J„y  .  dUn  +  {XSy  +  X)dZy 

oder  wenn  wir 

Xd^y  =l\,  . . .,  XSnV  =  Un 
setzen,  so  wird 

Xdx  =  U^dui  H h  Undun  +  {X8y  +  X)dz, 

Da  nun,  wenn  man  n^,  ...  ««  als  konstant  setzt,  Xdx  identisch 
gleich  Null  werden  muss,  und  da  dann  du^,  ...  diin  gleich  Null  sind, 
so  hat  man  {Xdy  +  X)dz  =  0,  und  also 

Xdx  =  U^dui  +  •••  +  UndUn. 

Anm.  Es  gilt  dieser  Satz  auch,  wenn  Xdx  eine  extensive  Grösse  ist,  und 
namentlich  gilt  der  zweite  der  eben  niitgetheilten  Beweise  unmittelbar  auch  für 
diesen  Fall. 

503.  Wenn  sich  der  Ausdruck  Xdx  (iti  dem  Sinne  von  502)  auf 
7%  Glieder y  nämlich  auf  U^du^  +  *•  +  UndUn  zurückführen  lässty  aber 
nicht  auf  weniger  als  n  solche  Glieder,  so  wird  die  Gleichung 

(a)  Xdx  —  0 

integrirt  durch  Vereine  von  je  n  von  einander  unabhängigen  Gleichungen, 
und  zwar  bilden  die  folgenden  Vereine  von  je  n  Gleichungen: 
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(b) 


^»  du 9^1  H h  i^r  ä- q>r  +  ür+l  =  0 


^.;?l^9'.  +"-  +  f^-w?r9'r     +    f^.  =0, 


du.  ^'     '  '    ""^dM 


n 


WO  r  jeden  der  Werthe  0,  1,  2,  ...  n  annehmen  kann,  tmd  q>^y  ...  q>r 
willkürliche  Funktionen  bezeichnen,  das  vollständige  System  der  integrirenden 
Vereine.    Wenn  ins  Besondere  r  =  0  ist,  so  hat  man  den  Verein 

(c)  ?7i=  ?7,  =  ...=  ü;  =  0,  353 

und  wenn  r  =^n  ist,  den  Verein 

((Ij  Ui  =  Cj ,   U^  =  C^,   .  . . ;   Uft  =^  Cn  , 

wo  c^,  ...  Cn  willkürliche  Konstanten  sind. 

Beweis.  Die  Gleichung  Xdx  =^  0  kanu^uiclit  durch  einen  Verein 
von  weniger  als  n  Zahlgleichungen  integrirt  werden^  weil  sonst  (nach 
502)  Xdx  auf  weniger  als  n  Glieder  der  Form  Udu  zurückgeführt 
werden  konnte  ^  was  mit  der  Voraussetzung  streitet.  Es  kommt  also 
darauf  an,  Vereine  von  n  Gleichungen  zu  finden^  welche  die  Gleichung 
Xdx  =  0  integriren  und  zwar  die  sämmtlichen  möglichen  Vereine 
dieser  Art. 

Es  mögen  die  n  von  einander  unabhängigen  Gleichungen  v^^^  0, 
t?2  =  0,  . . .,  Vn  =  0  einen  die  Gleichung  Xdx  =  0  integrirenden  Verein 
bilden^  so  lassen  sich  die  Punktionen  v^,  ...  v«,  welche  ursprünglich 
als  Funktionen  der  m  Variabein  x^,  ...  Xm  angenommen  sein  mögen, 
zugleich  darstellen  als  Funktionen  von  u^,  ...  w«  und  von  m  —  n  der 
Grössen  x^,  ...  x^,  zum  Beispiel  als  Funktionen  von  tij ,  ...  m„  , 
XnJ^i ,  . . .  Xm»  Wenn  alle  jene  Funktionen  v^,  ...  v«  dann  nur  u^,  .,,  Un 
enthalten,  aber  von  Xn-^-i,  ...  Xm  unabhängig  sind,  so  ergeben  sich 
M,,  ...  Un  als  konstant,  und  es  tritt  der  besondere  Fall  (d)  ein.  Wenn 
aber  mindestens  eine  der  Funktionen  v^,  ...  r„,  zum  Beispiel  v«,  noch 
mindestens  eine  der  Variabein  Xn-\-if  ...  Xm,  zum  Beispiel  a;^,  enthält, 
so  lässt  sich,  vermittelst  der  Gleichung  t?«  =  0,  Xn  durch  die  übrigen 
(%,  ...  Unf  aTn+i,  ...  Xm—i)  ausdrückcu.  Führt  man  diesen  Ausdruck 
in  die  übrigen  Gleichungen  v,  =  0,  ...,  Vn-i  =  0  ein,  so  ist  es  mög- 
lich, dass  in  den  so  erhaltenen  Gleichungen  noch  mindestens  eine  der 
Variabein  Xn^i,  ...  Xm^i  vorkommt,  zum  Beispiel  Xm—i  in  t;„__i  =  0; 
in  diesem  Falle  drücke  man  Xm—i  vermittelst  dieser  Gleichung  durch 
die  noch  übrigen  Variabein  u^,  ...  Un,  ^n+i^  •••  ^m— s  aus,  und  setze 
diesen  Ausdruck  in  die  übrigen  Gleichungen  ein;  und  so  fahre  man 
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fort,  bis  man  endlich  entweder  alle  Gleichungen  t'^  =0,  . . .,  v«  =  0 
erschöpft  hat,  oder  bis  nur  noch  solche  Gleichungen  übrig  bleiben, 
die  nur  u^,  ...  ««  enthalten. 

Im  ersteren  Falle  muss  (nach  41)1)  der  Ausdruck 

identisch  gleich  Null  werden,  also  f^j  =  0,  . ..,  f/^  =  0,  was  den  be- 
354  sonderen  Fall  (c)  liefert.  Im  letzteren  Falle  mögen  zuletzt  f  r  Glei- 
chungen Vi  =  Oy  ...,  Vr  =  0  übrig  geblieben  sein,  welche  nur  die 
Variabein  m,,  ...  ti«  enthalten,  so  können  wir  vermittelst  dieser  Glei- 
chungen r  der  Grössen  Mj,...««  als  Funktionen  der  übrigen  dar- 
stellen, zum  Beispiel  u, ,  ...  Ur  als  Fmiktionen  von  Mr+i,  ...  t*».  Der 
Verein  wird  in  diesem  Falle  stets  ein  integrirender  sein,  wenn  nur, 
von  welcher  Art  auch  jene  r  Fimktionen  sein  mögjen,  durch  sie  der 
Ausdruck  Uy^du^  +  •••  -(-  UndUn  identisch  gleich  Null  gemacht  wird. 
Da  wir  W|,  ...  Ur  als  Funktionen  von  t/r+i,  ...  ti„  dargestellt  haben, 
so  erhalten  wir 

■  •  •  «  •  •  • 

U^äuJ'i     +■■■+     Ur/~U.    +     U,    =0 

als  die  noth wendigen,  aber  { auch }  ausreichenden  Bedingungen,  damit  in 
diesem  Falle   Uidu^  +  •••  +  UndUn  identisch  gleich  Null  werde. 

Somit  haben  sich  die  Vereine  (b)  (von  welchen  {C^  und  (d)  nur 
specielle  Fälle  darstellen)  als  die  sämmtlichen  möglichen  Vereine  er- 
geben, welche  die  Gleichung  Xdx  =  0  unter  der  Voraussetzung  des 
Satzes  integriren. 

Anm.  Es  ist  dieser  Satz  nach  seiner  einen  Seite  hin  in  der  angeführten 
Abhandlung  Jacobi's  (Crelle's  Journal  Bd.  2,  p.  348  {Gesammelte  Werke  Bd.  4, 
S.  20 } ),  nachgewiesen.  Aber  es  ist  dort  die  wichtigste  Seite  unseres  Satzes,  dass 
es  nämlich  ausser  den  Gleichungsvereinen  (b)  keinen  Verein  integrirender  Glei- 
chungen gebe,  nicht  nachgewiesen.  Auch  ist  dort  nicht  gezeig^t,  worin  der  ver- 
schiedene Charakter  der  int<jgrirenden  Vereine  (b)  je  nach  dem  Werthe  des 
Index  r  bestehe,  obgleich  Jacobi  mehrfach  auf  die  Verschiedenheit  dieses  Cha- 
rakters hinweist.  Offenbar  war  Jacobi  auch  mit  dieser  Seite  unseres  Satzes 
vollkommen  vertraut,  und  es  lag  nur  in  dem  besonderen  Zwecke  jener  Abhand- 
lungen, dass  er  sich  darüber  nicht  weiter  ausspricht. 

Man  sieht  aus  diesem  und  dem  vorhergehenden  Satze,  dass  es  dasselbe  ist, 
zu  sagen,  es  lasse  sich  Xdx  =  0  durch  Vereine  von  je  n  (und  nicht  weniger 
iils  n)  Gleichungen  integriren,  oder  zu  sagen,  es  lasse  sich  Xdx  (in  dem  Sinne 
von  502)  auf  eine  Summe  von  n  (und  nicht  weniger  als  n)  Gliedern  der  Form 
Udu   zurückführen.     Also    kommt  es    darauf  an,    die  Bedingungen    aufzufinden, 
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nnter  denen  diese  Reduktion  möglich  ist,  und  wenn  diese  Bedingungen  erfüllt 
sind,  die  Methode  der  Reduktion  anzugeben.     Um  beides  auf  eine  leichte  Weise 
zu  erreichen,  wird  es  -)-  zweckmässig  sein,  die  folgenden  Bestimmungen  und  Sätze  355 
über  Lückenausdrücke  {mit  gebundenen  Lücken)  aufzustellen. 

Noch  bemerke  ich,  dass  der  vorstehende  Satz  nicht  mehr  gilt,  wenn  Xdx 
eine  extensive  Grösse  ist;  und  dass,  wenn  die  Reduktion  von  Xdx  auf  die  mög- 
lichst geringe  Anzahl  von  Gliedern  der  Form  Udu  vollzogen  ist,  doch  damit  noch 
keinesweges  die  Integration  der  Gleichung  Xdx  =  0  gegeben  ist.  Aber  aus  502 
folgt,  dass,  wenn  man  die  sämmtlichen  möglichen  Reduktionen  dieser  Art  kennt, 
man  auch  die  Gleichung  Xdx  =  0  zugleich  vollständig  integrirt  habe.  Und  diese 
Betrachtung  scheint  mir  den  Weg  anzugeben,  auf  welchem  man  hoffen  kann,  zu 
diesem  letzten  Ziele  der  Integralrechnung  zu  gelangen. 

504.  Erklärung.  Wenn  L  einen  Ausdruck  mit  n  {gebundenen} 
Lücken  gleicher  Gattung  darstellt,  für  welche  jedoch  nicht  Vertausch- 
barkeit  der  Lücken  vorausgesetzt  ist,  so  verstehe  ich  unter 

[La^a2  ...  ttn] 
den  Ausdruck,  welcher  hervorgeht,  wenn  man  a^,  ...  a«  in  allen  mög- 
lichen Ordnungen  in  die  n  Lücken  von  X/  eintreten  lässt,  den  er- 
haltenen Ausdrücken  das  Zeichen  +  ^^^^  —  vorsetzt,  je  nachdem 
das  kombinatorische  Produkt  der  Grossen,  welche  nach  der  Reihe  in 
die  n  Lücken  von  X/  eintreten,  dem  Produkte  [a^a^  ...  a«]  gleich  oder 
entgegengesetzt  ist,  imd  dann  die  Summe  der  so  erhaltenen  Glieder 
durch  deren  Anzahl  dividirt.  » 

Wenn  L  wenigem-  als  n,  zum  Beispiel  nur  n  —  r  Lücken  enthält, 

so  verstehe  ich  unter  _  _  _ 

[La^a^  ...  a„J 

den  Ausdruck,  welcher  hieraus  hervorgeht,  indem  man  dem  L  noch 
r  Faktoren  1  voranstellt,  von  denen  man  jeden  als  Ausdruck  mit  einer 
Lücke  betrachtet,  indem  nämlich,  wenn  man  diese  Lücke  durch  eine 
Grösse  a  ausgefüllt  denkt,  aus  1  die  Grösse  1  .  a,  das  heisst  a,  her- 
vorgeht. { Dabei  mögen  die  auf  diese  Weise  neu  hinzutretenden  Lücken 
der  r  Faktoren  1  als  die  erstm  Lücken  des  entstandenen  Ausdrucks 
mit  n  Lücken  betrachtet  werden,  und  zwar  die  Lücke  des  ersten 
Faktors  1  als  die  erste  Lücke  des  ganzen  Ausdrucks,  die  des  zweiten 
Faktors  als  die  zweite  Lücke  und  so  weiter.  Die  n  —  r  Lücken  des 
Ausdruckes  L  aber  mögen  ihrer  ursprünglichen  Rangordnimg  ent- 
sprechend als  (r  +  l)-te,  (r  -|-  2)-te,  .  . .  n-ie  Lücke  des  neu  entstan- 
denen Ausdrucks  gelten.  Endlich  sollen  die  an  die  Stelle  der  Faktoren  1 
tretenden  Grössen  Oi  mit  einander  und  mit  dem  aus  L  durch  Aus- 
füllung seiner  Lücken  hervorgehenden  Ausdrucke  kombinatorisch  mul- 
tipliciert  werden. 

Durch  diese  Bestimmungen  ist  der  Fall  eines  Ausdruckes  L  mit 
tceniger  als  n  Lücken  auf  den  vorigen  zurückgeführt.} 
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Wenn  ins  Besondere  L  ein  Ausdruck  mit  n  —  1  Lücken  ist,  der 
durch  Ausfüllxing  dieser  Lücken  eine  Zahlgrösse  wird,  so  wird 

wo  Ar  (für  jeden  Index  r)  alle  Grössen  a,,  ...  a«,  mit  Ausschluss  von 
ttry  als  Faktoren  enthält  und  [a^-^^]  =  [a^a^,..an]  ist. 

{Enthält  Zj  mehr  als  $i,  etwa  m  Lücken,  so  soll  unter 

[La^a^  . . .  aj 

der  Ausdruck  mit  m  —  n  gebundenen  Lücken  verstanden  werden,  den 
man  erhält,  wenn  man  das  Produkt 

[La^c^  . . .  a»ai,4.i  . . .  a^] 

nach  den  bisherigen  Angaben  entwickelt  und  dann  die  m  —  n  Grossen 
a^+i,  a^+Ä,  . .  .  am  durch  die  gebundenen  Lücken  /,,  ig,  ...  Z^_„  er- 
setzt, deren  Zeiger  zugleich  den  Rang  der  einzelnen  Lücken  in  dem 
hervorgehenden  Lückenausdruck  bezeichnen.} 

Ich  nenne  auch  diese  Produkte  (wie  überhaupt  alle,  welche  durch 

die  scharfe  Klammer  umschlossen  sind,  s.  Nr.  94)  bezügliche  Produkte, 

und  zwar  setze  ich  als  das  Hauptgebiet,  auf  welches  sie  sich  beziehen, 

356  das   Gebiet  der  Einheiten,  aus  f  welchen  die   sämmtlichen  Grossen, 

welche  in  die  Lücken  einzutreten  fähig  sind,  abgeleitet  werden  können. 

605.  Wenn  L  einen  Ausdruck  mit  n  {gebundenen]  Lücken  ht- 
zeichnet,  und 

1)  fa^  ...  an]  =  [/>!  ...  hn\ 

isty  so  ist  auch 

und  wenn 

2)  [a,  ...  a„]  =  0 

isty  SO  ist  auch 

[^La^  . . .  a«]  =  0. 

Beweis.  {1.}  Wenn  zwei  der  Grössen  a,,  ...  a«,  zum  Beispiel 
ttr  und  a,  einander  gleich  werden,  so  ordne  man  die  Ausdrücke,  welche 
(nach  504)  bei  der  Entwickelung  von  [Lüi  .,.  an]  dadurch  hervor- 
gehen, dass  man  a^y  .. .  a»  in  allen  möglichen  Folgen  in  die  Lücken 
von  L  eintreten  lässt,  paarweise  so,  dass  je  zwei  derselben,  bei  denen 
sich  die  Reihenfolge  jener  Grössen  nur  durch  die  gegenseitige  Stellung 
von  ar  und  a,  unterscheidet,  ein  Paar  bilden.  Dann  werden  die  Aus- 
drücke jedes  Paares  (nach  504)  entgegengesetztes  Vorzeichen  haben. 
Wenn  nun  a,.  und  a,  einander  gleich  werden,  so  werden  diese  Aus- 
drücke, abgesehen  von  dem  entgegengesetzten  Vorzeichen,  identisch; 
also  wird  ihre  Summe  null,  also  in  diesem  Falle  auch  [X/a^  . . .  o^]  «=  0. 


[Lai  . . .  fln]  =  [Lb^  ...  bn]y 
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2.  Wenn  [aj  . . .  «J  =  0  ist,  so  heisst  das  (nacli  66),  es  stehen 
die  Faktoren  a^,  ...  an  in  einer  Zahlbeziehung,  das  heisst  (nach  2), 
einer  derselben,  zum  Beispiel  On,  wird  sich  als  Vielfachensumme  der 
übrigen  a^,  ...  a„— i  ausdrücken  lassen.  Führt  man  diesen  Ausdruck 
für  ün  in  [X//7i  ...  a„  — iflr„]  ein,  und  löst  die  diesen  Ausdruck  um- 
schliessende  Klammer  auf,  so  stellt  sich  [Lai  ...  an—iün^  als  eine  Yiel- 
fachensumme  von  Ausdrücken  dar,  deren  jeder  zwei  gleiche  unter  den 
Grossen  cTj,  ...  a„—i  enthält,  also  (nach  Beweis  1)  null  ist.  Also  ist 
auch  jene  Vielfachensumme,  das  heisst  [X/öj  ...  aj,  gleich  Null. 

3.  Wenn  die  Reihe  der  Grössen  a, ,  ...  an  eine  einfache   lineale 
Aenderung  erleidet  (vgl.  71),  zum  Beispiel  Or  sich  in  Or  +  «^«  ver- 
wandelt, wo  a  eine  Zahlgrösse  ist,  und  r  und  s  von  einander  f  ver-357 
schieden  sind,  so  verwandelt  sich  [X/aj  ...  OrOr^i  ...  t?»]  in 

Der  zweite  dieser  Ausdrücke  enthält,  da  s  von  r  verschieden  ist,  a, 
zweimal,  ist  also  (nach  Beweis  1)  gleich  Null,  also  bleibt  der  Aus- 
druck [Xa,  ...  a»]  von  unverändertem  Werthe,  wenn  die  Reihe  der 
Grössen  a^,  ...  a«  eine  einfache  lineale  Aenderung  erfährt,  also  auch, 
wenn  sie  wiederholt  einfache  lineale  Aenderungen  erfährt,  das  heisst 
(nach  71),  wenn  jene  Reihe  sich  überhaupt  lineal  ändert. 

Wenn  nun 

[a^a^  . . .  a„]  ==  [b^b^  ...  6«]  ^  0 

ist,  so  lässt  sich  (nach  76)  die  Reihe  &i ,  b^^  . . .  &«  aus  der  Reihe 
a,,  Oj,  ...  an  durch  lineale  Aenderung  ableiten,  wobei,  wie  eben  be- 
wiesen, der  Werth  von  [La^  ...  a«]  unverändert  bleibt,  das  heisst,  es 
ist  dann 

[Lai  ...  an]  =  [Lb^  ...  bn]. 

{  Anm.    Man  kann  daher  den  Ausdruck 

[La,  . . .  a^] 

als  ein  Produkt  aus  dem  Lückenausdrucke  L  und  dem  kombinatorischen  Produkte 
[Oj  ...  o J  auffassen  (vgl.  Nr.  383  Anm.). } 

506.  Erklärung.  Wenn  ein  Ausdruck  L  mit  n  {gebundenen} 
Lücken  die  Eigenschaft  hat,  dass  er  mit  je  n  Grössen  a^,  ...  a„,  die 
in  die  Lücken  eintreten  können,  ein  Produkt  [La^  ...  a„]  liefert,  welches 
null  ist,  so  setze  ich  [L]  «=  0.  Wenn  femer  ein  Produkt  [a^  ...  a„]  =  1 
ist,  und  L  n  Lücken  enthält,  so  setze  ich 

[X]  =  [Lai  ...  On]. 

Anm.  Es  ist  schon  früher  bei  der  Behandlung  des  Potenzwerthes  eines 
Bruches  Q  (Nr.  383),  obwohl  nur  gelegentlich,  die  hier  gewählte  Bezeichnung  an- 
gewandt, indem,  wenn  e^,  . . .  c^  die  n  Nenner  sind,  deren  Produkt  [e,  . . .  c J  =  1 
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ist,  und  Oj,  . . .  a^  die  zugehörigen  Zähler,  unter  [O**]  das  Produkt  [a^  . . .  aj  ver- 
standen war.  Da  nun  (>  als  Lückenausdruck  mit  einer  Lücke  aufgefasst  werden 
kann,  indem  nämlich  (für  jeden  Index  r)  Oe^  =»  a^  ist,  so  wird  Q"  ein  Ausdruck 
mit  n  Lücken,  und  gehört  also  [Q'*]  zu  den  hier  (in  506)  de6nirten  Ausdrücken. 
Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  auch  nach  dieser  Erklärung  (506)  der  Ausdruck 
[Q"\  s>  [fli«^  •  •  • « J  wird,  und  also  beide  Erklärungen  in  yollkommener  üeber- 
einstimmung  stehen. 

Es  hat  sich  mir  die  Allgemeinheit  der  hier  (in  504  und  606)  aufgestellten 
Begriffe,  und  ihre  wesentliche  Bedeutung  für  die  Analysis  erst  während  der  Arbeit 
ergeben.  Sonst  würde  ich  diese  Begriffe  und  die  daraus  fliessenden  Sätze  sogleich 
an  ihrer  Stelle  (im  ersten  Kapitel  dieses  Abschnittes)  behandelt  haben.  Da  hier 
diese  Sätze  den  Gang  der  Entwickelung  unterbrechen,  so  beschränke  ich  mich 
auf  diejenigen  Sätze,  welche  für  die  folgende  Darstellung  unentbehrlich  erscheinen. 

507.  We$tn  L  zwei  oder  mehrere  vertauschbare  Lücken  enthäU,  so  ist 

[L]  =  0. 

358  Beweis.  Es  ist  zu  zeigen,  dass,  wenn  von  den  n  Lücken  f  von 
L  auch  nur  zwei  mit  einander  vertauschbar  sind^  allemal  [X/a^  ...  On] 
null  ist^  was  auch  ai^  .,,  an  fiir  Grössen  sein  mögen.  Denn  es  seien 
die  übrigen  Lücken  durch  beliebige  jener  Grössen  ausgefüllt,  so  geht 
ein  Ausdruck  mit  zwei  yertauschbaren  Lücken  hervor,  dieser  Ausdruck 
sei  P.  Sind  nun  b  und  c  zwei  beliebige  Grössen,  welche  in  diese  zwei 
Lücken  eintreten  können,  so  ist,  da  die  Lücken  vertauschbar  sind, 
{nach  485  Anm. )  Pbc=  Fcb]  aber 

[Pbc]  =  l{Pbc—  Pcb), 

also  =  0,  also  auch  [Luy  .. .  a„]  =  0,  für  beliebige  Grössen  a,,  ...  a», 
das  heisst  (nach  506),  [Z/]  ==  0. 

508.  Wenn  A^,  ...  An  Grössen  mit  je  einer  Lücke  derselben  Gat- 
tung sindy  welche  entweder  alle,  oder  doch  alle  bis  auf  eine  derselben^ 
nach  Ausfüllung  dieser  Lücken  Zahlgrössen  werden^  und  P  ein 
Ausdruck  mit  beliebig  vielen  Lücken  ist,  so  ist  das  Produkt 

L-^l    •  •  •   -^n  P] 

ganz  den  Gesetzen  der  kombinatoriscJien  Multiplikation  (Nr.  52fiF.)  unter- 
worfen  und  zwar  in  dem  Sinne j  dass  A^y  ...  An  als  einfache  kombina- 
toriscJie  Faktoren  betrachtet  werden.  Namentlich  sind  zwei  Produkte^  welche 
sich  nur  durdh  die  gegenseitige  Stellung  zweier  dieser  Faktoren  unter- 
scheiden, einander  engegengesetzt,  das  heisst 

WO  beide  Seiteti  der  Gleichung  sich  nur  durch  die  gegenseitige  Stellung 
der  Faktoren  Ar  und  A,  untersclmden,  und  wenn  zwei  jener  Faktaren 
gleich  werden,  so  ist  das  Produkt  null,  das  heisst 

(b)  [A^   ...Ar...  Ar...  AnP]  =  0. 
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Beweis.  Betrachtet  man  zum  Beispiel  nur  die  beiden  ersten 
Faktoren  ^,  und  A^  und  nennt  das  Produkt  der  übrigen  Q,  und  setzt 
6, ,  ...  Cn  als  Einheiten,  deren  kombinatorisches  Produkt  1  ist,  so  ist 

Hier  sollen  (nach  504)  die  Faktoren  e^,  e^,  ßj,  . ..  e«  in  allen  möglichen 
Ordnungen  in  die  Lücken  von  A^A^Q  eintreten,  und  das  Vorzeichen 
wird  positiv,  wenn  Cj,  62,  e^,  ...  (?„  entweder  in  dieser  Ordnung,  also 
e,  in  Ai,  e^  in  A^  und  die  übrigen  t  ^s;  •••  ^»  ßach  der  Reihe  in  0,359 
eintreten,  oder  in  irgend  einer  andern  Ordnung,  welche  durch  eine 
gerade  Anzahl  von  Versetzungen  aus  jener  Ordnung  hervorgeht;  ganz 
dieselbe  Bedeutung  hat  aber  [A^A^Qe^e^e^  ...  €„],  indem  auch  hier 
das  Zeichen  positiv  wird,  wenn  e^  in  A^,  e^  in  A^^  und  ej,  ...  Cn  in 
dieser  Reihe  in  Q  eintreten,  und  so  weiter,  also  ist 

letzteres  ist  aber,  da  (nach  55)  [e^eie^  ...  e«]  =  —  [^1^2 ^3  ...  ^n]  ist, 
(nach  505  {Anm.  und  nach  46})  gleich  —  [A^A^Qe^e^e^  ...  e„],  also 

Werden  A^  und  A^  einander  gleich,  so  folgt  aus  dieser  letzten  Formel, 
dass  dann  [^1^2(^3  null  wird.  Dasselbe  gilt  nun  aus  demselben 
Grunde,  wenn  man  statt  der  beiden  ersten  Faktoren  des  Ausdruckes 
[A^A^  ...  ^»-P]  irgend  zwei  andere,  Ar  und  At,  betrachtet 

Somit  gelten  die  Formeln  (a)  und  (b),  und  auf  ihnen  beruhen 
die  übrigen  Gesetze  der  kombinatorischen  Multiplikation. 

609.  Wmn  A  ein  Ausdruck  mit  einer  Lücke  { ist  ]  und  B  ein  Aus- 
druck mit  m  —  1  Lücken  derselben  Gattung  ist,  { weldier  nach  Ausfül- 
lung dieser  Lücken  eine  ZaUgrösse  wird],  und  [wenn  endlich]  ai, . . .  a,„ 
Grössen  jener  Gattung  sind,  { welche  in  die  Lücken  eintreten  sollen,  ]  so  ist 

[^Aliai  . . .  t/mj  =  A[JBai .  . .  a,J 

WO  Aa  alle  Faktoren  ai,  ...  o„,,  mit  AusncJime  des  Faktors  Oa,  enthält, 
und  zwar  so,  dass 

[aaAa]  =  [«102  .  .  .  «m] 

ist,  und  wo  die  Summe  sich  auf  die   Werthe  a  =  l, . .  .m  bezieht. 

Beweis.  1.  Um  den  Ausdruck  [ABai  , .  ,  am]  zu  entwickeln, 
muss  man  in  die  Lücken  von  AB  nach  und  nach  alle  möglichen  An- 
ordnungen der  Faktoren  ai,  .  . .  a„,  eintreten  lassen;  dabei  muss  also 
in  A  nach  und  nach  jede  der  Grössen  «i, . .  .  0^  eintreten. 

Oraiimann,  Werke.    I.  2.  23 
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Wenn  nun  zuerst  in  A  die  Grösse  a^  eintritt,  so  müssen  in  B 
die  übrigen  Faktoren,  also  die  Faktoren  von  A^  in  allen  möglichen 
Folgen  und  zwar  gleichfalls  mit  dem  Zeichengesetz  eintreten,  dass 
zwei  so  hervorgehende  Ausdrücke  gleiches  oder  entgegengesetztes  Vor- 
zeichen haben,  je  nachdem  die  beiden  Reihenfolgen  ein  gleiches  oder 
entgegengesetztes  kombinatorisches  Produkt  liefern.  Die  so  hervor- 
gehenden Glieder  werden  also  +  Aa^\liA^'\  liefern.  Hier  ist  jedoch 
das  +  "Zeichen  zu  wählen,  weil[ai^i]  =  [aia2  ...«„,]  ist.  Aus  gleichem 
860  Grunde  f  ist  die  Summe  der  Glieder,  bei  denen  in  A  die  Grösse  a^ 
eintritt,  =  +  Aa^\li A^'\j  und  so  weiter;  also  wird,  da  man  diese 
Summe  noch  durch  die  Anzahl  ihrer  Glieder  dividiren  muss, 

\ABai . . .  a,„]  =  —  ^  Aac\BAa\ . 
2.  Femer  ist  (nach  504) 

A\Bai . . .  a,„\  =  ^^  ^^  ««[B^a] 

=  [Aüüi  , ,  .  ür^  [Beweis  1]. 

{Anm.  Wenn  li  und  A  bei  AuBfiillung  ihrer  Lücken  nicht  in  Zahlgrössen, 
sondern  in  extensiye  Grössen  übergehen,  so  tritt  an  die  Stelle  der  zweiten  Formel 
von  509  die  Formel  

{ ' )  [ABa,...  aj  =  *  ^[(^a.)[Ä^J]  , 

während  die  erste  Formel  von  509  ihre  Gültigkeit  verliert.  Sollte  wenigstens  A 
bei  Ausfüllung  Heiner  Lücke  eine  Zahlgrösse  werden,  so  kann  man  auf  der  rechten 
Seite  der  Formel  {*}  die  scharfe  Klammer  hinter  dem  Summenzeichen  weglassen.) 

510.  Wenn  C  ein  Ausdruck  mit  zwei  Lücken  gleiclier  Gattung  ist, 
welcher  durch  Ausfüllung  seiner  Lücken  eine  Zahlgrösse  wird,  und  a  eine 
Grösse  jener  Gattung,  B  aber  ein  Produkt  von  2n  —  1  solchen  Grössen, 
und  2n  die  Anzahl  der  Einheiten  ist,  aus  welchen  die  Grössen  dieser 
Gattung  ableitbar  sind,  so  ist 

[CalC-'B-]]  =  [C"aB] 

[C\C''-'B]a']^  [C'Ba]. 

Beweis.  [C'^aB]  drückt,  da  die  n  Faktoren  C  alle  einander  gleich 
sind,  und  nach  Ausfüllung  ihrer  Lücken  Zablfaktoren  werden,  also 
untereinander  vertauschbar  sind,  aus,  dass  a  in  eine  Lücke  eines  der 
Faktoren,  zum  Beispiel  des  ersten  Faktors  C\  eintritt,  während  die 
2n  —  1  Faktoren  von  B  in  die  andere  Lücke  jenes  Faktors  und  in 
die  übrigen  Faktoren  eintreten.     Dieselbe  Bedeutung   besitzt   aber  der 

Ausdruck     Ca[C~^Ji]   ,  also  sind   beide  gleich. 

Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich  die  zweite  Formel. 
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611.     Wenn  Xdx  {in  dem  Sinne  von  502)  auf  n  Glieder  der  Form 
Udu  zurückführbar  sein  soll,  das  heisst, 

Xdx  =  UidUi  -j-  . .  .  -j-  UndUn 

sein  soll,  so  muss  nothwendig 

sein. 

Beweis.     Es   sei    U^du^  +  *  *  *  4"  UndUn    der   Kürze    wegen    mit 
2]Uadt4a  bezeichnet,  so  ist 


also 


Somit 


X  =    ^.Ua^r-  Ua. 


^""'da- 


d    Y d     ^7  j^j^     d 


Da  ^— j  Ua  ein  Ausdruck  mit  zwei  vertauschbaren  Lücken  ist  (451) 

{und    da   (wegen  446)   die   Vertauschbarkeit    der   Lücken   auch   dann 
nicht   aufhört,    wenn    man    die    Lücken   als    gebundene    auffasst},   so 

können  wir  bei  der  Substitution  von  t-  X  in  den  Ausdruck 

dx 

(nach  507)  die  Glieder 
weglassen ;  und  erhalten 

WO  die  Anzahl  der  Indices  a,  b,  c,  . .  .   gleich  n  +  1   ist.     Da  aber  n 

nur  n  verschiedene  Indices  hat,  so  müssen  unter  den  Indices  a,  b,  . . . 

nothwendig   mindestens    zwei    gleiche   vorkommen;    also    werden    auch 

unter  den  Grössen 

d  d  d 

dx^^'     dx^^>     dx^''" 
nothwendig  zwei  gleiche  vorkommen,  also  ist  (nach  508)  jedes  Glied 
der  obigen  Summe  null,  also  die  Summe  selbst,  das  heisst 

23* 
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Anm.    Ich  werde  im  Folgenden  zeigen,  dass  dieae  Bedingungsgleichung  zu- 
gleich die  Yollkommcn  ausreichende  ist,  so  dass,  wenn  sie  erftült  wird,  auch  alle- 
mal die  Reduktion  auf  n  Glieder  der  Form  Udu,  also  auch  (nach  608)  die  Inte- 
gration  durch  Vereine  you  n  Gleichungen  mOglich  ist.    Es  ist  daher  diese  in  der 
862  That  wunderbar  einfache  f  Formel  yon  sehr  weitreichender  Bedeutung. 

Der  Beweis  derselben  ist  oben  so  geführt,  dass  auch  die  Art,  wie  dieselbe 
ge^nden  ist,  unmittelbar  hindurchleuchtet.  Auch  h&lt  es  nicht  schwer,  die  ent- 
sprechenden Formeln  für  den  Fall  zu  entwickeln,  dass  Xdx  eine  eztensiTe  Grösse 
ist;  und  ich  habe  diese  letzteren  Formeln  hier  nur  deshalb  nicht  aufgestellt,  weil, 
wie  schon  oben  angedeutet,  die  Behandlung  dieses  allgemeinen,  die  ganze  Integral- 
rechnung abschliessenden  Falles  hier  unterbleiben  musste.  Dagegen  werde  ich 
die  oben  mitgetheilte  Formel  in  der  folgenden  Nummer  in  die  gewöhnliche  Ana- 
lysis  kleiden. 

512.    Aufgabe.    Die  Bedingungsgleichung  aus  511,  nämlidi 

[xG-.^)-]-« 

durch  Zahlgleichungen  eu  ersetzen. 
Auflosung.    Es  sei 

wo  «1 , . . .  «m  das  System  der  Einheiten  bilden.    Dann  ist 

dx  =  e^dxi  H h  e^dx^] 

und  es  wird 

Xdx  =  Xci dx^  +  •  • '  +  XcmdXm  -=  X^dxi  + h  X^dx^, 

wenn    wir  die   Zahlgrossen  Xe^,  .  .  .  Xe,n  beziehlich   mit  X, ,  .  .  .  X« 
bezeichnen.    Die  obige  Bedingungsgleichimg  sagt  dann  (nach  506  \  da 

X  eine  und  j-X  zwei  Lücken  enthält^  aus,  dass 
(*)  [^  {ji  X)%ie, .  . .  ß,«+i]  =-  0 

sei,  und  auch  bleibe,  wenn  man  statt  ^1,62,...  621.-1-1  beliebige  2n  4-  1 
unter  den  m  Einheiten  e^, . . .  «^  setzt. 

Ist  m  =  2n  '\-  If  so  tritt  keine  andere  numerische  Bedingimgs- 
gleichung  als  die  Gleichung  (*)  hervor;  ist  t»  <  2n  +  1,  so  tritt  gar 
keine  hervor,  weil  dann  je  2n  +  1  Grössen,  mit  denen 


multiplicirt  werden  mag,  in  einer  Zahlbeziehung  stehen,  also 

dann   mit  ihnen  multiplicirt  (nach  505)  Null  liefert,  also  (nach  506) 
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von  selbst  nuD  ist.  Wir  nehmen  daher  jetzt  an,  dass  »m  >  2w  +  1 
sei;  und  suchen  unter  dieser  Voraussetzung,  in  der  Gleichung  (*)  X 
und  X  durch  die  Zahlgrössen  X, , . . .  X^,  x, , . .  .  a:,«  zu  ersetzen. 

Nun  ist  nach  dem  Obigen  f  Xßr  =  Xr.    Fasst  man  daher  in  dem  363 

Ausdrucke    ,-  X  die  Lücke  der  Funktion  X  selbst  als  die  erste  Lücke 
dx 

auf  und  die  durch  Differenziation  in  den  Ausdruck  hineingekommene 
Lücke  ab  die  zweite  Lücke,  so  wird 

j\. .  €r€g  —  jj  ^  Ar .  €g  —  -r—  ■A.f 


dx  '^^'        da;  "'••-»        dx 


$ 


(nach  451),  folglich  verwandelt  sich  die  obige  Formel  (*)  in 
0  =  ^  +  X,  •  -j —  X«  •  -5 —  Xä  •  •  •  -, Xsn, 

wo  man  die  Lidices  auf  alle  möglichen  Arten  zu  vertauschen  und  dem 
jedesmaligen  Gliede  das  Zeichen  -f-  oder  —  vorzusetzen  hat,  je  nach- 
dem die  Anzahl  der  Vertauschungen,  durch  die  es  hervorging,  eine 
gerade  oder  ungerade  war.  Bezeichnen  wir  nach  Jacobi's  Vorgange 
(Crelle's  Journal  2,  S.  351    { Werke  4,  S.  23 } ) 

d      Y  d      Y 

^8 A^  ^a 


dx^      *         dx^      * 
mit  (2,  3),  und  so  weiter,  oder  allgemein,  setzen  wir 

so  können  wir  die  vorige  Formel  auch  schreiben 

0  =  2+  :!fi(2,  3)  (4,  5)  . . .  {2n,  2n  +  l), 

wobei  die  Vertauschungen  je  zweier  in  einer  Klammer  stehenden  Indices 
ausgeschlossen  bleiben.  Ebenso  können  wir,  ohne  die  Bedeutung  der 
Gleichung  zu  ändern,  festsetzen,  dass  der  erste  der  beiden  in  Klam- 
mem geschlossenen  Lidices  von  einem  Faktor  zum  nächstfolgenden 
nur  wachse,  nie  abnehme.  Denn,  da  die  Ordnung  der  Zahlfaktoren 
(2,  3),  .  .  .  gleichgültig  ist,  so  können  wir  ihnen  immer  jene  Anord- 
nung 'geben.  Wir  bezeichnen  in  diesem  Sinne  (mit  Jacobi  a.  a.  0. 
S.  355  f.  { Werke  4,  S.  27 } )  die  Summe 

^+(2,3)(4,5)...(2n,2n+l) 
mit 

(2,3,4,5,  ...2«,  2n-{-  1), 

so  verwandelt  sich  die  obige  Gleichung  in 

0  =  ^  +  Xi(2,  3, .  . .  2n  +  1), 
das  heisst,  in 
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0  =  Xi(2,  3, . . .  2n  +  1)  —  X,(l,  3, . . .  2n  +  1)  + 

+  X3(l,2,4,...2w+1) , 

was  Jacobi  a.  a.  0.  S.  356  {Werke  4,  S.  28}  schreibt 

(»♦)  0  — ^X,(2,  3, . . .  2n  +  1). 

Solcher  Gleichungen  giebt  es  so  viele,  als  es  Kombinationen  ohne 
Wiederholung  aus  m  Elementen  zur  (2n  -|-  l)-ten  Klasse  giebt.  Aber 
diese  Gleichungen  sind,  wenn  m  >  2n  -f-  1  ist,  nicht  unabhängig  von 
einander.  In  der  That  können  wir  zeigen^  dass,  wenn  die  Gleichung  (*\ 
864  deren  Transformirte  die  f  Gleichung  (**)  ist,  fQr  alle  Kombinationen 
aus  €if . , ,  ßm  zur  (2n  -f  l)-ten  Klasse ,  in  denen  eine  Einheit  Cr  vor- 
kommt, deren  zugehöriges  Xcr  -»  Xr  nicht  null  ist,  als  geltend  ange- 
nommen wird,  sie  auch  für  alle  übrigen  Kombinationen  (in  denen  Cr 
nicht  vorkommt)  gelten  muss. 

In  der  That,  es  sei  X^  ^  0,  und  gelte  die  Gleichung  (*)  für  alle 
Kombinationen,  in  denen  e^  vorkommt^  das  heisst^  es  sei  allemal 

wenn  Er  eine  beliebige  Kombination  ohne  Wiederholung  aus  et , . . .  ew 
zur  2f2-ten  Klasse  ist,  so  ist  zu  zeigen,  es  sei  auch  allemal 

auch  wenn  e»  eine  beliebige  in  Er  nicht  vorkommende  Einheit  be- 
zeichnet.    In  der  That  ist  (nach  508) 

allemal  null,  also  ist  (nach  506)  auch 

das  heisst,  es  ist 

wo  die  Summe  sich  auf  die  verschiedenen  Glieder  bezieht,  welche  aus 
dem  unter  dem  Summenzeichen  stehenden  dadurch  hervorgehen,  dass 
man  c^  nach  und  nach  mit  jeder  in  e^Er  vorkommenden  Einheit  ver- 
tauscht (und  das  Vorzeichen  ändert);  allein  alle  diese  Glieder  sind  null, 
weil  dann 

mit  einer  Kombination  von  Einheiten  multiplicirt  ist,  unter  denen  r^ 
vorkommt,  und  diese  Produkte  nach  der  Voraussetzung  null  sind,  also 


^+^^.[^(Äx^^J  =  o, 
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bleibt  das  uuter  dem  Summenzeichen  steheude  Glied  alleiu  übrig,  das 
heisst,  es  ist  r     /  ^      \ 

Nun  ist  gleichfalls  vorausgesetzt,  dass  die  Zahlgrösse  Xe^  =  Xj 
von  Null  verschieden  sei,  also  erhält  ma;i 

[X{IX)\E.]  =  0, 

was  zu  zeigen  war.  365 

Wir  fassen  nun  das  Resultat  in  einen  Satz  zusammen: 

613,     Wenn  der  Ausdruck 

X^dXi  +  •  •  •  +  XmdXmf 

in  welchem  Xj,  ...  X,n  Funktionen  der  Variabein  x^j . , .  x^n  sindy  aich 
auf  n  Glieder^  nämlich  auf 

f/idw,  H 1-  UndUnj 

soll  reduciren  Imsen  können,  oder,  anders  ausgedrückt,  wenn  die  Gleichung 

X^dXy  +  •  • '  +  XmdXm  =  0, 
sich  soll  durch  Vereine  von  jfi  n  Gleichungen  integriren  lassen  können,  so 
muss  erstenSj  wenn  m  ==  2n  +  1  ist,  die  eine  Bedingungsgleichung 

^Xi(2,3,...2n+  1)=0, 

welche  die  in  512  beschriebene  Bedeutung  hat,  erfüllt  tverden;  wenn  aber 
zweitens  m  >  2n  +  1  i^^,  so  treten  so  viele  solcher  Gleidiungen  Jiervor, 
als  es  Kombinationen  aus  m  Elementen  zur  (2n  +  \yten  Klasse  giebt, 
indem  man  nämlich  statt  der  Indices  1,  2, . . .  2n  +  1  'w  obiger  Gleichung 
jede  andere  Gruppe  von  ebenso  vielen  Indices  setzen  kann;  doch  reicht 
unter  diesen  Gleichungen  schon  eine  geringere  Anzahl  aus,  indem,  wenn 
zum  Beispiel  X^  ungleich  Null  ist,  es  ausreidumd  ist,  wenn  man  in  der 
obigen  Gleichung  statt  der  Gruppe  der  Indices  2,  3,  ...2n+l,  jede 
andere  Kombination  aus  den  Indices  2,  3, ...  m  zur  'in-ten  Klasse  setzt. 
So  bleiben  nur  soviel  Bedingungsgleichungen  übrig,  als  es  Kombinationen 
ohne  Wiederholung  aus  m  —  1  Elementen  zur  2n-ten  Klasse  giebt, 

Anm.  Für  den  einfachsten  Fall,  wo  m  ==  2n  -|-  ^  ^st,  hat  Jacobi  (a.  a.  0. 
S.  356  { Werke  4,  S.  28 ) )  die  Bedingungsgleichung  aufgestellt.  Für  den  Fall,  wo 
n  =  1  ist,  erhält  man  die  bekannten  Bedingungsgleichuugen  der  Integrabilität, 
welche  (nach  511)  in  der  Gleichung 


[-IA 


zusammengefasst  erscheinen.  Es  kommt  nun  darauf  an,  die  Zurückführung  von 
Xdx  auf  n  Glieder  der  Form  Vdu^  sobald  nur  die  Bedingungsgleichung  (511) 
für  die  Möglichkeit  dieser  Zurückführung  erfüllt  ist,  auch  wirklich  zu  vollziehen. 
Zu  diesem  Ende  lösen  wir  nach  Pfaffs  Vorgänge  die  folgende  Aufgabe: 
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514.     Aufgabe.     Die  Zahlgleichung 

(a)  Xdx  =  0, 

in  u'clclicr  X  eine  Funktion  von  x^  und  a;  =  a^iCj  +  •••  +  a;,^^«  auii 
einein  Systeme  von  m  Einheiten  abgeleitet  isty  auf  die  Form  £n  hringeiij 
dass  die  hervorgehende  Gleichung  nur  m  —  \  veränderlicfie  Zahlgrössen 
enthalte, 

866  Auflosung.  Es  kommt  zu  dem  Ende  nur  darauf  an,  x  als 
Funktion  einer  aus  m  —  1  Einheiten  ableitbaren  Veränderlichen  a, 
imd  einer  veränderlichen  Zahlgrösse  t  in  der  Art  darzustellen,  dass, 
wenn  man  diese  Ausdrücke  ftir  x  in  die  gegebene  Gleichung  einfährt, 
dann  der  Koefficient  von  dt  in  der  entwickelten  Gleichung  null  wird, 
und  der  Koefficient  von  da  entweder  t  gar  nicht  mehr  enthält^  oder 
nur  in  einem  Zahlfaktor  N,  so  dass,  wenn  man  die  Gleichung  mit  N 
dividirt,  die  so  hervorgehende  Gleichung  t  nicht  mehr  enthält 

Bezeichnet  man  mit  d'  das  Differenzial  nach  a,  wobei  t  konstant 
gesetzt  ist,  und  mit  d  den  Differenzialquotienten  nach  t,  wobei  a  kon- 
stant gesetzt  ist,  so  erhält  man 

dx  =  d'x  +  dx  .^^, 

folglich  müssen,  wenn  die  verlangte  Aufgabe  gelost  sein  soll,  die  beiden 
Gleichungen  erfüllt  werden 

(b)  Xdx  =  0 

(c)  *  ^^--"  =  0, 

indem  die  letztere  ausdrückt,  dass  Xd'x'M  nicht  mehr  von  t  abhängig  ist. 
Die  letzte  dieser  Gleichungen  giebt,  wenn  mau 

setzt, 

(e)  /L  A'd'x-  =  d(Xd'x)  =  dX  .  d'x  +  XÖÖ'x. 

Differenzirt  man   auch   die  (Gleichung  (b)  nach  rr,  so   erhält   man 

(f)  0  =d'X.6x  +  XÖ'dx. 

Subtrahirt  man  die  zweite  dieser  Gleichungen  von  der  ersten,  so 
erhält  man 

(g)  kXÖ'x  =  dX  .  d'x  -  8'X.  dx 

=  j    X  .  Ö  X  .  dx  —  3-  X  .  dx  ,  d' X 

dx  dx 

(h)  kXd'x  =  2[^^  X.d'x.  dx]. 
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Hier  ist   ,    X  ein  Ausdruck  mit  zwei  Lücken:  und  zwar  ist  hier 

%  Lücke;  das  heisst  als  diejenige  Lücke,  in  welche  der  zuerst 
Faktor  (im  ersten  GHede  d'x)  eintreten  f  soll,  diejenige  Lücke 367 
welche  in  X  enthalten  ist,  und  als  zweite  die  durch  die 
ou  nach  x  und  Division  mit  dx  hinzutretende. 
'*,hung  (h)  wird  nun  offenbar  erfüllt  sein,  wenn  für  jede 
uit  X  (also  auch  mit  d'x)  von  gleicher  Gattung  ist, 


^ 


kXc  =  2[^X,c.dx] 


dass,  sobald  diese  Gleichung  (i)  für  jede  Grösse  c 
eiden  Gleichungen  (b)  und  (c)  erfüllt  sind,   und 
Qte  Aufgabe  gelost  ist,  vorausgesetzt,  dass  A  von  Null 
-uen  ist. 
Es  ist  d'x  mit  x  von  gleicher  Grossengattung,  muss  also,  wenn 
die  Gleichung  (i)  allgemein  gilt,  in  dieser  Gleichung  statt  c  eingesetzt 
werden  können,  wodurch  man  die  Gleichung  (h)  erhält;  also  gilt  auch 
die  Gleichung  (g),  da  sie  mit  (h)  gleichbedeutend  ist.    Femer  ist  auch 
Öx  von  gleicher  Gattung  mit  x,  kann  also  statt  c  in  Gleichung  (i) 
eingesetzt  werden.     Dann  wird  aber  die  rechte  Seite  derselben  (nach 
505)  null,  also  erhält  man  AXda:  =  0,  also  da  A  ^  0  (nach  Voraus- 
setzung), so  ergiebt  sich  Xdx  <=  0,  das  heisst,  die  Gleichung  (b)  gilt. 
Dann  aber  gilt  auch  die  daraus  abgeleitete  (f).     Durch  Addition  der 
Gleichungen  (f)  und  (g)  geht  aber  die  Gleichung  (e)  hervor.     Setzt 
man  nun    log  H  =  d'^^kdt,    so  wird  auch   die  Gleichung  (d)  erfüllt, 
und  indem  man  den  daraus  fliessenden  Werth  von  A  in  (e)  einsetzt^ 
auch  die  Gleichung  (c),  und  es  wird  dann 

Xd'x ^ 

die  aus  Xdx^=^0  transformirte  Gleichung,  welche  nur  noch  a,  also 
eine  aus  m —  1  Einheiten  ableitbare  Grosse  als  Variable  enthält,  und 
die  Aufgabe  ist  gelöst. 

Dies  in  einem  Satze  dargestellt: 

Wenn  die  Zahlgleichung 

(a)  Xdx  =  0, 

m  welcher  X  eine  Funktion  van  x,  und  x  aus  m  Einheiten  ableitbar  ist, 
angenommen  wird,  und  man  x  als  Funktion  einer  aus  m  —  1  {Einheiten) 
(MeiÜHiren  Variabein  a  und  einer  veränderlichen  Zahl  t  so  bestimmt,  dass, 
wenn  d'  das  Differential  nach  a,  wobei  t  konstant  gesetsft  ist,  und  d  den 
DifferenBialquotienten  f  nach  t,  wobei  a  konstant  gesetst  ist,  begeUimen,  868 
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upid  c  eine  beliebige  mit  x  gleichgaUige  Grösse,  l  aber  eine  noch  unbe- 
iannte,  jedoch  voti  Null  verschiedene  Zahlgrösse  darstellty  die  Gleichung 

(i)  ^  AZc-2[/^X.c*«] 

[für  jedes  c]  erfüllt  sei^  so  wird  die  Gleidiung  (a)  erscbst  durdi  die 
Gkidmng 

(k)  ^  =  0, 

Xd'x 
in  tveldier  — i^i—  nicht  mehr  van  t  abhängt,  und 

(1)  logN  — rf-Ud/ 

ist. 

515.  Fortsetzung.  Es  kommt  zunächst  darauf  au,  aus  der  gefun- 
denen Gleichung  514  i  die  Grösse  dx  auf  eine  Seite  allein  zu  schaffen. 
Wir  thun  dies  zunächst  unier  der  Voraussetzung,  dass  m  -«  2n  sei. 

Jene  Gleichung  enthalt,  wenn  man  statt  c  nach  und  nach  die 
Einheiten  c^, .  . .  Ca«  setzt,  2n  Zahlgleichungen,  durch  welche  sich  die 
Grössen  dx^,  . . .  dx^»,  welche  in  *a;  =  e^dx^  +  •  •  •  +  ^in'^sn  ent- 
halt-en  sind,  im  Allgemeinen  ausdrücken  lassen.  Es  gelingt  dies  auf 
eine  sehr  einfache  Weise,  sobald  vorausgesetzt  wird,  dass 

(.)  [^{f.x)-']io 

seien. 

In  der  That  hat  man  dann,  um  ÖXr  zu  finden,  nur  in  514  i  statt 
c  den  Werth 

zu  setzen,  wo  [^v''>r]  =  1  ist  und  Fr  als  Faktoren  die  2n  —  1  von  Cr 
verschiedeneu  Einheiten  enthält.     Da  nämlich 

im  Ganzen  2«  —  2  Lücken  enthält  und  JfcV  ein  Produkt  von  2n —  1 
Einheiten  ist,  so  wird  (nach  504) 

eine  Vielfachensumme  der  Einheiten,  aus  denen  x  abgeleitet  ist,  also 
mit  X  von  gleicher  Gattung  und  kann  also  statt  c  in  die  Gleichung 
514  i  eingesetzt  werden.     Dann  verwandelt  sich  diese  in 

^X[{f,x)-' K]-2  [,i,X.[(ix)-'ÄJd«]. 
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Wandelt   man  die   linke   Seite  dieser   Gleichung   (nach  509)   und   die 

d 
dx 


rechte  (nach  510)  um,  indem  man  bedenkt,  dass    ,     X   ein   Ausdruck 


mit  zwei  Lücken  ist,  und  sowohl  X  als  y-  X  nach  Ausfüllung  ihrer 

(1 X 

Lücken  Zahlgrössen  werden,  so  verwandelt  sich  jene  Gleichung  in 

Setzen  wir  hierin  statt  8x  seineu  Werth  e^Sx^  +  ••  +  ^2n*^aii,  so 
bleibt,  da  [/IV^J,  wenn  r  von  s  verschieden  ist,  gleiche  Faktoren  ent- 
hält, also  {nach  505}  das  Produkt 

null  wird,  und  da  (nach  58)  [ErCrl  =  —  [^ri'V]  =  —  1   ist, 

^<^)       4^(Ä^r"^^'j — 2[(Ax)>... 

Wenn  nun  die  Vergleichungen  (a)  und  (b)  erfüllt  sind,  und  man 

(d)  -«A:[(,'^X)']  =  ^ 
setzt,  so  erhält  man 

(d*)  d.,  =  4[x(^A)"-'iv].. 

also  wird 

das  heisst  (nach  504  und  506), 

(e)  d.  =  ^[x(/^x)"-'], 
oder  (nach  2) 

(f)  d.^.[x(/^x)-']. 

Es  bleibt  noch  zu  zeigen,  dass  der  Werth  8x  aus  der  Gleichung 
(e),  in  welcher  /Lt  die  durch  (d)  ausgedrückte  Bedeutung  hat,  in  die 
Gleichung  514  i  eingesetzt,  diese  fiir  jeden  beliebigen  Werth  c  identisch 
macht. 

Setzt  man  zunächst  statt  f  c  eine  der  Einheiten,  zum  Beispiel  Cr,  370 
so  wird  die  rechte  Seite  der  Gleichung  514  i 

Da  {der  Ausdruck} 

nach  Ausfüllung  seiner  2n —  1  Lücken  eine  Zahlgrösse  wird,  so  können 
wir,  ohne  die  Bedeutung  des  Produktes 
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ZU  ändern  y  (nach  504)  innerhalb  der  scharfen  Klammer  als  ersten 
Faktor  noch  eine  Lücke  l  hinzufClgen,  welche  mit  den  übrigen  Lücken 
von  gleicher  Gattung  ist.     Dann  wird 

WA-']  -  [«(Ä^)-] — [MfA"] 

(nach  508);  und  dies  wieder  (nach  509) 

wo  Ea  die  von  Ta  verschiedenen  Einheiten  zu  Faktoren  hat,  und 
\eaEa]=='  1  ist;  also  erhält  man,  da  Xca  eine  Zahlgrösse  ist,  also  in 
dem  Produkte  beliebig  gestellt  werden  darf, 

{ oder,  wenn  man  jetzt  wieder  die  Lücke  /  weglässt  und  dann  Nr.  510 
anwendet, } 

n  UMili^Y'rEa]  [510]. 

Da  nun  Ea  alle  von  ea  verschiedenen  Einheiten  als  Faktoren  ent- 
hält,  so  enthält  es,  wenn  a  von  r  verschieden  ist,  auch  Cr]  dann  aber 
ist  [ßrEa]  (nach  60)  null,  also  auch  (nach  505)  der  ganze  Ausdruck, 
in  welchem  CrEa  vorkommt,  also  reducirt  sich  die  obige  Summe  auf 
das  Glied,  für  welches  a  =  r  wird;  da  aber  [CrEr]  =  1  ist,  so  erhält 
man  dann  den  obigen  Ausdruck  (nach  506} 

--:^4G4^)"]- 

Setzt  man  hierin  statt  ^  seinen  Werth  aus  (d),    so  wird  der  letzte 

Ausdruck 

=  kXer, 

Somit  gilt  die  Gleichung  514  i  für  jede  Einheit  Cr,  die  statt  c  ge- 
setzt werden  mag,  also  auch  für  jede  Yielfachensumme  dieser  Einheiten, 
S71  das  heisst,  für  jede  Grösse  c,  die  mit  x  f  von  gleicher  Gattung  ist. 
Also  ist  bewiesen,  dass  der  Ausdruck  (e)  für  dx  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  die  Gleichung  514  i  allgemein  löst. 

Anm.  In  der  erwähnten  Abhandlung  hat  Jacobi  (Grelle  2,  S.  364  { Werke  4, 
S.  25))  die  hier  gemachten,  durch  die  Vergleichungen  (a)  und  (b)  ausgedrückten 
Voraussetzungen  stillschweigend  gleichfalls  angenommen,  und  die  übrigen  Fälle, 
wo  diese  Voraussetzungen  nicht  eintreten,  gar  nicht  behandelt. 

Die  resultirenden  Formeln  (e)  oder  (f)  liefern  in  Form  der  gewöhnlichen 
Analysis  gekleidet,  dieselben  Gleichungen,  welche  Jacobi  dort  (Grelle  2,  S.  364  £f. 
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{Werke  4,  S.  26fF. })  aufstellt,  ohne  jedoch  den  Beweis  mitzutheilen.  Die  De- 
terminante, welche  aus  den  in  514  i  enthaltenen  2n  Zahlgleichungen  direkt  ab 
geleitet  wird,  enthält  doppelt  so  viel  Faktoren,  als  die  zur  Lösung  der  Gleichungen 
dienenden  Ausdrücke  erfordern;  es  lässt  sich  diese  Determinante  aber  als  Quadrat 
eines  Ausdrucks  darstellen,  der  zugleich  auch  in  den  sämmtlichen  Zählerdeter- 
minanten der  Brüche  Sx^^  .  .  .  9x^^  als  Faktor  auftritt.  Dieser  Ausdruck  hebt 
sich  daher  aus  den  betreffenden  Brüchen  weg,  und  es  bleiben  in  deren  Zählern 
Ausdrücke  übrig,  die  in  jedem  Gliede  nur  halb  so  viel  Faktoren  wie  die  ur- 
sprünglichen Zähler  enthalten,  und  welche  mit  deu  oben  in  (d*)  mitgetheilten 
Ausdrücken 

[^(aS^r'^J        (r  =  1....2n) 

genau  übereinstimmen.  Alle  diese  Umgestaltungen  sind  durch  die  oben  ange- 
wandte Methode,  welche  sich  von  selbst  darbietet,  vermieden. 

Der  Ausdruck  für  dx  steht  in  einer  merkwürdigen  Beziehung  zu  der  Be- 
dingungsgleichung von  Nr.  511,  wofür  sich  der  Grund  weiterhin  ergeben  wird. 
Es  bleibt  noch  übrig,  die  Methode  für  den  Fall  zu  ergänzen,  dass  die  durch  die 
obigen  Vergleichungen  (a)  und  (b)  dargestellten  Voraussetzungen  nicht  erfällt 
werden. 

616.     Fortsetzung.     Wenn  zwar,  vrie  in  der  vorigen  Nummer, 

aber 

ist,  so  liefert  die  Gleichung  515c,  welche  von  den  Voraussetzungen 
515a  und  b  unabhängig  ist,  für  k  den  Werth  Null.  Also  haben  wir 
nicht  mehr  auf  die  Gleichung  514  i  zurückzugehen,  da  diese  nur  für 
den  Fall,  dass  A^O  sei,  zu  einer  Lösung  der  Aufgabe  führte.  Es 
zeigt  sich  aber,  dass  {auch}  dann  {noch}  die  Gleichung  {515e,  also 
die  Gleichung) 

für  die  man  auch  die  Kongruenz 

setzen  kann,  die  Auflösung  der  Aufgabe  514  ergiebt,  das  heisst,  die 
Gleichungen  514  b  und  c  identisch  macht. 
Denn  dann  wird 

Xd«-^x[x(Ax)-] 

-.[X.(,tx)-]  [609] 

(d)  Xdar  =  0    .  [508]. 

Ferner  wird  aus  gleichem  Grunde,  wie  in  515, 


366  A,.     Abschnitt  II.    Kapitel  4.    §  3.    Nr.  616,  617. 

=  0 

nach  der  zweiten  Voraussetzung  (b).  Diese  Gleichung  gilt  für  jede 
Einheit  Cr  =  Tj,  . . .  Cg«,  also  auch  für  eine  beliebige  Vielfachensumme 
dieser  Einheiten,  also  auch  für  d' x,  da  dies  mit  x  von  gleicher  (Gat- 
tung, also  auch  aus  den  Einheiten  r,;...fa„  numerisch  ableitbar  ist. 
Es  wird  also 

[~^X,d'x.Sx'\  =  0, 

das  heisst^ 

,    X . d  ic.  8x  —  V  -  X.  dx ,  d  X  =  0. 

dx  dx 

d     __    9x  d  S*  X 

Es  ist  aber  j-  X-  y  =  dX   und    ,    X-  -,-  =  d'X,   (wobei  die 

dx         l^  dx  l^  '    ^ 

hinzugefugten  Nenner  l^  andeuten  sollen,  dass  die  Füllgrossen  öx  und 

d'x  iu  die  zweite,  das  heisst,  in  die  durch  Diiferenziatiou  entstandene 

Lücke  eintreten  sollen};  also  hat  man 

dX.d'x—  d'X,dx  =  0. 

Differenzirt  man  nun  die  Gleichung  (d)  nach  a,  während  t  als 
konstant  gesetzt  ist,  so  erhält  man,  da  d'  das  zu  dieser  Dilferenziation 
gehörige  Zeichen  war, 

d'X.dx  +  Xöä'x  =  0. 

Addirt  mau  diese  Gleichung  zu  der  vorigen,  so  hat  man 

dX,d'x  +  Xöö'x  =  0, 
das  heisst, 

(e)  ö{Xö'x)  =  0, 

das  heisst,  es   ist  Xd'x  von  t  unabhängig,   und  also,   da  (nach  514) 
Xdx  =  Xd'x  +  Xdx  .  dt  war,  und  Xöx  ==  0  ist, 

Xdx  =  Xd'Xy 

wo  der  letzte  Ausdruck  von  f  unabhängig  ist,   also  nur   von   2n  —  1 
Variabein  abhängt. 

Anm.  Die  Gleichung  (b)  ist  also  (unter  der  Voraussetzung  (a))  die  Be- 
373  dingungsgleichung  dafür,  dass  der  Ausdruck  Xdx  sich  unmittelbar  "t*  (ohfte  Hin- 
zutreten eines  Faktors)  in  einen  Ausdruck  transformiren  lasse,  der  nur  noch  2  n  —  1 
veränderliche  Zahlgrössen  enthält;  wenn  dagegen  die  Gleichung  (b)  nicht  erfüllt 
ist,  80  gelang  diese  Transformation  nur  vermittelst  eines  veränderlichen  Faktors, 
dessen  reciproker  Werth  oben  mit  N  bezeichnet  war.  Wenn  ins  Besondere  n  =  1 
ist,  das  heisst,  Xdx  die  Form  Xidx^  -\- X^doc^  hat,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung 
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als  Bedingungsgleichung  dafür,  dass  sich  X^dXi  -f  ^^^t  in  einen  Differenzial- 
ausdruck  Udu  mit  nur  einer  veränderlichen  Zahlgrösse  (u)  verwandeln,  also  sich 
allseitig  integriren  lässt.    Die  Gleichung 


UA  - « 


d 
sagt  aber  aus,  dass  j-  X  zwei  vertauschbare  {gebundene}  Lücken  enthält,  was 

mit  Nr.  486  stimmt. 

Ehe  ich  nun  zeige,  wie  die  Aufgabe  zu  lösen  ist,  wenn  auch  die  Ver- 
gleichung  (a)  wegfällt,  will  ich  noch  durch  Integration  der  Gleichung  515 e  die 
angedeutete  Transformation  wirklich  vollziehen,  wobei  ich  mich  der  Methode 
Jacobi's  (in  Grelle  17,  S.  138  {Werke  4,  S.  101})  bediene. 

517.     Fortsetzung.     Die  Kongruenz  oder  Gleichung 

(a)  d.^[x(Ax)'-']     oder    dx  =  ^^(^'^  x)""'] 

bestimmt  nur  die  Verhältnisse  der  DiflFerenzialquotienten  da:,, ...  dx^n'i 
wir  können  also  einen  derselben  willkürlieh  annehmen,  das  heisst,  wir 
können  t  beliebig  wählen. 

Setzen  wir  t  =  X2nf  so  wird  da:«„  =  1.  Setzen  wir  dann  für  den 
Augenblick  x,ei  +  •  •  •+  X2n—iCin—i  =  y,  so  wird  x  =  ij  -{-  ie^a  und 
da;  =  dy  +  e^nj  dann  erhält  man 

Hier  bestimmt  sich  f(  aus  der  Voraussetzung  öx%n  =  1;  setzt  man 
in  dieser  Gleichung  statt  dx2n  seinen  Werth  aus  olöd*,  so  erhält  man. 
zur  Bestimmung  von  fi  die  Gleichung 

WO 

J?2n  =  —  [CjCg  .  .  .  C^n-l] 

ist;  somit  erhalten  wir 

öy  =  2«  [X  (A  X)"-']  :  [x  (^  x)-'^.  J      -  e,,. 

Hier  ist  die  rechte  Seite  eine  Funktion  von  x,  also  von  y  und  /; 
und  es  kann  daher  diese  Gleichung  nach  der  Methode  494  integrirt 
werden.     Es  ergab  sich  y  (nach  494  c)  in  der  Form 

y  =:  a  +  tq),  374 

wo  g)  noch  wieder  eine  Funktion  von  a  und  /,  das  heisst  von  x  ist, 
und  wo  a  der  Werth  ist,  den  t/,  und  also  auch  x,  für  ^  =  0  annimmt. 
Die  Formel  494  d  lehrte  zugleich  a  als  Funktion  von  y  und  t, 
das  heisst,  hier  als  Funktion  von  x  finden.  Dann  wird  ä'Xy  da  d' 
die  DifFerenziation  nach  a,  wobei  t  konstant  war,    bedeutete,    gleich 
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2[f  X.erdx]^—  JXe,[(;^''^  gezeigt,  von  t  un 
*  -.  .//  wir  daher  statt  X  und 

>//f»ii,  X(a:),  N(a:)  schreiben, 
nach  der  zweiten  Vorwwaetzung  (b).  ^      w.     v  y 

Einheit  er  —  r^, . . .  6k«,  also  auch        ^^^t^'^) 
dieser  Einheiten,  also  Mtth  fl*-         '   /v(^) 

tung,  also  auch  au  den  ^  ^^  ^on  ^  uiiabhüngig  ist,  so  niuss  es 

Es  wird  also  .o^'    ^/^o  luuss  er  denselben  Werth  behalten, 

^.. /*'"  "^-^^  (/iesem  Falle  y  ^^  a  wird,  und  also  au*:li 
das  heiflrt^  .    ,^>/i^M  so  erhalt  man 

:  ^^^         A'^J'a:        X(a)da 

T  V^^'*"  ^  ^®^'  Xrfx  ==  Xd'r  ^-  0,  also  erhillt  man 

hj  v/-  ""'■      '  X(a)do  =  0, 

/  ttay^  ^^^  Xr^rt;  =s  0;  und  zwar  ist  in  jener  a  aus  den 
,//«•  ^^'"^    .  tf,«-i  ableitbar,  also  nur  von  2«  —  1  veränderlichen 
;i,V/'''^{fJ^'abhängig,  was  verlangt  war. 

i^'^         ^xr  hätten  dem  Satse  in  491,  den  wir  hier  benuteten,  für  den  hier 

^"deB  2weck  auch  die  Form  geben  können:   Wenn  x  aus  mehreren  (m) 

röf''^^  fthloitbar  ist,  und  dx  •    f{x)  gegeben  ist,  so  wird  diese  Kongruenz  in- 

^   'tt  durch  eine  Funktion  F{x)  von  a;,  welche  einer  aus  »«  —  1  Einheiten  ab- 

^^%^Aren  Konstanten  a  gleich  gesetzt  ist;  und  ins  Besondere  kann  mun  dieser 

•  f  iffirenden  Gleichung  F{x)  =  a  (welche   m  —  1   Zahlgleichungen  enthält)  die 

,       ^ben,  dass  a  derjenige  Werth  wird,  welchen  x  für  den  Fall  annimmt,  dass 

iue  der  Ableitzahlen  von  x,  zum  Beispiel  a:^^^,  null  wird. 

lu  dieser  Form  werde  ich  den  Satz  iu  der  Folge  benutzen,   indem  ja   der 

jjcweiH  des  Satzes  in  dieser  veränderten  Form,  ^anz  in  dem   oben  Gesagten  fut- 

lialten  ist.    Um  nun  die  vorliegende  Aufgabe  autth  für  den  bislier  ausgeschlossenen 

Kall  lösen  zu   können,  will  ich   noch   einen  Hültssat/.  voranstellen,   welcher  auch 

an  sich  von  Interesse  ist. 

376         518.     Wenn 

[A-Cix)-]-" 

ist,  so  ist  auch 

Beweis.  1.  Die  Lücken  des  ersteren  dieser  Ausdrücke  werden 
durch  2h  +  I,  die  des  letzteren  durch  2w  +  2  Faktoren  ausgefüllt. 
Idi  zeige  nun  zuerst,  dass  der  zweite  Ausdruck  iiacli  Ausfüllung  seijier 
Lücken  durch  beliebige  2n  +  2  Faktoren  ^/,,  a^, ...  «^«-i-s  sich  als  Viel- 
fachensumme von  Ausdrücken  der  ersten  Art  darstellen  lässt. 

Ich  gehe,  um  beide  Arten  von  Ausdrücken  zu  vermitteln,  von 
dem  Ausdrucke 
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'.    Ich  will  zu  dem  Ende  mit  Fr  das  Produkt  der  von  a^  verschie- 
»n  Grössen  a,, ...  a2„_j-2  bezeichnen,  und  zwar  dies  Produkt  so  ge- 
len,  dass 

\arFr'\  =  [a^Og . . .  a2n+a] 

^iid  ebenso  mit  jPr, «  das  Produkt  der  von  a^  und  a,  verschiedenen 
unter  jenen  Grössen  und  zwar  so,  dass 

sei.     Dann  wird  der  obige  Ausdruck 

-^».[G^i-)-"«.-f.]- 

Hierzu  können  wir,  da  [fl^ii^b],  wenn  6^1  ist,  nothwendig  den 
Faktor  a^  zweimal  enthält,  also  in  diesem  Falle  (nach  505)  der  obige 
Ausdruck  null  wird,  sobald  wir  a^F^^  statt  a^F^  und  gleichzeitig  Xa^ 
statt  Xttj  schreiben  würden,  noch  beliebig  viele  Ausdrücke  dieser  Art 
hinzufügen;  und  wir  erhalten  den  obigen  Ausdruck 

=2x«.[{Ax)-a,F.], 

WO  sich  die  Summe  auf  alle  Werthe  6  =  1, ...  2«  -|"  2  beziehen  soll. 
Dieser  Ausdruck  ist  aber  {(nach  510) 

-2x».[a'ix.„,[(j^x)V.]] 

und  das  ist  wieder  (nach  504)} 

wenn  Fa,  o  die  oben  angegebene  Bedeutung  hat,  das  heisst, 

[abflo^b,  a]  =  [^102  •  •  •  «2«+2]  , 

also  [aflJ?b,Q]  =s  i^b  ist,  woraus  folgt,  dass  a  von  6  verschieden  sein 
muss  und  daher  {für  jeden  der  2n  +  2  Werthe  von  6}  nur  2n  +  1 
verschiedene  Werthe  annehmen  kann. 

Fassen  wir  jetzt  (nach  509)  den  ersten  und  dritten  der  unter  dem 
Summenzeichen  stehenden  Faktoren  zusammen,  {das  heisst,  führen 
wir  bei  festgehaltenem  a  die  Summation  nach  6  aus,)  so  erhalten  wir 
den  gefundenen  Ausdruck  (nach  509) 

wo  {a  jetzt  alle  Werthe  1, .  .  .  2n  +  2  zu  durchlaufen  hat,  und  wo} 
das  Minus-Zeichen  zu  setzen  ist,  weil  aus 

Orftiarnftim,  Werke.   L  8.  24 
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folgt;  dass 

ist;  und  also  nach  dem  Princip  der  obigen  Bezei'chnung  JPa  ""  —  [^6 -^6. «] 
sein  muss.     Die  gewonnene  Formel  ist  also 

w  ^'M^r''^".]  -  -2[h x..,*][x(Äx)v.], 

WO  nach  dem  Obigen  F^  ein  Produkt  ist,  dessen  Faktoren  aus  einer 
beliebig  gewählten  Faktorenreihe  a^^Os, ...  Otn+t  genommen  sind,  und 
zwar  SO;  dass  ausser  Ua  alle  Faktoren  dieser  Reihe  darin  vorkommen 

und  [aai^a]  "»  bh^  •••  ^sn+a]  ist 
2.  Wenn  nun 

ist;  SO  ist  auch  die  rechte  Seite  der  Formel  (a)  null;  also  auch  die 
linke.    Also  müsste  entweder  Xa^  oder 

das  heisst; 

null  sein.  Sollte  das  erstere  der  Fall  seiu;  so  könnte  man  statt  a^ 
irgend  eine  andere  der  Grossen  a^;  aj; . ..  a^^+s  setzen;  und  wenn  auch 
nur  für  eine  derselben  ar  das  Produkt  Xür  ^  0  wird,  so  ergiebt  sich 
schon  der  zweite  Faktor 

gleich  Null.     Sollten  aber  Xa^^  Xci^, ,,.  Xa^n-^-i  sämmtlich  null  seiu; 

d_ 
dx 


so  würde  auch  ^  {Xür)  für  jeden  Index  r  null,  also  auch 


d  ^ 

dx 

{null  für  jeden  Index  r  und  s^]  also  auch 

gleich  Null.     Dieser  Ausdruck  ist  also  für  jede  Faktorenreihe  a^ ,  ... 
ö2ii+2  gleich  Null,  also  (nach  506) 

selbst  gleich  Null. 

619.     Fortsetzung  der  Aufgaben  514 — 517.     Es  sei,  wie  in 
514,  die  Zahlgleichung 
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(a)  Xdx  =  0 

betrachtet,  in  welcher,  wie  dort,  x  aus  einem  Systeme  von  m  Einheiten 
ableitbar  ist.  Immer  wird  sich  ein  Werth  n  von  der  Art  angeben 
lassen,  dass 

(b)  [x(Ä2)"]-0 

(c)  [ArA"]^o' 

sei. 

Denn  die  Vergleichung  (c)  wird  immer  erfiiUt,  wenn  n  =  1  ist, 
wo  sie  sich  auf  [X]  ^  0  reducirt;  und  die  Gleichung  (b)  wird  immer 
erfüllt,  wenn  2n+l>m  ist;  denn  dann  wird  zwischen  jeden  2n-|-l 
Grössen,  welche  die  Lücken  des  Ausdruckes 

auszufüUen  vermögen,  eine  Zahlbeziehung  herrschen,  weil  sie  aus 
weniger  als  2n  +  1,  nämlich  aus  m  Einheiten  numerisch  ableitbar 
wären,  folglich  giebt  jener  Ausdruck  mit  jeden  2n  +  1  Grössen,  die 
seine  Lücken  füllen,  multiplicirt  (nach  505)  Null;  also  ist  er  selbst 
null  (nach  506).     Dies  tritt   also  stets    ein,  wenn   2n  +  1  >  m,   das 

heisst,  n>y(w — 1)  ist,  folglich* muss  es  zwischen  1  und  -r-C^^"!"!) 
{bei  geradem  m  sogar  zwischen  1  und  y^?  ^^^  Gränzen  stets  mit  ein- 
geschlossen, }  einen  Werth  n  geben,  für  welchen  die  obigen  Vergleichungen 

(b)  und  (c)  erfüllt  sind.    { Da  endlich  aus  dem  Verschvrinden  des  Ausdrucks 

augenscheinlich  das  Bestehen  der  Gleichung  (b)  folgt,  so  wird  es 
auch  nur  einen  solchen  Werth  n  geben. }  Dieser  Werth  sei  für  n  an- 
genommen. 

Nun  kommt  es  (nach  514)  darauf  an,  die  Gleichung 

2\_^X,e,8x\  —  lXes  =  0 

für  jedes  s  von  1  bis  m  zu  erfüllen;  indem,  sobald  diese  erfüllt  ist, 
und  k  nicht  null  ist,  die  Gleichung  (a)  durch  die  Gleichung 

N      ~^' 

ersetzt  wird,  in  welcher  die  linke  Seite  nicht  mehr  von  t  abhängt  und 
N  durch  die  Formel  514(1)  bestimmt  ist. 

Bezeichnen  wir  der  Kürze  wegen  mit  6?,  den  Ausdruck 

G,  =  2\J-^X,e,8x\  —  XXcs, 

24* 
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80  können  wir  die  obigen  Gleichungen  sehreiben 

0  =  Gj  =  G2  =*  •  •  •  =  Gm . 

Nun  zeige  ich,  dass,  wenn  m>2n  ist,  zwischen  jeden  2n  +  1  ^^ 
Grössen  G^,  ...  Gm  eine  ZaMbeziehung  herrscht.  Angenommen,  es 
878 herrsche  zwischen  den  2n  Grössen  (t,,...(t8„  f  noch  keine  Zahl- 
beziehung, so  zeige  ich^  dass  jede  der  übrigen  Grössen,  zum  Beispiel 
Gm,  sich  als  Vielfachensumme  von  G^,...  Gtn  darsteUen  lasse. 

Bezeichnen  wir  mit  E  das  Produkt  [e^e^  . . ,  e%n^  ^ind  mit  Fa  das 
Produkt  aller  von  Ca  verschiedenen  Faktoren  des  Produktes  J?,  imd 
zwar  in  dem  Sinne,  dass  [<?a-Fo]  =  E  sei,  und  bezeichnen  wir  endlich 
mit  Ua  den  Ausdruck 

[(Äx)>.], 

so  wird,  wenn  man  die  folgenden  Summen  auf  die  Werthe  1,  2, ...  2 n 
und  ntj  welche  a  nach  und  nach  annehmen  soll,  bezieht, 

was  nach  dem  Begriffe  der  durch  die  scharfen  Klammem  bezeichneten 
Produkte 

=  -  2(2«  +  l)[{^-x)"-'öx  .e]  -  A(2n  +  l)[x  (A  x)-^;] 
ist.     Nun  ist  (nach  b) 

[^(Ä^)"]=°. 

und  also  (nach  f)18)  auch 

[(/,^n-o, 

also  wird  die  ganze  rechte  Seite  gleich  Null,  also  auch 

2JaaGa  =  0, 

das  heisst,  zwischen  den  Grössen  (r, ,...G2n  und  Gm  und  überhaupt 
zwischen  jeden  2n -\-  1  der  Grössen  G^y,,.Gm  herrscht  eine  Zahl- 
beziehung. Es  werden  also  unter  ihnen  2n  angenommen  werden  können, 
etwa  Gl, ...  G2ny  aus  denen  die  übrigen  numerisch  ableitbar  sind. 

Wenn  also  die  Gleichungen  Gj  =  0,  ...,  (t2«  =  0  erfüllt  sind,  so 
werden  auch  die  übrigen  bis  G,n  =  0  erfüllt.  Also  können  wir  auch 
von  den  Grössen  d:r, , ...  dx,u,  deren  Verhältnisse  aus  den  Gleichungen 
6fj  =  0, . . .,  Gm  =  0  bestimmt  werden  sollen,  die  Grössen  dji'gn-f-i^  •  •  • 
äx,n  willkürlich  annehmen,  zum  Beispiel  alle  gleich  Null,  das  heisst, 
wir  können  X2n-{-i,  - "  x„t  in  Bezug  auf  die  durch  d  ausgedrückte 
Dilferenziation  als  konstant  ansehen.  Dann  haben  wir  also,  immer 
ttntcr  der  Voraussetzung,  dass  A^O  sei^  die  Gleichungen   G^  =  0^  .  . ., 
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G2«  =  0  mit  nur  2w  Variabein  (indem  wir  X2n-\-if-sCm  noch  als 
konstant  setzen)  f  und  mit  der  Bedingung  379 

[xG4x)-]^o. 

Dann  erhalten  wir  also  (nach  515) 

(d)  da;^[x(Ax)"-V.. .....] 

oder 

dx  =  ii[x{^-Xy'''e,.,.e2n] 

als  eine  Grösse,  die  die  Gleichungen  (?!  =  0, ...,  62»  =  0,  und  also 
auch  (wie  soeben  gezeigt)  die  Gleichungen  G^  =0, ...,  G^  =  0  erfüllt, 
and  also  auch  den  Ausdruck  Xö'xiN  von  t  unabhängig,  und  Xdx 
null  werden  lässt. 

Integrirt  man  diese  Kongruenz  nach  der  Methode  von  Nr.  517 
(vergl.  Anm.)  durch  eine  Gleichung  von  der  Form   F{x)  =  6,   wo   6 

denWerth  bezeichnet,  welchen  a^i^i-J h  ^«n-i^sn—i  für  ^  =  0:2«  =  0 

annimmt,  und   setzt   a  =  6  +  ^2«+i^2»  +  i  H h  x^etn,   so   wird,   da 

a^2n+i,  ..•  a^m  von  t  Unabhängig  sind,  a  der  Werth,  den  x  für  ^  =  0 
annimmt;  und  da  dann  vermöge  der  Gleichungen  G^  =  ••  •  =  6rTO  =  0, 
die  Grösse  Xd'xifi  von  t  unabhängig  wird,  so  erhält  man  aus  dem- 
selben Grunde,  wie  in  517,  X{a)da  =  0  als  die  Gleichung,  welche  die 
Gleichung  Xdx  =  0  oder  X{x)dx  =  0  ersetzt,  und  welche  nur  noch 
von  m  —  1  veränderlichen  Zahlgrössen,  nämlich  von  den  Zahlgrössen, 
durch  welche  a  aus  den  Einheiten  e^, ...  f2/i— 1,  ^2n-f-ij  •  • .  ^m  ableitbar 
ist,  abhängt. 

Es  war  auch  hier  noch  vorausgesetzt,  dass  A  ^  0  war.  Diese 
Voraussetzung  können  wir  ersetzen  durch  die  Voraussetzung,  dass 

sei.  Nämlich,  man  kann  aus  den  Gleichungen  G^  =  ö^j  =  •  •  •  =  6r2rt  =  0, 
ganz  wie  in  515,  die  Gleichung  (die  dort  mit  (c)  bezeichnet  war,  nämlich) 

4x(/iX)-a]--2[(ix)-]d«,   , 

ableiten;  setzt  man  ins  Besondere  r  =  2«,  so  wird  dxr  =  dx^n  =  ^j 
und  man  erhält 

Ist 'also 

[{fA] 

von  Null  verschieden,  so  muss  auch  A  von  f  Null  verschieden  sein.    880 
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Es  ist  also  nur  noch  der  Fall  zu  herücksichtigen,  tw 

ist.  Ist  aber  diese  Gleichung  erfüllt,  so  ergiebt  sich  leicht,  dass  die 
Gleichung  (d)  gleichfalls  der  Aufgabe  genügt.  Denn  es  ergiebt  sich 
dann,  wie  in  516  d,  dass  Xdx  =  0  sei,  ebenso  ergiebt  sich: 

was  sich  ganz,  wie  der  entsprechende  Ausdruck  in  515,  umwandelt  in 

--^2'x-[(/jX)'e.B.]. 

WO  [Cfli^fl]  =  [^1  ...  e$n\  und  s  jede  der  Zahlen  1, . . .  w  sein  kann.  Die 
rechte  Seite  ist  nach  der  gemachten  Voraussetzung  null.     Also 

WO  statt  €t  jede  der  Einheiten  Ci,...rm;  also  auch  jede  Vielfachen- 
summe  derselben,  also  auch  d'x  gesetzt  werden  kann,  somit  erhält  man 

U-  X,  d'x . dx\  =  0, 

und  hieraus  ergiebt  sich,  wie  in  516, 

d(Xd'x)  =  0    und     Xdx=Xd'x. 

Also  hat  sich  der  Satz  ergeben: 
Wenn  in  der  Zahlgleichung 

(a)  Xdx  =  0, 

in  ivelcher  X  eine  Funktion  von  x,  und  x  aus  den  Einheiten  €^,,..em 
durch  die  Zahlen  Xi,.,,Xm  ableitbar  ist,  die  Grösse  X  die  Eigenschaft 

hatj  dass  für  irgend  einen  Werth  w,  der  kleiner  als   ^   ist, 

mid 

ist,  so  lässt  sich  jene  Gleichung  (a)  ersetzen  durch  eine  Gleichung 
381  (e)  Ada  =  0, 

in  welcher  a  aus  m  —  1  Einlieiten  ableitbar  ist,  das  heisst,  nur  w  —  1 
veränderliche  Zahlen  einschliesst,  und  A  dieselbe  Funktion  van  a,  tvic  X 
von  X  ist.  Und  zwar  findet  man  die  Grösse  a  durdi  Integration  der 
Gleichung 

•  (d)  Sx  =  ^[x(^x)"'"^i  ...  ejj, 
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in  welcher  d  den  Differengialquotienten  nach  einer  der  Variabein  x^, ,., 
x%nf  intim  Beispiel  nach  x^n,  bedeutet,  und  also  Sxin=i  ist,  wodurch 
sich  fi  bestimmt,  und  in  welcher  a^sn+i,  ^«»-i-«,  • .  •  ^m  als  konstante  Grössen 
behandelt  werden,  [ Dabei  wird  vorausgesetzt,  dass  die  Einheiten  Ci,  ,,,e%n 
so  gewäJdt  sind,  dass  der  Faktor  von  fi  auf  der  rechten  Seite  von  (d) 
nicht  verschwindet] 

Wenn  nun  in  diesem  Sinne  die  Gleichung  (d)  durch  eine  Gleichung 
von  der  Form 

(f)  F(x)  =  b 

integrirt  wird,  wo  b  den  Werth  bezeichnet,  den  a^i^i  +  •  ••  +  x%n—\e%n—i 
für  iCg«  =  0  annimmt,  so  ist 

(g)  «  =  F{x)  +  a:sj„+ie2n+i  H h  ^m^m, 

also  a  aus  den  Einheiten  e^,..,  e^n-i,  ^sn+i, . . .  <?m  ableitbar. 

620,  Zusatz  1.  Wenn  in  der  vorigen  Nummer  nur  die  Glei- 
chungen (a)  und  (b)  erfüllt  sind,  aber  nicht  die  Vergleichung  (c),  so  lässt 
sich,  mag  nun  m^=^2n  oder  >  2n  sein,  gleichfalls  die  Gleichung  (a)  auf 
m  —  1  veränderliche  Zahlgrössen  zurückführen  und  zwar  auf  eine  Glei- 
chung der  Form  Ada  =»0,  wo  A  dieselbe  Funktion  von  a,  wie  X  von  x, 
und  a  aus  m  —  1  Einheiten  ableitbar  ist 

Beweis.     Denn,  wenn  auch 

sein  sollte,  so  muss,  da  doch  schliesslich  [X]  ^  0  ist,  sich  ein  Zahl- 
werth  n  <n  finden  lassen  von  der  Art,  dass  die  Vergleichungen  (b) 
und  (c)  gelten,  sobald  man  n  statt  n  setzt.  Da  nun  m  >  oder  =  2n 
war,  so  ist  m  stets  >  2n,  also  kann  man  dann  nach  dem  vorigen 
Satze  die  Gleichung  Xdx  «=  0  gleichfalls  auf  m  —  1  veränderliche 
Zahlgrössen  zurückführen,  und  so  weiter. 

{ A  n  m.    Bei   ungeradem   m   kann   nach   519    auch   n  =»  —  (m  -|-  1) ,    also 

m  B»  2n  —  1  sein.  Nur  für  diesen  Fall  ist  die  Zurückführnng  der  Gleichung 
Xdx'^O  auf  m — 1  Teränderliche  Zahlgrössen  nicht  geleistet;  sie  ist  nämlich 
dann,  wie  sich  unten  (525  Anm.)  zeigen  wird,  überhaupt  nicht  möglich. } 

521.  Zusatz  2.  Ins  Besondere  kann  man,  wenn  n»  =  2n  ist, 
stets  die  Gleichung  Xdx  =  0  auf  m  —  1  veränderliche  Zahlgrössen  zur 
rückführen. 

Beweis.     Denn    dann  gilt   die   Gleichung  (b)   stets   (nach   519); 
und  wenn  dann  auch  die  Vergleichung  (c)  gilt,  so  findet  f  die  Zurück- 382 
führung  (nach  517)  statt;  wenn  jene  Vergleichung  aber  nicht  gilt,  so 
geschieht  sie  nach  520. 
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522.  Wenn  die  Gleichungen  (a)  und  (b)  in  demselben  Sinne  une 
in  519  gelten,  so  kann  man  die  Gleichung 

XdX'^0 

allemal  auf  2n  —  1  veränderliche  Zahlgrössen  mrückfiihren^   und  zwar 

auf  die  Form 

Ada  =  0, 

wo  A  dieselbe  Funktion  von  a,  wie  X  von  x  ist,  und  a  aus  2n  —  1 
Einheiten  cibleifbar  ist,  das  heissi,  nur  noch  2n  —  1  veränderliche  jZahV- 
grossen  einschliesst. 

Beweis.  Es  soll  hier  nicht  bloss  der  Satz  erwiesen,  sondern 
auch  gezeigt  werden,  wie  die  neue  Variable  a  als  Funktion  von  x  ge- 
funden werden  kann. 

Nach  520 "kann  man  {wenn  m  >  2n  ist)  XdX'^O  durch  eine 
Gleichung  von  der  Form  A^da^^^O  ersetzen,  wo  a^,  was  aus  m  —  l 
Einheiten  ableitbar  ist,  eine  bekannte  Funktion  von  x,  und  A^  die- 
selbe Funktion  von  a^  ist,  wie  X  von  x.  Da  nun  die  Gleichung  (b) 
für  jeden  Werth  von  x  gilt,  also  auch,  wenn  man  aj  statt  x  setzt,  so 
erhält  man 

[A(a^A)-]-o. 

Wenn  also  noch  m  —  1  (die  Anzahl  der  Einheiten  aus  denen  a^ 
ableitbar  ist)  grösser  als  2n  ist,  so  kann  man  abermals  die  Methode 
in  519  oder  520  anwenden,  und  erhält  dann  eine  Gleichung  der  Form 
-^grfaj  «==  0,  wo  «2,  was  aus  m  —  2  Einheiten  ableitbar  ist,  eine  be- 
kannte Funktion  von  a,,  also  auch  von  x  ist,  und  A^  dieselbe  Funktion 
von  02  f  wie  A^  von  a,,  also  auch  wie  X  von  x  ist.  Auf  diese  Weise 
kann  man  fortfahren,  so  lange  noch  die  Anzahl  der  übrig  bleibenden 
veränderlichen  Zahlgrössen  grösser  als  2n  ist;  ja  (nach  521)  auch 
noch,  wenn  diese  Anzahl  =  2n  ist.  Durch  dieses  Verfahren  reducirt 
sieh  die  Anzahl  der  veränderlichen  Zahlgrössen  auf  2n  —  1.  Wenn 
dann  die  so  resultirende  Gleichung  die  Gleichung  Ada  =  0  ist,  so  ist 
also  a  aus  2n  —  1  Einheiten  ableitbar,  imd  eine  bekannte  Funktion 
von  X,  und  A  ist  dieselbe  Funktion  von  a,  wie  X  von  x. 

{Ist  w  =  2n —  1,  so  besitzt  die  vorgelegte  Gleichung  Xdx  =  0 

schon  von  vornherein  die  verlangte  Form.} 

383  Anm.     Dieser  Satz  enthält  die  allgemeinste  Lösung  der  in  514  begonnenen 

Aufgabe  der  Zurückführung    auf  eine  möglichst   geringe  Anzahl    veränderlicher 
Zahlgrössen.     Dass,  wenn 

ungleich  Null  (519c)  ist,  sich  auch  Xdx  nicht  auf  weniger  als  2n  —  1  veränder- 


Zaröckfahrung  von  Xdx  «-  0  auf  2n  —  1  Zahlgrössen.  —  Der  Ausdruck  Xdx.   377 

liehe    Zahlgrössen   zurückführen   lässt,    werde   ich   unten   gelegentlich    beweisen 
{ vgl.  Nr.  626  Anm. } . 

Noch  bemerke  ich,  dass  man,  statt  i  =  a;^^  zu  setzen,  es  auch  gleich  irgend 

einer  Funktion  der  veränderlichen  Zahlgrössen  hätte  setzen  können.  Dann  hätte 
man  nur  eine  der  letzteren,  zum  Beispiel  x^^ ,  durch  t  und  die  übrigen  Variabein 

auszudrücken  und  diesen  Ausdruck  in  die  gegebene  Gleichung  einzuführen,  und 
dann  ganz  die  vorher  angegebene  Methode  zu  befolgen.  Ins  Besondere  kann  man, 
wenn  die  Integration  eine  Funktion    ergeben  würde,    die   für   ajg^sssO   unstetig 

wäre,   t=sx^j^ — c   setzen,   wo    c   eine   Eonstante    bezeichnet;    indem   dann   für 

t  =-  0,  «2^  =  0  wird  und  c  so  gewählt  werden  kann,  dass  jene  Funktion  in  *  =»  0, 

das  heisst,  in  a;^^  =»  c  stetig  sei. 

623.  Aufgabe.  Den  numerischen  Ausdruck  Xdx,  in  toelchem  X 
eine  Funktion  der  extensiven  Grösse  x  ist,  unter  der  Voraussetzung,  dciss 

ist,  auf  die  Form 

Xdx  =  Uidu^  +  •  •  •  +  Undun, 

wo  Ui,  ..^UnjUi,  ,..Un  Zahlgrösscn  sind,  mrückmführen. 

Auflösung.  Man  kann  (nach  522)  die  Gleichung  Xdx  =  0  auf 
2n —  1  veränderliche  Zahlgrössen  zurückführen,  welche  bekannte  Funk- 
tionen von  X  sind.  Eine  beliebige  dieser  veränderlichen  Zahlgrössen 
sei  mit  u^  bezeichnet,  so  ist  u^  gleichfalls  eine  bekannte  Funktion 
von  X.  Nun  sei  w,  konstant  gesetzt,  so  bleiben  nur  noch  2»  —  2 
veränderliche  Zahlgrössen  übrig.  Folglich  können  wir  (nach  521)  die 
erhaltene  Gleichung  (welche  nach  den  obigen  Sätzen  stets  die  Form 
Ada=^0  hat)  auf  2n — 3  veränderh'che Zahlgrössen  zurückführen,  welche 
bekannte  Funktionen  der  obigen  2n  —  1  Veränderlichen,  und  also  auch 
bekannte  Funktionen  von  x  sind;  eine  derselben  sei  mit  1*2  bezeichnet, 
und  sei  u^  konstant  gesetzt,  so  hat  man  nur  noch  2w  — 4  veränder- 
liche Zahlgrössen,  welche  sich  auf  2«  —  5  solche  zurückführen  lassen, 
und  so  weiter. 

Hat  man  diese  Methode  r  mal  angewandt,  so  nämlich,  dass  man 
nach  und  nach  die  Grössen  U] ,  t/2 ;  •  •  •  ^r?  welche  sämmtlich  bekannte 
Funktionen  von  x  sind,  konstant  gesetzt  hatte,  so  bleiben  nur  noch  384 
2(n  —  r)  —  1  veränderliche  Zahlgrössen  übrig.  Setzt  man  also  r  «=  n  —  1, 
so  bleibt  nur  noch  eine  veränderliche  Zahlgrösse  übrig  und  die  resul- 
tirende  Gleichung  hat  die  Form  UndUn  =  0,  wo  Un  nur  von  der 
variabeln  Zahlgrösse  ii„  abhängt.  Setzt  man  also  auch  Un  gleich  einer 
Konstanten,  so  werden  jetzt  alle  Dififerenzialgleichungen,  also  nament- 
lich auch  die  erste  Xdx  =  0  erfüllt,  wenn  die  Funktionen  ?*,,  t<2, . ..  «» 
Eonstanten  gleich  gesetzt  werden,  also  lässt  sich  nach  der  Methode 
{von  Nr.}  502  {der  Ausdruck}  Xdx  in  der  Form 


i 
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Xdx  =  Djdw,  H h  UndUn 

darstellen;  und  die  Aufgabe  ist  gelöst. 

524.  Der  numerische  Ausdruck  Xdx,  in  welchem  X  eine  Funktion 
der  extensiven  Grösse  x  ist,  ist  dann  und  nur  dann  auf  eine  Summe  van 
n  Gliedern  der  Form  üdUy  wo  U  und  u  Zahlgrössen  vorstellen,  zurück- 
führbar^  wenn 

w  [^G4x)"]-o 

ist 

Beweis.  Wenn  die  Gleichung  (a)  erfüllt  ist,  so  ist  die  genannte 
ZurückfÜhrung  von  Xdx  auf  n  Glieder  der  Form  Udu  (nach  523) 
ausführbar,  und  wenn  umgekehrt  diese  ZurückfÜhrung  möglich  ist^  so 
wird  (nach  511)  die  Gleichung  (a)  erfüllt. 

525«  Zusatz.  Wenn  x  aus  2n  EinJieiten  ableitbar  ist,  so  lässt 
sich  Xdx  allemal  auf  n  Glieder  der  Form  Udu,  wo  U  und  u  Zahlen 
sind,  eurückführen. 

Beweis.  Denn,  wenn  x  aus  2n  Einheiten  ableitbar  ist,  so  ist  die 
Gleichung 

(nach  519)  stets  erfüllt,  und  also  Xdx  (nach  524)  auf  n  Glieder  der 
Form  Udu  zurückführbar. 

Anm.     Es  folgt  aus  dieBcn  Sätzen  sogleich,  dass,  wenn 

von  Null  yerschieden  ist,  sich  auch  die  Gleichung  Xdx  =  0  nicht  auf  weniger 
als  2n  —  1  veränderliche  Zahlgrössen  zurückführen  lasse.  Denn  Hesse  sie  sich 
auch  nur  auf  2h  —  2  solche  zurückführen,  und  wäre  Ada  =  0  die  so  erhaltene 
385  Gleichung,  so  Hesse  sich  (nach  525)  Ada  auf -f-  n  —  1  Glieder  der  Form  Udu 
zurückführen.  Aber  da  die  Gleichungen  X Jx  «=  0  und  Ada=^0  sich  gegenseitig 
ersetzen,  so  können  sie  sich  nur  durch  einen  Zahlfaktor  unterscheiden.  Es  sei 
Xdx=r=  UAda,  so  wird  nun  auch  Xdx  auf  n —  1  Glieder  der  Form  Udu  zurück- 
geführt sein;  also  (nach  511) 


[^(Ä --)■"]=« 


sein,  was  mit  der  Voraussetzung  streitet.  Also  lässt  sich  unter  der  gemachten 
Voraussetzung  die  Gleichung  Xdx  «=  0  nicht  auf  weniger  als  2n—  1  veränder- 
liche Zahlgrössen  zurückführen. 

Es  bildet  diese  Bemerkung   eine   schon    oben   ( Nr.  522  Anm. }  angedeutete 
Ergänzung  zu  dem  Satze  522. 

526.     Aufgabe.     Die    Zahlgleichung    Xdx  =  0,    in    welcher  X 
Funktion  der  extensiven  Grösse  x  ist,  vollständig  jsu  integriren. 
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Auflösung.     Es  lässt  sich   (nach  519)   stets   ein   {eindeutig  be- 
stimmter} Werth  n  von  der  Art  angeben,  dass 

[x(Ax)-]_o,    [x{±x)-']^o 

sei.  Dann  lässt  sich  (nach  523,  524)  Xdx  stets  auf  n  (aber  nicht 
auf  weniger  als  «)  Glieder  der  Form  Udu  (wo  U  und  u  Zahlen  sind) 
zurückführen.     Es  sei 

Xdx  =  CTjrfM,  -j 1-  Undun  =  0, 

so  suche  man  zu  der  Gleichung  Uidui  -{-...+  Undun  =  0  (nach  503) 
die  sämmtlichen  integrirenden  Vereine  von  je  n  Gleichungen,  so  in- 
tegriren  diese  Vereine  auch  die  mit  jener  identische  Gleichung  Xdx  =  0. 

527.     Zusatz.     Die  Gleichung 


[ML^n-o 


ist  die  nothwendige  aber  auch  ausreichende  Bedingungsgleichung  dafür, 

dass  sich  die  Gleichung  Xdx  =  0  durch  Vereine  von  je  n  Gleichungen 

integriren  lasse. 

Anm.  Nach  500  ist  mit  der  vollständigen  Integration  der  Zahlgleichung 
Xdx  1=  0  zugleich  die  der  partiellen  DifiPerenzialgleichungen  erster  Ordnung  voll- 
endet; während  die  Integration  der  partiellen  DifiPerenzialgleichungen  höherer 
Ordnung  (nach  501)  auf  die  Integration  der  extensiven  Gleichung  Xdx  =»  0  zu- 
rückführte, welche  wir  hier  ausgeschlossen  haben. 
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der  gebrauchten  Kunstausdrücke  mit  Angabe  der  Nummer,  in 

welcher  sie  erklärt  sind. 


Nr. 

Abgeleitete  Funktion 435 

Ableitung,  numerische 1 

„           von  Funktionen    .    .    .  392 

Ableitungszahlen 5 

Absolute  Einheit 3 

Absurde  Reihen 456 

Addition  extensiver  Grössen  ...  6 

Aechte  Reihen 454 

Aeussere  Multiplikation 78 

Algebraische  Multiplikation  .   .    .  364 

Allseitig  normal 152 

„         integrirbar 483 

Bestimmungsgleichungen    ....  48 

Bezügliches  Produkt 94 

„  „        von  Lücken- 

ausdrückeu 504.  506 

Bruch  mit  n  Nennern 377 

Circulärc  Aonderung 154 

Determinante 62 

Differenz  einer  Funktion     ....  428 

„         höherer  Ordnung     ...  444 

Differenzial 429 

„           höherer  Ordnung    .    .  444 

Differenzialquotient 435 

„            partieller 436 

„  höherer  Ordnung      450. 452 

Division  mit  Zahlen 11 

•  „         mit  Funktionen     ....  427 

Doppelabstand 346 

Ebcnengebilde 393 

Einfache  Faktoren 52 

„         Grössen 77 

„         Normalsystemc 153 

„         Punkte 216 

Einheiten 3 


Nr. 

Einheiten  wi-ter  Stufe 77 

Entgegengesetzt  geordnet  ....       56 

Entsprechende  Produkte 43 

„  Faktoren 43 

Ergänzung  der  Einheiten  ....       89 

„  der  Grössen 90 

Ersetzende  Gleichungen 27 

Extensive  Funktionen 349 

„  Grössen 5 

Flachengebilde 393 

Flachentheil 257 

Funktion 348 

„         Zahl-,  extensive  ....  349 

Funktionaldeterminante 441 

Gebiet  einer  Grösse 77 

„       w-ter  Stufe 14 

„      gemeinschaftliches  etc.    ,    .       15 

Gebilde 393 

Gemeinschaftliches  Gebiet ....       15 

Gemischtes  Produkt 114 

Gleichgeordnet 56 

Grösse 5  -f 

„       erster  Stufe 5  387 

„       «-ter  Stufe 77 

Grössengattung 413 

Hauptgebiet 86 

„  des  Bruches    ....  387 

Hauptzahl  des  Bruches 387 

Identische  Gebiete 15 

Incidente  Gebiete 15 

Innere  Multiplikation  ....     137.  330 

Integrabilität 483 

Integral  von  f\t)dt 477 

„        eines  bei.  Ausdrucks    .    .  483 
Integration  einer  Funktion     .     477. 483 
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Nr. 

Integration  eines  Vereins  von  DiiFe- 
renzialgleichungen 491 

Kombinationen  (multiplikative) .    .  64 

Kongruent 2 

Konstantes  Glied  einer  Funktion  462.  468 

Konvergente  Reihe .  456 

Konvergiren  nach  c 423 

Körpertheil 265 

Kreisfunktion 394 

Kreisverwandtschaft     .....  409 

Kurvengebilde 393 

Lineale  Aenderung 71 

,,        Multiplikation 50 

Liniengebilde 393 

Linientheil 249 

Lückenausdrücke 353.  357 

Multiplikation 37.48 

algebraische     .    .    .     364 

äussere 78 

bezügliche  .  .  .  94.504 
innere  ....  137.330 
kombinatorische  .    .       52 

lineale 50 

mit  Zahlen  ....  10 
planimetrische .  .  .  288 
progressive  .  .  .  94. 114 
regressive .  .  .  .  94. 1 14 
stereometrische   .    .     288 

Multiplikative  Kombinationen  .    .       64 

Normal 152 

Normale  Einheiten 410—413 

„         Zurückleitung 164 

Normalsystem 153 

Null  werden  mit  q 420 

Numerische  Ableitung 1 

Numerischer  (pos.)  Werth  151.  153.  414 
Nimierisch  gleich 151 

„  grösser,  kleiner.    .    .    .     416 

Parallelepipedum 240.  242 

Parallelogramm  ^^C,  a5.  .  239.242 
Partielle  DiiFerenzialquotienten  .  436 
Planimetrische  Multiplikation  .  .  288 
Potenzwerth  des  Bsuches  ....  383 
,,        des  Differenzialquotient.     441 

Produkt,  reines 114 

„         gemischtes 114 


»» 


M 


iy 


»» 


»» 


»» 


11 


11 


11 


11 


11 


Nr. 

Produkt,  mit  n  Lücken 353 

„         siehe  Multiplikation. 

Progressive  Multiplikation .  .  .  94.114 
„  Zurückleitung  ....     127 

Punkte,  {unendlich  entfernte}.  .  228 
„       vielfache 216 


Quotient  mit  n  Nennern 


377 


«* 


11 


BegresMve  Multiplikation  .   .    .  94.  114 
„  Zurückleitung  ....     127 

Reines  Produkt 114 

Relative  Einheiten 3 

sinus  (ahc.) 195 

Spat  ABCD,  ahc 240.242 

Stereometrische  Multiplikation.    .     288 

Stetig  in  a; 425 

Stetigkeit  des  Differenzials    .    .    .     429 

Strecke 216 

Stufe,  Gebiet  n-ter 14 

Grösse  erster 5 

Grösse  n-ter 77 

Stufenzahl 14.  77 

Subtraktion  extensiver  Grössen  .  7 
Syncyklische  Verwandschafb  .  .  .  406 
System  von  Bestimmungsgleichungen    48 

„        von  Einheiten 4. 162 

Uebergangsreihe 456 

Uebergeordnet 15.  77  -j- 

ümkehrbarer  Bruch 377  388 

Unendlich  entfernt .     228 

Unendliche  Reihe 454 

Untergeordnet 15. 77 

Ursprüngliche  Einheiten 8 

Verbindendes  Gebiet 15 

Verschwinden  mit  q 420 

Vertauschbare  Lücken    .   353. 485  Anm. 

Verwandtschaft 401 

Vielfache  Punkte 216 

Vollständig  integriren 491 

Winkel  AB 195 

Zahlbeziehung 2 

Zahlfunktion 349 

Zurückleitung 33.  127 

normale 164 

progressive  ....  127 

regressive     ....  127 

Zusammengesetzte  Grösse  ....  77 


11 


11 


11 


XI  Inhalt. 

Nr.  p»g. 

Erster  Abschnitt.  Die  einfachen  Verknüpfungen  extensiver  Grössen  11 
Kap.  1.  Addition,  Subtraktion,  Yerrielfachung  und  Theilung  extensiver 

Grössen 11 

§  1.  Begriffe  und  Rechnungsgesetze 1     11 

§  2.  Zusammenhang  zwischen  den  aus  einem  System  von  Einheiten 

ableitbaren  Grössen 14     16 

§  3.  Die  Zahl  als  Quotient  extensiver  Grössen  und  Ersetzung  der 

Gleichungen  zwischen  extensiven  Grössen  durch  Zahlgleichungen  27    23 

Kap.  2.  Die  Produktbildung  im  Allgemeinen 28 

§  1.  Produkt  zweier  Grössen 37     28 

§  2.  Produkt  mehrerer  Grössen 43    31 

§  3.  Die  verschiedenen  Arten  der  Produktbildung 48     33 

Eap.  3.  Kombinatorisches  Produkt 38 

§  1.  Allgemeine  Gesetze  der  kombinatorischen  Multiplikation    .    .  52    38 

§  2.  Das  kombinatorische  Produkt  als  Grösse 69     46 

§  3.  Aeussere  Multiplikation  von  Grössen  höherer  Stufe 78     56 

§  4.  Ergänzung  der  Grössen  in  Bezug  auf  ein  Hauptgebiet ....  86     61 

§  5.  Produkt  in  Bezug  auf  ein  Hauptgebiet 94    65 

§  6.  Vertauschung  der  Faktoren  und  Auflösung  der  Klammern  in 

einem  reinen  und  {in  einem)  gemischten  Produkte 114     84 

§  7.  Zurückleitung  und  Ersetzung 127     97 

§  8.  Elimination  der  \   \bekannten  aus  algebraischen  Gleichungen 

durch  kombinatorische  Multiplikation 134  104 

Kap.  4.  Inneres  Produkt 112 

§  1.  Grundgesetze  der  inneren  Multiplikation 137  112 

§  2.  Begriff  des  Normalen  und  seine  Correlaten 151  118 

§  3.  Gesetze  des  inneren  Produktes,  an  den  Begriff  des  Normalen 

geknüpft 164  125 

§  4.  Besondere  Sätze  über  die  innere  Multiplikation  zweier  Grössen 

erster  Stufe 188  140 

§  5.  Einführung  der  Winkel 195  142 

XH     Kap.  5.  Anwendungen  auf  die  Geometrie 148 

§  1.  Addition,    Subtraktion,    Vervielfachung    und    Theilung    von 

Punkten  und  Strecken 216  148 

§  2.  Räumliche  Gebiete 228  157 

§  3.  Kombinatorische  Multiplikation  der  Punkte 239  164 
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Nr.  p«g. 

§  4.  Addition  von  Linien  und  Flächen 272  179 

§  5.  Planimetrische  und  stereometrische  Multiplikation 288  166 

§  6.  Besondere  Gesetze  für  ein  gleich  Null  gesetztes  planimetrisches 

{ und  stereometrisches }  Produkt.  Ebene  { algebraische }  Kurven. 

{ Algebraische  Flächen. } 306  190 

§  7.  Innere  Multiplikation  in  der  Geometrie 330  207 

Zweiter  Abschnitt.    Funktionenlehre 224 

Kap.  1.  Funktionen  im  Allgemeinen 224 

§  1.  Begriff  der  Funktion,  und   Reduktion   mehrerer  Funktionen 

mehrerer  Variabeln  auf  Eine  Funktion  Einer  Variabeln  .  .  .  348  224 
§  2.  Ganze     Funktionen    und    Darstellung    derselben    vermittelst 

lückenhaltiger  Produkte 353  228 

§  3.  Algebraische  Multiplikation 364  233 

§  4.  Ganze  Funktionen  ersten  Grades.     Quotient 377  240 

§  5.  Die  Funktionen  als  extensive  Grössen 392  263 

§  6.  Verwandtschaften  von  dem  Gesichtspunkte  der  Funktionsver- 
knüpfung aus  betrachtet 401  270 

§  7.  Normale  Einheiten  und  Stetigkeit  der  Funktionen 410  280 

Kap.  2.  Differenzialrechnung 289 

§  1.  Differenzial  erster  Ordnung 428  289 

§  2.  Differenzialquotient  erster  Ordnung 435  292 

§  3.  Differenziale  höherer  Ordnung 443  299 

Kap.  3.  Unendliche  Reihen 303 

§  1.  Die  unendlichen  Reihen  im  Allgemeinen 454  303 

§  2.  Die  Reihen  als  Funktionen  einer  Zahlgrösse 460  306 

§  3.  Entwicklung  der  Funktionen  mehrerer  Zahlgrössen  oder  Einer 

extensiven  Grösse  in  Reihen 468  315 

Kap.  4,  Integralrechnung 321 

§  1.  Integration  von  Differenzialausdrücken 471  321 

§  2.  Integration  von  Differenzialgleichungen,  wenn  die  unabhängige 

Variable  eine  Zahlgrösse  ist 491  334 

§  3.  Integration  von  Differenzialgleichungen,  wenn  die  unabhängige 

Variable  eine  extensive  Grösse  ist 500  341 


Verzeichniss 

der  wichtigsten  Stellen,  an  denen  die  vorliegende  Ausgabe 
der  Aj  von  dem  Texte  der  Originalausgabe  abweicht*). 

S.  S,  Z.  13  V.  u.  (m,  Z.  13  V.  u.):  31  fehlt.  —   S.  8,  Z.  1,  2  v.  o.  (VII,  Z.  19 
y.  u.):  ,,da8  zweite  die  Lehre  von  den  Reihen,  das  dritte  die  Differenzialrechnong." 

—  S.  9,  Z.  9,  10  V.  o.  (VIII,  Z.  19,  18  v.  u.):   3«  statt  6*  und  p.  149  statt  Nr.  227. 

—  S.  9,  Z.  17  V.  u.  {Vm,  Z.  8  V.  u.):  81  fehlt.  —  S.  9,  Z.  11  v.  u.  (IX,  Z.  3  v.  o.): 
pag.  statt  §. 

S.  12,  Z.  2  y.  u.  (8,  Z.  9  y.  o.):  Hier  und  im  Folgenden  sind  die  Sammen- 
zeichen  Z  in  der  Originalausgabe  überall  oben  mit  wagerechten  Strichen  yer- 
sehen:  2~^  deren  Länge  jedesmal  andeuten  soll,  auf  welche  Glieder  sich  das 
Zeichen  Z  erstreckt.  Wir  haben  diese  Striche  immer  weggelassen.  Dadurch  wurde 
es  freilich  nöthig  an  einzelnen  Stellen  Klanmiern  hinzuzufügen.  Um  jedoch  einem 
übermässigen  Anschwellen  der  ohnehin  schon  grossen  Zahl  der  Klammem  yor- 
zubeugen,  haben  wir  dem  Multiplikationspunkte,  dem  Doppelpunkte  der  Diyision 
und  späterhin  auch  dem  Ergänzungsstriche  insofern  die  Kraft  einer  Klammer  bei- 
gelegt, als  wir  diese  drei  Verkiiüpfungszeichen  zugleich  als  Gränzmarken  eines 
etwa  yorangehenden  Summenzeichens  yerwendet  haben.  Diese  Festsetzung  steht 
damit  im  Einklang,  dass  in  den  späteren  Kapiteln  des  Buches  diese  drei  Zeichen 
so  wie  so  zur  Zusammenfassung  der  Faktoren  eines  Produktes  zu  Einzelprodukten 
und  zur  Abgränzung  der  Wirkung  eines  Differenzialzeichens  benutzt  werden.  — 

•)  Die  zuerst  stehenden  Seitenzahlen  beziehen  sich  auf  die  yorliegende  Aus- 
gabe^ die  eingeklammerten  auf  die  Originalausgabe;  dahinter  steht,  wenn  nichts 
Besonderes  bemerkt  ist,  der  Wortlaut  der  Originalausgabe.  Die  bei  der  yorliegen- 
den  Ausgabe  im  Texte  gemachten  Zusätze  sind  hier  nicht  mit  aufgeführt,  da  sie 
durch  Einschliessuug  in  geschweifte  Klammem:  {  }  ausgezeichnet  sind.  Ebenso- 
wenig sind  die  Druckfehler  der  Originalausgabe,  die  unmittelbar  als  solche 
kenntlich  sind  und  deren  Berichtigung  unmittelbar  klar  ist,  aufgeführt. 

Am  Bande  der  yorliegenden  Ausgabe  sind  die  Seitenzahlen  der  Original- 
ausgabe angegeben  und  die  Seitenanfänge  sind  durch  das  Zeichen  i*  angedeutet, 
da  der  früher  benutzte  Strich  |  in  der  A^  als  Zeichen  für  die  Ergänzung  ver- 
wendet wird.  Die  gesperrt  gedruckten  Stellen  sind  fast  alle  schon  in  der  Original- 
ausgabe durch  gesperrten  Druck  ausgezeichnet,  dagegen  sind  alle  cursiy  gedruckten 
Stellen  in  der  Originalausgabe  noch  nicht  durch  besonderen  Druck  heryorgehoben. 

In  der  Originalausgabe  sind  in  den  Seitenköpfen  nur  die  Zahlen  der  Num- 
mern angegeben,  in  die  A^  eingetheilt  ist ;  die  Kopfüberschrifben  der  yorliegenden 
Ausgabe  sind  neu  hinzugefügt. 
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S  18,  17  und  18  (8,  7  und  8):  Die  Nummern  8,  16  und  18  sind  in  der  Original- 
ausgabe unrichtiger  Weise  als  Erklärungen  bezeichnet.  —  S.  22,  Z,  11  v.  u. 
{U,  Z.  8  V.  o.):  „können"  statt  „könnte". 

S.  23,  Z.  10  V.  o.  (14,  Z.  8  v.  u.):  „nach  22"  sUtt  „nach  23".  —  S.  23,  Z.  13, 
12  V.  u.  (16,  Z.  12,  13  V.  0.):  Satz  18,  23,  24  statt  Satz  19,  24,  25.  —  S.  24,  Z.  17 
und  13,  12  V.  u.  (16,  Z.  11  und  15,  16  v.  o.):  26  statt  28  und:  „extensive  Grösse  a 
aus  einer  andern  6".  —  S.  '27,  Z.  5  v.  o.  (19,  Z.  4  v.  o.):  „In  der  That  wird  die 
Gleichung  (a)  ersetzt".  —  S..31,  Z.  15  v.  o.  (23,  Z.  8  v.  u.):  Vor  ß^  fehlt  das  2.  — 
S.  32  (26):  In  Nr.  45  steht  g^,  r,  statt  a^,  ß^.  —  8.  34,  Z.  11  v.  u.  (27,  Z.  14  v.  u.): 
„Bedingungsgleichungen"  statt  „Bestimmungsgleichungen"  und  so  später  mehr- 
fach. —  S.36,  Z.  10  v.o.,  8,  7  v.u.  (28,  Z.  9  v.  o.,  4,  3  v.u.):  45  statt  42,  „welche 
Xf^  ^,  keinmal  oder  zweimal  enthalten"  statt  „welche  o;^  ^  nicht  enthalten".  — 
8.86,  Z.  9,  2,  1  V.  u.  (29,  Z.  1  v.  u.,  80,  Z.  8,  9  v.  o.)  überall  60  statt  51. 

S.  38,  Z.  10  V.  u.  (32,  Z.  10  v.  o.):  50  statt  61.  —  S.  39,  Z.  8,  16,  26,  27  v.  o. 
(32,  Z.  7  V.  U.,  38,  Z.  2,  13,  14  v.  O.):  12,  4;  46;  38;  40  statt  12,  3;  46;  7,  Anm.; 
39.  —  S.  41,  Z.  12,  11  V.  u.  (35,  Z.  13,  12  v.  u.):  56  und  8  statt  64  und  r.  — 
S.  42,  Z.  12,  13  V.  o.  (86,  Z.  9,  10  v.  o.):  57  statt  58.  —  S.  43,  Z.  3,  16  v.  o.,  2  v.  u. 
(36,  Z.  2  V.  u.,  37,  Z.  14  v.  0.,  38,  Z.  1  v.  o.):  69  statt  60,  „die  Zahlen"  statt  „den 
Zahlen",  66  statt  45.  —  S.  46,  Z.  4  v.  o.  (89,  Z.  13  v.  o.):  60  statt  62.  —  S.  49, 
Z.  16,  17  V.  0.  (43,  Z.  1  V.  u.,  44,  Z.  2  v.  o.):  „dasselbe"  statt  „das  Gebiet",  „ein- 
fache" statt  „blosse".  —  S.  53,  Z.  2,  16  v.  o.  (47,  Z.  20,  7  v.  u.):  73,  66  statt:  74, 
67.  -  S.  64,  Z.  15,  17  v.  o.  (48,  Z.  8,  2  v.  u.):  72,  74  statt  78,  76.  -  S.  65,  Z.  10 
V.  o.  (49,  Z.  6  v.u.):  61  statt  60.  —  S.  56,  Z.  2  v.  u.  (51,  Z.  14  v.  u.):  „der  andern" 
statt  „des  andern".  —  S.  58,  Z.  10  v.  o.,  11  v.  u.  (63,  Z.  6  v.  o.,  11  v.  u.):  45,  34 
statt  42,  28.  —  S.  59,  Z.  19  v.  o.  (64,  Z.  18  v.  u.):  16  statt  28.  —  S.  60,  Z.  17  v.  u, 
(66,  Z.  12  V.  u.):  „erzeugbar"  statt  „erzeugt".  —  S.  61,  Z.  2,  16  v.  o.  (56,  Z.  10,24 
V.  o.):  „auch",  „wenn"  statt  „zugleich",  „wo".  —  S.  61,  Z.  6  v.  u.  (67,  Z.  9  v.  o.}:  44 
statt  39.  —  S.  63,  Z.  2  v.  o.  (58,  Z.  19  v.  u.):  „Stufen"  statt  „Stufe".  —  S.  63,  Z.  5 
v.u.  (59,  Z.  16  V.  0.):  90  statt  89.  —  S.  66,  Z.  21  v.  o.  (61,  Z.  13  v.o.):  „kleiner"  statt 
„grösser".  —  S.  66,  Z.  2  v.  u.  (62,  Z.  6  v.  u.):  „^,  B,  C"  statt  „^  und  ^".  —  S.  67, 
Z.  18, 12, 11  V.  u.  (63,  Z.  18, 13, 12  v.  u.):  p.  64;  kleiner;  <  statt  S.  12;  grösser;  >.  — 
8.  68,  Z.  21,  14,  8  V.  u.  (64,  Z.  20,  12,  7  v.  u.):  90,  90,  >  statt  89,  89,  <.  — 
8.  68,  Z.  2  V.  u.  bis  69,  Z.  4  v.  o.  (65,  Z.  1  —  6  v.  o.):  „zusammengenommen 
=  2n  —  a  —  p**»n  —  (a  +  ß  —  n).  Nun  ist  a-^-  ß  —  n  positiv,  da  a  +  ^  nach 
der  Annahme  grösser  als  n  ist,  somit  ist  n  —  (a  +  P  ~  **)  <C**»  ^.Iso  die  Summe 
der  Stufenzahlen  von  Ä'  und  B'  kleiner  als  n.  Also  ist  nach  Beweis  1  |[J.'2^'j 
^[Ä'B']=^[ABy''.  Der  Fall  eines  geraden  n  ist  in  der  Originalausgabe  ganz 
vergessen,  und  daher  in  der  vorliegenden  Ausgabe  auf  8.  69,  Z.  11  v.  o.  bis8  v.  u. 
besonders  behandelt.  —  8.  70,  Z.  20— 18  v.u.  (66,  Z.  3 — 1  v.u.):  „Es  folgt  hieraus, 
dass  das  regressive  Produkt  als  ein  kombinatorisches  u.  s.  w."  —  8.  71,  Z.  10, 
16  V.  o.  (66,  Z.  15,  8  V.  u.):  qp  und  99  statt  |q)  und  98.  —  8.  72,  Z.  5  v.  o.  (67, 
Z.  14  v.  o.):  94  statt  97.  —  8.  78,  Z.  16,  17  v.  o.  (68,  Z.  8  v.  u.)  ist  in  der  vor- 
liegenden Ausgabe  „das  heisst  ^'"  hinzugefügt.  —  8.  73,  Z.  17,  16  v.u.  (68,  Z.  4, 
3  v.  u.):  a  statt  a^.  —  8.  73,  Z.  11  v.  u.  (69,  Z.  3  v.  o.).  Diese  Gleichung  ist  in 
der  Originalausgabe  nicht  besonders  bezeichnet.  —  S.  74,  Z.  8  v.  o.  (69,  Z.  17  v.  o.): 
a  stiitt  (Xj.  —  8.  75,  Z.  11  v.  u.  (71,  Z.  4  v.  o.):  45  statt  42.  —  8.  76,  Z.  13,  9,  7 
V.  u.  (72,  Z.  3,  6,  7  v.o.):  90;  99;  99  statt  90,  Zusatz;  97;  98.  —  8.  78,  Z.  15  v.  u. 
(74,  Z.  2  V.  o.  :  „sind"  statt  „ist".  —  8.  79,  Z.  3,  8  v.  o.  (74,  Z.  19,  13  v.  u.): 
^^a  und  P",  „verbindende"  statt  „a  +  ß'\  „gemeinschaftliche".  —  S.  79,  Z.  17—14 

Oratsmann,  Werke.    I.  2.  26 
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V.  u.  (7ö,  Z.  5 — 7  V.  o.):  „entgegengesetzt  ist,  d.  h.  für  die  E ^=^[EE']E'  war. 
Bezeichnen  u.  s.  w."  —  S.  79,  Z.  11  und  8,  7  v.  u.  (75,  Z.  10  und  14  v.  o.):  „be- 
zeichnet lÄ^'  und:  „ist,  d.  h.  so  dass".  —  S.  79,  Z,  6  v.  u.  und  S.  80,  Z.  5  v.  o. 
(76,  Z.  15  y.  0.,  17  v.  u.):  Diese  Gleichungen  sind  in  der  Originalausgabe  nicht 
besonders  bezeichnet.  —  S.  80,  Z.  8  v.  o.  (76,  Z.  14  v.  u.):  „kleiner"  statt  „grösser**. 
—  S.  80,  Z.  9  V.  o.  bis  S.  81,  Z.  11  v.  o.  (7Ö,  Z.  12  v.  u.  bis  76,  Z.  14  v.  o.).  Im 
Original  lautet  diese  Stelle  wie  folgt: 
(76)  „Es  sei  zuerst  [iLJBJesO,  so  mQssen  (nach  109)  die  (jrebiete  Ä  und  B  ein 

Gebiet  von  höherer  als  nullter  Stufe  gemein  haben;  sie  mögen  ein  Gebiet  y-ter 
Stufe  gemein  haben,  also  y  einfache  Faktoren,  dann  werden  diese  Faktoren,  da 
lÄ  nur  diejenigen  Faktoren  enthält,  welche  in  A  nicht  vorkommen,  in  lÄ  fehlen, 
und  aus  gleichem  Grunde  auch  in  IB^  also  werden  lA  und  IB  von  einem  Ge- 
biete von  niederer  als  n-ter  Stufe  umfasst,  somit  (nach  109) 

also,  da  auch  [AB]  null  war  und  die  Ergänzung  einer  Zahl  (nach  89)  dieser 
gleich,  also  die  von  null  selbst  null  ist,  so  ist 

I[AB]=*[IAIB]. 

76  „Es  sei  zweitens  [AB]  von  null  verschieden,  so  enthält  dasselbe  cc  -\-  ß  ver- 

schiedene einfache  Faktoren  der  Reihe  Oi  . .  .a^^  es  sei  C  das  Produkt  der  übrigen, 
also  [A  B  C]  (nach  67)  dem  Produkte  [a,  . . .  a^]  entweder  gleich  oder  entgegen- 
gesetzt, also  da  das  letztere  gleich  1  ist,  so  ist  [ABC]  ^^^1.  Da  nun  [BC] 
das  Produkt  der  in  A  nicht  vorkommenden  Faktoren  ist,  so  ist  nach  der  hier 
angenommenen  Bezeichnung 

IA^[ABC].{BC], 
ebenso 

IB^[BAC].[AC]    und    I[AB]^[ABC]C  *. 

Also,  da  [ABC],  [BAC]  Zahlen  (=  +  1)  sind, 

[lAIB]  =  [ABC]  [BAC]  [BC.AC] 

=^[ABC][BAC][BAC].  C  [107]. 

„Da  nun  [BAC]  =  T^  ist,  so  ist  [BAC]  [BAC]='l.    Also 

[IAIB]  =  [ABC].C^I[A  B]  [*]." 

S.  83,  Z.  11  V.  o.,  14  V.  u.  (78,  Z.  16,  1  v.  u.) :  „von  D",  „darstellbar"  statt 
„der  D/\  „darstellen'*.  —  S.  84,  Z.  8  v.  u.  (80,  Z.  14  v.o.):  „dasselbe"  statt  „die- 
selbe". —  S.  85,  Z.  17  V.  0.  (80,  Z.  1  V.  u.):  95  statt  96.  —  S.  85,  Z.  7  v.  u.  bis 
S.  86,  Z.  7  v.  o.    Diese  Stelle  steht  in  der  Originalausgabe  auf  S.  98,  Z.  4 — 16  v.  o. 

—  S.  86,  Z.  18  V.  o.  (81,  Z.  16  v.  u.):  „die  also"  statt  „also  die".  —  S.  87,  Z.  16, 
15,  15  V.  u.  (8*2,  Z.  8,  7,  6  v.  u.):  E,  E,  „dem"  statt  G,  G,  „den".  —  S.  87,  Z.  5  v.  u. 
(83,  Z.  4  V.  0.):  114  statt  115.  —  S.  88,  Z.  20,  12  v.  u.  (83,  Z.  13,  6  v.u.):  „kleiner 
als"  und  „nach  Beweis  1"  statt  ^  und  „nach  dem  ersten  Theile  des  Beweises". 

—  S.  88,  Z.  7  V.  u.  bis  S.  89,  Z.  14  v.  u.  In  der  Originalausgabe  steht  diese  Stelle 
auf  S.  183,  Z.  2  V.  o.  bis  5  v.  u.  —  S.  90,  Z.  17,  18  und  20  v.  o.  (84,  Z.  9  und  7 
V.  u.):  „Faktoren,  deren  Stufenzahl  nicht  null  ist,  enthält,  so  ist"  und:  „A  und  B 
incidente  Faktoren  sind".  —  S.  90,  Z.  14  v.  u.  (84,  Z.  1  v.u.):  „also"  statt  „aber". 

—  S.  90,  Z.  7  V.  u.  (85,  Z.  8  v.  o.):  „Ein  gemischtes  Produkt  dreier  Grössen  [ABC] 
ist".  —  S.  91,  Z.  4  V.  0.  (85,  Z.  18  v.  o.):  105  statt  103.  —  S.  91,  Z.  10  —  12  und 
13  V.  0.  (85,  Z.  14,  13  und  12  v.  u.):  „Also  ist  das  Produkt  [DC]  dann  und  nur 
dann  null  (nach  109),   wenn  Z>  und  C  ein  System  von  höherer"  und  „System" 
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statt  „Gebiet".  —  S.  92,  Z.  4  v.  o.  (86,  Z.  17  v.  u.):  121  statt  122.  —  S.  93,  Z.  15, 
17  V.  o.  (87,  Z.  4,  2  V.  u.):  cc  +  ß  +  y  statt  q  +  r  +  s.  —  S.  94,  Z.  3  v.  u.  (89, 
Z.  17  V.  u.)  „System"  statt  „Gebiet".  —  S.  96,  Z.  15,  16,  17  v.  o.  (91,  Z.  2,  3,  4 
V.  0.):  58,  123,  58  statt  120,  124,  120.  —  S.  96,  Z.  18  v.  0.  (91,  Z.  5  v.  o.):  „folgt 
aus  der  letzten  Kongruenz  wieder  die  erste".  —  S.  96,  Z.  19,  2  v.  u.  (91,  Z.  7  v.  o., 
17  V.  u.):  [ABC],  [BÄ]  statt  [BÄC],  [BAC].  —  S.  97,  Z.  3,  4  und  6  v.  o.  (91, 
Z.  13,  12  und  10  y.  u.):  „mit  umgekehrter  Ordnung  in  Klammem  schliesst,  d.  h." 

S.  97,  Z.  16  V.  0.  (92,  Z.  2  v.  o.):  125  statt  119,  120.  —  S.  97,  Z.  10,  9  v.  u.  (92, 
Z.  14  V.  0.):  „Ordnung  in  Klammem  schliesst".  —  S.  99,  Z.  14  v.  o.  (94,  Z.  6  v.  o.): 
Ä^  statt  Ä^.  —  S.  99,  Z.  19—14  v.  u.  (94,  Z.  13—17  v.  o.):  „w^p  sein.  Aber 
dann  ist  (nach  90)  die  Stufenzahl  von  [Oj  . . .  a^]  gleich  n  —  w  und  die  von  C 
gleich  n — p,  somit,  da  n  —  m'^n  —  p  ist,  so  ist  die  Stufenzahl  des  Gebietes, 
auf  welches  zurückgeleitet  wird,  u.  s.  w.".  —  S.  101,  Z.  12,  8  v.  u.  (96,  Z.  16,  11 
V.  u.):  „Nun",  127  statt  „Dann",  128.  —  S.  102,  Z.  16  v.  o.  (97,  Z.  14  v.  c): 
„kleiner"  statt  „grösser".  —  S.  102,  Z.  19  und  20  v.  o.  (97,  Z.  15  und  17  v.  o.): 
„Projektion"  statt  „Zurückleitung".  —  S.  102,  Z.  10  v.  u,  (97,  Z.  12  v.  u.):  98  statt 
97.  —  S.  103,  Z.  7  V.  u.  (99,  Z.  2  v.  0.):   77a  statt  77.  —   S.  104,  Z.  16—11  v.  u. 

(99,  Z.  10 — 6  V.  u.):  „Zusatz.    Ist  ins  Besondere  J.  =  «i  jK^  +  oCfE^  -\ »  so  ist 

[ÄF^]  =  a^,  d.  h.  [ÄF^]  =  a^ ,  [^F,]  «  a,, . . .".  —  S.  105,  Z.  14  v.  o.  (100,  Z.  17 
V.  u.):  76  statt  60.  —  S.  106,  Z.  8  v.  u.  (101,  Z.  10  v.  u.):  79  statt  63.  —  S.  107, 
Z.  12  V.  0.  (102,  Z.  13  V.  0.).:  98  statt  89.  —  S.  109,  Z.  10,  11  v.  o.  (104,  Z.  12,  13 
Y.  0.):  „beziehlich  mit  ai,aj,...a^  multiplicirt;  d.  h.  die  n-te  Gleichung  ist  aus 
u.  s.  w."  —  S.  111,  Z.  9,  8  V.  u.  (106,  Z.  6,  5  v.  u.):  Eq  und  E^  statt     e^  und   [c, . 

—  S.  112,  Z.  5,  6  V.  O.  (107,  Z.  9,  11  v.  O.):   1854;  1845  statt  1853;  1847. 

S.  112,  Z.  5  V.  u.  (107,  Z.  2  V.  u.):  ß^B^  statt  P„,B^^^.  —  S.  113,  Z.  2  v.  o. 
(108,  Z.  5  V.  0.):  100  statt  90.  —  S.  113,  Z.  3  v.  u.  bis  S.  114,  Z.  2  v.o.  (109,  Z.  8 
— 10  V.  0.):  „Die  Klassenzahl  ist  dann  also  ß  —  a,  im  zweiten  Falle  cc  —  ^,  in 
beiden  F&Uen  also  der  positiven  Differenz  von  a  und  ß  gleich".  —  S.  115,  Z.  5 
V.  o.  (110,  Z.  12  V.  o.):  144  statt  143.  —  S.  116,  Z.  3,  4  v.  o.  (110,  Z.  14,  13  v.  u.); 
„[E^GE^H]  das  Produkt  aller  n  ursprünglichen  Einheiten  und  gleich  der  u.  s.  w." 

—  S.  116,  Z.  19—17  V.  u.  (111,  Z.  4,  5  V.  o.):  „Es  sei  [EFG]  das  Produkt  aller 
ursprünglichen  Einheiten  und  gleich  1,  so  ist  |JB=»[FG^],  u.  s.  w."  —  S.  116, 
Z.  10  V.  u.  bis  S.  118,  Z.  5  V.  o.  In  der  Originalausgabe  (S.  111,  Z.  9  v.  o.  bis 
8  Y.  u.)  lautet  diese  Stelle  so: 

„149.  Wenn  E,  F,  G  Einheiten  sind,  wid  weder  [EF]  noch  [EG]  null  ist, 
so  ist  entweder 

[EF\EG]^[F\G'],  oder   [FE\GE]^[F\G], 

ersteres,  wenn  F  von  höherer  Stufe  ist  als  G,  letzteres,  wenn  G  von  höherer  Stufe 
ist  als  F.    Sind  beide  von  gleicher  Stufe,  so  sind  beide  Formeln  gültig. 

Beweis.  1.  Wenn  F  und  G  nicht  einander  incident  sind,  so  sind  auch 
[EF]  und  [EG]  nicht  einander  incident,  also  sind  dann  (nach  147)  beide  Seiten 
der  zu  erweisenden  Gleichung  null. 

„2.    Wenn  G  dem  .F  untergeordnet  ist,  so  sei  F^^[GH].    Dann  ist 

[EFiEG]  -  [EGHEG]  «  H  [148] 

^[GH\G]  [148] 

^[F\G]. 

2b* 
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„3.    Wenn  F  dem  G  untergeordnet  ist,  so  sei  G  '=^[UF}.    Dann  ist 

[FE  GE]=^[FE\UFE^,^   H  [148] 

-  [F\UF\  [148] 

^[FG]. 

„4.  Wenn  F  und  G  von  gleicher  Stufe  sind,  also,  bei  Ausschluss  des  Falles 
in  Beweis  1,  zusammenfallen,  so  ist  (nach  70)  sowohl  G  dem  JP,  als  F  dem  G 
untergeordnet,  und  es  gelten  also  nach  Beweis  2  und  3  beide  Formeln/* 

S.  119,  Z.  2  V.  o.  (112,  Z.  10  V.  u.):  V—  1  stett  —  1.  —  S.  119,  Z.  4—2  ▼.  u. 
(118,  Z.  5,  4  V.  u.):  „übergeht,  a^  und  6,  von  derselben  Länge  sind  wie  a  und  h 
und  gegen  einander  senkrecht  bleiben.  Es  bleiben  u.  s.  w."  —  S.  120,  Z.  14  v.  o. 
(114,  Z.  13  V.  o.):  xh  —  ya  statt  +  (xb  —  ya).  —  S.  120,  Z.  22  v.  o.  (114,  Z.  20  v.  o.): 

[«I ' M  =="  [(^«  +  y&)l(^2»  —  ya)]  —  a;y(l>^  —  ar). 
S.  128,  Z.  4  V.  u.  (118,  Z.  16  v.  o.):  „des«*  statt  „der".  —  S.  124,  Z.  19,  10  v.  u. 
(119,  Z.  7,  17  V.  0.):  „auf",  159  statt  „zu",  161.  —  S.  126,  Z.  6  v.  u.  (120,  Z.  13 
V.  u.):  117  statt  141.  —  S.  126,  Z.  16  v.  o.  (121,  Z.  8  v.  o.):  „und  zwar  sowohl  A 
als  B  jede".  —  S.  127,  Z.  16  v.  u.  (122,  Z.  14  v.  u.):  91  statt  89.  —  S.  129,  Z.  1,  3 
V.  0.  (124,  Z.  6,  8  V.  o.):  ,,A  auf  ^",  145  statt  „B  auf  A",  169.  —  S.  129,  Z.  18 
V.  0.  (124,  Z.  16  V.  u.):  77  b  statt  77.  —  S.  129,  Z.  17  v.  u.  bis  S.  180,  Z.  11  v.  o. 
Diese  Stelle  lautet  in  der  Originalansgabe  (S.  124,  Z.  10 — 5  v.  u.)  so: 

„Aber  [A^B^\A^C^  ist,  wenn  J^ ,  2^|,  C^  Einheiten  höherer  Stufe,  d.  h. 
kombinatorische  Produkte  der  ursprünglichen  Einheiten  sind,  (nach  149)  gleich 
[^1  ^J'  dasselbe  findet  aber  (nach  168)  noch  statt,  wenn  jene  Grössen  kom- 
binatorische Produkte  der  Grössen  eines  einfachen  Normalsystems  sind,  also  in 
unserm  Falle.     Somit  wird"  u.  s.  w.  — 

S.  181,  Z.  1  V.  0.  bis  4  v.  u.  (125,  Z.  17 — 10  v.  u.).  In  der  Originalausgabe 
lautet  die  Stelle  so: 

„Beweis  1.  Es  seien  die  einfachen  Faktoren  von  [AB^  alle  zu  einander 
normal.  Da  A  von  gleicher  Stufe  mit  A  ist,  so  ist  es  aus  den  multiplikativen 
Kombinationen  -4,  -4, , . . .  numerisch  ableitbar.    Es  sei  A  ==  a -4.  -(-  «i  -^i  +  •  •  •»  »o  ist 

[^1^,  AB]  =.  [AB\{aA  +  a,A,+    -  •)B] 

=  alAB\A^'\  +  a,  [AB\A^  B]  H ." 

S.  131,  Z.  1  V.  u.  (S.  125,  Z.  7  V.  u.):  In  der  Originalausgabe  fehlt  das  Glied: 
a^[AB\AB].  —  S.  132,  Z.  5,  7,  11  v.  o.  (125,  Z.  1  v.  u.,  126,  Z.  1,  6  v.  o.): 
In  der  Originalausgabe  fehlen  die  Glieder: 

S.  132,  Z.  8  V.  0.  (126,  Z.  2  v.  o.):  „weil  A^  mit  den  zu  ihm  normalen  Grössen 
-^,-4.1,  . . ."  u.  8.  w.  —  S.  133,  Z.  14,  15  V.  o.  (127,  Z.  12  v.  o.):  „deren  Summe 
ungeändert  bleibt".  —  S.  133,  Z.  15  v.  u.  (127,  Z.  13  v.  u.):  „Faktorreihe,  also  auch 
für  a,  h^ ...  d.  h."  u.  s.  w.  —  S.  136,  Z.  8  v.  u.  (130,  Z.  2  v.  u.):  —\a\h'^[a\h] 
statt  —  [a|6'][6|a'].  —  S.  136,  Z.  4  v.  u.  (131,  Z.  3  v.o.):   [ahcdy  statt  [ahcd]-. 

—  S.  137,  Z.  16  V.  o.  (131,  Z.  14  v.  u.):  „irgend  einer  (m-ten)*.  —  S.  139,  Z.  12 
V.  u.  (134,  Z.  4  V.  0.):  98  statt  100.  —  S.  141,  Z.  5,  4  v.  u.  (136,  Z.  13,  14  v.  o.): 
2:ß^a^  statt  2;p,a,.  —  S.  142,  Z.  1  v.  o.  (136,  Z.  18  v.  o.):  188  statt  152.  —  S.  143, 
Z.  2,  3  V.  0.  (137,  Z.  12  V.  u.):   „8in(a5c...)  den  Ausdruck,  welcher  numerisch". 

—  S.  143,  Z.  3—1  V.  u.  (138,  Z.  17—19  v.  o.):  „so  ist  das  äussere  Produkt  der- 
selben, abgesehen  vom  If  Zeichen,  gleich  dem  Produkte  der  numerischen  Werthe 
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in  den  sinus  des  Zwischenwinkels".  —  S.  U5,  Z.  8 — 6  v.  u.  (140,  Z.  13,  14  v.  o.): 
„Beweis.  Die  Formel  geht  aus  202  hervor,  wenn  man  /^Z^==s90'*  setzt.**  — 
S.  146,  Z.  4  V.  u.  (141,  Z.  13  v.o.):  „dargestellt  ist"  statt  „dargestellte".  —  S.  147, 
Z.  3,  4  V.  0.  (141,  Z.  16,  15  V.  u.).    Die  Formel  lautet  in  der  Originalausgabe  so: 

206.       sin  i  AB  .  sin  /.  AB  .  cos  (/.  AB  .  AB)  -=  2;cos  /.  ^^A  .  cos  i B^^ . 

S.  147  (141,  142).  In  den  Nrn.  208—211,  213,  216  steht  mehrfach  cos  ac^  cos  6c, . . . 
statt  cos  ^ac,  cos/^&c, ...  und  sin  (a6)  statt  sin/^aft.  —  S.  147,  Z.  9,  8  v.  u. 
(142,  Z.  4,  6  v.  0.)  „Ergänzungen"  und:  „sin  ac  .  sin  6d  .  cos  (/.a 6  .  cd)"  statt  „er- 
gänzende Kombinationen"  und:  „sin  L  ac  .  sin  /,  rf6  .  cos  L  (ac  .  db).  —  In  der 
Originalausgabe  folgt  hinter  Nr.  213  noch  die  Anmerkung: 

„Anm.   Ebenso  würden  sich  die  übrigen  Formeln  aus  §  3  haben  umgestalten  (142) 

lassen,  wenn  man  noch 

[abc\d\  ,     .     , 

- — ^  \-  ^coBiabcd 
apyo 

gesetzt  hätte  u.  s.  w." 

Wir  haben  im  Texte  diese  Anmerkung  weggelassen,  da  nicht  einzusehen  ist, 
was  Grassmann  eigentlich  damit  gemeint  hat. 

S.  148,  Z.  1  V.  u.  bis  S.  149,  Z.  1  v.  o.  (143,  Z.  13,  14  v.o.):  „durch  die  Sätze 
in  §  1  die  Geltung".  —  S.  149,  Z.  8  v.  o.  (143,  Z.  20,  21  v.  o.):  „die  senkrechten 
Projektionen  (normalen  Zurückleitungen)  von  EA''.  —  S.  149,  Z.  11,  18  v.  o.  (143, 
Z.  16,  8  V.  u.):  „Lehrsatz"  statt  „Lehnsatz".  —  S.  löO,  Z.  8  v.  o.  (144,  Z.  15  v.u.): 
„von  den"  statt  „für  die".  —  S.  150,  Z.  15,  8  v.  u.  (144,  Z.  8  v.  u.,  146,  Z.  1  v.  o.): 
119,  118  statt  219,  218.  —  S.  152,  Z.  3  v.  o.  (146,  Z.  16  v.  o.).  Diese  Gleichung 
ist  in  der  Originalausgabe  nicht  besonders  bezeichnet.  —  S.  152,  Z.  15  v.  u.  (147, 
Z.  3  V.  0.):  218  statt  216.  —  S.  153,  Z.  15  v.  u.  (148,  Z.  5  v.  o.):  222b  statt  222(*). 

—  S.  155,  Z.  10  V.  u.  (150,  Z.  20  v.  u.):  „einer"  statt  „der".  —  S.  162,  Z.  4—8  v.  o. 
(167,  Z.  3 — 7  V.  0.):  „unendlich  entfernt,  so  ist  (in  231)  gezeigt,  dass  dann  a,  6,  c 
drei  Einer  Ebene  parallele  Strecken  sind,  d.  h.  (nach  228)  dass  a,  5,  c  unendlich 
entfernte  Punkte  sind,  die  in  Einer  unendlich  entfernten  Ebene  liegen".  —  S.  162, 
Z.  15,  16,  21  V.  0.  (157,  Z.  13,  14,  19,  20  v.  o.):  f  =  —  <?,  SiD  —  E),  B  —  A  statt 
d  =  — f,  s(E^D\  A  —  D.  —  S.  163,  Z.  15  v.  o.  (158,  Z.  14  v.  o.):  B  —  A  statt 
A  —  B—  S.  165,  Z.  13  V.  0.,  1  v.  u.  (160,  Z.  16,  1  v.  u.):  „Lehrsatz",  „den"  statt 
„Lehnsatz",  „dem".  —  S.  166,  Z.  6  v.  o.  (161,  Z.  17  v.  u.):  221  statt  216.  —  S.  167, 
Z.  3  V.  0.,  23,  22,  16  v.  u.  (162,  Z.  16,  1  v.  u.,  163,  Z.  1,  7  v.  o.):  221,  „Umwand- 
lung" statt  230a,  ,,Aenderung".  —  S.  169,  Z.  11,  10  und  ä^  4  v.  u.  (165,  Z.  23,  22  und 
17, 16  V.  u.):  „a6  und  ab'  gleichbezeichnet  und  in  derselben  Ebene  liegend",  „durch 
mehrmalige  Anwendung  einer  einfachen  linearen  Aenderung,  d.  h.".  —  S.  170, 
Z.  12  V.  u.  (166,  Z.  20  V.  u.):  „da  auch  a&  =  6'  gesetzt  war".  —  S.  171,  Z.  4  v.  o. 
(166,  Z.  5  V.  u.):  244  statt  254.  —  S.  173,  Z.  12  v.  o.  (160,  Z.  2  v.o.):  46  statt  40. 

—  S.  174,  Z.  21—18  und  9  v.  u.  (170,  Z.  7—10  und  21  v.o.):  „also  auch  mit  AB 
parallel,  und  folglich  auch  mit  der  Ebene  ABC  ist,  so  sind  (nach  244)  die  Spate 
ABCB  und  ABCE  gleich  und  gleich  bezeichnet,  d.  h.  die  Spate  abc  und  abc\ 
d.  h.  der  Spat  abc  bleibt"  und:  „gleichbezeicbnet.  Also  da  nach  dem  Obigen".  — 
S.  175,  Z.  6  V.  o.  (170,  Z.  3  v.  u.:  „Also"  statt  „Dann  sind".  —  S.  175,  Z.  2  v.  u. 
(171,  Z.  9  v.  u.):   79  statt  80.  —  S.  176,  Z.  15,  14  und  9  v.  u.  (172,  Z.  22,  21  und 

^^''•°)-*  „=.[^BCaD]  [67] 

^olIABCB]  [40]". 

und:  „das  Spat",  wofür  noch  einige  Male,  der  sonstigen  Schreibweise  Grassmanns 
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entsprechend,  „der  Spat"  gesetzt  ist.  —  S.  179,  Z.  16,  4  v.  u.  (175,  Z.  16,  3  v.  u.): 

221,  261    statt  216,  267.  —  S.  179,  Z.  1  v.  u.   bis   S.  180,  Z.  2  v.  o.  (176,  Z.  2—6 

V.  o.):    „zweiter  und  dritter  Stufe.    Da  ferner  alle   Punkte   der  Ebene   sich  aus 

dreien,  aber  nicht  aus  weniger  Punkten  derselben  numerisch  ableiten  lassen  (233), 

so  ist  (nach  14)  die  Ebene  ein  Gebiet  dritter  Stufe,  und  ebenso  (nach  232  und  14) 

der  Raum  ein  Gebiet  vierter  Stufe.     Nach  88  u.  s.  w.".  —  S.  180,  Z.  6  v.  u.  (177, 

Z.  1  V.  o.):   a[Bp]  statt  [aB.p].  —  S.  181,  Z.  1,  2  v.  0.  (177,  Z.  7  v.  o):  „dessen 

Lange  (p  +  q)  die  Summe  aus  den  Längen**.  —  S.  181,  Z.  23  v.  u.  (177,  Z.  13,  12 

T.  u.):  „gleichbezeichnet  dem   eines   Parallelogrammes  AB  CD  ist**.     Diese,  der 

Nr.  239  widersprechende,  Bezeichnung  des  Parallelogramms  findet  sich  noch  einige 

Male  und  ist  jedesmal  verbessert  —  S.  181,  Z.  8  v.  u.  (178,  Z.  7  v.  o.):  [CD]  statt 

[DC].  —  S.  182,  Z.  2,  6,  7  V.  o.  (178,  Z.  13,  16,  17  v.  o.):  „sei",  [DC],  [CD]  statt 

„ist",  [CD],  [DC],  —  S.  183,  Z.  9,  18  v.  o.  (179,  Z.  12,  2  v.  u.):  „wo  A   ein  Pro- 

dukt,  h  und  c"  und:  „welche  von  diesen  letzteren  im  Verhältniese".  —  S.  183, 

Z.  18,  10,  6  V.  u.  (180,  Z.  9,  12,  17  v.  o.):    „ausserhalb    der   beiden    Ebenen   der 

Sunmianden";  277  statt  280:  „Prisma V*  statt  „Spates".  —  S.  186,  Z.  18  und  9—7 

V.  u.  (182,  Z.  11  und  20  v.  o.):   „Ersteres  giebt  (nach  222  und  263)  einen  Linien- 

theil"  und:   [SS]^[AB  AB]=^0  [60]".  —  S.  186,  Z.  20,  12,  7  v.  u.  (184,  Z.  10, 

20,  24  V.  0.):   104;   221;    104  statt   108;   230  a;    103.  —  S.  187,  Z.  7  v.  o.,  13,  9,  4 

v.u.  (184,  Z.  4  V.  u.,  186,  Z.21,  16,  11  v.  u.):  266;  287;  (s.  o.);  287  statt  257;  119c; 

(nach  289);   119  c.  —  S.  188,  Z.  3  v.  o.  (185,  Z.  4  v.  u.):   104  statt   103.  —  S.  189, 

Z.  19  V.  0.  (187,  Z.  18  V.  0.):  287  statt  119c.  —  S.  190,  Z.  9  v.  u.  (188,  Z.  4  v.  u.): 

„Ausdehnungen"  statt  „Ausweichungen".  —  8.  191,  Z.  10—14  v.  o.  (189,  Z.  16—18 

V.  0.):  „Die  Gleichung  einer  geraden  Linie  X,  die  mit  den  geraden  Linien  A  und 

B  durch  denselben  Punkt  geht,  ist  [X^B]  =  0".  —  S.  191,  Z.  15  v.  o.,  14  v.  u. 

(189,  Z.  18*,  7  V.  u.):  301;  „drückt"   statt  296;  „sagt".  —  S.  192,  Z.  8  v.  o.  (190, 

Z.  18  V.  u.):   „nicht  identisch   =0  ist".  —  S.  194,  Z.  9  v.  o.,  13  v.  u.  (192,  Z.  9 

v.u.,  193,  Z.  11  v.o.):  119a  statt  119.  --  S.  196,  Z.  7,  3  v.  u.  (195,  Z.  14,  19  v.  o.): 

„heisset",  „Punkte  |)"  statt   „heisHe",  „Punkte  a".  —  S.  197,  Z.  8—11  v.  o.  (195, 

Z.  10 — 8  V.  u.):  „in  der  Form 

[xeDc^Bax]  =  0  [104] 

schreibt.  Wird  j:  =  c,  so  wird  [ca{cd)]  =  [ead]c^  und  dies".  -—  S.  197,  Z.  13— 
18  V.  o.  (195,  Z.  5 — 1  V.u.):  fünfmal  ce  statt  ec,  zweimal  bc  statt  (bc).  —  S.  197, 
Z.  18,  14,  1  V.  u.  (196,  Z.  2,  G,  20  v.  o.):  104;  123;  .,ihr"  statt  103;  316:  „der 
Gleichung".  —  S.  198,  Z.  1  v.  o.  (196,  Z.  16  v.u.):  „liegt"  statt  „liege".  —  S.  199, 
Z.  9  v.  o.  (197,  Z.  15  V.  o.):  „können"  statt  „kann".  —  S.  201,  Z.  2  v.o.  (199,  Z.  1 
V.  0.):  [(lc]  =  C  statt  [de]  =  C.  —  S.  201,  Z.  10  v.u.  (199,  Z.  16  v.  u.):  dreimal  C 
statt  [cd].  —  S.  202,  Z.  9  v.  o.  (199,  Z.  1  v.  u.):  „dann"  statt  „femer".  —  S.  203, 
Z.  7,  5  V.  u.  (201,  Z.  15,  17  v.  o.):  323;  324  statt  325;  326.  —  S.  204,  Z.  5,  10  v.o. 
(201,  Z.  13,  7  V.  u.):  *  und  *♦*  statt  **  und  ****.  —  S.  204,  Z.  15,  10  v.  u.  (202, 
Z.  6,  11  V.  o.):  326  statt  327.  —  S.  205,  Z.  16,  15  v.  u.  (203,  Z.  10,  11  v.  o.):  1;  —  1 
statt  —  1;  +  1.  —  S.  207,  Z.  13,  15  v.  o.  (205,  Z.  13,  15  v.  o.):  „Grades  liefert  von 
der  Form";  „und  welche  bei  jeder".  —  S.  208,  Z.  7  v.  u.  (206,  Z.  10  v.  u.):  101 
statt  90.  —  S.  209,  Z.  5,  8,  11  f.  v.  o.  (207,  Z.  3,  6,  10  v.  o.):  „d.  h."  statt  „also 
wirklich";  „d.  h.  (nach  254)";  „parallel  ist,  also  [a\b]  gleich  null,  also  a  zu  & 
normal  ist.  Der  Begriff".  —  S.  209,  Z.  14  v.  u.  (207,  Z.  18  v.  u.):  „Beweis  1" 
statt  „Beweis  2  und  3".  —  S.  211,  Z.  10,  11  v.  o.  (209,  Z.  19,  18  v.  u.):  „von  der 
Länge  n  bilden".  —  S.  211,  Z.  15,  13  v.  u.  (209,  Z.  3,  1  v.  u.):  36;  137  statt  70; 
167.    —    S.  211,  Z.  12,  11  V.  u.  (210,  Z.  1  v.  o.):  a[abc]  statt  ctY^ibc];  „aber** 
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statt  „femer".  —  S.  212,  Z.  7,  8  v.  o.  (210,  Z.  19,  18  v.  u.):  A  statt  a.  —  S.  213, 
Z.  20,  13,  3  V.  u.  (211,  Z.  15,  8  v.  u.,  212,  Z.  3  v.  o.):  99  statt  97;  „einen  vierten 
endlich";  c  statt  [cer|.  —  S.  214,  Z.  9—14  v.  o.  (212,  Z.  14—16  v.  o.):  „Sie  liefert 
hier,  wie  oben  (164)  angedeutet  wurde,  die  senkrechte  Projektion,  was  ich  hier 
jedoch  nicht  weiter  darlegen  will.  Ueberhaupt  werde  ich".  —  S.  216,  Z.  16  v.  o. 
(214,  Z.  16  V.  u.):  838  statt  193.  —  S.  217,  Z.  2,  7,  17  v.  o.  (216,  Z.  5,  11  f.,  28  v.  o.): 
„konstanten";  „dieser  Strecke";  „so  ist"  statt  „festen";  „dieses  Abstandes";  „es 
wird  daher".  —  S.  218,  Z.  6,  6;  3;  1  v.  u.  (217,  Z.  6;  8;  lOf.  v.  o.):  „einen  Flächen- 
raum an,  dessen  numerischer  Werth  1  ist,  und  welcher**;  „dieses  Flächenraums*'; 
„Diese  Flächenräume,  aufgefasst  als  Theile  der  betreffenden  Ebenen,  d.  h.  als 
Grössen  dritter  Stufe**.  —  S.  219,  Z.  4 f.  v.  o.  (217,  Z.  16 f.  v.o.):  „Punkt  x  geht, 
also  gleich  A'  mal  der  Höhe,  oder  da  A'  numerisch  gleich  1  ist,  gleich  der  Höhe**. 

—  S.  219,  Z.  13  V.  0.  (217,  Z.  13  v.  u.):  „und  B,  numerisch  gleich  1,  q  aber**.  — 
S.  219,  Z.  26—20  v.  u.  (217,  Z.  7—2  v.  u.):    „Flächentheile    A\  B\  .  .  .    annimmt, 

^clche  numerisch  gleich  1  sind  und  mit  Punkten,  die  auf  der  . . .  Seite  . . .  posi- 
tives Produkt  .  .  . ,    und  g  der   numerische  Werth  dieses  Flächentheiles.     Sollt« 
jedoch".  —  S.  219,  Z.  19,  18  v.  u.  (218,  Z.  1  v.  o.):  pÄ;  [qRx]  statt  [Äx];  q[RxI  — 
S.  220,  Z.  3f.  und  11  f.  v.  o.  (218,  Z.  16,  lö  und  7  v.  u.):  „festen  Kreisen,  deren 

Mittelpunkte"  und:  „qp<y  oder  um  (a  +  |J  H )q)".  —  S.  221,  Z.  1  v.  o.  (219,  Z.  16 

V.  u.):  „die  konstante  Grösse".  —  S.  221,  Z.  18,  16,  15  v.  u.  (220,  Z.  6,  8,  9  v.  o.): 
p;  „auf";  „liegen**  statt  q>;  „nach**;  „gerichtet  sind".  —  S.  222,  Z.  18  und 
17,  16  V.  u.  (221,  Z.  6  und  8  v.  o.):  „senkrecht  stehen  soll.  Da  a  ein  Punkt** 
und:  „also  soll  der  Fächenraum  auf  b  senkrecht**.  —  S.  222,  Z.  15  v.  u.  (221,  Z.  9 
V.  0.):  „383)  [(db+  c)  6]  =  0,  oder".  —  S.  223,  Z.  8—10  v.  o.  (221,  Z.  6,  5  v.  u.): 
„dreier  Strecken,  so  ist  |  b  ein  Produkt  zweier  Strecken,  also  [|  6  .  ü"]  =*  0  u.  s.  w.'* 

—  S.  223,  Z.  1  V.  u.  (222,  Z.  1  v.  u.):  122  statt  121. 

S.  224,  Z.  10  V.  u.  (223,  Z.  4,  3  v.  u.):  „wenn  auch  ausser  den  ursprünglichen 
Variabein  noch  der  Werth**.  —  S.  226,  Z.  9  v.  o.  (226,  Z.  14  v.  u.):    Im  Original 

fehlt:  V  =-  J/i^i  + h  y,„e„^.  —  S.  227,  Z.  7f.,  15f.  v.  o.  (226,  Z.  15,  7,  6  v.  u.):  „und 

diejenigen,  aus  welchen  sich  die  abhängigen  Variabein**;  „indem  man  hierin  die 
obigen  Werthe".  •  —  S.  233,  Z.  11  v.  u.  (233,  Z.  20  v.  u.):  „Bedingungsglei- 
chungen** statt  „Bestimmungsgleichungen'*  und  so  noch  mehrmals.  —  S.  236,  Z.  7  f., 
13  V.  o.  (236,  Z.  4 f.,  11  f.  V.  o.):  „Jede  aus  ihnen  ableitbare  Gleichung'*;  „alle 
Glieder  einer  solchen  abgeleiteten  Gleichung*'.  —  S.  239,  Z.  14—18  v.  o.  (239,  Z.  4 
— 1  v.u.):  „Erklärung.  Unter  dem  algebraischen  Quotienten  A:B  verstehe 
ich  denjenigen  Ausdruck,  welcher  mit  B  algebraisch  multiplicirt  A  giebt,  d.  h. 
(A:B).B  =  A''.  —  S.  240,  Z.  16  v.  o.  (241,  Z.  4  v.  o.):  „die"  statt  „und**.  — 
S.  241,  Z.  13 f.  V.  0.  (242,  Z.  7  v.  o.):  „austauschen.  Ich  werde  deshalb  auch  die 
Zähler".  —  S.  243,  Z.  10,  14  v.  o.  (244,  Z.  19,  15  v.  u.):  177;  1^^  statt  377;  E^^^ 

—  S.  244,  Z.  1,  5  V.  0.  (245,  Z.  9,  14  v.  o.):  „sie";  153  statt  „beide  Ausdrücke"! 
350.  —  S.  245,  Z.  3,  19  v.  o.  (246,  Z.  24,  7  v.  u.):  360;  60  statt  862;  56.  —  S.  245 
Z.  18  und  11  V.  u.  (247,  Z.  6  und  12  v.o.):  „=  [a6  . . .]  [^5  . . .]"  und:  ,,E,[AB...] 
='A^,  jy, [-4JB  . . .]  =  A,  . . .".  Die  Umstellung  ist  vorgenommen  worden,  weil 
Grassmann  inA»  sonst  immer  Qe^  schreibt,  wenn  Q  ein  Quotient  ist,  und  weil  er 
selbst  nachher  schreibt:  [Ä'"]  [ab...].  —  S.  246,  Z.  4  v.  u.  (248,  Z.  10  v.  o.):  380 
statt  378.  —  S.  248,  Z.  12,  2,  1  v.  u.  (250,  Z.  3,  13,  15  v.  o.):  SSO;  pQ;  pQ  statt  378; 
Qp;  Qp.  —  S.  250,  Z.  14  —  16  und  20  v.  o.  (251,  Z.  9—7  und  3  v.  u.):  „ableitbar 
sind ;  dann  aber  lässt  sich  der  Bruch  g  —  ^,  dessen  zu  den  Nennern  c, , . . .  «^  ge- 
hörigen Zähler  (nach  a)  Ci,...C/i  sind,  (nach  386)  auf,**  und:  „sei**  statt  „ist".  — 
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S.  260,  Z.  4  V.  u.  (262,  Z.  18  v.  o.):  „diese"  statt  „solche".  —  S.  261,  Z.  6  v.  u. 
(268,  Z.  17  V.  u):  380  statt  388.  —  S.  262,  Z.  6—8,  10  v.  O.  (263,  Z.  5,  8  t.  u.): 
„eingesetzt  werden;  dann  wird  Cj  «=  (p  —  ^)a,  =  pa,  —  ^a/*  u.  s.  w.;  „Gleichung 
(a)  verwandelt  sich  in".  —  S.  262,  Z.  12—10  v.  u.  (264,  Z.  14—17  v.  o.):  „genügen, 
so  ist  aus  der  Theorie  . . .  bekannt,  dass,  wenn  man  . . .  darbieten  müsse,  d.  h.  es 
muss  noch".  —  S.  262,  Z.  3  v.  u.  (264,  Z.  16  v.  u.):  „ist.  Diese  Gleichung  g  sagt 
aus".  —  S.  263,  Z.  8—17  v.  o.  (264,  Z.  3—1  v.  u.):  „in  die  Gleichungen  (c)  und 
(d)  eingesetzt  werden,  so  dass  also  nun  c^,^  =  (p  —  C)^r-f  i  g®*®**^  werden  kann. 
Femer  ist  dann".  —  S.  263,  Z.  14,  12,  9,  4  v.  u.  (266,  Z.  10,  12,  16,  22  v.  o.): 
Cru.i''>  ^r-Ki?  W?  »7^"*^  zwar"  statt  c^  i  p  c^,^;  (c');  „etwa".  —  S.  264,  Z.  6  v.  u. 
(266,  Z.  20  V.  u.):  „die  obige  Gleichung".  —  S.  267,  Z.  6f.,  16—18,  21—24  v.  o. 
(269,  Z.  6 f.,  17 f.,  21  f.  y.  o.):  „welche  durch  jene  Quotienten  . . .  können,  vier  Punkte 
dar,  von  denen  keine  drei  in  einer  Ebene  liegen,  und  welche  mit  den  ihnen"; 
„entsprechen.  Femer  die  Gleichheit  durch  die  Annahme";  „sein  sollen  (d.  h. 
entweder  =*1,  oder  —  —  1,  oder  =*  cos  a  +  »wß«)»  dio  Kongmenz  verwände!* 
sich".  —  S.  268,  Z.  10,  21  v.  o.  (260,  Z.  9  f.,  22  v.  o.):  „Wir  setzen  der  Kürze  wegen 
Qc^  =»  ^•^,  so  zeige  ich  zunächst,  dass";  26  statt  26.  —  S.  269,  Z.  20 — 3  v.  u. 
(261,  Z.  16  V.  u.  bis  262,  Z.  6  v.  o.):  In  der  Originalansgabe  lautet  diese  Stelle  so: 
„Es  zeigt  sich  nun,  dass  ein  solcher  Verein  bei  circulärer  Aenderung  der 
darin  vorkommenden  Grössen  wiederum  ein  solcher  Verein  bleibt,  und  zwar  so, 
dass  die  Anzahl  der  reellen  unter  den  n  Grössen  in  dem  einen  Verein  eben  so 
gross  ist  wie  in  dem  andern.  Hierbei  will  ich  unter  circulärer  Aenderung  zweier 
Grössen  a^  und  o, ,  wenn  beide  reell,  oder  beide  einfach  imaginär  sind,  den  Ueber- 
gang  derselben  in  zwei  andere  Grössen  &|  und  h^  verstehen,  von  denen 

(h)  &,  —  ara, +t/a,,    6,  —  xo,  — ya» 

ist,  während  x  und  y  beide  reell  sind,  und  die  Summe  ihrer  Quadrate  eins  ist, 
also  x^-\-y'^^=l.  Hingegen  wenn  von  den  beiden  Grössen  «j  und  a.^  die  eine 
reell,  die  andere  imaginär  ist,  so  soll 

262  h^  =  »rrti  +  »/irt^ ,     6,  =»  .ta,  —  yia^ 

sein,  wo  i  =  y — 1,  x  und  y  beide  reell  sind,  und  x'  —  t/',  d.  h.  a;* -f- (i/i)*  =  i 
ist,  oder  anders  ausgedrückt,  die  Gleichungen  (h)  stellen  jede  circuläre  Aenderung 
von  Oj  und  a,  dar,  wenn"  u.  s.  w.  —  S.  261,  Z.  5  v.  u.  (264,  Z.  11  f.  v.  o.): 
(a,  a^Y  <  ißJtY  und  a,  a^  <Cß,ß,.  —  S.  262,  Z.  10—5  v.  u.  (265,  Z.  5—10  v.  o.^: 
„so  werden  also  die  zugehörigen  Zähler  p,  r, ,  p^r, ,  ...  p,/,»  und  die  Zähler... 
Potenzwerth  des  Bruches  q  —  Q  ist  (nach  383)  gleich  dem  . . .  seiner  Nenner,  also 
gleich  ...".  —  S.  264,  Z.  20f.,  26f.  v.  o.  (267,  Z.  8f.,  15  v.  o.):  „n-ten"  statt  „in- 
ten"; „in  der  Ebene,  und  sind  f\ ,  /!j,  f.^,  f^''  u.  s.  w.  —  S.  267,  Z.  3  und  11  v.  o. 
(270,  Z.  5  und  11  v.  o.):  „linearen  Abstandes"  und  „Abstandes"  statt  „Doppel- 
abstandes". —  S.  267,  Z.  4  V.  u.  r270,  Z.  1  v.  u.,  271,  Z.  1  v.  0.):  „Kreisumfänge" 
statt  „Ebene".  —  S.  268,  Z.  24,  22,  19,  16  v.  u.  (271,  Z.  16,  14,  11,  7  v.  u.):  „Linien"; 
(3;  392;  „Definition"  statt  „Linie";  ß^;  22;  „Erklämng".  —  S.  269,  Z.  2,  20  v.  o. 

(272,  Z.  13  v.  0.,  7  V.  u.):  rl  —  1;  „dem"  statt  s]  —  1;  „einem".  —  S.  269,  Z.  15 
— 12,  3  V.  u.  (273,  Z.  3 — 5,  12  v.  0.»:  „dass  er  aus  den  n  Mittelpunkten  durch  die 
Zahlen  «j ,  . . .  «^  numerisch  ableitbar  ist.  Dann  ist  2Ja^  |  a^^  =  0  und  das  zweite 
Glied  fällt  weg.  Dann  wird";  „den  Radius  (ß)  desselben  erhält  man".  —  S.  270, 
Z.  8  V.  u.  (274,  Z.  15  v.  o.):  400  statt  401.  —  S.  272,  Z.  5,  8  v.  0.  (276,  Z.  5,  1  v.u.): 
400;  46  statt  401;  46.  —  S.  273,  Z.  7  v.  0.  (277,  Z.  3 f.  v.  0.):  „des  andem,  mit 
Ausnahme  eines  für  alle".  —  S.  274,  Z.  17  v.  o.  (278,  Z.  16  v.  o.):  „d.  h.  q  ist  mit 
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Ausnahme  eines  konstanten  Faktors  X  genau'^  —  S.  277,  Z.  7  y.  u.  (282,  Z.  12  v.  0.)^ 

„Setzen  wir  dann  -j-  =»  ^',  so  entsprechen  sich".  —  S.  278,  Z.  18  v.  u.  (283,  Z.  1 

V.  O.):  „ist"  statt  „lautet".  —  S.  279,  Z.  19,  7,  2  v.  u.  (284,  Z.  12,  21,  27  v.  o): 
„Kreises";  „die  des";  „den  unendlich"  statt  „Hauptkreises";  „der  des";  „der  un- 
endlich". —  S.  281,  Z.  1  V.  u.  (286,  Z.  4  v.  u):  nach  413  Anm.  —  S.  288,  Z.  2f. 
V.  o.  (287,  Z.  2  V.  u.):  „grösser  als  Null,  also  auch  die  linke,  d.  h.".  —  S.  283, 
Z.  13  V.  u.  Bis  S.  284,  Z.  14  v.  u.  Diese  Stelle  steht  in  der  Originalausgabe  auf 
S.  310,  Z.  5  V.  u.  bis  S.  311,  Z.  13  v.  u.  —  S.  284,  Z.  20,  27  v.  o.  (311,  Z.  16,  23 
V.  0.):  <  statt  ^.  —  S.  284  (288):  Hier  schreibt  Grassmann  f(q),  wahrend  er 
im  Folgenden  fast  immer  bei  Funktionszeichen  die  Klammer  weglässt;  wir  haben 
überall  die  Klammer  setzen  lassen.  —  S.  284,  Z.  4  y.  u.  (288,  Z.  6,  5  y.  u.):  „und 
könnte  dennoch  f{qy\  —  S.  287,  Z.  11  f.  v.  o.  (291,  Z.  13  y.  u.):  „für  jedes  endliche 
a  die  Differenz".  —  S.  288,  Z.  4  y.  u.  (293,  Z.  20  y.  o.):  „beifüge"  statt  „beifügte". 
S.  291,  Z.  17,  16  y.  u.  (296,  Z.  10,  11  y.  o.):  dy;  dz  statt  d^y;  d^z.  —  S.  294, 
Z.  10,  13—18  y.  0.  (299,  Z.  4,  7—9  y.  o.):  ,,q  eine  reelle  Zahl";  „null  wird.  Wen- 
den wir  dies  auf  d  f{x)  an,  und  setzen,  da  in  cp(x-\-  qdx)  das  dx  willkürlich 
war,  dafür  das  obige  dz,  so  erhalten  wir".  —  S.  294,  Z.  19,  14  y.  u.  (299,  Z.  10, 
14  y.  0.):  +  iVj  statt  —  J^,.  —  S.  295,  Z.  3,  2  y.  u.  (300,  Z.  4,  3  y.  u.):   „also  da 

(nach  Hyp.)  d^f(x)  also  auch  -    (wenn  dx\0  ist)  stetig  ist,  so  ist  auch".  — 

a  X 

S.  296,  Z.  1  y.  0.  (300,  Z.  3,  2  y.  u.):  g  =0;  427  statt  g'=0;  426.  —  S.  29i'>,  Z.  13, 
20  y.  0.,  11  y.  u.  (301,  Z.  10,  16  v.  o.,  12  y.  u.):  „im  Satze";  „Nun  sind  nach 
Bew.  1  die  Grössen";  „und  f  {x)  ist  als  derjenige"  statt  „in  jenem  Satze";  „Nach 
Beweis  1  .  .  .  aber  die  Grössen";  „Damit  ist  f'{x)  als  derjenige".  —  S.  297,  Z.  2, 
3,  8,  lOy.  0.  (302,  Z.  2,  4,  llf.  y.  o.):  „reelle";  zf'x-,  dx.f.ai  ^att  „positive";  f'{x)z', 
f'{x)dx.  —  S.  298,  Z.  6  y.  o.  (303,  Z.  10  y.  o.):  [/"(«)]*  statt  [/"(a?)**]  und  entsprechend 
im  Folgenden.  —  S.  299,  Z.  13  y.  o.  (304,  Z.  10  y.  u.):  429  statt  440.  —  S.  300, 
Z.  15  y.  0.  (306,  Z.  3  y.  u):  436  statt  436,  428.  —  S.  301,  Z.  16,  14—12  y.  u.  (307, 
Z»  1,  3  f.  y.  0.):  448  statt  444;  „da  nach  der  Annahme  der  Beweis  für  den  angenom- 
menen Werth  m  gilt;  da  nun  (nach  443)".  —  S.  303,  Z.  2,  1  y.  u.  (309,  Z.  16,  14 
y.  u.):  „positive  Zahl  -<  1  von  der  Art,  dass  für  jeden  Index  r,  u^-.f^  was  wir 
mit  a/.  -  S.  306,  Z.  7,4  y.  u.  (312,  Z.  14, 17  y.  o.):  458;  „Vergleichung**  statt  419c; 
„Vergleichungen".  —  S.  306,  Z.  7—10  y.  o.  (312,  Z.  9—7  y.  u.):  „Der  nach  der 
Zahlgrösse  x  genommene  Differenzialquotient  ...  ist  wieder  eine  ächte  Reihe.  — 
S.  306,  Z.  8  y.  u.  (313,  Z.  6  y.  o.):  459  statt  419  c.  —  S.  308,  Z.  3,  6,  9,  13  y.  o. 
(314,  Z.  24,  22,  18,  14  y.  u.):  <  itf ;  468;  360;  „kleiner  als"  statt  num.  <3f;  419c; 
460;  „gleich".  —  S.  308,  Z.  16—17  y.  o.  (314,  Z.  11-9  y.  u.):  „müssen.  Und  es 
kommt  darauf  an,  ob  diese  ...  in  einer  ächten  Reihe  entwickeln  lasse".  Diese 
Ausdrucksweise  „in  einer  Reihe  entwickeln"  kommt  noch  mehrmals  vor.  —  S.  309  ff. 
(S.  315ff.):  In  der  Originalausgabe  ist  das  C  in  dem  Zeichen  C[f{x)]  nicht  durch 
den  Druck  ausgezeichnet;  es  schien  aber  eine  schärfere  Hervorhebung  för  das 
Auge  wünschens werth.  —  S.  317,  Z.  6,  6  v.  u.  (324,  Z.  6  v.  o.):  „so  erhält  man". 

—  S.  319,  Z.  13,  17  v.  a  (3-26,  Z.  5,  2  v.  u.):  458;  462  statt  419c;  468.  —  S.  319, 
Z.  12  v.  u.  (326,  Z.  6  f.  v.  o.):  „da  er  noch  numerisch  kleiner".  — 

S.  322,  Z.  4,  6  v.  0.  (328,  Z.  12,  10  v.  u.):   „verschwindet"  statt  „null  wird". 

—  S.  322,  Z.  14,  13  v.  u.  (329,  Z.  12 f.  v,  o.):  „streitet;  es  müsste  also  f{i)  dauernd 
negativ  sein;  allein  dann  wäre  f{tt)<Cf{ßi)  (nach  471),  was  gleichfalls"  u.  s.  w. — 
S.  326,  Z.  20,  16  v.  u.  (332,  Z.  16,  17  v.  o.):    „Zusatz.    Es  ist";   „Wenn  /"(O)  — 0 
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ist,  80  ist  für  jedes  t,  was  zwischen".  —  S.  826,  Z.  7  v.  u.  (383,  Z.  14  v.  u.):  440 
statt  435.  -  S.  327,  Z.  13  v.  o.  (334,  Z.  3  v.  o.):  „verschwindende"  statt  „null 
werdende".  —  S.  327,  Z.  5,  4,  3  v.  u.  (334,  Z.  14,  13,  12  v.  u.):  f^{x)  statt  f^(et), 
—  S.  328,  Z.  17  V.  o.  (335,  Z.  8  v.  o.):  438,  431c  statt:  433.  —  S.  828,  Z.  17  v.  u. 
bis  S.  330,  Z.  14  v.  o.  (835,  Z.  11 — 21  v.  o.):  Die  Anmerkung  lautet  in  der  Original- 
ausgabe folgendermassen : 

„Anm.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass,  wenn  eine  der  GrGssen  a  oder  x 
(also  auch  dx)  eine  Zahlgrössc  ist,  die  zugehörige  Lücke  wegfällt  und  daher  die 
Unterscheidung  der  Lücken  überflüssig  wird;  ebenso  wenn  die  beiden  Lücken  ver- 
tauschbar sind,  d.  h.  wenn  stets  dasselbe  Resultat  hervorgeht,  sobald  von  zwei 
beliebigen  Grössen  (hier  a  und  d.i)  die  eine  in  die  erste,  die  andere  in  die  zweite 
Lücke  eintritt,  oder  umgekehrt  jene  in  die  zweite,  diese  in  die  erste.  Noch  be- 
merke ich  nachtiHglich ,  dass  in  dem  ganzen  vorhergehenden  Abschnitte  überall, 
wo  von  einem  Lückenausdrucke  mit  n  Lücken  die  Rede  ist,  ohne  dass  eine  nähere 
Bestimmung  hinzugefügt  ist,   stets  die  n  Lücken  als  vertauschbar  gesetzt  sind." 

S.  330,  Z.  20  V.  o.  (335,  Z.  6  v.  u.)  „verschwindende"  statt  „null  werdende". 
Dieselbe  Aenderung  ist  S.  380,  Z.  24  v.  o.  (335,  Z.  2  v.  u.)  anzubringen.  —  S.  830, 
Z.  11,  10  V.  u.  (836,  Z.  2,  3  v.  o.) :  „also  auch  das  ihnen  gleiche  f{xy  statt  „also 
gilt  dasselbe  . . .  gleich  F" (x)  ist".  —  S.  331,  Z.  0—13  v.  o.  (836,  Z.  12—16  v.  o.): 
„Da  y  und  t  von  einander  unabhängig  sind,  so  ist,  wenn  d  und  d^  die  auf  den 
Verein  dieser  beiden  Variabein  bezüglichen  Differeuziale  sind,  (nach  437)"  statt 
„Da  y  und  t  von  . . .  sind,  (nach  442)".  —  S.  331,  Z.  1  v.  u.  bis  S.  332,  Z.  1  v.  o. 

(336,  Z.  9—7  V.  u.):    „Hier   sind   y  und  t   Funktionen  von  x  (nämlich    t^^yx^, 

y  =  X'.yx-)^  also  ist  F{y^t)  auch  als  Funktion  von  x  zu  fassen  und  sei  als 
solche  mit  F(x)  bezeichnet;  so  haben  wir  also  in  jedem  Falle"  statt  „Bezeichnen 
wir  endlich  ...  in  jedem  Falle".  —  S.  332,  Z.  4  v.  o.  (336,  Z.  4,  3  v.  u.):  „ver- 
schwindende" statt  „null  werdende".  —  S.  332,  Z.  10  v.  o.  (337,  Z.  4  v.  o.\-  ,,ver- 
schwindet"  statt  „null  wird".  —  S.  333,  Z.  13,  5  v.  u.  (338,  Z.  13,  20  v.  o.):  487; 
„was  wir"  statt  477;  „das  wir".  —  S.  335,  Z.  19  v.  u.  (340,  Z.  15  v.  o.>:  „das 
Differenzini"  statt  „den  Differenzialquotienten".  —  S.  336,  Z.  11  v.  u.  (^341,  Z.  10 
V.  u.):  484  statt  432,  433.  —  S.  336,  Z.  5—1  v.  u.  (341,  Z.  4  v.  u.  bis  342,  Z.  2 
v.  0.):  „ist,  und  man  überall  mit  d  den  allgemeinen  Differenzialquotienten  nach  t 
(auch  X  als  von  t  abhängig  gedacht),  hingegen  unter  . . .  die  letztere  eine  Zahl- 
grössc darstellt,  bezeichnet:  so  ist"  statt  „ist,  und  mau  überall  . . .  darstellt,  so 
ist".  —  S.  338,  Z.  16,  14  und  11,  10  v.  u.  (343,  Z.  10,  8  und  5,  4  v.  u.):  n!;  „Glei- 
chung" und  „der  allgemeine  Differenzialquotient"  statt  r!;  „Differenzialgleichung" 
und  „den  totalen  Differenzialquotienten".  —  S.  339,  Z.  16  v.  u.  (344,  Z.  5  v.  u.): 
„Gleichung"  statt  „Differenzialgleichung".  —  S.  339,  Z.  3,  2  v.  u.  (345,  Z.  10 f.  v.  o.i: 
„bestimmt  und  die  n  Grössen  a^ ,  ...  «^  durch  die  Gleichung 

(d)  «>-[(^ -»>,)"-']"• 

Wir  haben  diese  Stelle  geändert,  weil  die  Formel  (d)  so,  wie  sie  im  Originale 
lautet,  unverständlich  ist.  In  der  That,  es  kommt  Alles  auf  die  Bedeutung  des 
Ausdruckes  [iA  —  m^Y  ~  ^]  an.  Die  bisherigen  Entwickelungen  lassen  nur  eine 
Auffassung  dieses  Ausdrucks  zu,  die  nämlich,  dass  er  ein  Bruch  ist,  dessen  Zähler 
und  Nenner  Grössen  (n  —  l)-ter  Stufe  sind  (nach  383  Anm.);  ein  solcher  Bruch 
kann  aber  nicht  der  Grösse  a^,  die  von  erster  Stufe  ist,  kongruent  sein.  Ebenso- 
wenig lässt  sich  aus  den  späteren  Entwickelungen  eine  Deutung  der  Gleichung  (d  i 
ableiten;  denn  auch  die  späteren  Erklärungen  (es  kommen  hier  nur  die  Nummern 
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504  and  506  in  Betracht)  erlauben  nicht,  den  Ausdruck  [(Ä  —  m^)**""*]  so  zu 
deuten,  dass  er  eine  Grösse  erster  Stufe  wird. 

S.  340,  Z.  3 f.  V.  o.  (346,  Z.  14 f.  v.  o.):  „Gleichung"  statt  „Gleichungen";  388 
und  389  statt  388.  —  S.  340,  Z.  9—7,  3,  1  v.  u.  (346,  Z.  6—9,  12f.,  15  v.  o.): 
„499.   Wenn 

(a)  9x  +  ÄX'='f(t) 

ist,  wo  d,  j*,  Ä,  t  die  Bedeutung  wie  in  498  haben,  so  wird  die  obige  Gleichung, 

wenn"  u.  s.  w.;  „ist,  und  cT'^f^e  ^  dt  =  y^  gesetzt  wird,  integrirt  durch  die 
Gleichung";  „in  welcher  cr^,  ...  cc^  willkürliche  Konstanten  sind".  —  Noch  ist 
zu  bemerken,  dass  in  den  Nr.  498  und  499  der  Buchstabe  Ä ,  der  als  Zeichen  für 
einen  Bruch  dient,  durch  fetten  Druck  ausgezeichnet  ist,  was  in  der  Originalaus- 
gabe nicht  der  Fall  ist.  Diese  Art  der  Hervorhebung  extensiver  Brüche  hätte 
eigentlich  schon  in  den  Nrn.  377  ff.  eingeführt  werden  sollen.  —  S.  341,  Z.  2,  6,  10, 
19  V.  0.  (346,  Z.  21,  18,  12,  4  v.  u.):  „lassen";  389;  „verschwindet",  497  statt  „lässt"; 
387;  „null  wird"; '496.  — 

S.  343,  Z.  6  f.  V.  0.  (848,  Z.  11,  10  v.  u.):  „bis  zur  m-ten  Ordnung  hin  sich 
darstellen  lassen  in  der  Form".  —  S.  344,  Z.  7  v.  o.  (349,  Z.  10  v.  u.):  „sind" 
statt  „wird".  —  S.  344,  Z.  2,  1  v.  u.  (350,  Z.  22—20  v.  u.):  „Man  erhält  damit, 
indem  wir  die  Bezeichnung  der  Unbekannten  ändern,"  u.  s.  w.  —  S.  345,  Z.  14 
V.  u.  (351,  Z.  12  V.  0.):  „konstant"  statt  „willkürliche  Konstanten".  —  8.  346,  Z.  8 
V.  u.  (352,  Z.  19  V.  0.):  „oben"  statt  „eben".  —  S.  349,  Z.  4  v.  o.  (355,  Z.  If.  v.  o.): 
„über  Lückenausdrücke  mit  nicht  vertauschbaren  Lücken  aufzustellen".  —  S.  349  ff. 
(355 ff.):  In  den  Nrn.  504 — 510  sind  in  der  gegenwärtigen  Ausgabe  alle  Buchstaben, 
die  Lückenausdrücke  bezeichnen  sollen,  fett  gedruckt.  —  S.  349,  Z.  14—1  v.  u. 
(855,  Z.  11,  10  V.  u.):  „hervorgeht.  Hierdurch  ist  dieser  Fall  auf  den  vorigen 
zurückgeführt".  —  S.  350,  Z.  5  v.  u.  (356,  Z.  18  f.  v.  o.):  „unterscheiden"  statt  „unter- 
scheidet". —  S.  351,  Z.  19  V.  0.  (357,  Z.  7  f.  v.  o.):  „wiederholt  eine  einfache  lineale 
Aenderung  erfährt".  —  S.  352,  Z.  5,  6  und  11  v.  o.  (357,  Z.  13,  12  und  7  v.  u.): 
„Definition"  statt  „Erklärung"  und:  „Theiles"  statt  „Abschnittes".  —  S.  353,  Z.  11 
V.  u.  (359,  Z.  19  V.  u.):  „dieser"  statt  „jener".  —  S.  354,  Z.  3,  2  v.  u.  (360,  Z.  11, 
10  V.  u.):  „eintreten.    Dasselbe  drückt  aber  die  Formel  .  .  .  aus,  also". 

S.  355,  Z.  9  V.  o.  (361,  Z.  1  v.  o.):    £  U^du^  =^  ^^aT-%^^'  —  ^'  ^^^ 

Z.  10  V.  u.  (361,  Z.  15  V.  u.):  {^  f   ^a  >"'  **•»)"•  "  S-  ^66,  Z.  5,  3  v.  u.  (362,  Z.  7, 

5  V.  u.):  [^(^^)'*]  8te,tt  x(-^xV.  —  S.  356,  Z.  2  v.u.  bis  357,  Z.  1  v.  o.  (362, 

Z.  4  V.  u.):   „also  (nach  506)  selbst  null  ist".   —   S.  357,  Z.  4—9  v.  o.  (363,  Z.  1 

v.o.):    „Xe^=X^,  also  ^^Xe^c,  — j^X^e,«-^  X^  (nach  451),  folglich".  — 

S.  360,  Z.  1  V.  u.  (366,  Z.  4  v.  u.).  In  der  Gleichung  (h)  fehlt  im  Original  auf  der 
rechten  Seite  der  Faktor  2,  dessen  Hinzufügung  durch  die  Erklärung  in  Nr.  504 
nothwendig  wird.  Dieser  Faktor  fehlt  im  Original  auch  in  den  aus  514h  abgelei- 
teten Gleichungen  und  ist  daher  in  der  gegenwärtigen  Ausgabe  überall  hinzu- 
gefügt worden.  —  S.  363,  Z.  15  v.  u.  (369,  Z.  8  v.  u.):  (nach  509)  statt  (nach  504 
und  506).  —  S.  363,  Z.  2  v.  u.  bis  364,  Z.  4  v.  o.  (370,  Z.  5—8  v.  o.):  „so  können 
wir,  ohne  die  Bedeutung  desselben  zu  ändern,  ihm  noch  eine  Lücke  l  hinzufügen 
(nach  504).   Diese  Lücke  sei  mit  den  übrigen  von  gleicher  Gattung,  so  wird  (nach 
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504)".  —  S.  365,  Z.  4—12  v.  o.  (371,  Z.  13—19  v.  o.):  es  l&sst  sich  diese  Determi- 
nante aber  als  Produkt  eines  Quadrates  und  einer  neuen  Determinante,  welche  nur 
die  einfache- Anzahl  der  erforderlichen  Faktoren  enthält,  darstellen ;  jenes  Quadrat 
f&llt  dann  schliesslich  aus  den  Ausdrücken  für  Sx^, . .  .9x^^  hinweg,  und  diese  neue 

Determinante  stimmt  mit  dem  oben  mitgetheilten  Ausdrucke     (-r-  .\)       überein. 

Alle  diese"  u.  s.  w.  —  S.  366,  Z.  16,  16  v.  u  (371,  Z.  8,  7  v.  u.):  616  statt  615.  - 

S.866,  Z.  11—14  v.o.(372,Z.16  v.u.):  „Esistaber  ^Xdx^'SXrmd  ^  XS'X'^S'X; 

€m  X  (m  X 

also  hat  man".  —  S.  366,  Z.  13,  12  v.  u.  (872,  Z.  7,  6  v.  u.):  ,,al80,  da  (nach  504) 
Xdx=»X9'x  +  X9x  war,  und".  —  S.  867,  Z.  7f.  v.  o.  (373,  Z.  12  v.  o.):  „zu  lösen 
ist,  wenn  die  Bedingungsgleichung  (a)  wegf&llt".  —  S.  367,  Z.  13  v.  o.  (378,  Z.  17 
V.  u.):  „das  Verhftltniss"  statt  „die  Verhaltnisse".  —  S.  867,  Z.  17,  16  v.  u.  (373, 
Z.  9  V.  u.):  „setzt  man  hierin  statt  ^«Cg^**.  —  S.  867,  Z.  5  v.  u.  (874,  Z.  2  v.  o.): 
„noch  wieder  eine  Funktion  von  y  und  t".  —  S.  367,  Z.  1  v.u.  (374,  Z.  7  v.  o.): 
„bedeutet"  statt  „bedeutete".  —  S.  369,  Z.  16—14  v.  u.  (375,  Z.  8  v.  u.):  „Dieser 
Ausdruck  ist  aber  (nach  609)".  —  S.  369,  Z.  10,  9  v.  u.  (875,  Z.  5  v.  u.):  ,Ji%F^^]  «  F^ 
ist,  und  also  a  von  b  verschieden  ist  und  daher".  —  S.  370,  Z.  9  v.  u.  (376,  Z.  9 

V.  u.):  r^Xa,aJ  statt  ^^X.«  a  .  —  S.  371,  Z.  9  und  12  v.  o.  (377,  Z.  4  und 
Lax       '^  'J  ax         '^  * 

7  V.  0.):  X  statt  [X]  und:   [^(/-^)*]  ^^^^  ^{f  ^Y'   —    S.  371,  Z.  18  v.  o. 

(377,  Z.  18  V.  0.):   „1  und  *"  "^     statt  „1  und    -^^*-  —  S.  372,  Z.  18  v.  o.  (878, 

Z.  14  V.  0.).  In  der  Originalausgabe  fehlt  im  ersten  Gliede  der  Faktor  ^jr.  — 
S.  372,  Z.  6,  5  V.  u.  (878,  Z.  7,  6  v.u.):  „deren  Verhältnisse  durch  die  Gleichungen 
(?j,  . . .  6r^  =  0  bestimmt  sind,  die  Grössen".  —  S.  375,  Z.  17,  16  v.  u.  (381,  Z.  11. 
10  V.  u.):  A',  >  statt  [XJ,  <.  —  S.  376,  Z.  12  v.  u.  (382,  Z.  7,  6  v.  u.):  „wenn 
diese  Anzahl  a«2n  ist.  Wendet  man  dann  dies  Verfahren  noch  einmal  an,  :jo 
reducirt".  —  S.  377,  Z.  17  v.  u.  (383,  Z.  9  v.  u.):  Ada  statt  Ada  «  0.  —  S.  378, 
Z.  14  V.  u.  (384,  Z.  2  v.  u.):  „sei"  statt  „wäre".  —  S.  379,  Z.  10  v.  o.  (385,  Z.  12 
V.  u.):  „also"  statt  „auch".  — 

S.  880  f.  (386 — 388)  sind  in  dem  Verzeichnisse  der  gebrauchten  Kunstaus- 
drücke  verschiedene  Druckfehler  der  Originalausgabe  verbessert,  die  anzuführen 
sich  nicht  lohnt. 

In  dem  Inhaltsverzeichnisse,  S.  382 f.,  das  in  der  Originalausgabe  gleich 
hinter  der  Vorrede,  auf  S.  XI  und  XII  steht,  haben  wir  die  Kapitel-  und  Para- 
graphenüberschrifben  in  genauere  Ucbereinstimmung  mit  denen  des  Textes  gebracht ; 
ausserdem  haben  wir  auch  bei  jedem  Paragraphen  die  zugehörige  Seitenzahl  hin- 
zugefügt. 


Anmerkungen 

zur  Ausdehnungslehre  von  1862. 


(Die  Seitenzahlen  beziehen  sich  auf  die  vorliegende  Ausgabe.) 

Die  Ausdehnungslehre  yon  1863,  die  wir  nach  Grassmanns  Vorgänge 
kurz  als  A,  bezeichnen,  trägt  unter  der  Vorrede  das  Datum  des  29.  August  1861 
und  ist  auch  im  Jahre  1861  erschienen.  Grassmann  hatte  sie  auf  eigene  Kosten, 
in  einer  Auflage  von  300  Exemplaren,  drucken  lassen  und  gab  sie  bei  der  Ver- 
lagshandlung von  Enslin  in  Berlin  in  Kommission;  die  Jahreszahl  1862  auf  dem 
Titel  ist  jedenfalls  aus  buchhändlerischen  Rücksichten  gewählt  worden. 

Was  das  Verhältniss  der  Ausdehnungslehre  von  1862  zu  der  yon  1844  an- 
langt,  so  y erweisen  wir  auf  die  Vorbemerkungen  zu  dem  gegenwärtigen  Theile. 

S.  3,  Z.  14, 13  V.  u.  Die  Abhandlungen  im  Grell  eschen  Journale  beziehen  sich 
auf  die  Erzeugimg  algebraischer  Kurven  und  Flächen,  auf  die  sogenannte  höhere 
Projectivität  in  der  Ebene  und  im  Räume  und  auf  die  verschiedenen  Arten  der 
Multiplikation.  Sie  werden  im  zweiten  Bande  dieser  Ausgabe  zum  Abdruck 
gelangen. 

S.  3,  Z.  5  y.  u.  Diese  Anzeige  ist  später  als  Anhang  zur  zweiten  Auflage 
der  Aj  wieder  abgedruckt  worden  (diese  Ausgabe  I,  1,  S.  297 — 312). 

S.  6,  Z.  8  V.  o.  Das  Lehrbuch  der  Arithmetik  war  ursprünglich  1860  bei 
R.  Grassmann  in  Stettin  erschienen,  wurde  aber  dann  bei  Enslin  in  Kommission 
gegeben  und  erhielt  einen  neuen  Titel  mit  der  Jahreszahl  1861.  Deshalb  ist  die 
Jahreszahl  1860,  die  in  der  Originalausgabe  der  A,  steht,  geändert  worden. 

S.  8,  Z.  11—14  V.  0.  Die  geplante  Bearbeitung  der  wichtigsten  Zweige  der 
Physik  ist  nicht  erschienen.  Da  nämlich  die  Ausdehnungslehre  auch  in  ihrem 
neuen  Gewände  bei  den  Fachgenossen  zunächst  so  g^t  wie  keine  Beachtung  fand, 
so  wandte  sich  Grassmann  für  eine  Reihe  von  Jahren  ganz  seinen  schon  früher 
begonnenen  sprachlichen  Arbeiten  zu.  Auf  physikalische  Fragen  beziehen  sich 
von  seinen  späteren  Arbeiten  nur  zwei  Aufsätze  über  Mechanik  und  je  einer  über 
Electrodynamik  und  Akustik.  Diese  werden  nebst  einigen  Aufsätzen  aus  dem 
Nachlasse  im  zweiten  und  dritten  Bande  dieser  Ausgabe  abgedruckt  werden. 

S.  9,  Z.  1— 4  V.  0.  Der  Gauss  sehe  Brief  ist  datirt:  Göttingen,  den  14.  De- 
cember  1844.    Wir  theilen  daraus  nur  Folgendes  mit: 

.  .  .  „in  einem  Gedränge  von  andren  heterogenen  Arbeiten  Ihr  Buch  durch- 
laufend glaube  ich  zu  bemerken,  dass  die  Tendenzen  desselben  theilweise  den- 
jenigen Wegen  begegnen,  auf  denen  ich  selbst  nun  seit  fast  einem  halben  Jahr- 
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hundert  gewandelt  bin,  und  wovon  freilich  nur  ein  kleiner  Theil  1831  in  den 
Comment.  der  Göttingischen  Societät  und  noch  mehr  in  den  Göttingischen  Gelehrten 
Anzeigen  (1831,  Stück  G4)  gleichsam  im  Vorbeigehen  erwähnt  ist,  nemlich  die 
concentrirte  Metaphysik  der  complexen  Grössen,  während  von  der  unendlichen 
Fruchtbarkeit  dieses  Princips  für  Untersuchungen  räumliche  Verhältnisse  betreffend 
zwar  vielfältig  in  meinen  Vorlesungen  gehandelt,  aber  Proben  davon  nur  hin  und 
wieder,  und,  als  solche  nur  dem  aufmerksamen  Auge  erkennbar,  bei  andren 
Veranlassimgen  mitgetheilt  sind.  Indessen  scheint  dies  nur  eine  partielle  und 
entferntere  Aehnlichkeit  in  der  Tendenz  zu  sein;  und  ich  sehe  wohl,  dass  um  den 
eigentlichen  Kern  Ihres  Werkes  herauszufinden,  es  nöthig  sein  wird,  sich  erst  mit 
Ihren  eigenthümUchen  Terminologien  zu  familiarisiren.  Da  aber  dazu,  bei  mir, 
nothwendig  eine  von  andren  Beschäftigungen  freiere  Zeit  erforderlich  sein  wird, 
so  darf  ich  jetzt  nicht  länger  anstehen,  Ihnen  meinen  ergebensten  Dank  für  die 
gefällige  Uebersendung  Ihres  Werkes  auszusprechen,"  .... 

Die  Stelle  aus  den  Göttingischen  Anzeigen,  auf  die  sich  Gauss  bezieht, 
steht  in  den  gesammelten  Werken  Bd.  II,  S.  175  ff. 

S.  9,  Z.  8 f.,  16  V.  o.  Der  genaue  Titel  der  Zeitschrift  lautet:  Annali  delle 
scienze  del  Regno  Lombardo -Veneto.  Opera  periodica  di  alcuni  coUaboratori. 
Padova,  seit  1831.  Von  Bellavitis  sind  darin  zahlreiche  Aufsätze  enthalten,  von 
denen  jedoch  hier  nur  folgende  in  Betracht  kommen: 

Bd.  II,  1831,  S.  250:  „Sulla  Geometria  derivata*^  enthält  die  Darstellung  der 
Summe  zweier  Geraden  durch  die  Diagonale  und  die  bekannte  Deutung  der  ima- 
ginären Grössen;  vermöge  dieser  lässt  sich  aus  jedem  Satze  über  Punkte  in  einer 
Geraden  ein  solcher  über  Punkte  in  einer  Ebene  herleiten,  daher  das  derivata. 

Bd.  V,  1835,  S.  244—259.  Saggio  di  applicazioni  di  un  nuovo  metodo  di 
Geometria  analitica  (Calcolo  delle  Equipollenze);  Memoria  di  Giusto  Bellavitis  di 
Bassano.  Der  Verfasser  hatte  die  Methode  bereits  im  September  1832  dem 
„Ateneo  veneto"  vorgelegt  und  zur  Ableitung  von  Eigenschafben  der  Kegelschnitte 
benutzt,  veröffentlicht  im  „Poligrafo  di  Verona,  Gennajo  1833". 

Bd.  VI,  1836,  S.  126.  „Teoria  delle  figure  inverse  e  loro  uso  nella  Geometria 
elementare".  Die  Theorie  der  reciproken  Radien -Vectoren  und  die  AequipoUenzen 
werden  als  besondere  Fälle  eines  allgemeinen  Uebertragungsprincips  (Geometria 
derivata)  aufgefasst. 

Bd.  VII,  1837,  S.  243—261,  Bd.  VIII,  1838,  S.  17-37,  85—121:  „Memoria  sul 
Metodo  delle  equipollenze".   Ausführliche  Darstellung  der  in  Bd.  V  skizzirten  Theorie. 

S.  9,  Z.  15—13  V.  u.  Diese  Abhandlung  hat  den  Titel:  „Mämoire  sur  les 
sommes  et  les  diffärences  g^omätriques ,  et  sur  leur  usage  pour  simplifier  la  M^- 
canique". 

S.  9,  Z.  1  V.  u.  Die  ersten  beiden  Abhandlungen  haben  den  Titel:  „Sur  les 
clefs  alg^briques",  die  dritte:  „Sur  les  avantages  que  präsente,  dans  im  grand 
nombre  de  questions,  Temploi  des  clefs  alg^briques".  Hierzu  kommt  in  Bd.  36 
noch  eine  Abhandlung:  „Sur  la  th^orie  des  moments  linäaires  et  sur  les  moments 
Unfaires  des  divers  ordres"  und  in  Bd.  37  (1853)  eine  Abhandlung:  „Memoire  sur 
les  diffärentielles  et  les  variations  employäes  comme  clefs  alg^briques",  auf  S.  38— 
45  und  57—68. 

S.  10,  Z.  2 — 5  V.  0.  Die  betreffende  Sitzung  der  Akademie  war  am  17.  April 
1854.     Man  liest  in  den  Comptes  Rendus  a.  a.  0.  Folgendes: 

„Analyse  mathematique.     Extrait  d'un  Memoire  de  M.  Grassmann. 

„„Je  prie  TAcadämie  des  Sciences  de  vouloir  bien  prendre  connaissauce  de 
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la  räclamation  que  je  me  trouve  dans  le  cas  de  faire  ä  roccasion  des  articles, 
Sur  les  clefa  algebriques,  par  M.  Cauchy,  et  De  Vinterpretation  j  geonUtrique  ]  des 
clefs  algebriques  et  des  determinants ,  par  M.  de  Saint -Venant*),  insäräs  dans  las 
Comptes  Rendus,  tome  XXXVI,  pages  70,  129,  682.  J*ai,  d^s  Tannäe  1844,  publie 
les  principes  ätablis  dans  ces  articles,  et  les  r^sultats  qu'en  däduisent  les  deux 
g^omätres  que  je  viens  de  nomrner.  J'ai  Thonneur  de  faire  hommage  ä  TAca- 
d^mie  de  TouTrage  dans  lequel  ces  idäes  sont  conteuues  (1),  et  de  quelques  Mämoires 
publiäs  ultörieurement  sur  le  mdme  sujet  (2),  et  je  serais  heureuz  si  TAcad^mie 
des  Sciences  Toulait  bien  accepter  ces  ouvrages.  Pour  appuyer  ma  r^clamation, 
je  prends  la  libertä  de  vous  communiquer  un  extrait  de  mes  recherches  qui  se 
rapportent  k  ce  sujet,  et  qui  sont  contenues  dans  les  ouvrages  nommds,  en  citant 
k  chaque  question  les  endroits  oü  elles  se  trouvent. 

„„Toutes  ces  recherches  sont  fondäes  sur  des  quantitäs  que  j'ai  nommees 
quantites  extensives,  et  qui  ne  sont,  au  fond,  autre  chose  que  les  fadeurs  symho- 
liques  et  que  les  clefs  algebriques  de  M.  Cauchy.  Mais  comme  le  point  de  yue 
sous  lequel  j^ai  envisagä  ces  quantites  est  tout  diff^rent  de  celui  de  M.  Cauchy, 
il  est  n^cessaire  d'entrer  dans  quelques  ddtails.  Tel  est  Tobjet  de  la  Note  que 
j'ai  rhonneur  de  soumettre  aujourd'hui  au  jugement  de  TAcad^mie.**** 

„Cette  note,  par  sa  nature  peu  susceptible  d'analyse,  n'a  pu,  ä  raison  de  sa 
longueur,  ^tre  reproduite  ici  in  extenso,  Elle  est  renyoy^e  ii  Tezamen  d*une  Com- 
mission  composde  de  MM.  Cauchy,  Lam^  et  Binet.*' 

Möbius  hatte  Grassmann  in  einem  Briefe  vom  2.  Sept.  1853  auf  die 
genannten  Arbeiten  von  Cauchy  und  Saint -Venant  aufmerksam  gemacht  und 
ihn  aufgefordert,  seine  Priorität  zu  wahren. 

Nr.  2j  Anm.  S.  11,  Z.  2,  1  v.  u.  s.  barycentrischer  Calcul,  Cap.  2,  §  15; 
gesanmielte  Werke  Bd.  I,  S.  39. 

Nr.  48 — 61.  8.  33—38.  Durch  das  „Princip",  das  Grassmann  hier  zu  Grunde 
legt  (s.  S.  37,  Z.  16 — 17  V.  0.),  schliesst  er  von  vornherein  die  Betrachtung  von 
Zahlbeziehungen  zwischen  den  Einheitsprodukten  und  den  ursprünglichen  Ein- 
heiten aus  und  beschränkt  sich  auf  Zahlbeziehungen  zwischen  Einheitsprodukten 
von  gleich  vielen  Faktoren.  Er  versperrt  sich  auf  diese  Weise  den  Weg  zu  den 
Systemen  von  höheren  complezen  Zahlen,  deren  Begriff  Hamilton  schon  1853 
in  seinen  „Lectures  on  Quatemions"  in  voller  Allgemeinheit  aufgestellt  hatte  und 
deren  Theorie  in  neuerer  Zeit  von  verschiedenen  Mathematikern  weiter  entwickelt 
worden  ist. 

Es  ist  femer  merkwürdig,  dass  Grassmann  bei  dieser  allgemeinen  Unter- 
suchung über  die  verschiedenen  Arten  von  Produktbildungen  nur  Produkte  aus 
zwei  Faktoren  betrachtet,  nicht  auch  solche  aus  drei  Faktoren.  Er  erwähnt 
nicht  einmal,  dass  die  Produktbildungen,  bei  denen  je  drei  Einheiten  die 
Gleichung 

erfüllen,  bei  denen  also  das  sogenannte  associative  Gesetz  gilt,  ebenfalls  zu  den 
linealen  Produktbildungen  gehören,  und  erst  später,  nämlich  in  Nr.  78,  führt  er 
das  associative  Gesetz  ein,  aber  ohne  auf  dessen  Bedeutung  hinzuweisen.    Das 

'*')  In  der  genannten  Abhandlung  nennt  Saint- Venant  zwar  den  Namen 
Grassmanns  auf  S.  584  in  einer  Anmerkung,  aber  nur  im  Hinblick  auf  den 
Begriff  des  innem  Produkts,  den  Grassmann  in  der  geometrischen  Analyse  ent- 
wickelt hatte. 


r 


(2) 
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mu88  um  80  mehr  auffallen,  als  er  in  der  A^  das  associative  Oesetz  oder,  wie  er 
es  nennt,  das  Gesetz  der  Vereinbarkeit  der  Glieder  einer  Verknüpfung,  gleich  im 
Anfang  (in  §  S,  diese  Ausg.  1,1,  S.  35 ,  s.  auch  S.  406)  mit  der  grOssten  Schärfe 
und  Klarheit  entwickelt. 

Hätte  Grassmann  versucht,  auch  bei  Produkten  aus  drei  Faktoren  alle 
möglichen  Gattungen  yon  linealen  Produktbildungen  zu  bestimmen,  so  hätte  er 
yielleicht  eine  andre  Auffassung  von  der  Tragweite  seines  „Princips'*  bekommen, 
denn  er  wäre  dann  auf  ganz  neue  Produktbildimgen  gestossen,  die  er  in  seinem 
Systeme  nicht  hätte  unterbringen  können.  Wir  dürfen  uns  hier  natürlich  nicht 
darauf  einlassen,  die  angedeutete  Aufgabe  zu  behandeln,  wir  wollen  daher  nur 
zwei  Arten  von  linealen  Produktbildungen  erwähnen,  die  bei  Produkten  aus  drei 
Faktoren  auftreten. 

Die  Bestimmungsgleichungen  der  ersten  Art  haben  die  Form: 

(1)  (^i^k)^j  ""  ö^i(^^i)   (»>  i,i  =  1, . . . ♦»)» 

die  der  zweiten  lauten  so: 

unter  a  imd  b  Zahlgrössen  verstanden.  Im  ersten  Falle  erhält  man  für  a  =»  1  die 
associativen  Produktbildungen.  Im  zweiten  Falle  erhält  man,  wenn  man  b  »  —  1 
setzt  und  ausserdem  noch  die  Bestimmungsgleichungen 

(3)  e^e^  -f  Cj^e.  =  0    (»,  A:  =-  1  . . .  ti) 

hinzunimmt,  eine  lineale  Produktbildung  von  ganz  andrer  Art,  die  in  der  Lie- 
schen Theorie  der  Transformationsgruppen  eine  grosse  Bolle  spielt.  Bei  dieser 
Produktbildung  sind  die  Einheiten  €| ,  . . .  «^  unabhängige  infinitesimale  Transfor- 
mationen eines  beliebigen  Raumes  und  das  Produkt  e^e^  ist  der  aus  zwei  infini- 
tesimalen Transformationen  gebildete  Poissonsche  Elammerausdruck;  die  erste 
der  Gleichungen  (2)  ist  dann  nichts  andres  als  die  berühmte  Jacobische  Identität. 
Man  vgl.  hierzu  Sophus  Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen,  imter  Mit- 
wirkung von  F.  Engel,  Bd.  III,  S.  747 ff.) 

Nr.  02^  Anm.  S.  43.  Die  von  Grassmann  gewählte  Zeichenbestimmung 
stimmt  mit  der  von  Gramer  aufgestellten  Zeichenregel  überein,  s.  dessen  Intro- 
duction  ä  TaDalyse  des  lignes  courbes,  Genf  1750.  Appendice  S.  657  f.  Die 
Cauchysche  Zeichenbestimmung  findet  man  z.  B.  in  Baltzers  Determinanten. 

Nr.  63.  S.  43.  Aus  diesem  Satze  folgt  der  Multiplikationssatz  der  Determi- 
nanten ganz  unmittelbar.     Setzt  man  nämlich: 

«*-pi*'^ +  •••  +  ?!*' 6,. 

so  kann  man  nach  Nr.  63  beide  Seiten  der  Endgleichung  dieser  Nr.  durch  das  kom- 
binatorische Produkt  [6,  ...  6^]  ausdrücken ,  und  wenn  dieses  nicht  verschwindet, 
erhält  man  bei  Berücksichtigung  von  Nr.  32  eine  Gleichung,  die  nichts  andres  ist 
als  der  Multiplikationssatz  der  Determinanten.  In  seiner  „Theorie  der  complexen 
Zahlensysteme",  Leipzig  1867,  hat  Hankel  auf  S.  122  f.  diesen  Beweis  des  Multi- 
plikationssatzes, vermuthlich  auf  Grund  brieflicher  Mittheilungen  von  Grass- 
mann,  zum  ersten  Male  veröffentlicht. 

Nr.  71,  S.  49.  Der  Begriff  der  einfachen  linealen  Aenderung  wird  im  Fol- 
genden immer  auf  den  Fall  angewandt,  dass  die  lineal  geänderte  Grössenreihe 
von  n  extensiven  Grössen  Oi,  ...  a^,  gebildet  wird,  die  aus  den  n  ursprünglichen 
Einheiten  r, , . . .  e^  ableitbar  sind  und  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen. 
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Unter  dieser  Voraussetzung  ist  die  einfache  lineale  Aenderung  gleichbedeutend 
mit  einer  linearen  homogenen  Substitution  yon  besonderer  Form. 

In  der  That,  der  Inbegriff  aller  aus  Oj,  ...  a^  ableitbaren  Grössen  bildet  ein 
Gebiet  ti-ter  Stufe,  das  (nach  21  und  24)  mit  dem  durch  e^,  ...  e^  bestimmten 
Gebiete  ti-ter  Stufe  zusammenfällt;  die  allgemeine  Form  einer  Grösse  dieses  Ge- 
bietes ist:  X,  a,  -h  ' ' '  -\-  X  a  .  Unterwirft .  man  nun  diese  Grössenreihe  a,,  . . .  a^ 
einer  einfachen  linealen  Aenderung,  etwa,  indem  man  a^^^  durch  a^  +  cea^^i^ 
ersetzt  und  die  übrigen  a^  ungeändert  lässt,  so  verwandelt  sich  jede  Grösse 
Zx^a-  unsers  Gebietes  n-ter  Stufe  in  eine  Grösse  £x.a.  +  «^^««,4.1»  <lie  eben- 
fallia  diesem  Gebiete  angehört.  Schreiben  wir  diese  neue  Grösse  in  der  Form 
Zxfa^j  so  erhalten  wir  (nach  29)  zwischen  den  x.  und  den  x-'  die  Beziehungen: 

j^l'  =  •''li     •  •  •»     '«'',„   =  ^Mi     ^,„4-1  *=  ^,«4-1   +  ^^m» 
V  /  I  /  f    

Das  ist  aber  augenscheinlich  eine  lineare  homogene  Transformation  yon  der  De- 
terminante Eins,  die  angiebt,  in  welcher  Weise  die  Grössen  unsers  Gebietes  n-ter 
Stufe  bei  jener  einfachen  linealen  Aenderung  unter  einander  y ertauscht  werden. 
Wendet  man  mehrere  einfache  lineale  Aenderungen  nach  einander  an,  so  ist  das 
gleichbedeutend  mit  der  AusfOhmng  mehrerer  derartiger  linearer  homogener 
Transformationen  nach  einander,  imd  die  lineale  Aenderung,  bei  der  die  erste 
Reihe  in  die  letzte  umgewandelt  wird,  kommt  demnach  ebenfalls  auf  eine  lineare 
homogene  Substitution  yon  der  Determinante  Eins  hinaus. 

Ausdrücklich  sei  hervorgehoben,  dass  die  00*  linearen  homogenen  Trans- 
formationen von  der  besonderen  Form  {*)  zusammengenommen  eine  eingliedrige 
Gruppe  im  Lieschen  Sinne  bilden. 

Nr.  71^  Anm.  S.  49.  Dass  sich  die  lineale  Aenderung  in  der  Geometrie 
mittelst  des  Lineals  bewerkstelligen  lässt,  wird  in  Nr.  254  gezeigt.  Ueber  die 
circuläre  Aenderung  vgl.  man  Nr.  154  und  331. 

Nr.  76.  S.  53.  Es  sei  [a,  . . .  a^J  =-  [6^  . . .  6^J  ^  0,  dann  lassen  sich  6, , ...  6^^ 
nach  Nr.  70  aus  aj ,  • .  •  a^  ableiten,  es  ist  also: 

h  =  ^iti«!  +  •  •  •  +  «A„i«m    (A:  =  1,  . . .  w), 

wo  die  Determinante  der  a^^  sicher  von  Null  verschieden  ist  und  überdies  wegen 
der  Gleichung  [a^  ...  a^J  =»  [61  ...  h^]  nach  Nr.  63  und  32  den  Werth  Eins  hat. 
Zugleich  ist  das  durch  «i ,  .  • .  0^  bestimmte  Gebiet  m-ter  Stufe  mit  dem  durch 
6^ ,  . . .  5^  bestimmten  Gebiete  identisch.  Ersetzt  man  daher  in  einer  beliebigen 
Grösse  Zx^a^  dieses  Gebiets  die  a^  durch  die  6,,  so  werden  die  Grössen  des 
Gebietes  unter  einander  vertauscht  und  zwar,  wie  man  leicht  sieht,  durch  eine 
'lineare  homogene  Substitution  von  der  Determinante  Eins;  denn  wir  können  ja 
setzen:  Sx^h^  =^  Zx^a^  und  erhalten  hieraus  zwischen  den  x  und  den  x'  die 
Beziehung: 

<=  «1  .^1  + h  «,«.-^m    (»'  =-  1,  .  .  .  »»), 

also  wirklich  eine  lineare  homogene  Substitution  dieser  Art. 

Erinnert  man  sich  jetzt  der  vorletzten  Anmerkung,  so  erkennt  man,  dass  der 
Satz  76  gleichbedeutend  ist  mit  dem  folgenden:  Jede  lineare  homogene  Substitu- 
tion von  der  Determinante  Eins  kann  dadurch  erhalten  werden,  dass  man  nach 
einander  eine  Anzahl  Substitutionen  dieser  Art  von  besonderer  Form  ausführt, 
nämlich  Substitutionen  von  der  besonderen  Form  (*),  die  nach  der  vorletzten  An- 
merkung einer  einfachen  linealen  Aenderung  entspricht. 

Gras&mann,  Werke.    I.  2.  26 
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Nr.  77*  S.  56,  Z.  10  f.  y.  o.  Dieser  Zusatz  war  nöthig,  weil  die  Zahlen  in 
Nr.  84  und  95  ohne  Weiteres  als  Grössen  nuUter  Stufe  behandelt  werden  und  weil 
in  Nr.  95  insbesondere  auf  Nr.  77  verwiesen  wird.  Wir  bemerken  noch,  dass  auch 
das  Produkt  aus  einer  einfachen  Grösse  und  einer  Zahl  wieder  eine  einfache 
Grösse  ist.  Denn  nach  46  kann  man  die  Zahl  zu  irgend  einem  Faktor  erster 
Stufe  des  Produktes  ziehen,  wobei  dieser  Faktor  eine  Grösse  erster  Stufe  bleibt 

Nr.  77  b,  Anm.  S.  56.  Hier  wird  [{pq){pq)]  — «  [pqpq]  gesetzt,  obgleich 
bisher  die  Multiplikation  yon  zwei  Grössen  höherer  Stufe  nicht  so  weit  definirt 
ijt,  dass  man  weiss,  ob  die  Klammem  weggelassen  werden  dürfen  oder  nicht; 
erst  in  Nr.  78  wird  darüber  eine  Festsetzung  getroffen.  Wahrscheinlich  hat 
Grassmann  dieses  Versehen  später  bemerkt  und  deshalb  die  ganze  Betrachtung 
in  Nr.  88  Anm.,  S.  62  wiederholt. 

Nr.  88.    S.  61.    Aus  diesem  Satze  folgt  sehr  leicht  der  nachstehende: 

Satz  1.  In  einem  Hauptgebiete  n-ter  Stufe  ist  jede  Grösse  (ti  —  l)-ter  Stufe 
einfach. 

In  der  That,  nach  Nr.  88  ist  zunächst  offenbar  jede  Summe  yon  beliebig 
vielen  einfachen  Grössen  (n  —  l)-ter  Stufe  in  einem  Hanptgebiete  n-ter  Stufe 
wieder  eine  einfache  Grösse.  Da  sich  nun  jede  Grösse  (n —  l)-ter  Stufe  als  eine 
Summe  von  einfachen  Grössen  (n  —  l)-ter  Stufe  darstellen  lässt,  n&mlich  als 
Summe  von  Produkten  aus  je  einer  Einheit  (ti  —  l)-ter  Stufe  und  einer  Zahlgrösse, 
und  da  (nach  77)  diese  Einheiten  und  (nach  der  Anmerkung  zu  Nr.  77)  auch  diese 
Produkte  einfache  Grössen  sind ,  so  ist  überhaupt  jede  Grösse  (n  —  l)-ter  Stufe 
in  einem  Hauptgebiete  n-ter  Stufe  einfach. 

In  der  Anmerkung  zu  Nr.  88  (S.  62)  erwähnt  Grassmann  zwar,  dass  eine 
Grösse  m-ter  Stufe  in  einem  Hauptgebiete  n-ter  Stufe  im  Allgemeinen  nicht  ein- 
fach ist,  sobald  1  <m < n  —  1  ist,  er  zeigt  das  aber  blos  für  den  einfachsten  Fall: 
n  =>  4,  w  =»  2  und  übergeht  den  Fall  n  >  4  mit  Stillschweigen.  Nur  noch  an 
einer  späteren  Stelle  der  Aj  berührt  Grassmann  die  in  Rede  stehende  Frage, 
nämlich  in  Nr.  286,  wo  er  zeigt,  wie  man  erkennen  kann,  ob  eine  vorgelegte 
Summe  von  Linientheilen  im  Räume  wieder  ein  Linientheil  ist  oder  nicht,  oder 
mit  andern  Worten,  ob  eine  vorgelegte  Grösse  zweiter  Stufe  in  einem  Gebiete 
vierter  Stufe  einfach  ist  oder  nicht. 

Genau  dieselbe  Lücke  findet  sich  übrigens  schon  in  der  Aj  (vgl.  da  §  51, 
diese  Ausgabe  I,  1,  S.  108);  auch  dort  wird  nur  der  Fall  n«=4,  m  =  2  behandelt 
(a.  a.  0.  §  124,  S.  205;  vgl.  auch  S.  407). 

Später,  in  seiner  letzten  mathematischen  Abhandlung*),  die  durch  die  Ar- 
beiten von  Reye  angeregt  worden  war,  ist  Grassmann  noch  einmal  auf  die 
Frage  zurückgekommen  und  hat  sie  auch  erledigt,  indem  er  die  Bedingungen 
aufstellt,  denen  eine  durch  die  Einheiten  g-ter  Stufe  ausgedrückte  Grösse  q-ter 
Stufe  in  einem  Hauptgebiete  (q  -f  s)-ter  Stufe  genügen  muss ,  wenn  sie  einfach 
sein  soll.  Die  Bedingungen,  zu  denen  er  gelangt,  sind  gewisse  Gleichungen 
zweiten,  dritten,  .  .  .  g-ten  Grades  zwischen  den  Koefficienten  der  betrachteten 
Grösse  q-ier  Stufe.  Hier  wollen  wir  einen  andern  Weg  einschlagen,  der  ebenfalls 
ein  Kriterium  dafür  liefert,  ob  eine  vorgelegte  Grösse  ?n-ter  Stufe  in  einem  Haupt- 
gebiete n-ter  Stufe  einlach  ist  oder  nicht,  und  der  mehr  mit  dem  sonst  in  der  A, 


*)  „Verwendung  der  Ausdehnungslehre  für  die  allgemeine  Theorie  der  Po- 
laren und  den  Zusammenhang  algebraischer  Gebilde",  Grelles  Journal,  Bd.  84, 
S.  273—283;  vgl.  namentlich  S.  281  f. 
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üblichen  Verfahren  übereinstimmt.  Freilich  müssen  wir  dabei  den  wesentlichen 
Inhalt  des  ganzen  dritten  Kapitels  der  A,  als  bekannt  voraussetzen. 

Dass  es  zunächst  für  ti  >  3  und  l-<w<n  —  1  in  einem  Hauptgebiete  n-ter 
Stufe  stets  Grössen  m-ter  Stufe  giebt,  die  nicht  einfach  sind,  ist  leicht  zu  zeigen. 
Man  braucht  zu  diesem  Zwecke  nur  nachzuweisen,  dass  es  Grössen  m-ier  Stufe 
giebt,  die  einem  Hauptgebiete  (w  +  2)-ter  Stufe  angehören  und  die  nicht  einfach 
sind.  Da  Grassmann  eine  nicht  einfache  Grösse  zweiter  Stufe  in  einem  Haupt- 
gebiete vierter  Stufe  angegeben  hat,  nämlich  [e^  e,]  +  [e^  e^]  =  Ä^^  so  kann  man 
sofort  auch  eine  derartige  Grösse  m-ter  Stufe  bilden,  und  zwar  wird: 

eine  solche  Grösse  sein.  Wäre  nämlich  diese  Grösse  einfach,  so  müsste  sie  sich 
augenscheinlich  in  der  Form: 

darstellen  lassen,  wo  a  und  h  dem  Gebiete  e^ ,  e^,  e^,  e^  angehörten,  dann  aber 
ergäbe  sich  aus  Nr.  81  die  Gleichung  A^  =[a6],  es  wäre  also  auch  Ä^  einfach, 
was  nicht  der  Fall  ist. 

Wir  konmien  jetzt  zu  der  schwierigeren  Frage  nach  den  Kriterien,  an  denen 
man  erkennen  kann,  ob  eine  vorgelegte  Grösse  m-ter  Stufe  in  einem  Hauptgebiete 
n-ter  Stufe  (n  >  3,  1  -<  m  <  n  —  1)  einfach  ist  oder  nicht.  Zuerst  behandeln  wir 
den  einfachsten  Fall :  m  «»  2. 

Die  allgemeine  Form  einer  Grösse  zweiter  Stufe  im  Hauptgebiete  n-ter  Stufe 
(n>3)  ist:  1,...« 

wo  die  a.j^  Zahlgrössen  sind,  die  wir  noch  der  Bedingung  a^^. -f  a^^=0  unter- 
werfen können.  Die  Grösse  Ä^  wird  dann  und  nur  dann  einfach  sein,  wenn  sie 
sich  in  der  Form  [ab]  darstellen  lässt,  unter  a  und  b  Grössen  erster  Stufe  ver- 
standen.   Ist  aber  dies  der  Fall,  so  ist  das  äussere  Produkt: 

[A^Ä,]  =  [ab.  ab]  =  [abab]  =  0  [79,  60], 

demnach  ist  [ui,  .ä^]  =  0  eine  nothwendige  Bedingung,  wenn  A^  einfach  sein  soll*). 
Wir  behaupten,  dass  diese  nothwendige  Bedingung  zugleich  auch  hinreichend  ist. 

Um  diese  Behauptung  zu  beweisen,  nehmen  wir  an,  sie  sei  für  Grössen 
zweiter  Stufe  in  einem  Hauptgebiete  (n  —  l)-ter  Stufe  schon  bewiesen,  und  zeigen, 
dass  sie  dann  auch  in  einem  Hauptgebiete  n-ter  Stufe  gilt.  Damit  ist  sie  dann 
allgemein  bewiesen,  denn  für  n  =»  3  fällt  die  ganze  Bedingung  weg,  da  alle 
Grössen  zweiter  Stufe  in  einem  Hauptgebiete  dritter  Stufe  nach  Satz  1  so  wie  so 
einfach  sind. 

Es  sei  also  [J.^  J.^]  =  0;  zu  zeigen  ist,  dass  A^  einfach  ist. 

Wir  schreiben  A.^  in  der  Form: 

A  =51,  +  [e^a], 

wo  3r^  und  a  Grössen  zweiter  und  erster  Stufe  in  dem  Hauptgebiete  (»  —  l)-ter 
Stufe  e,,  ...  ^^__i  sind.    Aus  [^^-4,]  =  0  folgt  nunmehr: 

(1)  [«.st,]  +  2[e,.a9[,]  +  [e„ae^a]  =  0, 


*)  Das  Verfahren  Grassmanns   in  Nr.  88  Anm.  hat   natürlich  hierbei   als 
Vorbild  gedient. 
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wo  das  letzte  Glied  links  offenbar  yerschwindet.  Bildet  man  femer  die  Zurück- 
leitung  der  Gleichimg  (1)  auf  das  Gebiet  e, ,  ...  «^_i  unter  Ausschluss  des  Ge- 
bietes f^,  so  erkennt  man  auf  Grund  von  Nr.  130  und  131,  dass  sich  (1)  in  die 
beiden  Gleichungen: 

(2)  [«,a,J-0,     [e,a«,]-0 

zerlegt,  die  also  eine  Folge  tou  [J^Ä^]  =>  0  sind.  Für  n  =  4  ist  übrigens  die 
Gleichung  [^^Sl,]  «» 0  schon  an  und  für  sich,  auch  ohne  Rücksicht  auf  [J.,  A^] »»  0 
erfüllt,  weil  in  diesem  Falle  $(,  als  Grösse  zweiter  Stufe  in  einem  Gebiete  dritter 
Stufe  sicher  einfach  und  demnach  als  Produkt  zweier  Grössen  erster  Stufe  dar- 
stellbar ist. 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  sagt  nun  die  Gleichung  [9,  tl^]  «  0 
aus,  dass  ^,  einfach,  also  in  der  Form  [bc]  darstellbar  ist,  wo  6,  c  Grössen  erster 
Stufe  des  Gebietes  c, ,  ...  c^  _ ,  sind.  Die  zweite  der  Gleichungen  (2)  zieht  femer 
auf  Grand  von  Nr.  79  und  81  die  Gleichung 

La«,]  =  [abc]  =  0 

nach  sich,  und  diese  sagt  nach  Nr.  66  aus,  dass  zwischen  a,  6,  c  eine  Zahl- 
beziehung herrscht.     Ist  daher  9(,  nicht  null,  so  ist:  a  ^^  Xb  -{-  fic  und  somit 

A,  =  [bc]  +  [e,(U  +  ^c)]  -  [(6  +  M«J  (c  -  XeJ], 

also  wirklich  einfach.    Ist  aber  9,  =>  0,  so  ist  Ä^  =  [e^a],  also  ebenfalls  einfach. 

Damit  haben  wir  den 

Satz  2.  Eine  Grösse  zweiter  Stufe,  Ä^,  in  einem  Hauptgebiete  n-ter  Stufe 
ist,  sobald  n  >•  3  ist,  dann  und  nur  dann  einfach,  wenn  sie  der  Gleichung 
[A^Ä^]  «  0  genügt. 

Es  ist  nicht  schwer  die  Bedingung  [^,  ii,]  «-  0  durch  Zahlgleichungen  zu 
ersetzen.     In  der  That,  man  findet: 

1, .  . .  n 
ikj,u 

oder,  da  sich  das  Produkt  [c,^^«.^^]  bei  cyklischer  Vertauschung  von  i,  /•,  j  nicht 
ändert: 

1, . ..  n 
ikj/u 

Hier  sieht  man  sofort,  dass  jedes  Glied  unter  dem  Summenzeichen  bei  allen  Ver- 
tauschungen von  je  zweien  der  Indices  i,  ä*,  j,  fi  und  also  überhaupt  bei  allen 
Vertauscliungen  von  t,  A;,  j,  ^  ungeändert  bleibt,  die  Gleichung  [-4^^,]  =  0  wird 
daher  ersetzt  durch  die  folgenden: 

(3)  «a«i«  +  «Av  ^  I.  +  ^i«An  =  ^     0*,  k,  j,  a  =-  1, . . .  n). 

Das  sind  die  bekannten  Gleichungen,  die  zwischen  den  n{n  —  1)  homogeneu 
Koordinaten  einer  Geraden  im  Räume  von  w  —  1  Dimensionen  bestehen. 

Bevor  wir  dieselbe  Untersuchung  für  Grössen  beliebiger  Stufe  durchführen, 
wollen  wir  einen  Hülfssatz  einschalten: 

Hülfssatz.  Sind  91  und  S3  beliebige  Grössen  des  Gebietes  e,,  ...  «„__i,  deren 
Stufenzahlen  a  mid  ß  der  Bedingung  a  -\-  ß  "^  n  —  1  genügen^  und  bezeichnet  man 
das  Prodult  in  Bezug  auf  das  Uaupf gebiet  c, ,  . . .  e^  durch  Änhängung  des  Index 
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n  an  die  scharfe  Klammer  und  das  in  Bezug  auf  das  Hauptgebiet  e, ,  . . .  «^  _  ^ 
durch  Änhängung  des  Index  n  —  1,  so  ist  das  regressive  Produkt: 

und  ebenso 

[S3.e,8f].  =  (-ir[5BSl],_i. 

Beweis.  Es  seien  ST  und  58  zunächst  einfach.  Das  Produkt  [«^ttt  .  33] 
ist  nach  Nr.  109  dann  und  nur  dann  ^0,  wenn  das  gemeinsame  Gebiet  der 
Grössen  [«^Sl]^  und  ©  gerade  von  {a  -{-  i  -\-  ß  —  n)-ter,  nicht  aber  von  höherer 
Stufe  ist.  Da  femer  das  gemeinsame  Gebiet  von  [^„9l];j  und  iB  augenscheinlich 
mit  dem  gemeinsamen  Gebiete  von  $1  und  58  zusammenfällt,  so  ist  auch  das 
Produkt  [Sl83]^_i  nur  in  dem  eben  bezeichneten  Falle  ^0.  Es  sei  nun  fj  ein 
gemeinsamer  Faktor  (cc  -\-  1  +  ß  —  w)-ter  Stufe  von  51  und  33;  sollten  51  und  © 
ein  Gebiet  von  höherer  Stufe  gemein  haben,  so  werde  fj  —  0  angenommen. 
Dann  können  wir,  sobald  %  ^0  ist,  nach  Nr.  79b  setzen: 

Formeln,  die  sowohl  im  Hauptgebiete  c, ,  . . .  «^  als  im  Hauptgebiete  e^,  ...  e^_^ 
gelten,  und  wir  erhalten  nach  Nr.  107: 

und: 

WO  die  Faktoren  von  %  nach  94  beide  Male  Zahlen  sind  Da  diese  Formeln 
auch  in  dem  Falle  gelten,  wo  %  gleich  Null  angenommen  werden  sollte,  so  gelten 
sie  allgemein. 

Nun  aber  ist  nach  Nr.  68  und  94: 

K«'»'5].  =  (-  >)'-'[«'»' 3« J,  =  (-  i)"-*[8l'5B'5],_,. 

also  wird: 

K,«-93],  =(-!)"" '[«39L-1- 

Das  gilt,  wenn  51  und  ©  einfach  sind.     Sind  sie  es  nicht,  so  setzen  wir 
51  =  2;5t^,  33  =-  Z^j  und  erhalten: 

kj  kj 

nach  dem  eben  Bewiesenen,  demnach  auch  jetzt  wieder: 

wie  behauptet. 

Die  zweite  Formel  des  Hülfssatzes  ergiebt  sich  in  derselben  Weise. 


Nunmehr  sei  Ä^^^  eine  beliebige  Grösse  m-ter  Stufe  in  einem  Hauptgebiete 
w-ter  Stufe  (n  >  3,  1  <  m  •<  n  —  1).  Ist  A^^  einfach,  so  ergiebt  es  mit  einer 
andern  einfachen  Grösse  B  multiplicirt  stets  wieder  eine  einfache  Grösse*).  Wir 
haben  also  hier  eine  nothwendige  Bedingung  für  die  Einfachheit  von  Ä^^:  die, 
dass  es  mit  jeder  einfachen  Grösse  B  multiplicirt  eine  einfache  Grösse  liefern 
muss.  Um  nun  den  vorliegenden  Fall  auf  den  vorhin  erledigten  Fall  der  Grössen 
zweiter  Stufe  zurückzuführen,  wählen  wir  unter  den  sämmtlichen  einfachen  Grössen 
B  alle  die  aus,  bei  denen  das  Produkt  [A^^^B]  regressiv  und  von  zweiter  Stufe 

♦)  Nach  dem  Satze  1  in  der  Anm.  zu  Nr.  103,  S.  412. 
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wird;    dazu    haben    wir   nach    Nr.  95    für   B    eine    beliebige    einfache    Grösse 
(n  —  tn  +  2)-ter  Stufe  B^^_^,^  zu  setzen  und  wir  können  nunmehr  sagen: 

Soll  die  Grösse  A^  einfach  sein,  so  ist  jedenfalls  nothwend'g,  dass  die 
Grösse  zweiter  Stufe:  [^„^-B^  — m-f sl  ^^^  einfach  ist,  welche  einfache  Grösse 
(n  —  m  +  2)-ter  Stufe  man  auch  für  B^_^  ,  g  setzen  mag,  mit  andern  Worten 
(s.  Satz  2,  S.  404),  es  ist  nothwcndig,  dass  die  Gleichung 

für  jede  einfache  Grösse  B^_^  ■  g  dieser  Art  erfdllt  ist. 

Wir  behaupten,  dass  diese  noth wendige  Bedingung  zugleich  auch  hin- 
reichend ist*). 

Für  fna2  und  rn^^n  —  1  ist  diese  Behauptung  sicher  richtig,  denn  im 
ersten  Falle  ist  die  einfache  Grösse  B,,_,^  i  ^  eine  Zahl  und  unsre  Bedingung  (4) 
reducirt  sich  somit  auf  die  Bedingung  des  Satzes  2,  S.  404,  im  zweiten  Falle  aber 
ist  unsre  Bedingung  (4)  sogar  überflüssig,  da  nach  Satz  1,  S.  402  alle  Grössen 
(n  —  l)-ter  Stufe  im  Hauptgebiete  ti-ter  Stufe  einfach  sind.  Wenn  wir  daher  an- 
nehmen, dass  unsre  Behauptung  für  alle  Grössen  (m  —  lyter  und  m-ter  Stufe  in 
einein  Hauptgebiete  (n  —  lyter  Stufe  gilt,  und  zeigen,  dass  sie  unter  dieser  Voraus- 
setzung auch  für  die  Grössen  m-ter  Stufe  im  Hauptgebiete  n-ter  Stufe  richtig  ist,  so 
ist  sie  damit  allgemein  bewiesen.  Denn  die  gemachte  Annahme  ist  für  n  <»  5  und 
m  =»  3  erfüllt,  also  ist  dann  unsre  Behauptung  für  n  »  6  und  m  =»  2,  3,  4  richtig, 
also  auch  für  n  »  6  und  m  <=  2,  3,  4,  5  und  so  weiter. 

Wir  nehmen  also  jetzt  an,  dass  die  vorgelegte  Grösse  Ä^^  die  Gleichungen 
(4)  befriedigt,  welche  einfache  Grösse  (n  —  m  +  2)-ter  Stufe  auch  ^„_,^  i  j  sein 
mag,  und  setzen  überdies  voraus,  dass  jede  Grösse  {m  —  l)-ter  oder  m-ter  Stufe 
eines  Hauptgebietes  (n  —  l)-ter  Stufe,  die  den  entsprechenden  Gleichungen  genügt, 
einfach  ist.    Zu  zeigen  ist,  dass  dann  auch  Ä^  selbst  einfach  ist. 

Wenn  wir  alle  Grössen,  die  dem  Gebiete  (n  —  l)-ter  Stufe  c, ,  ...  e^_j  an- 
gehören, mit  grossen  deutschen  Buchstaben  schreiben  und  ihre  Stufenzahlen,  wie 
bisher,  durch  Indices  andeuten,  so  können  wir  setzen: 

während  B^     „  i  o  die  Form  erhält: 

n  — ~  in  -^  X 

•B„_„,4.2   "-=   ^/,_,„-j-2  +  ^K^/4  — //i-j-J» 

WO  X  eine  beliebige  Zahlgrösse  ist,  wo  femer  wegen  der  Einfachheit  von  JB^_„^  i  ^ 
sowohl  ^  .  ,  .,  als  58«  ...  i  ,  eine  einfache  Grösse  ist.  und  wo  endlich,  aus  dem- 
selben  Grunde,  ^„_„  i  j  dem  53^_,^_l2  untergeordnet  und  somit  als  Faktor  von 
^„_„j-i_2  darstellbar  ist. 

Werden  die  Hauptgebiete  der  einzelnen  Produkte  \vde  auf  S.  405  durch  In- 
dices angedeutet,  so  ergiebt  sich  nunmehr: 


*)  Man  könnte  auf  den  Gedanken  kommen,  zu  vermuthen,  dass  A^^  schon 
dann  einfach  sei,  wenn  es  nur  bei  der  Multiplikation  mit  jeder  beliebigen  Einheit 
(n  —  m  +  2)-ter  Stufe  eine  einfache  Grösse  zweiter  Stufe  liefert.  Dem  ist  aber 
nicht  so,  denn  zum  Beispiel  die  Grösse 

des  Hauptgebietes  c, , . . .  e^  ist  nicht  einfach,  liefert  aber  doch,  wenn  sie  mit  einer 
der  Einheiten  fünfter  Stufe  in  diesem  Hauptgebiete  multiplicirt  wird,  stets  eine 
einfache  Grösse  zweiter  Stufe. 


(5) 
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weil  das  Produkt  [?t^^©^__^  .  J^  nach  Nr.  109  verschwindet,  und  hieraus  folgt 
nach  unserm  Hülfssatze  und  nach  Nr.  107,  Anm.,  erste  Formel  (S.  77): 

K,  »,_,„+»],  =  (-  i)"-"'+'A[«t„»,_„+iL_»  + 

wo  die  scharfe  Klammer  ohne  Index  ein  äusseres  Produkt  anzeigt. 

Denken  wir  uns  jetzt  die  Gleichung  (4)  gebildet,  die  nach  unsrer  Voraus- 
setzung von  der  Grösse  A^  für  jede  beliebige  einfache  Grösse  J5^_^„  i  2  erfflllt  wird. 

Wegen  des  Auftretens  von  e^  und  wegen  der  Willkörlichkeit  von  X  zerlegt 
sich  diese  Gleichung  ähnlich  wie  auf  S.  404  in  die  folgenden: 

[[«„,_l®,._„,+i.],_,[«„._l«,_,„4.2],_,]  =  0 

(7)  [[«„       »«_„,  +  ,],_i[fl„_x»„-™  +  .],-,]=-0 

wobei  schon  berücksichtigt  ist,  dass  der  eine  Faktor  von  X-  von  selbst  gleich 
Null  wird,  weil  er  c^  zweimal  enthält. 

Unter  den  gefundenen  Gleichungen  wählen  wir  die  aus,  in  denen  jedesmal 
nur  eine  der  beiden  Grössen  S3„_,„  1  ^  und  iB^_,„  1  2  enthalten  ist,  also  die  Glei- 
chungen (6)  und  (7).  In  diesen  können  wir  für  iB„__^  1  j  und  iB^_„,  1  2  jede 
beliebige  einfache  Grösse  von  der  betreffenden  Stufenzahl  in  dem  Hauptgebiete 
«1 »  •  •  •  ^n— 1  einsetzen. 

Die  Gleichungen  (5)  sind  aber  för  die  Grössen  51^  _  j  und  31^^^  in  dem  Haupt- 
gebiete «, ,  ...  «„_i  ganz  dasselbe,  was  (4)  für  die  Grösse  A^^^  in  dem  Haupt- 
gebiete fi,  . . .  e^  ist,  das  heisst,  sie  sind  die  nothwendigen  und,  wie  auf  S.  406 
vorausgesetzt  wurde,  auch  die  hinreichenden  Bedingungen  für  die  Einfachheit  der 
Grössen  ^„^_l  und  St^^.    Wir  dürfen  demnach  setzen: 

wo  die  u^  und  t;.  Grössen  erster  Stufe  des  Gebietes  Cj ,  ...  e^_^  sind. 

Die  Gleichung  (6)  ist  nunmehr  von  selbst  erfüllt.  Da  nämlich  ©^_„,  .  j 
dem  ©„__^  1  2  untergeordnet  ist,  so  ist  auch  das  gemeinsame  Gebiet  von  ^^,_i 
und  ^^_ff^A.l  dem  gemeinsamen  Gebiete  von  ^l„,_,  und  ©^_^  1  2  untergeordnet 
und  folglich  das  äussere  Produkt  auf  der  linken  Seite  von  (6)  null.  Es  bleibt 
somit  nur  noc];i  festzustellen,  was  sich  aus  den  Gleichungen  (7)  und  (8),  insbeson- 
dere aus  der  Gleichung  (7)  über  die  Beschaffenheit  von  %^^  und  ?I„4__£  schliessen 
läast.  Dabei  können  wir  annehmen,  dass  ^^_i  und  2t^^^  beide  ^0  sind,  denn 
wäre  eine  dieser  beiden  Grössen  null,  so  wäre  es  schon  sicher,  dass  A^  einfach 
ist.  Demnach  dürfen  wir  voraussetzen ,  dass  weder  zwischen  u^ ,  ...  u^ ,  noch 
zwischen  t?, ,  . . .  v^^_j  eine  Zahlbeziehung  besteht. 

Da  die  beiden  durch  m,  ,  ...  u^^^  und  durch  v, ,  . . .  v„,  _  j  bestimmten  Gebiete 
nicht  alle  Grössen  des  Gebietes  e^^  . . .  e^_^  enthalten,  so  können  wir  in  dem 
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Gebiete  e..  . . .  e      .  immer  eine  Grösse  w^  von  erster  Stufe  finden,  die  sich  weder 

aus    u. ,  .  .  .  u   ,    noch   aus   v v       ,    ableiten   lässt:    ebenso   eine    Grösse 

w,,,-!-!»  die  sich  weder  aus  t*, ,  ...  t*^^^,  iv^^  noch  aus  v, ,  ...  t7,,,__i,  ic^  ableiten 
lässt.  Setzen  wir  dieses  Verfahren  fort,  so  gelangen  wir  schliesslich  zu  n  —  m  —  1 
Grössen  erster  Stufe  w^^^  *^m-}-i>  •  •  **^«  — 2  ^^^  solcher  Beschaffenheit,  dass  weder 
zwischen  den  u^  und  den  ti?^  noch  zwischen  den  t\  und  den  tVj^  eine  Zahl- 
beziehung besteht.  Zu  diesen  Grössen  können  wir  jetzt  noch  eine  Grösse  erster 
Stufe  «7^_  j  hinzufögen,  so  dass  auch  noch  t^j ,  . . .  t?^,,_i,  w„,,  •  •  •  «^n— 1  ^  keiner 
Zahlbeziehung  stehen,  während  dann  zwischen  Wj,  ...  u^^^,  w^^^,  ...  w^_^  noth- 
wendig  eine  aber  auch  nur  eine  Zahlbeziehung  besteht. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  haben  die  beiden  Gebiete  t*i ,  . . .  u^  imd 
w^^^y  •••  ^n— i  ®^  (Jebiet  erster  aber  keines  von  höherer  Stufe  gemein,  während 
die  beiden  Gebiete  t?i ,  ...  v„,_i  und  ir,,^,  ...  w^^^^  überhaupt  kein  Gebiet  gemein 
haben.  Ist  daher  v^  eine  beliebige  der  Grössen  t?i,  . . .  t7^_j,  so  wird  durch 
17^,  M7^,  . . .  M?„_i  ein  Gebiet  (n  —  rw  +  l)-ter  Stufe  bestimmt  sein,  das  mit  dem 
Gebiete  t?, ,  ...t7^,,_,  nur  das  Gebiet  erster  Stufe  t?  ,  aber  keines  von  höherer 
Stufe  gemein  hat,  und  das  mit  dem  Gebiete  u, ,  . . .  u^^  (nach  26)  ein  Gebiet 
zweiter  Stufe,  etwa  das  Gebiet  m/,  u,',  aber  nach  dem  Obigen  keines  von  höherer 
Stufe  gemein  hat. 

Wir  setzen  nun 

WO  das  Produkt  auf  der  rechten  Seite  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
sicher  nicht  gleich  Null  ist.     Dann  wird  nach  Nr.  109  und  118: 

WO  Q  und  <T  von  Null  verschiedene  Zahlen  sind.  Setzen  wir  diese  Werthe  in  die 
Gleichung  (7)  ein,  so  kommt: 

mitbin  müssen  u,',  u^'  und  r^^  nach  G6  in  einer  Zahlbeziehung  stehen,  oder,  da 
zwischen  «,'  und  Uj'  keine  Zahlbeziehung  stattfinden  kann,  so  muss  v^^  aus  «,' 
und  w/  ableitbar  sein,  das  heisst,  v^^  muss  dem  Gebiete  u, ,  . . .  u^^  angehören. 
Da  endlich  v^^  eine  beliebige  der  Grössen  ?',,...  i^,„_.i  war,  so  erkennen  wir,  dass 
5l,,,_j  selbst  dem  Gebiete  Ui,...t*^  angehört  und  also  der  Grösse  91^^^  unter- 
geordnet ist.     Nach  Nr.  79b  lässt  sich  daher  91^^^  in  der  Form: 

«f«  =  [«;.«,„_.]  =  K„".  ••",„-.] 

darstellen  und  es  ergiebt  sich  somit: 

A     =  \(n'    4-  e  )v.     .  .  v        ,  1 . 

Also  ist  A^i^  wirklich  einfach. 

ErwUbnt  sei  noch,  dass  die  Gleichung  (8)  jetzt  von  selbst  erfüllt  ist.  Da 
nämlich  %^^  j  dem  91^  und  33^_„^  .  j  dem  93,,_,,  .  2  untergeordnet  ist,  so  haben 
die  beiden  einfachen  Grössen  zweiter  Stufe: 

ein  Gebiet  erster  Stufe  gemein,  nämlich  das  gemeinsame  Gebiet  von  21,^, _i  und 
^  ,  , ,  ihr  Produkt  ist  daher  sicher  null. 

Damit  ist  unsre  Behauptung,  dass  die  Bedingung  (4)  nicht  blos  nothwendig 
sondern  auch  hinreichend  sei,  bewiesen,  und  wir  haben  den 
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Satz  8.  Eine  Grösse  m-ter  Stufe  in  einem  Hauptgebiete  n-ter  Stufe  ist,  sobald 
1  <^fn  <^n  —  1,  dann  und  nur  dann  einfach,  wenn  sie  mit  jeder  einfachen  Grösse 
(n  —  m  +  2yter  Stufe  muUiplicirt  eine  einfache  Grösse  zweiter  Stufe  liefert. 

Wir  müssen  jetzt  noch  zeigen,  wie  man  das  gefundene  Kriterium  durch 
Zahlgleichungen  ausdrücken  kann. 

Sind  E^y  ...  Ejj  die  Einheiten  m-ter  Stufe  des  Hauptgebietes  e, ,  . . .  c^ ,  so  ist 

M 

A     =^f>a  E 
1 
die  allgemeine  Form  einer  Grösse  m-ter  Stufe  dieses  Gebietes;  es  wird  also: 

und: 

Soll  Ä^  einfach  sein,  so  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  dieser  Ausdruck 
für  jede  einfache  Grösse  B^__,,  .  ^  verschwindet.  Diese  Bedingung  kommt  darauf 
hinaus,  dass  die  Eoefficienten  a^ ,  ...  ce^  einer  Reihe  yon  quadratischen  Gleichungen 
genügen  müssen,  deren  Aufstellung  jedenfalls  theoretisch  keine  Schwierigkeiten 
hat.    ^„_^  I  2  hat  ja  die  Form: 

n— -m-4-2 
1 

WO  die  l^j^  willkürliche  Parameter  sind;  man  hat  daher  blos  die  Gleichungen 
zwischen  den  a  aufzustellen,  die  bestehen  müssen,  damit  der  vorhin  angegebene 
Ausdruck  für  alle  Werthe  der  l^^  verschwindet. 

Uebrigens  braucht  man  diese  Untersuchung  nicht  für  alle  Werthe  m  =  2,  3, 

...  n  —  2  durchzuführen,  sondern  nur  für  die  Werthe  2,  3,  ...  ^(—j,  wo  eI     ) 

die  grösste  in        enthaltene  ganze  Zahl  bedeutet.    Es  folgt  dies  daraus,  dass  die 

Ergänzung  einer  einfachen  Grösse  m-ter  Stufe  eine  einfache  Grösse  (w  —  m)-ter 
Stufe  ist  (s.  Nr.  90,  Zusatz  und  die  Anm.  zu  Nr.  103,  S.  412,  Satz  2). 

Die  einfachen  Grössen  m-ter  Stufe  eines  Hauptgebietes  n-ter  Stufe  sind 
nichts  anderes  als  die  ebenen  (m  —  l)-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten  eines 
ebenen  (n  —  l)-fach  ausgedehnten  Raumes ;  die  Grössen  c^i ,  . . .  «j^  sind  die  homo- 
genen Koordinaten  der  betreffenden  Mannigfaltigkeiten.  Es  ist  also  hier  die 
Aufgabe  gelöst,  alle  Gleichungen  zwischen  den  Grössen  aj,  ...  a^^  aufzustellen, 
die  bestehen  müssen,  wenn  «^ ,  . . .  cc^f  die  homogenen  Koordinaten  einer  solchen 
ebenen  Mannigfaltigkeit  sein  sollen.     (Man  vgl.  hierzu  auch  die  Nachträge.) 

Nr.  89.  S.  62.  Das  Er^nzungszeichen  |  wird  von  Grassmanns  Söhnen  ge- 
lesen: „in",  was  vermuthlich  auf  Grassmann  selbst  zurückgeht. 

Nr.  90.  S.  62.  Der  Uebergang  von  den  Grössen  eines  Hauptgebietes  zu  deren 
Ergänzungen  ist  eine  Operation,  die  vom  Standpunkte  der  projectiven  Geometrie 
aus  betrachtet  zu  den  Reciprocitäten  (dualistischen  Transformationen)  gehört 
und  zwar  zu  den  speciellen  Reciprocitäten,  die  man  als  Polarsjsteme  bezeichnet. 

Ist  a  =  ^^Xf^Cj^  eine  beliebige  Grösse  erster  Stufe,  so  ist  die  Ergänzung: 
a  =  2^ { ic^ |c^  }  eine  Grösse  (n  —  l)-ter  Stufe,  die  nach  Nr.  88  und  der  Anmerkung 
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dazu  (8.  S.  402)  sicher  einfach  ist.  Das  Gebiet  dieser  Grösse  besteht  aus  allen 
Grössen  erster  Stufe:  b  =  Zy^Cj^,  die  ihr  untergeordnet  sind,  die  also  der  Glei- 
chung [b' a]  =  0  genügen.     Nun  ist  aber  nach  Nr.  143: 

also  besteht  das  Gebiet  von  ^Zx.e.  aus  allen  Grössen  erster  Stufe:  Zy^^e^^  fSr 
die  Zxj^yj^  =  0  ist.  Deuten  wir  daher  die  Einheiten  «,,...  c^  als  n  nicht  in  einer 
(n  —  2)-fach  ausgedehnten  Ebene  liegende  Punkte  eines  (n  —  l)-fach  ausgedehnten 
Raumes  und  demnach  x^^  . . .  x^  als  homogene  Koordinaten  der  Punkte  dieses 
Raumes  (vgl.  Nr.  232  und  238),  so  wird  das  Gebiet  der  Ergänzung  von  Zxj^tj^ 
nichts  anderes  als  die  (n  —  2)-fach  ausgedehnte  Polarebene  des  Punktes  x^ ,  . .  •  ^h 
in  Bezug  auf  die  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades:  Zxj^*  —  0. 

Eine  andre  Deutung  der  Ergänzung  erhalten  wir,  wenn  wir  f , ,  . . .  f  ^  als  tt 
solche  Strecken  (unendlich  ferne  Punkte)  eines  tt-fach  ausgedehnten  Raumes  auf- 
fassen, die  nicht  einer  (n  —  l)-fach  ausgedehnten  Ebene  dieses  Raumes  paraUel 
sind  (vgl.  Nr.  229),  und  wenn  wir  gleichzeitig  die  Zahlen  Xi,  ...  x^  als  recht- 
oder  schiefwinklige  Parallelkoordinaten  deuten.  Dann  ist  die  Ergänzung  Ton 
Zxj^e^  ein  Produkt  von  n  —  1  Strecken,  die  parallel  sind  zu  der  (n  —  l)-fach 
ausgedehnten  Polarebene  des  unendlich  fernen  Punktes  der  Strecke  Zxj^e^  in 
Bezug  auf  eine  beliebige  der  oo^  Mannigfaltigkeiten  zweiten  Grades: 

ZXj^  ■=  const. 

Von  diesen  beiden,  allerdings  nicht  wesentlich  verschiedenen,  Deutungen 
wendet  Grassmann  in  der  A^  nur  die  zweite  an  und  auch  diese  nur  für  den  Fall 
rechtwinkliger  Parallelkoordinaten.  Man  vgl.  Nr.  93  Anm.  und  die  Nrn.  330,  331, 
335.  Die  erste  Deutung  findet  sich  in  der  schon  auf  S.  402  angefClhrten  Abhand- 
lung Grassmanns  in  Bd.  84  des  Crelleschen  Journals.  Vgl.  auch  die  Bemer- 
kungen R.  Sturms  in  dem  Nachrufe  auf  Grassmann,  Math.  Ann.  Bd.  14,  S.  16. 

Nr.  94,  S.  65.  Durch  diese  Erklärung  werden  äussere  Produkte  von  zwei 
Faktoren,  deren  Stufensumme  die  Stufenzahl  des  Hauptgebietes  übertrifft,  von  der 
Betrachtung  ausgeschlossen.  Das  erscheint  auch  zweckmässig,  da  alle  solchen 
Produkte  den  Werth  Null  haben  würden. 

Nr.  94,  Anm.  S.  65,  Z.  18 — 16  v.  u.  Das  dürfte  doch  etwas  zu  viel  behauptet 
sein;  vgl.  die  Anmerkimg  zu  Nr.  48 — 51,  S.  399. 

Nr.  95.  S.  66,  Z.  21  f.  v.  o.  Bei  der  Berufung  auf  Nr.  79  liegt  ein  Gedanke 
zu  Grunde,  der  verdient  hätte,  als  ein  besonderer  Satz  zwischen  Nr.  94  und  95 
ausgesprochen  zu  werden;  etwa  so: 

94  a.  Sind  die  Stufen zcüden  der  beiden  einfachen  Grössen  Ä  und  B  zusammen 
nicht  grösser  ah  die  Stufenzahl  n  des  Hauptgebietes ,  so  erhält  man  das  jyrogressive 
Produkt  von  A  und  B,  indem  man  die  Beih'i  der  einfachen  Faktoren  von  A  mit 
den  einfachen  Faktoren  von  B  kombinatarisch  multiplicirt ,  also  für  g  +  r  ^  n: 

[(rt,  a^  ...  a^  (6i  5^  •  •  •  M  =  [^i  a»  • .  •  «^  ^i  &i  •  •  •  h^'\ . 

Beweis.  Nach  Nr.  94  ist  das  progressive  Produkt  von  A  und  B  ein 
äusseres  Produkt  dieser  Grössen;  das  übrige  folgt  aus  Nr.  79. 

Nr.  101.  S.  70  f.  Der  Zusatz  auf  S.  71,  Z.  5  v.  o.  war  deshalb  nothwendig, 
weil  die  darin  ausgesprochene  ümkehrung  des  Satzes  101  später  mehrmals  benutzt 
wird,  zum  Beispiel  in  Nr.  119,  119b,  120  und  124. 

Nr.  101,  Anm.  S.  71,  Z.  10,  9  v.  u.,  nämlich  in  Nr.  112,  116b,  119b,  127— 
131,  306—322,  377,  383  Anm. 
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Nr.  102.  S.  72,  2.  3 f.  v.  o.  Das  Produkt  [QE]  ist  nämlich  progressiv.  In  der 
Tfaat,  bezeichnet  man  die  Stufenzahlen  von  E^  F,  G,  Q,  B  mit  den  entsprechen- 
den kleinen  Buchstaben,  so  wird: 

denmach: 

g  +  r  =  2n  —  2«  —  f —  g 

oder,  dac  +  /'+^  =  *»  ißt,  q  -\-  r  =  n  —  «,  das  heisst: 

q  +  r  <n, 

woraus  folgt,  dass  das  Produkt  [QR]  wirklich  progressiv  ist. 

Nr.  103.  S.  72—76.  Der  Anfang  des  Beweises  von  Nr.  103  (S.  72,  Z.  6—4 
V.  u.)  passt  nicht  ganz  zu  dem  Folgenden,  denn  nachher  (s.  S.  73,  Z.  1  v.  o.,  15 
V.  u.)  wird  offenbar  vorausgesetzt,  dass  jeder  der  n  Faktoren  erster  Stufe :  Oj ,  o, ,  . . . 
nur  in  einer  der  drei  Grössen  A,  JB,  C  enthalten  sei,  was  sich  aus  den  einleitenden 
Worten  nicht  gut  herauslesen  lässt.  Dieser  Uebelstand  wird  vermieden,  wenn 
man  dem  Anfange  des  Beweises  folgende  Fassung  giebt:  „Es  sei  a, ,  .  . .  a^  irgend 
eine  gegebene  Keihe  von  n  Grössen  erster  Stufe  und  es  werde  angenommen,  dass 
die  Formel  103  immer  dann  gilt,  wenn  die  n  in  Ä,  B  und  C  enthaltenen  ein- 
fachen Faktoren,  in  irgend  einer  Reihenfolge  genommen,  mit  der  Reihe  der  Grössen 
fTj ,  .  .  .  a^  übereinstimmen,  so  zeige  ich"  u.  s.  w.  Man  muss  dabei  beachten, 
dass  ai,...a^  ganz  beliebig  sind,  also  auch  in  Zahlbeziehungen  zu  einander 
stehen  können,  ja  nicht  einmal  von  einander  verschieden  zu  sein  brauchen. 

Der  Beweis  von  Nr.  103  ist  deshalb  besonders  bemerkenswerth,  weil  er  den 
invarianten  Charakter  der  Gleichung: 

[AB  ,  AC]^  [ABC]A 

auf  das  Klarste  hervortreten  lässt.  Er  beruht  ja  darauf,  dass  diese  Gleichung 
auch  dann  noch  bestehen  bleibt,  wenn  man  die  einfachen  Faktoren  von  J.,  J9,  C 
durch  beliebige  aus  ihnen  numerisch  abgeleitete  Grössen  ersetzt,  und  da  die  Glei- 
chung in  Nr.  102  für  Produkte  von  Einheiten  bewiesen  ist,  so  ist  sie  damit  all- 
gemein bewiesen.  Erinnern  wir  uns  der  Anmerkung  zu  Nr.  76,  S.  401 ,  so  können 
wir  offenbar  auch  sagen:  Die  obige  Gleichung  bleibt  invariant,  wenn  man  die 
Grössen  ^Xj^ej^  des  Hauptgebietes  Cj,...«^  einer  beliebigen  linearen  homogenen 
Transformation:  x.'  «=*  Za^^Xj^  unterwirft. 

Wir  müssen  es  dem  Leser  überlassen,  sich  diesen  invarianten  Charakter  der 
Gleichungen  der  Ausdehnungslehre  in  jedem  einzelnen  Falle  klar  zu  machen. 
Wir  wollten  nur  hier  an  einem  besonders  auffallenden  Beispiele  darauf  hinweisen. 

Nicht  unerwähnt  bleiben  darf  der  umstand,  dass  die  Gleichung  von  Nr.  103 
in  der  A^  in  ganz  anderer  Weise  eingeführt  wird  als  in  der  A,.  In  der  Aj  dient 
diese  Gleichung  zur  Definition  des  eingewandten  (regressiven)  Produktes  (Aj,  §  132 
und  133,  diese  Ausg.  I,  1,  S.  217 — 219).  In  der  A,  dagegen  wird  das  regressive 
Produkt  auf  Grund  eines  neuen  Begriffes,  des  Begriffes  der  Ergänzung,  in  Nr.  94 
in  der  denkbar  einfachsten  Weise  definirt,  und  dann  wird  die  Gleichung  von 
Nr.  103  bewiesen,  wodurch  der  Begriff  des  regressiven  Produktes  wieder  von  dem 
der  Ergänzung  unabhängig  gemacht  ist. 

Man  kann  die  Formel  von  Nr.  103: 

{AB  .AC]^{ABC]A, 

wo  die  Summe  der  Stufenzahlen  von  A,  B^  C  gleich  der  Stufenzahl  des  Haupt- 
gebietes ist,  zur  Ableitung  einer  Reihe  von  Sätzen  benutzen,  die  Grassmann 
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zwar  nirgends  ausdrücklich  ausgesprochen  hat,  die  aber  eigentlich  in  sein  System 
gehören,  und  die  er  auch  zum  Theile  stillschweigend  benutzt  hat.  Wir  wollen 
diese  Sätze  hier  aufstellen  und  beweisen. 

Satz  1.  Ein  Produkt  von  beliebig  vielen  einfachen  Grössen  ist  stets  wieder 
eine  einfache  Grösse. 

Wir  brauchen  diesen  Satz  offenbar  nur  für  ein  Produkt  aus  zwei  Faktoren 
zu  beweisen.  Es  seien  also  L  und  M  zwei  nicht  verschwindende  einfache  Grössen 
mit  den  Stufenzahlen  X  und  fi.  Ist  n  die  Stufenzahl  des  Hauptgebietes  und 
X  -\-  fi  '^n,  so  ist  das  Produkt  [LM]  progressiv  und  daher  sicher  eine  einfache 
Grösse^).  Ist  andrerseits  X  -{-  n^  n^  so  lassen  sich  L  und  M  nach  Nr.  87  in 
der  Form: 

darstellen ,  wo  ii ,  L| ,  ilf,  einfache  Grössen  sind  und  Ä  insbesondere  von 
{X  -{-  [i  —  n)-ter  Stufe  ist.     Es  wird  nunmehr: 

[LM]  =  [AL,  .  AM,]  =-  [AL^M,]A, 

da  die  Voraussetzungen  von  Nr.  103  erfüllt  sind,  und  hier  ist  [ilL,  üf,]  ein  pro- 
gressives Produkt  n-ter  Stufe,  also  eine  Zahl.  Somit  ist  das  Produkt  [LM]  auch 
im  Falle  X  -{-  n^  n  eine  einfache  Grösse.    Damit  ist  unser  Satz  bewiesen. 

Satz  2.  Die  Ergänzung  einer  einfachen  Grösse  ist  stets  wieder  eine  einfache 
Grösse. 

Beweis.  Dass  die  Ergänzung  einer  Grösse  erster  Stufe  wieder  eine  einfache 
Grösse  ist,  liegt  auf  der  Hand;  denn  diese  Ergänzung  ist  von  (n  —  l)-ter  Stufe, 
und  nach  Nr.  88  (S.  61)  und  nach  der  Anmerkung  dazu  (S.  402)  ist  überhaupt 
jede  Grösse  (n  —  l)-ter  Stufe  einfach. 

Ist  andrerseits  A  eine  einfache  Grösse  m-ter  Stufe ^    so  kann  man  setzen: 

-4.  — i  [Oj  ...  a^] ,   wo   «1 ,  . . .  a,„   Grössen   erster   Stufe   sind.     Nach  Nr.  98   wird 

daher: 

\A  =^[a,a,  ...  a^J. 

Hier  sind  la, ,  a, ,  ...  wie  eben  gezeigt,  einfache  Grössen  (n  —  l)-ter  Stufe,  nach 
dem  vorhin  bewiesenen  Satze  1  ist  daher  auch  ihr  Produkt,  das  heisst  die  Er- 
gänzung^ von  A  eine  einfache  Grösse. 

Der  dritte  Satz,  den  wir  hier  beweisen  wollen,  ist  das  Gegenstück  zu  Nr.  79  b 
und  kann  folgendermassen  ausgesprochen  werden**): 

Satz  3.  Sind  A  und  B  zwei  von  Null  verschiedene  einfache  Grössen  und  ist 
A  dem  B  untergeordnet,  so  lässt  sich  A  in  der  Form: 

A  =  \BC] 

darstellen,  wo  C  eine  einfache  Gj-össe  und  iro  da^  Produkt  [BC]  regressiv  ist. 

Beweis.  Es  seien  a  und  ß  die  Stufenzahlen  von  A  und  JB,  und  B  sei  nach 
79b  als  progressives  Produkt  in  der  Form:  B  =  \AL]  dargestellt,  wo  L  eine  ein- 
fache Grösse  {ß  —  a)-ter  Stufe  ist.  Femer  sei  D  eine  einfache  Grösse  (n  —  j5)-ter 
Stufe,  die  mit  B  und  folglich  auch  mit  A  kein  Gebiet  erster  Stufe  gemein  hat, 
so  dass  also  [BD]  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  und  [AD]  ein  von  Null  ver- 

*)  Für  X  -{-  fi  =  n  ist  das  Produkt  eine  Zahl;  die  Zahlen  müssen  aber  auch 
zu  den  einfachen  Grössen  gerechnet  werden. 

**)  In  Aj  findet  sich  dieser  ganz  beiläufig  in  einer  Anm.  zu  §  153  (diese  Ausg. 
I,  1,  S.  256,  1.  Anm.). 
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Bchiedenes  progressives  Produkt  ist.  Wir  wollen  uns  D  insbesondere  so  gewählt 
denken,  dass  [J9jD]  «=  1  wird.  Die  Summe  der  Stufenzahlen  von  J.,  L,  D  ist  dann 
gleich  n  und  es  wird  somit  nach  Nr.  103: 

[B  .  AB]  =  [AL  .  ^^]  =  [ALD]A  «  [BD]A  =  A, 

oder,  wenn  man  das  progressive  Produkt  [AD]  gleich  C  setzt: 

A  =  [BC]. 

Damit  ist  die  behauptete  Darstellung  von  A  geleistet,  denn  das  Produkt  \BC] 
ist  augenscheinlich  regressiv,  da  C  die  Stufenzahl  a  -}-  ^  —  P  1^^^- 
Aus  der  letzten  Gleichung  folgt  nach  97: 

WO  |i4,  "J?,  |(7  nach  Satz  2  wieder  einfache  Grössen  sind,  und  wo  jetzt  das  Pro- 
dukt [|i5C]  (nach  115)  progressiv  ist.    Hierin  liegt: 

Satz  4.  Sind  A  und  B  einfache  Grössen  und  ist  A  dem  B  untergeordnet, 
80  ist  die  Ergänzung   A  der  Ergänzung  \B  übergeordnet. 

Aus  Satz  2  und  4  folgt  endlich  der 

Satz  6.  Die  Ergänzungen  zweier  incidenter  einfacher  Grössen  sind  wieder 
incidente  einfache  Grössen. 

Nr.  107.    S.  77,  Z.  2,  3  v.  o.    Es  ist  hier  vorausgesetzt,  dass 

[ACD]  =  [A.  CD]    und    [A  .BC]^[ABC] 

sei,  was  nicht  so  ohne  Weiteres  erlaubt  ist.  Man  kann  indes  diesen  Einwand 
beseitigen,  wenn  man  wieder,  wie  beim  Beweise  der  Formel  105,  die  beiden  Fälle 
unterscheidet,  wo  die  Summe  der  Stufenzahlen  von  A,  JB,  C  gleich  n,  und  wo  sie 
gleich  2n  ist. 

Im  ersten  Falle  lässt  sich  der  Beweis  genau  wie  im  Texte  von  107  führen; 
denn  setzt  man  [BC]  —  [CD]^  so  ist  D  von  gleicher  Stufe  mit  JB,  also 

[AC .  JBC]  «  [AC,  CD]  «  [ACD]C, 

Hier  sind  nun  die  Produkte  [AC]  und  [ACD]  progressiv,  weil  bei  beiden  der 

Voraussetzung  zufolge  die  Stufensumme  ihrer  Faktoren  nicht  grösser  als  n   ist. 

Es  ist  daher  (nach  80) 

[A  CD]  =  [A  .  CD] 
oder,  da  [CD]  =  [BC]  ist, 

[ACD]  =  [A  .  BC]  =  [ABC] , 

und  es  wird  somit  wirklich 

[AC.BC]==[ABC]C. 

Ist  zweitens  die  Summe  der  Stufenzahlen  von  A^  B^  C  gleich  2n,  so  ver- 
fahre man  ebenso  wie  in  dem  Beweise  von  Nr.  105. 

Nr.  105— -107,  Anm.  S.  77,  Z.  4—11  v.  o.  Es  seien  wie  vorher  a,  p,  y  die 
Stufenzahlen  der  einfachen  Grössen  A,  .B,  C.  Da  die  beiden  Fälle  a  +  p-|-y  =  n 
und  —  2n  schon  in  Nr.  105 — 107  erledigt  sind,  so  brauchen  wir  nur  noch  die 
Fälle:  a  +  (3-i-y<w,  w<a-|-|3  +  y<2n  und  a  -f  p  -f  y  >  2n  zu  behan- 
deln. Von  diesen  drei  Fällen  kommt  aber  vermöge  Nr.  101  der  letzte  ohne 
Weiteres  auf  den  ersten  zurück,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  der  zu  erweisenden 
Gleichungen  die  Ergänzungen  nimmt.  Denn  die  Ergänzungen  \A,  B,  \C  sind  ja 
nach  Satz  2  der  Anmerkung  zu  Nr.  103,  S.  412  wieder  einfache  Grössen,  und  zwar 
mit  den  Stufenzahlen  n  —  a,  n  —  (3,  w  —  y,  und  aus  a  +  /3  +  y>2n  folgt,  dass 
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n  —  a  +  n  —  (3  +  »i  —  y<C** 
ist.     Es  bleiben  also  nur  die  beiden  ersten  Fälle  zu  bebandeln. 

Wir  beginnen  mit  dem  Beweis  der  ersten  Formel  (S.  77,  Z.  7  v.  o.): 

[AB  .  AC]  -  [A  .  ABC]. 

I.  Fall.  a  +  P  +  y<n.  Ist  2a  +  j5  +  y  <  n,  so  sind  die  Produkte 
[AB  .  AC]  und  [A  .  ABC]  beide  [progressiv  und  nach  Nr.  109  beide  null,  da 
jedesmal  die  (Gebiete  beider  Faktoren  ein  Gebiet  a-ter  Stufe  gemein  haben.  Ist 
dagegen  2a4-P  +  y>**,  so  sind  jene  Produkte  beide  regressiv  und  wiederum 
nach  109  beide  null,  da  die  einfachen  Grössen  A,  [AB],  [AC],  [ABC]  sämmt- 
lich  von  einem  Gebiete  von  höchstens  (a  +  P  +  y)-ter  Stufe  umfasst  werden. 

n.  Fall,  n  ^C,  a  -\-  ß  -{-  y  '<C  2n.  Wenn  [AB]  verschwindet,  so  sind  beide 
Seiten  der  zu  erweisenden  Gleichung  null;  ist  andrerseits  a-f-ßs-n,  so  ist  [AB] 
eine  Zahl,  die  in  dem  Produkte  beliebig  gestellt  werden  kann,  und  da 

[ABC]^  [{AB)C] 

ist,  so  ist  die  zu  erweisende  Gleichung  ebenfalls  richtig.  Wir  können  daher  an- 
nehmen, dass  [AB]  ^ 0  und  cc  -\-  ß\n  ist. 

Nunmehr  müssen  wir  vier  verschiedene  UnterfäUe  einzeln  behandeln,  denn 
a  +  P  kann  <  n  oder  >  n  sein  imd  cl  -\-  y  kann  f^  n  oder  ^  n  sein. 

1.  ünterfall.  a  +  ß  <^n,  cc  +  y  '^n,  also  2a  -f  (J  +  y  <  2n.  Werden 
A,  B  und  C  von  einem  Gebiete  niederer  als  n-ter  Stufe  umfasst,  so  gilt  dasselbe 
auch  von  den  Grössen:  C,  [AB]  und  [-4.C],  die  regressiven  Produkte  [AB  .  AC] 
und  [{AB)C]  '^  [ABC]  sind  daher  nach  Nr.  109  beide  null.  Nehmen  wir  daher 
an,  dass  A,  B,  C  vofi  keinem  Gebiete  von  niederer  als  n-ter  Stufe  umfasst  werden. 

Unter  dieser  Voraussetzimg  haben  [AB]  und  C  ein  Gebiet  (a-f  p  +  y — n)-ter, 

aber  keines  von  höherer  Stufe  gemein  und  lassen  sich  daher  nach  Nr.  87  in  der 

Form: 

[ÄB\  =  \DL],     C=[DC,] 

darstellen,  wo  die  Summe  der  Stufenzahlen  von  D,  L  und  6\  gleich  n  ist.  Nach 
Nr.  103  wird  daher: 

[ABC]  «  [DL  .  DCJ  =  [DLC,]D, 

wo  [DXCJ  «  [ABC^]  eine  Zahl  ist. 

Nunmehr  kommt  es  darauf  an,  ob  A  und  C  ein  Gebiet  gemein  haben 
oder  nicht. 

Haben  A  und  C  ein  Gebiet  erster  oder  höherer  Stufe  gemein,  so  gilt  das- 
selbe auch  von  A  und  D,  nach  Nr.  109  sind  daher  die  progressiven  Produkte 
[AC\  und  [AD]  beide  null,  demnach  wird: 

\Ä  .  ABC]  =  [DLC^][AD\  =  0  =  [AB  .  AC], 

das  heisst,  die  zu  erweisende  Gleichung  ist  erfüllt. 

Haben  dagegen  A  und  C  kein  Gebiet  erster  oder  höherer  Stufe  gemein,  so 

gilt  dasselbe  auch  von  A  und  D,  folglich  sind  [AD]  und  [AC]  beide  ^0  und 

zwar  wird  * 

[4CJ  =  [4(i)6',)J  =  MZ))C,l, 

da  das  Produkt  [A{DC^)]  rein  progressiv  ist  (s.  Nr.  116  und  119).  Andrerseits 
werden  [AB]  und  [AC]  nach  unsrer  Voraussetzung  von  keinem  Gebiete  niederer 
als  w-ter  Stufe  umfasst  und  haben  daher  ein  Gebiet  von  (2a  +  P  +  y  —  n)-ter, 
aber  keines  von  höherer  Stufe  gemein;  zugleich  ist  klar,  dass  [^D]  eine  Grösse 
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(2  a  -h  ß  -]-  y  —  n)  -  ter  Stufe  dieses  Gebietes  ist.    Demnach  wird  sich  [A  B]  in 

der  Form: 

[AB]  -  [iAD)B,] 

darstellen  lassen  und  es  ergiebt  sich  nach  103: 

[AB  .  AC]  -  [{AD)B^  .  iAD)C,]  «  [iAD)B,C,][AD]  =-  [ABC,][AD], 

während  der  vorhin  gefundene  Werth  von  [ABC]  ergiebt: 

[A  .  ABC]  «  [DLC,][AD]  «  [ABC,][AD]. 

Folglich  sind  beide  Ausdrücke  gleich. 

Damit  ist  der  erste  Unterfall  vollständig  erledigt. 

2.  Unter  fall.  «  +  P  >  n,  a  +  y  ^  n.  Da  [AB]  ^  0  sein  soll,  so  werden 
die  (Jebiete  von  A  und  B  ein  Gebiet  von  {a -\-  ß  —  n)-ter  aber  keines  von  höherer 
Stufe  gemein  haben.    Ist  M  eine  Grösse  dieses  Gebietes,  so  können  wir  setzen: 

A=^[MA^],    B=^[MB,] 

und  es  wird  nach  Nr.  103 : 

[AB]  =  [MA,  .  MB,]  =  [MA,B,]M, 

wo  [MA^B,]  eine  Zahl  ist,  mithin: 

[AB  .AC]  =  [MA^B,][M  .  AC]. 

Andrerseits  ergiebt  sich: 

[A  .ABC]=^  [MA, B,]  [A  .  MC], 

es  ist  aber  [A  .  MC]  ==  [MA,  .  MC]  und  hier  ist  die  Summe  der  Stufenzahlen 
von  My  Ai  und  C  gleich  a  +  y,  also  ^  n,  somit  kommen  wir  entweder  auf  den 
Fall  1  oder  auf  Nr.  103  zurück  und  finden: 

[A  .  MC]  «  [MA,  .  MC]  -  [M  .  MA,  C]^[M  .AC], 

es  wird  folglich  wieder: 

[AB  .AC]^[A.ABC]. 

3.  und  4.  Unter  fall.  Die  beiden  noch  übrigen  Unterfälle:  a  +  P  >  w, 
a  -\-  y  ^n  und  a  -{-  ß  <^n,  cc  -\-  y^n  kommen  auf  den  1.  und  2.  zurück,  wenn 
man  auf  beiden  Seiten  der  zu  erweisenden  Gleichung  die  Ergänzungen  nimmt. 

Die  zweite  Formel  (S.  77,  Z.  8  v.  o.) 

[AB  .BC]=^  [B  .ABC] 

ist  eine  unmittelbare  Folge  der  ersten.  In  der  That,  man  hat:  [ABC]=^  [(AB)C] 
und  [AB]'='  ±  [-B-^],  also  ergiebt  sich  aus  der  ersten  Formel: 

[BA  .  AC]  —  [A  .  {BA)C]  «  [A  .  BAC], 

was  eben  die  zweite  Formel  ist. 

Die  dritte  Formel  (S.  77,  Z.  9  v.  o.): 

[AC  .BC]  «  [C  .  ABC] 

kann  in  den  Fällen  a  +  (3  +  y  ^  n  und  ^  2n  genau  so  bewiesen  werden  wie 
die  erste.    In  dem  Falle  n<a  +  (3  +  y<2n  dagegen  ist  sie  nicht  mehr  allge- 
mein gültig,  wie  man  am  Besten  durch  Betrachtung  eines  Beispiels  erkennt. 
Es  sei  n  =»  6  und: 

A  ==  [e,  ß,],    B  =  [e,e^],    C  =  [c,cj, 

dann  ist  [AB]  und  also  auch  [ABC]  null,  andrerseits  aber  wird: 

[AC]  =  [e.e^e^e,]  =  [e^e^e^e^],    [BC]  =  [e^e.e^e^]  =  [e.e^e^e^,] 

und  somit: 


416  Anmerkungen  zu  A,. 

[AC .  BC]  =  [«le^ß^c.  .  ele^e^e.,\ 

=  k  e,  e„  e,  ej  [<;,<!,«  J  [103] 

=  [e,e,e,]  [68,  94], 

also  nicht  gleich  Null,  womit  die  Unrichtigkeit  der  dritten  Formel  in  diesem 
Falle  bewiesen  ist. 

Nr.  108.  S.  77,  Z.  15  f.  y.  o.  Beide  Formeln  sind  auch  dann  noch  gültig, 
wenn  B  dem  Ä  übergeordnet  ist,  also  überhaupt,  uenn  A  wnd  B  incident  sind. 
Da  die  erste  der  beiden  Formeln  in  Nr.  129  in  dieser  allgemeineren  Bedeutung 
angewendet  wird,  so  wollen  wir  gleich  hier  den  Beweis  beider  Formeln  auch  für 
den  im  Texte  nicht  behandelten  Fall  erbringen. 

Es  seien  also  A,  B^  C  einfache  Grössen  mit  den  Stufenzahlen  a,  ß,  y,  die 
Summe  der  Stufenzahlen  von  A  und  C,  also  a  -|-  y  sei  n  und  A  sei  dem  B  unter- 
geordnet. Dann  sind  nach  der  Anmerkung  zu  Nr.  103  (S.  412  f.)  auch  \A,  J?,  |C 
einfache  Grössen  und  es  ist  B  dem  \A  untergeordnet,  überdies  ist  die  Summe 
der  Stufenzahlen  Ton  !A  und  C  gleich  n  —  a-\-n  —  y—i2n  —  n=^n.  Demnach 
ist  nach  108:  [-|^  ^  (-BjC)]  «  [i^  C]|B, 

[iGß.'A]^lC\A]B, 

und  hieraus  folgt  nach  101  das  Bestehen  der  Gleichungen  yon  Nr.  108  auch  in 
dem  jetzt  betrachteten  Falle. 

Nr.  112«  S.  82  f.  Vermöge  dieses  Satzes  kann  man  jede  einfache  Grösse  eines 
Hauptgebietes  n-ter  Stufe  als  ein  rein  regressives  Produkt  von  einfachen  Grössen 
(n  —  l)-ter  Stufe  darstellen.  Ist  nämlich  eine  einfache  Grösse  «i-ter  Stufe  vor- 
gelegt: C  =^  [ai  ...  o^^J,  so  braucht  man  nur  n  —  m  Grössen  erster  Stufe  o^  i  i , 
...a  so  zu  bestimmen,  dass  sie  unter  einander  und  mit  a,.  . . .  a„  in  keiner 
Zahlbeziehung  stehen  und  dass  [a^  a,  . . .  a^]  ».  i  wird.  Definirt  man  dann  die 
Grössen  Ai^  ...  A^  so  wie  in  Nr.  112,  so  hat  man:  C=  [A^^A^_j^  ...  A^^,^]. 
Zugleich  ist  hierdurch  die  Möglichkeit  gegeben,  die  Ergänzung  von  C  in  einfacher 
Weise    als  ein  kombinatorisches  Produkt  von  Grössen  erster  Stufe  darzustellen. 

Nach  Nr.  98  wird  ja: 

C=[|4„i.l„_,...   .■I,„  +  ,], 

wo  die  Aj^,  Grössen  erster  Stufe  sind,  die  sofort  hingeschrieben  werden  können, 
sobald  man  ermittelt  hat,  in  welcher  Weise  A^^  ...A^  aus  den  n  Einheiten 
(n  —  l)-ter  Stufe  abgeleitet  sind. 

Es  leuchtet  ein,  dass  man  hierdurch  in  den  Stand  gesetzt  ist,  nach  Belieben 
bald  Grössen  erster,  bald  Grössen  (n  —  l)-ter  Stufe  zu  Grunde  zu  legen.  In  der 
Sprache  der  modernen  projectiven  Geometrie  kommt  das  darauf  hinaus,  dass  man 
bald  mit  Punkt-  bald  mit  Ebenenkoordinaten  rechnet. 

Uebrigens  hätten  in  dem  Satze  Nr.  112  zwei  besondere  Fälle  der  darin  be- 
wiesenen allgemeinen  Formel  ausdrücklich  erwähnt  werden  sollen.  Es  sind  das 
die  beiden  Formeln: 

r^«^„_i ...  ^]  =  a, 

und: 

die  nachher  (vgl.  Nr.  292,  299  und  300)  mehrfach  benutzt  werden. 

Der  Satz  112  ist  später  von  Clebsch  in  den  Göttinger  Abh.  Bd.  XVII  (1872) 
und  von  F.  Meyer  in  seinem  Buche:  „Apolarität  und  rationale  Curven"  Tübingen 
1883  benutzt  worden  und  zwar  in  der  Form  eines  Satzes  über  Matrices. 
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Nr.  118«  S.  83.  Da  A  die  Stufenzahl  a  hat,  so  ist  n  —  a  die  Stufenzahl  der 
D^  und  m  —  (n  —  a)«afn  +  a  —  n  die  der  C^ ;  demnach  ist  m-\-  a,  noth  wendig 
>  n  und  somit  das  Produkt  \AB\  regressiv.  Da  nun  die  [-4.2)^]  Zahlen  sind  und 
die  C^  dem  Gebiete  der  einfachen  Grösse  B  angehören,  so  kommt  der  ganze 
Satz  auf  Folgendes  hinaus:  Wird  eine  beliebige  Grösse  A  mit  einer  einfachen 
Grösse  B  multiplicirt  und  ist  das  Produkt  \AB'\  regressiv,  so  ist  [AB]  eine  dem 
Gebiete  von  B  angehörige  Grösse»  für  die  in  dem  Satze  eine  explicite  Darstellung 
gegeben  tcird. 

Zur  Fassung  des  Satzes  ist  zu  bemerken,  dass  in  dem  Falle,  wo  die  Stufen- 

•  

zahl  der  Cy  gleich  m  —  1  ist,  jedes  D^  nur  einen  der  einfachen  Faktoren  von  B 
enthält,  und  dass  man  dann  die  Gleichung  [C^D^]  ^  B  unter  Umständen  nur  durch 
Aenderung  des  Vorzeichens  des  betreffenden  einfachen  Faktors  befriedigen  kann. 

Der  Beweis  von  Nr.  113  enthält  eine  Lücke.  Bildet  man  nämlich  nach  An- 
leitung von  S.  83,  Z.  13 — 11  v.  u.  alle  Kombinationen  Aj,  -4.,,  ...  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  A^  jedesmal  aus  den  Grössen  b^,...b^  besteht,  die  in  D^ 
fehlen,  so  erhält  man  keineswegs  alle  Kombinationen  von  b^,  ...b^  zur  a-ten 
Klasse,  während  doch  A  im  Allgemeinen  erst  aus  allen  diesen  Kombinationen 
numerisch  ableitbar  ist.    Diese  Lücke  lässt  sich  jedoch  leicht  ausfüllen. 

Wir  können  A  immer  in  der  Form: 

schreiben,  wo  jedes  A^  gerade  m  —  (n  —  a)  und  nicht  mehr  von  den  m  Faktoren 
^11  ' "  ^m  6Ji^^l^>  während  jedes  A^  mindestens  m  —  (n  —  a)  +  1  von  diesen 
m  Faktoren  enthält.  Dann  hat  jedes  A^  mit  jedem  D^  mindestens  einen  Faktor 
erster  Stufe  gemein  und  die  progressiven  Produkte  [A^' D^]  sind  daher  alle  null; 
ferner  hat  B  mit  jedem  A^  ein  Gebiet  von  höherer  als  (m  -|-  a  —  n)-ter  Stufe 
gemein,  es  sind  daher  auch  die  regressiven  Produkte  [A^* B]  alle  null.  Bilden 
wir  nun  das  Produkt  [^i^],  so  wird  wie  im  Texte: 

[AB]  =  £  cc^lÄ^B]  =  X«,[^^DJC,  ~2^.[A,D^]C^, 


rs 


wofür  man  wegen  [-4.^' DJ  =»  0  auch  schreiben  kann: 

[AB]  =^[(2«,4.  +  2<  j;)D,]C,  »  2:[AD^]C^. 

r 

Nr.  120.  S.  89.  Der  Begriff  der  Kongruenz  wird  von  dieser  Nummer  ab  in 
etwas  allgemeinerer  Bedeutung  gebraucht,  als  der  in  Nr.  2  aufgestellten  Erklänmg 
des  Kongruenzbegriffes  entspricht.  Während  nämlich  dort  nur  zwei  von  Null 
verschiedene  Grössen  kongruent  genannt  wurden,  wenn  sie  einer  Zahlbeziehung 
unterliegen,  wird  von  jetzt  ab  auch  von  zwei  verschwindenden  Grössen  gesagt, 
sie  seien  kongruent.  (Vgl.  namentlich  den  zweiten  Theil  des  Beweises  von  Nr.  121 
und  Nr.  313  Anm.) 

Nr.  125,  Anm.  S.  U6 ,  Z.  16—4  v.  u.  Sind  im  Falle  e)  q  +  r  und  q  +  s 
beide  <[  n,  so  wird: 

[BAC]^  (—  Vj^^'lABC]  [58] 

«  (-  l)9''+<'— '>(*-')[^(7j5j  [i24e], 

femer: 

[ACB]  =  (-  i)(«-9~')(«-'-)[jB  .  AC]  [120,  Bew.  1] 

und  demnach,  wegen:  n  —  q  —  sa=r  —  i  und  s  —  t  -\-  n  —  r  =  2n  —  2r  —  q 
wirklich: 

GrassmanD,  Werke.    I.   2.  27 
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[BÄC]  =  (-  l)«'fB.  ÄC]. 

Der  Fall,  wo  q  -\-  r  und  q  +  tf  beide  >>  n  sind,  kommt  auf  den  eben  erledigten 
zurück,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  Ergänzungen  nimmt. 

Ist  im  Falle  f)  q-\'r<in  und  g  +  «>«,  so  istg  +  *  —  **  +  ^<C**»  ä1»0: 

[BÄC]  =  (-  ])'^''\ÄBC]  =-  (~  1)''''[^(7JB1  [124f] 

«  (-  i)?''+(?+--'')''[B  .  AC]  [95,  58] 

Der  Fall,  wo  q  -}-  r  '^  n  und  g  +  *  <  w,  kommt  auf  den  eben  erledigten  zurück, 
wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  Ergänzungen  nimmt. 

Wird  eine  der  beiden  Summen  q-{-  r  oder  q  +  s  gleich  r?,  so  sind  B  und  C 
auch  im  Falle  e)  incident  und  es  besteht  zwischen  den  beiden  Fällen  e)  und  f) 
kein  Unterschied  mehr.  Daher  fäUt  für  g  -f  r  =  j/,  wo  «  =  ^  wird,  die  erste 
Formel  bei  e)  mit  der  zweiten  bei  f)  zusammen,  und  die  zweite  Formel  bei  e) 
mit  der  ersten  bei  f ).    Wird  g  +  5  «-  n,  so  gilt  entsprechendes. 

Nr.  125^  Anm.  S.  96,  Z.  4  t.  u.  „Auch  ist  zu  bemerken**  u.  s.  w.  Man  sehe 
Nr.  123  Beweis  2  und  8. 

Nr.  129«  S.  99,  Z.  4  t.  u.  Es  ist  von  Interesse,  diesen  Ausdruck  für  die  Zu- 
rückleitung (Abschattung)  mit  dem  zu  Tergleichen,  den  Grassmann  in  der  A^ 
gegeben  hat. 

Die  in  Nr.  129  mit  A,  A\  J5,  C  bezeichneten  Grössen  heissen  in  A^  der 
Reihe  nach:  A,  Ä\  G,  L  (A,,  §  149,  diese  Ausg.  I,  1,  S.  260f.)  und  der  in  Nr.  129 
für  A'  gegebene  Ausdruck  erhält  bei  Benutzung  dieser  Buchstaben  die  Grestalt 

.,      [G.AL] 
^  "     \GLi  ' 

Es  seien  nun  p  und  m  die  Stufenzahlen  von  A  und  G  und  also  n  —  m  die  Stufen- 
zahl von  L.  Im  Falle  der  progressiven  Zurückleitung  ist  dann  (nach  Nr.  128) 
m  ^  ;),  also:  p  +  (n  —  m)  ^  n  und  somit  (nach  58  und  120,  Beweis  1): 

[^7.1  =  (—  ir' («-'">  I  LG],     \AL]  =  (—  lf^'"-"'^\LA] 

\G  .  LA\  =  (-  \J^- "*)('" -P\LA  .  G]. 

Im  Falle  der  regressiveil  Zurückleitung  ist  dagegen  w  ^  jp,  also :  p-\-  {n  —  m)^n^ 
und  somit: 

[GL]  =  (—  1)"'("-'"^|LG],     [AL\  =  (—  l/"-^'^"'[L^] 

\G  .  LA]  =  (-  ly^f'-^'^lLA  .  G], 

weil  \LA\  nach  Nr.  95  eine  Grösse  ij;  —  m)-ter  Stufe  wird  und  m -\-  (p  —  m)  ^  w, 
das  Produkt  [G  .  LA]  also  progressiv  iät.     Es  wird  daher  in  beiden  Fällen: 

\LA.G] 

was  genau  der  in  A^  am  a.  a.  O.  aufgestellte  Ausdruck  ist. 

Nr.  12J).  S.  100,  Z.  13ff.  V.  0.  „Die  Produkte  [ul^^jC],  . . .  [Ä^C]  sind  aber 
in  Bezug  auf  die  Faktoren  fl, ,  . . .  «^  reine  (nach  114,  {127,  128  und  119b))". 
Bezeichnet  man  nämlich  die  Stufenzahlen  von  A,  B^  C  mit  a,  (J,  y  und  sind 
zuerst  (ly ,-..«;,  Grössen  erster  Stufe,  so  ist  (nach  127)  die  Zurückleitung  progressiv 
und  also  ^nach  128) 
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oder,  da  die  Stufenzahl  y  des  ausgeschlossenen  Gebietes  C  die  Stufenzahl  von  B 
zu  der  des  Hauptgebietes  ergänzt,  also  ^  »  n  —  y  ist,  so  ergiebt  sich 

«  ^  n  —  y    oder  a  +  y  ^  « . 

Die  Produkte  [-4.^  .  jC],  ...  sind  somit  in  Bezug  auf  die  Faktoren  -4.^  ,  ^  und 
(7,  . . .  progressiv,  und  bleiben  daher  (nach  119  b)  auch  rein  progressiv,  wenn  man 
ihre  Faktoren  in  lauter  Faktoren  erster  Stufe  auflöst. 

Sind  hingegen  die  Faktoren  aj ,  ...  a^  Grössen  (n  —  \)-Ur  Stufe,  so  ist 
(nach  127)  die  Zurückleitung  regressiv  und  also  (nach  128) 

a  ^  p    oder    a  ^  n  —  y,     das  heisst    a  -{-  y  ^  n. 

Die  Produkte  [-4.^,^0],  . . .  sind  demnach  in  Bezug  auf  die  Faktoren -4.^  ,j  und 
Cy  ...  regressiv  und  bleiben  daher  (nach  119b)  auch  dann  rein  regressiv,  wenn 
man  ihre  Faktoren  ^^4-1  ^^^  C^  . . .  in  Produkte  aus  Grössen  (n  —  l)-ter  Stufe 
auflöst,  das  heisst,  es  sind  die  Produkte  [^^  ,  ^C],  ...  auch  in  Bezug  auf  die 
Faktoren  «i ,  •    •  «^  rein  regressiv. 

Nr.  129.  S.  100,  Z.  17—15  v.  u.  Die  hier  benutzte  Formel  ist  in  108  nur 
für  den  Fall  bewiesen,  dass  B  dem  Ä  untergeordnet  ist,  sie  gilt  jedoch  wie  in 
der  Anmerkung  zu  Nr.  108  (S.  416)  gezeigt  ist,  auch  dann,  wenn  B  dem  Ä  über- 
geordnet ist. 

Nr.  127  bis  129«  Bei  den  im  fünften  Kapitel  des  ersten  Abschnitts  gegebenen 
Anwendungen  auf  die  Geometrie  ist  der  Begriff  der  Zurückleitung  nicht  berück- 
sichtigt. Es  erscheint  aber  wünschenswerth,  diesen  wichtigen  Begriff  durch  geo- 
metrische Beispiele  zu  erläutern,  da  die  Allgemeinheit  und  Abstraktheit  der  in 
den  Nummern  127 — 129  gegebenen  Darstellung,  wie  es  scheint,  das  Verständniss 
der  entwickelten  Begriffe  wesentlich  erschwert  hat.  So  bezeichnet  Hagen,  der 
in  seiner  Synopsis  der  Mathematik  auch  einen  Ueberblick  über  die  Ausdehnungs- 
lehre und  verwandte  Methoden  giebt,  die  Theorie  der  Zurückleitung  als  dunkel. 
(Vgl.  Hagen,  Synopsis  der  höheren  Mathematik  Bd.  IL  S.  137.)  Es  möge  daher 
im  Folgenden  eine  Anwendung  der  allgemeinen  Formel  der  Zurückleitung  (aus 
Nr.  129)  auf  diejenigen  Fälle  gegeben  werden,  die  sich  darbieten,  wenn  man  den 
Baum  im  Sinne  von  Nr.  216  als  Gebiet  vierter  Stufe  aui^asst  und  die  kombinato- 
rische Multiplikation  auf  dieses  Gebiet  als  Hauptgebiet  bezieht. 

unter  dieser  Voraussetzung  ergeben  sich  acht  Fälle  der  Zurückleitung,  von 
denen  aber  immer  die  beiden  hinsichtlich  des  Gnmd-  und  Leitgebietes  (vgl.  Aj, 
§  82,  diese  Ausgabe  I,  1,  S.  145)  dualistischen  Fälle  zusammen  behandelt  werden 
können.  Dabei  sind  zwei  von  den  acht  Fällen  zu  sich  selbst  dualistisch.  Die 
Darstellung  zerfällt  daher  in  fünf  Abschnitte. 

I.   Die  Zurückleitung  y  eines  Punktes  x  auf  ^z-^i 

einen  Flächentheil  a  unter  Ausschluss  eines  Punktes 
h  wird  (nach  Nr.  129)  analytisch  durch  den  Bruch 

dargestellt 

\cc .  xb^ 


und  bedeutet  geometrisch  (vgl.  Fig.  22)  den  Punkt, 
der  erstens  der  Ebene  des  Flächentheils  a  ange- 
hört, und  der  zweitens  der  Gleichung 

(2)  x^y  +  z  ^'«-  ^^• 

genügt,  wo  z  ein  mit  b  kongruenter  Punkt  ist,  also 

27* 
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(3)  z^n 

ist,  unter  I  einen  Zahlfaktor  yerstanden. 

Durch  diese  beiden  Eigenschafben  wird  die  Zurückleitung  y  eindeutig  be- 
stimmt. Denn  aus  der  Gleichung  (2),  welche  sich  mit  Rücksicht  auf  (3)  auch  in 
der  Form  y  -{-Ib  =^  x  schreiben  lässt,  folgt  durch  bezügliche  Multiplikation  mit  b 

[yb]  -  [xb] 

und  hieraus  durch  bezügliche  Multiplikation  mit  a 

[cc  .  yb]  «  [a  .  xb]. 

Die  linke  Seite  dieser  letzten  Gleichung  ist  aber  nach  Nr.  108  =  [ab]y^  denn  die 
Stufensumme  von  a  und  b  ist  gleich  der  des  Hauptgebietes,  und  nach  der  Voraus- 
setzung soll  y  dem  a  untergeordnet  sein.   Die  Gleichung  verwandelt  sich  daher  in 

[ab^y  —  [cc  .  xb], 

aus  der  für  y  der  in  (1)  angegebene  Werth  folgt 

[a,xb\ 
y-     [ab]     ' 

Der  in  dieser  £nt¥dckelung  verwendete  Hülfspunkt  z  lässt  sich  ebenfalls  als 
Zurückleitung  des  Punktes  x  auffassen,  nämlich  als  Zurückleitung  des  Punktes  x 
auf  den  Punkt  b  unter  Ausschluss  des  Flächentheils  a,  und  wird  also  (nach  129) 
durch  den  Bruch  dargestellt 

In  der  lliat  folgt  aus  der  Gleichung  (2)  durch  Multiplikation  mit  a,  da  (nach 

Nr.  121)  [ya]  —  0  ist, 

\za]  ^[xcc] 

und  hieraus  durch  Multiplikation  mit  b 

b[zcc\  =  2;[a:aJ. 

Hier  ist  die  linke  Seite  (nach  Nr.  108)  =  [6ajr,  denn  z  ist  dem  b  untergeordnet,  und 
die  Stufeneuninie  von  b  und  a  ist  =  4.    Folglich  geht  die  letzte  Gleichung  über  in 

\ba\z  =  b\xc(], 

woraus  für  z  wirklich  der  Werth  (4)  folgt.  Damit  ist  bewiesen,  dass  auch  der 
Punkt  z  als  Zurückleitung  von  x  aufgefasst  werden  kann.  Und  zwar  geht  diese 
Zurückleitunp^  aus  der  Zurückleitung  y  dadurch  hervor,  dass  man  das  Gebiet,  auf 
welches  zurückgeleitet  wird  (das  Grundgebiet  nach  A, ),  mit  dem  ausgeschlosseuen 
Gebiet  (dem  Leitgebiet)  vertauscht.  Diese  Zurückleitung  z  hat  dann  zufolge  der 
Gleichung  (2i  die  Eigenschaft,  zur  ursprünglichen  Zurückleitung  y  addirt  die  zu- 
rückgeleitete Grösse  x  zu  ergeben.  Aus  diesem  Grunde  möge  die  Grösse  z  die 
zur  Zurückleitung  y  gehörige  ergänzende  ZurückUitung  von  x  genannt  werden. 

Setzt  man  schliesslich  noch  die  Werthe  (1)  und  (4)  in  die  Gleichung  (2)  ein 
und  stellt  zugleich  im  Nenner  von  (4)  die  Faktoren  um,  wodurch  ein  Zeichen- 
wechsel bedingt  wird,  so  erhält  man  für  x  die  Zerlegungsformel 

[et .  xb]  —  b[xu] 

durch  welche  der  Punkt  x  als  die  Summe  zweier  Punkte  (gleichsam  zweier  Kom- 
ponenten) -  r  -,  T     und }r  -  ,-'  dargestellt  wird,  von  denen  der  eine  in  der  Ebene 

[ccb]  [at;J 

«  liegt  und  der  andere  mit  dem  Punkte  b  zusammenfällt. 
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n.  Die  ZurilckleituDg  Y  eines  Liniontheils  X  auf  einen  Flächentheil  a  unter 
AuBschluia  eines  Punktes  h  wird  (nach  Nr.  129)  analjtisch  durch  den  Bruch  dar- 
gestellt 

und  hedentet  geometrisch  (vgl.  Fig.  23)  den  Linientheil,  der  «ritena  der  Ebene  des 
Fllchentheils  a  angehört  und  der  wiedtetw  die  Gleichung 
(7)  X  —  r  +  Z 


Flg.  U. 

erfüllt,  unter  Z  einen  Linientheil  verstanden,  dessen  Gerade  dnich  den  Funkt  6 
hindurchgeht. 

Diese  beiden  Eigenschaften  bestimmen  wieder  den  Linientheil  Y  eindeutig; 
denn  aus  der  Gleichung  (7)  folgt  durch  Hnltiplikation  mit  6 

[rs]  -  [Xi] 

und  aus  dieser  durch  Multiplikation  mit  a 

[«  ,  Yt]  -  [»  .  Xbl 
Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  aber  (nach  Kr.  108)  -=  \aV\Y,  denn  die  Stufen- 
soDune  von  a  und  b  ist  gleich  der  des  Hauptgehietes,  und  nach  der  Voraussetzung 
soll  y  dem  a  untergeordnet  aein.    Die  letzte  Gleichung  verwandelt  sich  daher  in 
[aV\  Y  —  [a  .  XV\,  woraus  für  1"  der  in  (6)  angegebene  Werth  folgt. 

Auch  hier  ist  wieder  die  Hülfsgrüsse  Z  die  zu  Y  gehörige  ergänzende  Zk- 
rüekleitmtg  von  X,  das  heisst,  die  Zurückleitung  des  Linientheils  X  auf  den 
Punkt  b  unter  Ausschluss  des  Flächent}ieils  cc  und  wird  somit  dargestellt  durch 
den  Bruch 

,     [»  .v-l 

[».]  ■ 

In  der  That  folgt  aus  der  Gleichung  (7)  durch  Multiplikation  mit  cc,   da  (nach 
Nr.  121)  rytrl  =  0  ist, 

und  hieraus  durch  Multiplikation  mit  b 


(8) 


(0) 
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Hier  ist  die  linke  SuiU;  nach  der  Verallgemeinerung  von  Nr.  108  {ygl.  die  An- 
merkung auf  S.  416)  —  [ba]Z,  denn  Z  ist  dem  6  abergeordnet  und  die  Stnfen- 
Bumme  von  b  und  a  ist  ^  4.     Die  letzte  Gleichung  geht  also  aber  in 

■worauB  fflr  2  der  Werth  (8)  folgt. 

Setzt  man  schliesslich  die  Werthe  (6)  und  (8)  in  die  Gleichung  (7)  ein,  so 
erhält  man  fttr  X  die  Zerlegungsfonnel 

[n^Xfe]  — [I;^.  X«] 
[«"6] 

durch  die  der  Linientheil  X  in  die  Summe  zweier  Linientheite  (in  zwei  Kom- 
ponenten) — .-T-,     und  —  -,-T-i-     zerlegt  ist,  von  denen  der  eine  in  der  Ebene  a 

\ati\  [uöj 

liegt,  während  der  andere  durch  den  Punkt  b  hindurchgeht. 

Es  ist  wichtig,  dasB  eine  entsprechende  Zerlegung  auch  fOr  eine  beliebige 
Summe  iS  •=  X,  -f-  X,  zweier  sich  nicht  schneidender  Linientbeile  X,  und  X^, 
das  heiest,  fOr  eine  Schraube  (im  Ballschen  Sinne,  vgl.  die  Anmerkung  zu  Nr.  346, 
S.  43T)  mOglich  ist.  Stellt  man  nämlich  die  Zerlegungsformel  (9)  für  jeden  der 
beiden  Linientheile  X,  und  X,  auf  und  addirt,  ao  ergiebt  sich  ohne  Weiteres 
[».S61-[6_S^ 
[««1 

fa  ,  Sb]         ,         [6  .  Sa] 

von  denen  der  erste  in  der  Ebene  des  Fl&chentheils  a  liegt,  wahrend  der  zweite 
durch  den  Punkt  E>  geht  (vgl.  hierzu  die  Bntwickelung  in  Nr.  285). 

III,  Die  Zurückleitung  ij  eines  Flachentheils  6  luf  einen  Flächentheil  a 
unter  Ausschluss  eines  Punktes  b  wird  (nach  Nr.  123)  analytisch  dargestellt  durch 
den  Bruch 

«IUI 
i«*i 

und  bedeutet  geouietriBch  (vgl.  Kig,  241  den  Flächentheil,   welcher    erstens   der 
Ebene  des  Flächentheils  a  angehOrt,  und  welcher  iiveüens  der  Gleichung 
(12)  £  =  7)  -i-  £ 

i       genügt,  in  der  £  ein  Flächentheil  ist, 

j^\  ■"■   .  ...-^m^        dessen    Ebene    durch    den    Punkt    b 

^- r ^ — :^ r^'. yi'^A        hindurchgeht.    Dieser  Flächentheil  J 

\  ^\,_^ ,  ^  \  \      '^*  dann  wieder  die  ku  ij  gehörige 

\  ^'■■■~...,^  V   ■  ■"        \      ergänzende  /inrückleituiig  von  J  und 

\ ;.     ^^■■■■.^^^^^..-.^t^V^.^     wird  also  dargestellt  durch  die  Glei- 

[/,«]  • 

was  sich  ebenso  wie  in  den  beiden  ersten  Fällen  begründen  lässt.     Femer  erhält 
man  wieder  durch  Einführung  der  Werthe  (II)  und  (13)  in  die  Gleichung  (12)  für 
den  F^chentheil  |  eine  Zerlegungsforoiel 
,„)  >      «[6i]-[''.S«J 


(10)  S  =-  ^ 

wodurch  die  Schraube  S  in  zwei  Linientheile  '''J-^,—  und  —  '^"f-^^^  zerlegt  ist, 


(11) 


(IS)  l  -  - 
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durch  welche  der  Fiachentbeil  i 
w&hrend  der  andere  durch  den  Pnokt 


die  Siunint;  zweier  FlUchentbeile  (Komponenten) 
zerlegt  wird,   von   denen   der   eine   in    der   Ebene   a   liegt, 
geht. 
IV.    Die  Znrückleitung  y  des  Punktes  x  a.uf  e 


achluBB  eines  den  ersten  nicht  schneidende 
analjtiBch  auBgedrückt  durch  den  Bruch 


1  Linientheil  Ä  unter  Aub- 
1  LinientlieilB  B  wird  (nach  Nr.  129) 


(17) 


(15)  y  =  ^-iÄB] 

und  bedeutet  geometriBch  (vgl,  Fig.  26)  den  Punkt,  welcher  erstens  der  Geraden 
des  Linientheils  A  angehört,  und  weluher  zweitens  der  Gleichung 

(16)  X  -  y  +  r 

gen3gt,  in  der  z  einen  Punkt  der  Ge- 
raden B  bedeutet.  Dieser  Punkt  z  ist 
dann  wieder  die  zur  Zorttckleitung  p 
gehörige  ergämende  Zurüekleititng  von  x 
und  wird  durch  die  Gleichung  dargesteUt 
[B.:cA] 
IBÄ] 
Die  Gleichungen  (15)  und  (17)  ergeben 
EUgleich  die  Konstruktion  der  Punkte  y 
und  i  als  Durchschnitte  der  Geraden  A 
und  B  mit  den  Ebenen  [xB]  und  [xA]. 
Die  den  beiden  GleLchungen  zugehörende 
Zerlegungsformel  lautet 

V.  Die  ZuTfickleitung  i)  eines  Fl&chentiieile  |  auf  den  Linientheil  A  unter 
AuBBchluHB  des  Linientheils  B  wird  (nach  Nr.  129)  nual;tiBCh  durch  den  Bruch 
dargestellt 


(19) 


lÄ.iB] 

'liB] 
und  bedeutet  geotnetriBch(vgI.  Fig.26) 
den  PlächentheU,  dessen  Ebene  erstens 
den  Linienthei)  A  enthält  und  wel- 
cher zweitens  der  Gleichung  genügt 
(SO)  S  =  ij  +  i, 

unter  £  einen  Fläcbentheil  verstanden, 
dessen  Ebene  den  Linientheil  B  ent- 
hält. Dieser  Flächeutheil  £  ist  wieder 
die  zn  )]  gehörige  ergämende  Zuräckleititng   vc 
aosgedrfickt 

.  KJS 


£  und  wird  durch  den  Bruch 


(II) 


(BAj 

Aus  den  Gleichungen  (19)  und  (21)  entnimmt  man  zugleich  die  Konstruktion  der 
FlSchentheile  n   und  £,     Denn    nach    diesen    Gleichungen    werden   ihre   Ebenen 
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bestimmt  durch  je  einen  der  beiden  Linientheile  Ä  und  B  und  den  Schnittpunkt 
des  andern  mit  der  Ebene  J.  Die  zu  den  Formeln  (19)  und  (21)  gehörende  Zer- 
legungsformel lautet 

^    ^  ^  [AB-] 

Durch  sie  wird  der  Flächentheil  £  in  zwei  Komponenten,  nämlich  in  zwei  Flächen- 

theile  -r'^-s-y     ^^^     r  i^ji     zerlegt,  von  denen  der  eine  durch  den  Linientheil  -4, 
YAB\  VAJS\ 

der  andere  durch  den  Linientheil  B  hindurchgeht.  H.  Grassmann  d.  J. 

Nr.  188.  S.  108,  Z.  14—12  v.  u.  Wenn  m  =  n  —  1  ist,  ijp  enthält  jedes  jP^ 
nur  eine  der  Einheiten  «^ ,  . . .  «^  als  Faktor;  man  kann  daher  dann  die  Gleichungen 
\Ej^F^  -»  1  nicht  immer  durch  geeignete  Anordnung  der  Faktoren  von  JP^  be- 
friedigen, sondern  muss  unter  Umständen  ffir  JP^  eine  negativ  genommene  Einheit 
setzen.    Vgl.  die  Anmerkung  zu  Nr.  113,  S.  417. 

Nr.  184  Auflösung  1,  Schluss.  S.  106,  Z.  10  y.  u.  Es  bleibt  noch  zu  beweisen, 
dass  die  angegebenen  Werthe  von  ojj ,  x, ,  . . .  x^  zusammen  mit  ganz  willkürlichen 
Werthen  von  rc^  ,  j,  . . .  ä^  der  Gleichung  (c)  auch  ¥drklich  Genüge  leisten. 

Es  wurde  bereits  gezeigt,  dass,  falls  die  Gleichungen  (a)  nicht  einen  Wider- 
spruch- enthalten ,  sich  die  Grösse  h  aus  a^^  . . .  a^  müsse  numerisch  ableiten 
lassen.    Es  sei 

^  —  yi«!  +  Vt^t  H h  Vr^r'^ 

femer  sei 

gesetzt.  Dann  wird  die  Grösse  </,  da  nach  der  Voraussetzung  die  Grössen  o^  i  j, 
^r+21  •'-  ^n  ^^^  o, ,  . . .  a^  numerisch  ableitbar  sind,  sich  ebenfalls  aus  diesen 
Grössen  ableiten,  also  in  der  Form 

darstellen  lassen.     Wegen  (•)  ist  nun  c  ==  b  —  rf,  es  wird  also 

C  =  (?/,    —  -i)fli   +  CV.   —  -,)«.  H +  (Ur  —  V^«r- 

Setzt  man  aber  diesen  Werth  von  c  in  die  unter  (f)  angegebenen  Ausdrücke  ffir 
x, ,  ajj ,  . . .  a:^  ein,  so  erhält  man 

•^1    ""  !/l  ^1  »      ^«   *™  y«  ^11    •  •  •  >    -^r  ^  Vr  "^z  » 

und  multipliciert  man  diese  Gleichungen  beziehlich  mit  a, ,  a^^  . . .  a    und  addiert, 

so  ergiebt  sich 

ajj  Ol  +  x,a,  +  •  .  •  +  x^a^  =  h  —  d, 

das  heisst,  mit  Rücksicht  auf  (*),  die  Gleichung 

(c)  X,  a,  +  x.a^  -\ 1-  x^a^  +  aj^^.  ,«,.4.1  H h  J',/'„  ^  ''• 

Also  wird  der  Gleichung  (c)  durch  die  Werthe  (f)  wirklich  genügt. 

Nr.  134.  S.  104—109.  Die  beiden  Methoden  der  Auflösung  eines  Systems 
linearer  Gleichungen  lassen,  falls  n  -<  4  ist,  eine  geometrische  Deutung  zu,  die 
für  den  Fall  n  =  3  entwickelt  werden  soll. 

Um  die  erste  Auflösung  geometrisch  zu  deuten,  fasse  man  die  Grössen 
e^^\  e^^\  e^^^   als    drei   nicht   in  Einer   Ebene    liegende    Strecken   auf.     Die   drei 


Zu  Nr.  127—129,  133,  134. 
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Grössen  a,,  a^,  a^,  welche  den  Gleichungen  (b)  zufolge  durch  die  in  den  Kolonnen 
der  Gleichungen  (a)  stehenden  Koefficienten  aus  den  Strecken  e^^\  c^*\  e^^^  nume- 
risch abgeleitet  sind,  werden  dann  ebenfalls  Strecken  und  liegen,  falls  zunächst 
wieder  vorausgesetzt  wird,  dass  [flißgÄa]  ^0  sei,  nicht  in  Einer  Ebene.  Femer 
besagt  die  Gleichung  (c),  dass  sich  die 
Strecke  h  aus  den  drei  Strecken  a,,  a„ 
Og  numerisch  ableiten  lasse,  und  ihre 
Ableitzahlen  o^i,  o",,  0:3  sind  die  gesuch- 
ten unbekannten.  Zerlegt  man  daher 
die  Strecke  b  in  drei  Summanden  b^,  6,, 
63 ,  welche  beziehlich  den  Strecken  a, , 
Oj ,  Oj  parallel  laufen  (vgl.  Fig.  27),  was, 
solange  [aia^a^]  ^^  ist,  nur  auf  Eine 
Art  möglich  ist,  so  sind  die  drei  Ver- 
hältnisse aus  den  drei  Paaren  zusammen- 
gehöriger Strecken  b^  und  a.  die  ge- 
suchten   unbekannten    x-,    das    heisst, 

es  ist 

&,  6j  bi 


A^^ 


X, 


a, 


x^  — 


X, 


In  dem  Falle,  wo  das  kombinato- 
rische Produkt  [OiOjasl  =  ^  ist,    aber  Fig.  27. 
doch  noch   zwei  von   den   Grössen  a^ , 

o,,  03,  etwa  Ol  und  o,.  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen,  konstruire 
man  wieder  die  vier  Strecken  aj ,  o^ ,  Oj,  und  b  entsprechend  den  Gleichungen  (b). 
Dadurch  erhält  man,  falls  die  Gleichungen  (a)  nicht  einen  Widerspruch  enthalten, 
vier  Strecken  einer  und  derselben  Ebene  (vgl.  Fig.  28).  Dann  nehme  man  die 
Grösse  x^  ganz  willkürlich  an, 
vermindere  b  um  x^a^  und  setze 
6  ^  «3  Og  ==  c.  Schliesslich  stelle 
man  c  als  Vielfachensumme  von 
Ol  und  a,  dar,  das  heisst,  als 
Summe  zweier  Strecken  Cj  und  c„ 
welche  beziehlich   zu   a^   und  o, 

parallel  laufen,  so  sind  Xi  • 


a. 


und  x^ 


die  jenem  beliebig 


^^^ 


^•a?^-/ 


Fig.  28. 


^r 


angenommenen   Werthe    von    arg 
entsprechenden   Werthe    von    Xi 

und  x^.  Giebt  man  den  Strecken  a,,  a,,  a^,  b  und  c  (wie  in  der  Fig.  28  ge- 
schehen) einen  gemeinsamen  Anfangspunkt,  so  erhält  man  sämmtliche  Werthe 
von  Xj ,  x.^,  x^,  welche  den  gegebenen  Gleichungen  (a)  genügen,  wenn  man  den 
Endpunkt  der  Strecke  c  parallel  mit  a^  verschiebt  und  für  jede  Lage  von  c  die 
Strecke  b  in  die  Summe  b  '=^  c  +  x^a^  und  die  Strecke  c  selbst  in  die  Summe 
c  t-i  ajj tti  +  ^2 ^1  zerlegt.  Entsprechend  verfährt  man,  wenn  je  zwei  von  den 
Grössen  a^,  o,,  o,  in  einer  Zahlbeziehung  stehen. 

Um  auch  für  die  ztveite  Auflösung  des  Systems  linearer  Gleichungen  eine 
geometrische  Deutung  zu  finden,  fasse  man  die  vier  Einheiten  ey,  e^,  e^,  e.^,  deren 
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kombinatorisches    Produkt   gleich    Eins    gesetzt   war,    als    einfache   Punkte    auf, 
welche  die  Ecken  eines  Tetraeders  bilden  (vgl.  Fig.  29).     Dann  sind  die  Grössen: 


a 


(1)  _  Ji) 


,(n 


<i) 


=  a|,'Vo +  <''!  + «»««  +  « 


4"«. 


a 


(2) 


Fig.  L'y. 


die  aus  den  Einheiten  ^o  t  ^i  *  ^i  i  ^  durch 
die  in  den  Zeilen  der  Gleichungen  (a) 
auftretenden  KoefBcienten  abgeleitet  sind, 
vriederum  Punkte  und  bestimmen,  falls 
das  Produkt  [a^^^a^^^a^'^  ^0  ist,  einen 
Flächentheil  Ä  =  [a^^Ja(^>a^'>] .  Setzt 
man  femer  wieder 

^  —  ^0  i  «0  +  «1    «1  +  ^j  A  +  «s  '«« » 

wo  also  X  einen  Flächentheil  darstellt, 
und  wo  a?0  ■■  1  ist,  so  werden  die  ge- 
gebenen Gleichungen  (a)  identisch  mit  den 
Gleichungen 

|[«<'>x]  =  o.   [«<»'x]  =  o, 
1  [«wxj  =  0, 

welche    aussagen,    dass    die    Ebene   des 
Flächentheils   X  durch  die  drei  Punkte 
a^^^\  a^^\  a^^^  hindurchgeht.     Dieser  Flächentheil  wird   sich  daher  in  der  Form 

(B)  X-;[a^V»>a^»>]»X^ 

ausdrücken  lassen,  wo  X  eine  Zahl  bedeutet,  deren  Werth  sich  mit  Hülfe  der 
Gleichung  [CqXJ  =  aj^,  =  1  ermitteln  lässt.  Die  aus  der  Gleichung  (e)  für  die 
Unbekannten  ic, ,  ajg ,  x.^  hervorgehenden  Ausdrücke 

stellen  dann  die  drei  Unbekannten  dar  als  Verhältnisse  derjenigen  vier  Spate, 
die  durch  den  Flächentheil  Ä  und  je  eine  Ecke  des  Grundtetraeders  bestimmt 
sind.  Nun  verhalten  sich  aber  zwei  solche  Spate,  zum  Beispiel  [c,  J.]  und  [e^A] 
zu  einander  wie  die  beiden  Abschnitte  r,  ,s,  und  fj,  cS-, ,  in  welche  die  Tetraeder- 
kante Cie„  durch  ihren  Schnittpunkt  Sj  mit  der  Ebene  Ä  getheilt  wird.  Die  Un- 
bekannten .T, ,  .fjj,  x.^  sind  daher  nichts  anderes  als  die  Theil Verhältnisse ,  welche 
die  Ebene  des  Flächentheils  Ä  auf  den  Tetraederkanten  [«iCq]»  ^a^ol»  [^»^o]  ^®^" 
vorruft,  vorausgesetzt,  dass  die  Theile  immer  von  der  Tetraederecke  aus  nach 
dem  Theilpunkte  hin  gerechnet  werden.  H.  Grassmann  d.  J. 

Nr.  136,  Anm.  2.  S.  112,  Z.  6  v.  o.  In  der  Originalausgabe  steht  irrthümlich 
184Ö.  Die  Jahreszahl  1847  wird  durch  den  Briefwechsel  zwischen  Grassmann 
imd  Saint- Venant,  der  erhalten  ist,  sicher  gestellt. 

Ebenda,  Z.  11  — 14  v.  o.  Cauchy  schliesst  mehrfach  solche  Produkte,  die 
im  Sinne  Grassmanns  als  äussere  zu  bezeichnen  sind,  zwischen  zwei  senkrechte 
Striche  ein;  auch  scharfe  Klammern  wendet  er  in  einer  ähnlichen,  wenn  auch 
nicht  ganz  in  derselben  Bedeutung  an. 


{») 


X, 


Zu  Nr.  134,  136  Anna.  2,  137  und  138,  147,  150,  150  Anm.,  152.  427 

Nr.  187  und  188.  S.  112 f.  Auf  den  Begriff  der  Ergänzung  gestützt,  kann 
Grassmann  jetzt  das  innere  Produkt  zweier  Grössen  unmittelbar  definireri, 
während  er  in  der  geometrischen  Analyse  immer  nur  äussere  Produkte  angegeben 
hatte,  die  den  betrachteten  inneren  Produkten  proportional  waren  (vgl.  diese  Ausg. 
I,  1,  S.  421  unten). 

Nr.  147.  S.  115.  Der  zweite  Theil  des  Beweises  dieser  Nr.  wird  wesentlich 
kürzer,  wenn  man  sich  auf  den  in  der  Anmerkung  zu  Nr.  103  bewiesenen  Satz  5 
stützt  (S.  413)  und  ausserdem  Nr.  90  Zusatz  benutzt. 

Nr.  160.  S.  118,  Z.  7.  t.  o.  Die  Formel  gilt  auch,  wenn  g  =  r  ist;  dann  ist 
nämlich  q(r — 1)  sicher  gerade,  also  erhält  die  Formel  von  Nr.  150  die  Gestalt: 
[Ä^B]^  \[B\Äl  was  mit  Nr.  141  und  144  stimmt. 

Nr.  160,  Anm.  S.  118,  Z.  12,  11  v:  u.  „in  den  oben  entwickelten  Formeln", 
nämlich  im  Beweise  von  Nr.  147  und  in  Nr.  148. 

Nr.  162.  S.  119,  Z.  9  V.  o.  „wenn  ihre  Theile  es  sind".  Der  Ausdruck  „Theil 
eines  Gebietes"  ist  bisher  noch  nicht  in  einem  bestimmten  Sinne  benutzt  worden ; 
was  er  bedeuten  soll,  kann  man  aber  aus  den  später  eingeführten  Namen  „Linien- 
theil"  und  „Flächentheil"  (s.  Nr.  249  und  257)  erschliessen.  Unter  einem  Theile 
eines  Gebietes  g-ter  Stufe  versteht  nämlich  Grassmann  offenbar  eine  einfache 
Grösse  g-ter  Stufe,  die  dem  Gebiete  angehört;  es  müsste  daher  eigentlich  heissen: 

JSin  Gebiet  m-ier  tmd  ein  Gebiet  q-ter  Stufe  in  einein  Hauptgebiete  n-ter  Stufe 
heissen  normal  zu  einander,  wenn  eine  einfache  Grösse  m-ter  Stufe  des  ersten  Ge- 
bietes zu  einer  einfachen  Grösse  q-ter  Stufe  des  zweiten  Gebietes  normal  ist. 

Man  braucht  nämlich  hierbei  nur  Einen  „Theil"  des  einen  mit  Einem  „Theile" 
des  andern  Gebietes  zu  vergleichen,  da  nach  Nr.  70  alle  Theile  eines  Gebietes  im 
Sinne  von  Nr.  2  kongruent  sind. 

Hat  man  zwei  einfache  Grössen  Ä  und  B  von  bezüglich  tn-ter  und  q-ter 
Stufe  und  ist  w^g,  so  ist  das  Produkt  [.A|5]  progressiv*);  ist  dagegen  wj^g, 
80  vrird  das  Produkt  [-B|-4]  progressiv.  Nach  Nr.  109  sind  dcJier  die  beiden 
Grössen  A  und  B  dann  und  nur  dann  normal  zu  einander,  wenn  diejenige  von 
ihnen,  deren  Stufenzahl  nicht  grösser  als  die  der  andern  ist,  mit  der  Ergänzung 
der  andern  ein  Gebiet  erster  oder  höherer  Stufe  getnein  hat. 

Nr.  162.  S.  119,  Z.  9—13  v.  o.  Dieser  Erklärung  liegt  eine  Voraussetzung 
zu  Grunde,  die  eigentlich  bewiesen  werden  sollte,  die  nämlich,  dass  zwei  allseitig 
normale  Gebiete  oder  Grössen  auch  normal  sind  in  dem  vorher  erklärten  Sinne. 
Da  man  die  Richtigkeit  dieser  Voraussetzung  nur  beweisen  kann,  indem  man  sich 
auf  einen  Theil  der  Entwickelungen  in  Nr.  153  bis  167  stützt,  so  wäre  es  besser 
gewesen,  die  Erklärung  allseitig  normaler  Gebiete  und  Grössen  erst  nach  Nr.  167 
zu  bringen  und  dann  einen  Satz  zu  formuliren,  etwa  folgendermassen :  . 

Satz  1.  Zwei  allseitig  normale  Gebiete  oder  Grössen  eines  Hauptgebietes  n-ter 
Stufe  sind  auch  normal  zu  einander  im  Sinne  von  Nr.  152. 

Das  wäre  um  so  zweckmässiger  gewesen,  als  der  Begriff  „allseitig  normal" 
in  den  Nr.  163 — 167  überhaupt  gar  nicht  vorkonmit  und  erst  in  Nr.  171  und  172 
eine  Bolle  spielt. 

Um  den  Satz  1  zu  beweisen,  wollen  wir  zwei  allseitig  normale  (Jebiete  von 
bezüglich  m-ter  und  g-ter  Stufe  betrachten.  Dann  können  wir  nach  Nr.  163  in 
jedem  der  beiden  Gebiete  ein  Normalsystem  von  der  betreffenden  Stufenzahl  und 


*)  Die  Ergänzung  \B  wird  ja  eine  einfache  Grösse  (n  —  g)-ter  Stufe;   vgl. 
Nr.  90  Zusatz  und  die  Anmerkung  zu  Nr.  103,  Satz  2,  S.  412. 


428  Anmerkungen  zu  A,. 

vom  numerischen  Werthe  Eins  annehmen,  und  zwar  seien  Mj  , . . .  u^  und  r^, . . .  r^ 
diese  beiden  Normalsysteme.  Nach  dem  Begriffe  des  allseitig  Normalen  ist  aber 
jede  Grösse  2Ja^w^  zu  jeder  Grösse  ^ßjVj  normal,  also  namentlich  jedes  u^  zu 
jedem  Vj.  Hieraus  folgt,  dass  t*,, . . .  m^^ ,  r, , . . .  t?  auch  zusammengenommen  ein 
Normalsystem  vom  numerischen  Werthe  Eins  bilden,  und  (nach  Nr.  167)  zugleich, 
dass  zwischen  u^, . . .  u^^,  v^, .  .  .v  keine  Zahlbeziehung  besteht.  Demnach  können 
wir  auf  Grund  von  Nr.  161  zu  ttj,...u^,  Vj,...r  noch  n — m — q  Grössen 
«^i»  •  •  •  w^„_m— o  ®^  hinzufügen,  dass  ein  vollständiges  Normalsystem  vom  nume- 
rischen Werthe  Eins  entsteht. 
Nunmehr  ist  nach  Nr.  167 

(•)  Ibi •  •  •  v^l  =■  ±  K  •  •  •  ^„  •  «^1  •  •  •  t^n-m-9] 

und  somit: 

Denn,  ist  in  ^  g,  so  ist  das  Produkt  [(Uj  . . .  u^)  |  (»i  . . .  v^]  progressiv  (vgl.  die 
vorige  Anmerkung)  und  verschwindet  daher  wegen  (*)  nach  Nr.  60 ;  ist  aber  m  >>  g, 
so  ist  das  Produkt  regressiv  und  verschwindet  nach  109^  weil  wegen  (*)  das  ver- 
bindende Gebiet  seiner  Faktoren  von  (n  —  qyter  Stufe ,  also  kleiner  als  n  ist. 
Denmach  sind  die  beiden  allseitig  normalen  Grössen  [u, . . .  u^J  und  [r^  . . .  v] 
und  ebenso  ihre  Gebiete  wirklich  zu  einander  normal  im  Sinne  von  Nr.  152. 

Aus  den  eben  durchgeführten  Betrachtungen  geht  hervor,  dass  von  zwei  all- 
seitig normalen  Grössen  stets  die  eine  der  Ergänzung  der  andern  untergeordnet 
ist.  Ebenso  ist  umgekehrt  klar,  dass  jede  einfache  Grösse,  die  der  Ergänzung  einer 
Ci  rosse  [v^. . .  v]  untergeordnet  ist,  zu  dieser  Grösse  allseitig  normal  ist.  Somit 
können  wir  auch  sagen: 

Satz  2.  Zwei  Grossen  sind  dann  imd  nur  dann  ailseitig  zu  einander  normal, 
wenn  die  eine  der  Ergänzung  der  andern  untergeordnet  ist. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  den  folgenden,  nunmehr  selbstverständlichen 
Satz  aussprechen: 

Satz  3.  Sind  zwei  Gebiete  allseitig  zu  einander  normal,  so  ist  jede  Grösse 
des  einen  Gebietes  zu  jeder  Grösse  des  andern  normal. 

Durch  diesen  Satz  wird  die  Benennung  „allseitig  normal"  erst  in  das  rich- 
tige Licht  gerückt. 

Nr.  162,  Anm.  S.  119,  Z.  16  v.  0.  „wie  dies  stets  geschehen  muss".  Diese 
Worte  befremden  einigermassen,  denn  von  einem  „muss"  kann  doch  keine  Rede 
sein:  man  darf  ebenso  gut  drei  beliebige,  nicht  Einer  Ebene  parallele  Strecken 
zu  Einheiten  wählen, 

Xr.  154,  S.  119.  Die  circuläre  Aenderiing  ist,  ebenso  wie  die  lineale  (s.  Nr.  71), 
mit  einer  linearen  homogenen  Substitution  von  besonderer  Form  gleichbedeutend. 
Unterwirft  man  nämlich  die  Reihe  der  n  Grössen :  a, , . .  .  a^ ;  die  in  keiner  Zahl- 
beziehnng  stehen  mögen,  emar  j^ositiven  circulären  Aenderung,  indem  man  etwa 
tti  und  «2  durch:  cosa  •  a^  -j-  sina  •  a,  und  cos«  •  «,  —  sina  •  a,  ersetzt,  so  werden 
die  Grössen  Zx^^a^^  des  aus  a^^...a^  ableitbaren  Gebietes  n-ter  Stufe  durch  die 
lineare  homogene  Transformation: 

ix^'=>Xi  cosof  —  rc^  sina,    iCg' «arj  sina -f  x,  cosa, 

■^3   —  ^3 »    •  •  • »        ^n  —  ^n 

unter  einander  vertauscht.  Diese  Transformation  hat  die  Determinante  1  und 
lilsst  offenbar  die  quadratische  Form  Zx^^^  invariant,  das  heisst,  sie  ist  eine  oriho- 


Zu  Nr.  162,  162  Amn.,  154,  164  Anm.,  166—107,  161.  429 

gondle  Substitution.     Der  Inbegriff  aller  c»*  Transformationen  vom  der  Form  (1) 
bildet  eine  eingliedrige  Gruppe  im  Lieschen  Sinne. 

Bei  einer  negativen  circulären  Aenderung  werden  die  Grössen  a^  und  o,  durch 
die  Grössen  cos a  .  a^ -{- ain  a  .  a^  und  — (cos  a  .  a^  —  sin a.  04)  ersetzt.  Ihr  ent- 
spricht eine  lineare  homogene  Transformation  von  der  Form: 


(8) 


1 


Xi' «—  x^  cos  a  +  x,  sin a,    «,'  «-  Xj  sin  a  —  a;,  cos  a. 


X^    —  ^3 »     •  •  •  >      '^'n  *"  *^n 


Diese  ist  ebenfalls  orthogonal,  hat  aber  die  Determinante  —  1.  Hieraus  folgt, 
dass  der  Inbegriff  aller  00^  Transformationen  (2)  keine  Gruppe  bildet,  dass  da- 
gegen die  Transformationen  (1)  und  (2)  zusammengenommen  eine  nicht-continuir- 
liche  Gruppe  bilden. 

Nr.  164,  Anm.   S.  119,  Z.  5—2  v.  u.     Man  vergleiche  hierzu  Nr.  220. 

Nr.  155  bis  157*  S.  120 f.  Hat  man  in  einem  Gebiete  m-ter  Stufe  zwei  Normal- 
systeme m-ter  Stufe :  a^,. .  .a^  und  &i ,  • . .  2»^  von  gleichem  numerischen  Werthe, 
80  stehen  nach  Nr.  157*)  weder  a^, . . .  a^^  noch  &!»...&,;,  in  einer  Zahlbeziehung, 
88  lassen  sich  daher  b^,.,.h^  aus  a^^,.,.a^  numerisch  ableiten: 

wo  die  Determinante  der  a  nach  Nr.  63  ^  0  ist.  Ersetzt  man  nun  in  einer 
beliebigen  Grösse  2x  a  des  betrachteten  Gebietes  die  Grössen  Oj ,  •  •  •  «„  durch 
^1»  •  •  •  ^m»  ®^  erhalt  man  eine  neue  Grösse  £x^  h^^  =»  £x^  a  des  Gebietes.  Dem- 
nach ist  der  Uebergang  von  dem  einen  Normalsysteme  zu  dem  andern  gleich- 
bedeutend mit  der  linearen  homogenen  Transformation: 

vermöge  deren  die  Größen  erster  Stufe  des  betrachteten  Gebietes  unter  einander 
vertauscht  werden.    Da  überdies 

ist  und  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  die  Gleichungen: 

bestehen,  so  wird  £x^  =  £xl .  Also  lässt  die  lineare  homogene  Transformation 
(1)  die  quadratische  Form  Zx^  invariant.  Mit  andern  Worten,  die  Substitution 
(1)  ist  orthogonal. 

Ebenso  entspricht  umgekehrt  jeder  reellen  orthogonalen  Substitution  (1)  der 
Uebergang  von  einem  Normalsysteme  m-ter  Stufe  zu  einem  andern,  numerisch 
gleichen.  Insbesondere  wird  daher  nach  der  vorletzten  Anmerkung  auch  eine 
circuläre  Aenderung  ein  jedes  Normalsystem  in  ein  numerisch  gleiches  Normal- 
system überführen  müssen;  und  dies  ist  in  165  gezeigt. 

Nr.  161.  S.  123.  Wenn  die  beiden  Normalsysteme  von  gleicher  Stufe,  etwa 
von  der  m-ten  sind,  so  ist  durch  diesen  Satz  zugleich  der  folgende  bewiesen: 

Jede  reelle  lineare  homogene  Substitution: 

*)  Die  Nrn.  167— 169  hatten  ihren  Platz  besser  vor  Nr.  164  gefunden. 
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bei  der  die  quadratiscJ^e  Form  Zxl  invariant  bleibt,  kann  dadurch  erhalten  werden, 
dass  man  eine  Reihe  von  linearen  homogenen  Stibstitutionen  von  den  beiden  auf 
S.  4*28  f.  angegebenen  besonderen  Formen  (1)  und  (2)  n€u:h  einander  ausführt. 
Huraus  folgt  ubtrdus,  dass  die  Dtterminante  der  Substitution  gleich  +  1  ist. 

Nr.  161«  S.  124,  Z.  3  f.  t.  o.  ,,die  entgegengesetzte",  nämlich  statt  einer  posi- 
tiyen  circulüren  Aenderung  die  entsprechende  negative  und  umgekehrt. 

Nr.  164,  Anm.  S.  125,  Z.  19  f.  v.  o.  „Für  die  Geometrie  . . .  Projektion."  Das 
gilt  nur,  wenn  die  Einheiten  a,  6,  c  drei  gleich  lange  und  auf  einander  senkrechte 
Strecken  sind.   Vgl.  die  Anmerkung  zu  Nr.  152  Anm.  (S.  428). 

Nr.  165«  S.  125.  Man  beachte,  dass  die  Zurückleitung  progressiv  oder  re- 
gressiv ist,  je  nachdem  die  Stufenzahlen  a  und  ß  von  Ä  und  B  in  der  Beziehung 
a  '^  ß  oder  a  ^  ^  stehen.  Nimmt  man  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  für  Ä 
die  Ergänzung,  so  erkennt  man,  dass  \Ä'  die  normale  Zurückleitung  von  ^Ä  auf 
das  Gebiet  von  B  ist.  War  Ä'  eine  progressive  Zurückleitung,  so  wird  natür- 
lich die  Zurückleitung  \Ä'  regressiv  und  umgekehrt. 

Nr.  167*  S.  125  f.  Durch  diesen  Satz  wird  zwar  gezeigt,  dass  die  im  Beweise 
von  Nr.  110  eingeführte  Verallgemeinerung  des  Ergänzungsbegriffs  mit  der  in 
Nr.  89  und  90  erklärten  Ergänzung  zusanunenfällt,  sobald  a^,  ...  a^  ein  vollstän- 
diges Normalsystem  vom  numerischen  ViTerthe  Eins  bilden,  es  fehlt  aber  noch  der 
Nachweis,  dass  die  vollständigen  Normalsysteme  vom  numerischen  Werthe  Eins 
die  einzigen  sind,  bei  denen  das  eintritt  (vgl.  S.  81,  Z.  5 — 3  v.  u.). 

Dieser  Nachweis  ist  leicht  zu  erbringen.  Sind  nämlich  a^,  . . .  a^  n  Grössen 
des  Hauptgebietes  €| ,  . . .  e^ ,  deren  kombinatorisches  Produkt  den  Werth  Eins 
hat,  so  ist  nach  der  Erklärung  auf  S.  79: 

laj^  =  K  «1  . .  •  fl*-i  «x-f  i  •••««][«!•••  «*-i  «it+i  •  •  •  «J  1 
wo  der  erste  Faktor  einen  der  beiden  Werthe  ±  1  hat;  demnach  wird: 

\aj^la,]  =  l,      [a^.7a^l  =  0       (j^k). 

Soll  nun  für  jede  beliebige  Grösse  Ä  immer  lÄ  =  \A  sein,  so  ist  jedenfalls  noth- 
wendig,  dass  immer  la^.  =  ,a^  ist,  dass  also  die  Gleichungen: 

bestehen.     Es  ist  also  nothwendig,   dass  Oj,  ...  a^  ein  Normalsystem  vom  nume- 
rischen Werthe  Eins  bilden.     Dass  dies  auch  hinreichend  ist,  zeigt  Nr.  167. 

Nr.  169.  S.  128.  Der  Satz  gilt  natürlich  auch  noch,  wenn  B'  die  regressive 
normale  Zurückleitung  von  B  auf  das  Gebiet  von  yi  ist.  Denn  dann  ist  ja  (vgl. 
die  vorletzte  Anmerkung)  \B'  die  progressive  normale  Zurückleitung  von  ^B  auf 
das  Gebiet  von  \Ä^  also  ist  nach  Nr.  169: 

[\AlB\^[\A,U-\,    [\B.:A\  =  [\B-\\A], 

nach  Nr.  101  gelten  daher  die  Gleichungen  von  Nr.  169  auch  in  diesem  Falle. 

Nr.  171.  S.  129,  Z.  14—16  v.  o.  Wie  das  gemacht  werden  kann,  ist  in  dem 
Beweise  des  Satzes  1   der  Anmerkung  zu  Nr.  152  (S.  427  f )  näher  ausgeführt. 

Nr.  188,   Anm.  S.  141.    Nach  Nr.  148  und  150  (vgl.  auch  S.  427)  ist  nämlich: 

[E  EG]='  (—  1)^'"^-  '^  [EG  E\  =  (-  if^'i-^^  G  =  [E'  E'G] , 

unter  j)  und  q  die  Stufenzahlen  von  E  und  EG  verstanden. 

Nr.  1*.I5.  S.  142.  Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  der  Werth  des  Ausdrucks  für 
cos  L  AB  zwischen  den  Grunzen  —  1  und  -|-  1  liegt,  dass  also  i,  AB  reell  wird. 
In  der Tbat,  ist  A  =  2af.E^.  und  B  =  ^^ßjEj,  so  wird  nach  Nr.  143,  151  und  146: 
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[ÄB]  =  Sa,p^,    a'  =  Za,\     ß' =  Sß,' 
und  hieraus  folgt  bekamitlich: 

Man  yermisst  hier  und  im  Folgenden  eine  Erklärung  des  Winkels  zwischen 
zwei  Grössen  von  ungleicher  Stufenzahl.  Vielleicht  hatte  Grassmann  bei  der 
unverständlichen  Anm.  zu  Nr.  213,  die  wir  im  Texte  weggelassen  haben*),  etwas 
Derartiges  im  Sinne;  doch  lässt  sich  darüber  nichts  Sicheres  feststellen. 

Will  man  den  Winkel  zwischen  zwei  einfachen  Grössen  Ä  und  B  von  den 
Stufenzahlen  a  und  ß  definiren,  so  stehen  zwei  Wege  offen**}.  Man  kann  diesen 
Winkel  entweder  erklären  als  den  Winkel  zwischen  Ä  und  der  normalen  Zurück- 
leitung A'  Ton  Ä  auf  das  Gebiet  von  B  oder  als  den  Winkel  zwischen  B  und 
der  normalen  Zurückleitung  B'  von  B  auf  das  Gebiet  von  Ä .  Es  lässt  sich  nach- 
weisen, dass  diese  beiden  Erklärungen  dasselbe  aussagen  und  zugleich  die  Grass- 
mannsche  Erklärung  des  Winkels  zwischen  zwei  Grössen  gleicher  Stufe  umfassen. 

In  der  That,  nach  Nr.  165  ist: 

[B{ÄB)]                  [Ä(BÄ)] 
A ^-,     B ^^       , 

also  wird  nach  Nr.  195  und  98: 

[ÄÄ-]         [ä{B(AB})] 


cos  LAÄ  = 


coBiB'B 


[B'IB]         [{A(B]A))B] 


Vb'^b-       a^Yb'^b'- 

Nehmen  wir  der  Einfachheit  wegen  an,  dass  a^ß  ist,  so  haben  die  drei  Grössen 
A,  |B,  [-^ll-B]  der  Reihe  nach  die  Stufenzahlen  a,  n  — /?,  ß  —  a,  ihr  Produkt 
ist  daher  nach  Nr.  116  rein  progressiv,  und  es  wird  somit,  nach  Nr.  119  und  97: 

[ä{B(  Am)]  =  [{Ä  B),(Ä:B)]  =  [AB]\ 

Ebenso  ergiebt  sich,   bei  Berücksichtigimg  von  Nr.  124,  Fall  a: 

[{Ä{B\A))\B]  =  (-  tf-<')i'-f»  [{A\B){B\A)] , 

andrerseits  ist  aber  nach  150  imd  92: 

[AB]=={^ir^'-'^\\[BA] 

«  (_  i)«(^-i) +  (/*-«)  («-/*+«)|-j5|^j^ 
demnach  wird  auch: 

[{A{BlA)y,B]  =  [{AB)\{A\B)]  =  [A\B]\ 

SO  dass  also  die  Zähler  in  den  beiden  Ausdrücken:  cos [^AA'  und  cob [^B* B 
übereinstimmen. 

Um  auch  die  Uebereinstimmung  der  Nenner  zu  beweisen,   müssen  wir  A'- 
und  B*-  berechnen. 

*)  Man  findet  sie  auf  S.  389,  Z.  11—14  v.  o. 

**)  Im  gewöhnlichen  Räume  definirt  man  ja  den  Winkel  zwischen  einer  Ge- 
raden und  einer  Ebene  als  den  Winkel  zwischen  der  Geraden  und  deren  senk- 
rechter Projektion  auf  die  Ebene.  Die  nachfolgenden  Betrachtungen  sind  nur  die 
naturgemässe  Verallgemeinerung  dieser  Definition  auf  ein  Gebiet  n-ter  Stufe. 
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Es  ist: 

Hier  ist  das  Produkt  der  drei  Grössen  A\   By  [Ä\\B]  rein  progressiv,   also  wird 

,       [(Ä' B)\{A^B)]       [Ä_B]^ 

B'  ^      B'-     ' 

weil   nach   Nr.  169   und   der   Anmerkung   dazu   (s.  S.  480)    iA'\B]  =>  [Aß]   ist. 
Ebenso  wird: 

,       [BAf  _  [A_B\^ 

Auf  Grund  dieser  Formeln  erhält  man  jetzt  sofort: 

cos  LAÄ  "  cos  l_ 


— j/'ü^r. 


wo  der  Wurzel  das  positive  Vorzeichen  zu  ertheilen  ist. 

Man  darf  demnach,  wenn  A  und  B  von  beliebiger  Stufe  sind,   den  Winkel 
AB  durch  die  Gleichung: 


^  '^    A^B^ 


t 


definiren.  Hier  kann  man,  so  lange  A  und  B  von  verschiedener  Stufe  sind,  das 
Vorzeichen  der  Wurzel  unbestimmt  lassen ;  sind  aber  A  und  B  von  gleicher  Stufe 
imd  wird  also  \A  \  B]  eine  Zahl,  so  muss  man  die  Quadratwurzel  aus  dem  Zähler 
sa  [^l-S]  setzen  und  die  Quadratwurzel  aus  dem  Nenner  positiv  wählen. 

Nr.  195.  S.  143,  Z.  1 — 7  v.  o.  Auch  hier  muss  noch  gezeigt  werden,  dass 
der  8in(«tc  .  . .)  zu  einem  reellen  Winkel  gehört,  dass  also  der  numerische  Werth 
von  \ahc  . . .]  nicht  grösser  ist  als  das  Produkt  aßy  ...  der  numerischen  Werthe 
der  einzelnen  Faktoren  a,b,c,,...  Im  Stile  Grassmanns  kann  der  Beweis  hier- 
für folgendermassen  erbracht  werden: 

Wir  denken  uns  jede  der  örössen  a,  h,  c,  . . .  durch  ihren  numerischen  Werth 
dividirt,  so  dass  ein  Produkt:  [a^  . . .  a^^J  (wi  <^  n)  entsteht,  dessen  Faktoren  erster 
Stufe:  Op  ...  a^^^  alle  numerisch  gleich  Eins  sind;  dann  brauchen  wir  nur  zu 
zeigen,  dass  der  numerische  Werth  von  [n^  . . .  a^^J  nicht  grösser  als  Eins  sein 
kann.  Wir  dürfen  dabei  voraussetzen,  dass  das  Produkt  [aj  . . .  a^^J  nicht  ver- 
schwindet, sonst  wäre  ja  sein  numerischer  Werth  gleich  Null. 

Sind  r/^,  ...  a^^^  zu  einander  normal,  so  ist  nach  Nr.  175 

[(«i  •  •  •  oi(«i  •  •  •  «,j]  =  [«1  •  •  •  «,;i'  =  1  • 

Sind  sie  dagegen  nicht  zu  einander  normal,  so  können  wir  ohne  Beschränkung 
der  Allgemeinheit  annehmen,  dass  etwa  a^  nicht  zu  allen  m  —  1  Grössen  a^, . . .  a^^ 
normal  ist,  und  können  ferner  nach  Nr.  160  und  163  ein  Normalsystem  w-ter  Stufe: 
^/p  Mjj,  ...  w^^j  vom  numerischen  Werthe  Eins  aufstellen,  dessen  Gebiet  mit  dem 
Gebiete  der  Grössen  a^^  ...  a^^^  zusammenfällt.     Dann  ist: 

m 

«*  -  ^k  «I  +^'h.^.  =  ^A  «1  +  <     ( A-  =  2,  .  . .  m) , 
wo  i^,  . . .  X^  sicher  nicht  alle  gleich  Null  sind;  aus  den  Gleichungen: 
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ergiebt  sich  daher,  dass  das  Produkt  Q^  -  •  Qn  ^®^  numerischen  Werthe  pg ,  ...  q^ 
von  a^»  . . .  a|,  kleiner  als  Eins  ist.  Setzen  wir  nun:  aj^  =»  P*^i  i  ^®  '^'^^^^  ^i'  ^^" 
merisch  gleich  Eins  und  wir  bekommen  nach  Nr.  67: 

[a^  ...  a,^]  =  [Oj  a^  . . .  a;j 

Da  hier  der  numerische  Werth  des  Produktes  [a^  aj  . . .  o^']  offenbar  grösser  ist 
als  der  von  [a^  ...  a,,J,  so  können  wir  sagen:  „Hat  man  ein  nicht  verschwindendes 
Produkt  von  m  Grössen  erster  Stufe  (»»  ^  n] ,  die  alle  den  numerischen  Werth 
Eins  haben,  die  aber  nicht  zu  einander  normal  sind,  so  kann  man  in  dem  Ge- 
biete dieser  Grössen  stets  m  Grössen  erster  Stufe  vom  numerischen  Werthe  Eins 
finden,  deren  Produkt  einen  grösseren  numerischen  Werth  hat,  als  d^  gegebene 
Produkt."  Man  kann  nun  diese  Vergrösserung  des  numerischen  Werthes  so  lange 
fortsetzen,  als  man  noch  nicht  zu  einem  Produkt  gelangt,  dessen  Faktoren  normal 
zu  einander  sind ;  da  andrerseits  ein  Produkt  von  der  betrachteten  Beschaffenheit, 
dessen  Faktoren  zu  einander  normal  sind,  den  numerischen  Werth  Eins  besitzt, 
80  ergiebt  sich,  dass  der  Satz  gilt: 

Satz.  Sind  a^,...  a^^^  von  Null  verschiedene  Grössen  erster  Stufe  in  einem 
Hauptgehiete  n-ter  Stufe  (m  ^  n),  so  ist  der  numerische  Werth  des  Produktes 
[ttj  . . .  a^^]  nidit  grösser  cds  das  Produkt  der  numerischen  Werthe  von  a^ ,  ...  a^ , 
und  zwar  ist  er  diesem  Produkte  dann  und  nur  dann  gleich,  wenn  a^,  . . .  a^  zu 
einander  normal  sind. 

Nr.  19S  und  199*  S.  143  f.  Dass  hier  a,  b,  c,  d  Grössen  erster  Stufe  sein 
sollen,  ergiebt  sich  sowohl  aus  ihrer  Bezeichnung  durch  kleine  lateinische  Buch- 
staben, als  aus  der  Anwendung  des  Satzes  Nr.  177. 

Uebrigens  ist  es  nicht  ohne  Interesse,  dass  die  Sätze  176—182,  185 — 194,  196, 
198—199,  201—205,  208—210,  213—215  auch  dann  noch  gültig  bleiben,  wenn 
man  die  darin  vorkommenden  Grössen  erster  Stufe  und  ihre  numerischen  Werthe 
durch  Grössen  (n —  l)-ter  Stufe  und  deren  numerische  Werthe  ersetzt.  Erstens  näm- 
lich ist  jede  Grösse  (n  —  l)-ter  Stufe  die  Ergänzung  einer  ganz  bestimmten  Grösse 
erster  Stufe.  Zweitens  ist  nach  Nr.  98  die  Ergänzung  eines  Produktes  gleich  dem 
Produkte  der  Ergänzungen  seiner  Faktoren,  also  insbesondere  die  Ergänzung  eines 
inneren  Produktes  gleich  dem  inneren  Produkte  der  Ergänzungen  seiner  beiden 
Faktoren,  woraus  zugleich  folgt,  dass  die  Ergänzung  einer  Grösse  stets  denselben 
numerischen  Werth  hat,  wie  die  Grösse  selbst.  Endlich  ist  offenbar  auch 
cos/_a&  =  cos/,|a|&,  weil  [a|6]  eine  Zahl  und  also  |[a|&]  ^  [a  b]  ist.  Berück- 
sichtigt man  nun  noch,  dass  jede  Gleichung  der  angeführten  Nummern  bestehen 
bleibt,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  Ergänzungen  nimmt,  so  erkennt  man  sofort, 
dass  genau  dieselben  Gleichungen  auch  für  Grössen  (n  —  l)-ter  Stufe  gelten. 

Nr.  199,  Beweis.  S.  144.  Die  Potenz  mit  dem  Exponenten  l  wird  hier  als 
Zeicl^n  für  den  positiven  Werth  der  Quadratwurzel  verwendet. 

Nr.  211.  S.  147.  Wählt  man  im  gewöhnlichen  Räume  zu  Einheiten  drei 
auf  einander  senkrechte  Strecken  von  der  Länge  Eins,  so  sind  a,  &,  c  drei  beliebige 
Strecken  des  Raumes,  die  man  etwa  von  einem  Punkte  0  ausgehen  lassen  kann, 
und  sin  (a  6  c)  ist  genau  der  Ausdruck,  den  v.  Stau  dt  als  den  Sinus  der  Ecke 
a,  b,  c  bezeichnet  hat  (Grelles  Journal,  Bd.  24,  S.  255.   (1842).) 

Grast  mann,  Werke.    I.  9.  28 
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Nr.  161—216.  S.  118—147.  Es  empfiehlt  sich,  einige  Worte  über  die  Be- 
deutung der  in  Nr.  151 — 215  eingeführten  Begriffe  zu  sagen. 

Denkt  man  sich  die  Einheiten  e^y  . . .  e^in  einem  n-fach  ausgedehnten  Eukli- 
dischen Räume  als  n  auf  einander  senkrechte  Strecken,  deren  Längen  sämmtlich 
der  Längeneinheit  gleich  sind,  so  wird  jede  Grösse  £x^e^  ebenfalla  durch  eine 
Strecke  dargestellt,  deren  Länge  gleich  dem  numerischen  Werthe  von  Ex^e^  ist. 
Zu  einander  normale  Grössen  erster  Stufe  werden  durch  auf  einander  senkrechte 
Strecken  abgebildet,  und  jedes  einfache  Normalsystem  durch  n  auf  einander 
senkrechte  Strecken;  der  Winkel  zwischen  zwei  Grössen  erster  Stufe  ist  gleich 
dem  Winkel  zvrischen  den  entsprechenden  Strecken,  und  so  weiter.  Für  den  Fall 
n  -j»  3  hat  das  Grassmann  selbst  in  Nr.  330 — 340  näher  ausgeführt. 

Nun  kommen,  wie  Lie  hervorgehoben  hat*),  alle  diese  Betrachtungen  im 
Grunde  darauf  hinaus,  dass  Grassmann  niohteuklidische  Geometrie  treibt.  Gilt 
nämlich  in  einem  Räume  von  n  Dimensionen  die  Euklidische  Geometrie,  so  gilt 
in  der  Mannigfaltigkeit  aller  Strecken  dieses  Raumes  oder,  was  damit  gleich- 
bedeutend ist,  in  der  unendlich  fernen  (n  —  l)-fach  ausgedehnten  Ebene  dieses 
Raumes  die  von  Riematin  entdeckte  nichteuklidische  Greometrie,  und  Grass- 
mann entwickelt  hier  thatsächlich  diese  Greometrie. 

Erinnern  wir  uns  des  Zusammenhangs  zwischen  den  Normalsystemen  und 
den  orthogonalen  Substitutionen  (s.  S.  429)  und  bedenken  wir,  dass  in  einem 
n-fach  ausgedehnten  Euklidischen  Räume  die  orthogonalen  Substitutionen  Ton  der 
Determinante  Eins  nichts  andres  sind,  als  die  Drehungen  um  den  Koordinaten- 
anfang, so  können  wir  mit  Study  (diese  Ausgabe  1,  1,  S.  406)  den  Sachverhalt 
auch  so  ausdrücken:  Die  Untersuchungen  der  Nrn.  151 — 215  sind  Beiti^e  zur  Li- 
variantentheorie  der  Gruppe  aller  Drehungen  um  einen  Punkt. 

Zu  einer  etwas  allgemeineren,  jedoch  von  der  eben  beschriebenen  nicht 
wesentlich  verschiedenen  Auffassung  gelangt  man,  wenn  man  die  EoefQcienten 
^1»  •••  ^'„  ^ßr  Grössen  erster  Stufe:  -2^^,  c,,  als  beliebige  homogene  Koordinaten 
in  einem  (/<  —  l)-fach  ausgedehnten  ebenen  Räume  deutet.  Der  Begriff  des  nume- 
rischeu Werthes  hat  dann  keine  geometrische  Bedeutung  mehr,  weil  sein  analy- 
tischer Ausdruck  nicht  homogen  von  nuUter  Ordnung  in  den  Koordinaten  ist. 
Dagegen  filllt  zum  Beispiel  der  Winkel  zwischen  zwei  Grössen  erster  Stufe:  Ex^e^ 
und  Zy^, e,  zusammen  mit  der  Entfernung  der  beiden  Pimkte  a^j ,  --  -  x^  und 
Vii'-Vn^  wenn  man  beim  Messen  dieser  Entfernung  die  Cayleysche  Mass- 
bestimmuug  in  Bezug  auf  die  Fundamentalmannigfaltigkeit  Zx^*  =  0  zu  Grunde 
legt.  Allerdings  ist  diese  Cayleysche  Massbestimmung  älter  als  die  Aj,  denn 
sie  stammt  schon  aus  dem  Jahre  1859. 

Nr.  222.  S.  151  f.  Das  Verständnis  dieser  Nummer  wäre  erleichtert  worden, 
wenn  der  als  Zusatz  bezeichnete  Specialsatz  an  die  Spitze  der  Nummer  gestellt 
worden  wäre.  Die  Fassung  des  Hauptsatzes  in  Nr.  222  wird  nämlich  erst  durch 
den  Zusatz  verständlich;  denn  sie  setzt  voraus,  man  wisse  bereits,  dass  Ä  —  i?, 
B  —  i? ,  ...  Strecken  sind,  was  doch  erst  aus  dem  Zusätze  hervorgeht.  Die  Um- 
stellung hätte  auch  gar  keine  Bedenken  gehabt,  da  der  Beweis  des  Zusatzes  von 
dem  Hauptsatze  durchaus  unabhängig  ist. 

Nr.  227,  Anm.  S.  154—157.  Ueber  Bellavitis  vergleiche  man  die  An- 
merkung auf  S.  3^8. 

Der  Nachweis,  „dass  es  keine  andere  Addition  der  Punkte  und  Strecken  giebt. 


*)  Theorie  der  Transformatiousgruppen  Bd.  HI,  S.  534  f. 
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als  die  hier  angegebane'^  kann  nicht  als  erbracht  gelten,  denn  der  ganze  folgende 
Beweis  ist  nur  richtig,  wenn  man  erstens  die  verschiedenen  besonderen  Annahmen 
macht,  die  Grassmann  einfährt  und  die  der  Natur  der  Sache  nach  keine  Be- 
gründung zulassen,  wenn  man  zweitens,  wie  im  Texte  geschehen,  überall  das 
Wörtchen  „einfach"  hinzufügt  und  wenn  man  endlich  drittens  von  vornherein  die 
Euklidische  Geometrie  voraussetzt.  Bei  andern  Annahmen  ergeben  sich  noch 
andre  Arten  der  Addition  von  Punkten,  vgl.  Study,  Wiener  Berichte,  Bd.  91  (1885), 
S.  111. 

Nr.  254  und  262.  S.  169  und  173.  Man  erwartet  nach  den  Nrn.  254  und  262 
die  Einführimg  eines  Namens  für  die  Produkte  von  zwei  und  drei  Strecken,  ent- 
sprechend den  Namen,  die  in  den  Erklärungen  249,  257  und  265  für  die  Produkte 
von  zwei,  drei  und  vier  Punkten  eingeführt  sind,  etwa  in  der  Form: 

Wir  nenfien  das  Produkt  [ah]  zweier  Streckeyia  und  h  einen  Flächenraum, 
den  Flächeninhalt  des  Parallelogramms  ah  seinen  Inhalt  und  die  Stellung  dieses 
Parallelogramms  seine  Stellung. 

Femer:  Wir  nennen  das  Produkt  [a'hc]  dreier  Strecken  a,  6,  c  einen  Körper- 
räum  und  den  Inhalt  des  Spates  ahc  seinen  Inhalt. 

In  der  That  werden  in  den  folgenden  Nummern  (vgl.  330,  346  und  347)  für 
die  genannten  Produkte  mehrfach  die  Ausdrücke  Flächenraum  und  Körperrdum 
gebraucht,  jedoch  ohne  dass  diese  Namen  geradezu  als  Eunstausdrücke  eingeführt 
würden.  Hierfür  sind  sie  freilich  auch  wegen  ihrer  Aehnlichkeit  mit  den  Aus- 
drücken Flächentheil  und  Körpertheil  nicht  besonders  geeignet.  R.  Mehmke 
bat  daher  für  das  Produkt  zweier  Strecken  eine  neue  Bezeichnung  „das  Feld*^ 
eingeführt*),  und  ihm  haben  sich  G.  Mahl  er  und  F.  Kraft  angeschlossen.  Von 
anderer  Seite  ist  für  das  Produkt  dreier  Strecken  der  Ausdruck  „das  Fach^'  in 
Vorschlag  gebracht  worden.  U.  Grassmann  d.  J. 

Nr.  258,  Anm.  S.  172,  Z.  16,  16  v.  u.  „Man  hätte  .  .  .  setzen  können." 
Grassmann  hatte  das  ursprünglich  gethan.  Nach  der  Ausdrucksweise  der  A, 
wäre  nämlich  der  Inhalt  des  Dreiecks  ABC  als  die  „Ausdehnung"  des  äusseren 
Produktes  [ABC]  zu  bezeichnen.  Andrerseits  sagt  Grassmann  in  seiner  im 
Grunertschen  Archiv  veröffentlichten  Anzeige  der  A^  geradezu:  „Das  Produkt  ABC 
bedeutet  das  Dreieck,  dessen  Ecken  A,  B^  C  sind,  aufgefasst  u.  s.  w."  (s.  diese 
Ausg.  I,  1,  S.  179,  184  f.,  303). 

Nr.  262.  S.  174.  Z.  5—10  v.  o.  Die  in  Nr.  71  gegebene  Erklärung  des  Be- 
griffs der  einfachen  linealen  Aenderung  ist  hier  und  auch  später  (vgl.  Nr.  605) 
nicht  streng  festgehalten;  denn  es  ist  die  Forderung  fallen  gelassen,  dass  die 
Grösse,  deren  Vielfaches  addirt  wird,  der  zu  vermehrenden  Grösse  hefiachhart  sei. 

Nr.  270,  Anm.  S.  178,  Z.  7  v.  u. :  „der  unendlich  entfernte  Linientheil". 
Damit  ist  natürlich  ein  Linientheil  gemeint,  der  durch  Multiplikation  zweier  un- 
endlich entfernter  Punkte  entsteht,  also  das  Produkt  zweier  Strecken. 

Nr.  800.    S.  189.    Beim  Beweise  vgl.  die  Anmerkung  zu  Nr.  112,  S.  416. 

Nr.  809.  S.  191  f.  Beim  Beweise  hätte  der  Fall  erwähnt  werden  sollen,  dass 
die  homogene  Gleichung  n-ten  Grades  zwischen  a;^ ,  o;, ,  x^  eine  Potenz  von  x^ , 
etwa  die  Potenz  x^l\  als  Faktor  enthält;  dann  bekommt  man  nämlich  in  den 
„gewöhnlichen  Koordinaten"  eine  algebraische  Kurve  von  {n  —  w)-ter  Ordnung  und 
erst,  wenn  man  zu  dieser  Kurve  die  unendlich  entfernte  Gerade  m-fach  zählend 
hinzunimmt,   erhält  man  das  Gebilde  n-tcr  Ordnung,  das  durch  die  Gleichung 

*)  Zuerst  in  einer  Vorlesung  am  Stuttgarter  Polytechnicum  (Sommer  1881). 

28* 
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$„  j.  =  0  dargeBtellt  wird.    Zu  eiuer  entsprechenden  Bemerkung  giebt  der  Beweis 
von  Nr.  311  Anlaas.     Vgl.  hierzu  Nr.  329  Anm. 

Nr.  323.  S.  196,  Z.  8  v.  u.  Es  hätte  bemerkt  werden  sollen,  dass  das  Pro- 
dukt [2^aBc^  D]  =  q  nach  Nr.  320  sicher  nicht  verschwindet  und  dass  aus  dem- 
selben Grunde  auch  [qe\  nicht  verschwindet. 

Nr.  329.  S.  206,  Z.  1  f.  v.  o. :  „umgekehrt  u.  s.  w."  Die  letzte  Gleichung  sagt 
nämlich  aus,  dass  \{g)Lj^  =  0  ist,  und  da  [Q7)C]  augenscheinlich  verschwindet, 
so  wird  (g)  _  [X^O].  Andrerseits  ist  auch  (Ä)  [Z-'^C?],  also  {g)  ~.  (Ä),  oder,  da 
ig)  und  (Ä)  einfache  Punkte  sind:  {g)  «=■  (Ä),  woraus  sofort  g  '^  h  folgt. 

Nr.  S'idj  Anm.  S.  207.  Auf  diese  Ableitung  der  geometrischen  Qleichung 
einer  Kurve  dritter  Ordnung  wird  in  den  Anmerkungen  zu  den  Abhandlungen  über 
die  Erzeugung  von  Kurven  (im  zweiten  Bande  dieser  Ausgabe)  näher  eingegangen 
werden. 

Nr.  337^  Anm.  S.  213  f.  Diese  Anmerkung  leidet  schon  im  zweiten  Absätze 
an  Unklarheit,  und  der  vierte  Absatz  lässt  sich  trotz  der  darin  angebrachten 
Einschaltungen  nur  gezwungen  aufrecht  erhalten.  Vielleicht  wäre  es  besser  ge- 
wesen, die  Anmerkung  ausser  ihrem  ersten  und  ihrem  letzten  Absätze  ganz  zu 
unterdrücken,  denn  die  in  der  Anmerkung  beschriebene  Art  der  normalen  Zurück- 
leitung auf  Punkte,  Linien  und  Ebenen  lässt  sich  nur  dann  verwirklichen,  wenn 
man  den  bisher  entwickelten  Begriff  der  Ergänzung  durch  einen  ganz  anderen 
ersetzt. 

Es  wird  nämlich  nöthig,  neben  dem  Systeme  der  ursprünglichen  Einheiten 
ri,  hy  c,  dy  das  aus  einem  einfachen  Punkte  a  und  drei  auf  einander  senkrechten 
Strecken  &,  c,  d  bestehen  sollte,  für  jeden  einzelnen  im  Endlichen  liegenden  Punkt  x 
des  Raumes  noch  ein  besonderes  System  von  Einheiten  anzunehmen,  das  für  den 
Punkt  X  seihst  und  für  die  durch  ihn  gehenden  Linien-  und  FlächenÜmU  die  Er- 
gänzungen bestimmt,  und  zwar  muss  das  zu  dem  Punkte  oc  gehörige  besondere 
System  von  Einheiten  ausser  den  für  alle  Punkte  des  Raumes  festgehaltenen 
Streckeneinheiten  6,  c,  d  noch  als  erste  Einheit  den  mit  dem  Punkte  x  kongruenten 
einfacJieii  Punkt  enthalten.  Die  auf  dieses  veränderliche  System  von  Einheiten 
bezogene  Ergänzung  —  sie  möge  für  den  Augenblick  durch  ein  voranstehendes  3 
bezeichnet  werden  —  liefert  dann  allerdings,  auf  Linien-  imd  Flächentheile  an- 
gewandt, die  zu  diesen  Gebilden  senkrechten  Felder  und  Strecken,  und  die  zu 
dieser  Art  <ler  Ergänzung  gehörende  normale  Zurückleitung  gewinnt  wirklich  die 
im  Texte  der  Anmerkung  angegebene  Bedeutung.  Dagegen  verliert  für  das  neue 
Symbol  3  sogar  die  Grundgleichung  der  Ergänzung: 

ihre  Gültigkeit,  so   dass   mau   also  genöthigt  sein  würde,  zunächst  die  Rechen- 
gesetze für  das  Symbol  3  ganz  von  Anfang  an  zu  entwickeln. 

Die  Schwierigkeit,  die  hier  zu  Tage  tritt,  wenn  man  die  Begriffe  der  Er- 
gänzung und  des  Normalen  auf  die  Punkte  des  Euklidischen  Raumes  anwenden 
will,  beruht  auf  dem  folgenden  Umstände:  Der  Grassmannsche  Kalkül,  soweit 
er  von  den  genannten  Begriffen  Gebranch  macht,  ist  auf  die  Gruppe  zugeschnitten, 
die  aus  allen  Drehungen  eines  Euklidischen  Raumes  um  einen  Punkt  besteht 
{B.  die  erste  Anmerkung  auf  S.  434).  In  der  Geometrie  des  Euklidischen  Raimies 
dagegen  handelt  es  sich  nicht  bloss  um  diese  Gruppe,  sondern  um  die  umfassendere 
Gruppe  aUer  Bewegungen,  die  ausser  den  Drehungen  auch  noch  die  Parallel- 
verschiebungen und  die  Schraubungen  enthält.    Da  nun  beide  Gruppen  die  imend- 
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lieh  fernen  Punkte,  also  die  Strecken  des  Euklidischen  Raumes  in  derselben  Weise 
transformiren,  so  ist  der  Grassmannsche  Kalkül  in  seinem  ganzen  Umfange  auf 
die  Strecken  des  Euklidischen  Raumes  anwendbar.  Will  man  ihn  jedoch  auch  auf 
die  im  Endlichen  gelegenen  Punkte  des  Euklidischen  Raumes  anwenden,  so  muss 
man  ihn  umgestalten,  und  das  wird  in  den  Entwickelungen  des  Textes  dadurch 
erreicht,  dass  die  Begriffe  „Ergänzung**  und  „normal**  stets  nur  bei  Strecken  und 
Streckenprodukten  angewendet  werden. 

Nr.  340^  Anm.  S.  215.  Die  hier  angedeuteten  Gedanken  finden  sich  aus- 
geführt in  Grassmanns  Abhandlung  über  Quatemionen,  Math.  Ann.  Bd.  12, 
S.  384—  386,  die  im  zweiten  Bande  dieser  Ausgabe  abgedruckt  werden  soll.  Betreffs 
der  Benutzung  des  Aussenwinkels  des  sphärischen  Dreiecks  anstatt  der  Innen- 
winkel y ergleiche  man  auch  die  Darstellung  Grassmanns  in  seinem  „Lehrbuch 
der  Trigonometrie  für  höhere  Schulen**.  Berlin  bei  Enslin,  1866,  S.  100—115. 
üebrigens  ist  wohl  Mob  ins  der  erste,  der  in  der  sphärischen  Geometrie  grund- 
sätzlich die  Aussenwinkel  des  Dreiecks  statt  der  inneren  benutzt  hat  (in  der 
„analytischen  Sphärik**,  1846,  und  in  den  „Grundformeln  der  sphärischen  Trigono- 
metrie**, 1860,  ges.  Werke  Bd.  II,  S.  Iff.,  72  ff.). 

Nr.  848.  S.  218:  „Nämlich  die  Gleichung  aa-f(36  +  ..=-0  schliesst 
(nach  222)  schon  die  Gleichung  a  -[-  ^  -j-  •  •  •  =  0  ein**.  Denn  schreibt  man  die 
erste  Gleichung  in  der  Form  —  aa  ^=»  ßb  -\-  yc  -\-  '  -  - ,  so  erscheint  der  mit  dem 
EoefQcienten  —  a  behaftete  Punkt  a  als  der  Summenpunkt  der  yielfachen  Punkte 
ß&,  yc,  .  .  . .  Nach  222  aber  ist  der  ZahlkoefBcient  des  Summenpunktes  gleich 
der  Eoefficientensumme  der  Summandenpunkte,  das  heisst,  es  ist 

—  cc  =  ß  -\-  y  -\-  "  '  ^    also     a  +  p-l-y  -[-...  =  0. 

Nr.  845,  Fussnote.    S.  221.    In  der  That  stellt  die  Gleichung 

(1)  2[(s-8')r]  +  fi^0 

bei  konstantem  s  und  r  und  yeränderlichem  a'  eine  zu  r  senkrechte  Ebene  dar. 
Diese  Ebene  geht  durch  den  Punkt 

(2)  »+2f?-P 

hindurch;  aus  der  Gleichung  (2)  folgt  nämlich  zunächst,  dass 

ist,  und  hieraus  durch  innere  Multiplikation  mit  r,  wegen  r^  =*  ^*,  die  Gleichung 

2[(«-l>)l'']  +  f»  =  0, 

welche  eben  aussagt,  dass  die  Ebene  (1)  durch  den  Punkt  p  hindurchgeht. 

Nr.  846  und  847.  S.  221  ff.  {vgl  auch  Nr.  286).  Eine  Summe  von  Linien- 
theilen,  die  sich  nicht  auf  einen  einzigen  Linientheil  zurückfahren  lässt,  nennt 
Hyde  im  Anschluss  an  den  Sprachgebrauch  von  Ball  „etne  Schrauhe^*^  (screw) 
und  die  Darstellung  einer  solchen  Summe  als  Summe  eines  Linientheils  und  eines 
dazu  senkrechten  Feldes  die  ^^Normalform  der  Schraube''^*). 

Hält  man  das  Hyde  sehe  Kunstwort  Schraube  mit  den  schon  oben  (vgl.  die 
Anmerkung  zu  Nr.  254  und  262)   erwähnten   kurzen  Bezeichnungen  „FcW**  und 

*)  Vgl.  E.  W.  Hyde,  The  directional  theorie  of  screws.    Annais  of  Mathe 
matics.    Bd.  IV,  Nr.  5.    October  1888.    S.  137  und  das  selbständige  Werk  desselben 
Verfassers:    The   directional   calculus,   based   upon   the   methods   of  Hermann 
Grassmann.   Boston  1890.    Art.  61  und  67. 
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^yFaeh^^  zusammen  und  fügt  noch  die  von  dem  Unterzeichneten  für  die  Begriffe 
„Linientheil'*  und  „Flächentheil"  in  Vorschlag  gebrachten  Ausdrücke  „Sito6"  und 
f^BlaW^  hinzu*),  so  erhält  man  das  folgende  Schema  von  kurzen  Namen  für  die 
bei  der  Anwendung  der  Ausdehnungslehre  auf  die  Geometrie  auftretenden  Grund- 
begriffe : 

Strecke , 

Feld  (Produkt  zweier  Strecken,  Flächenraum), 

Fach  (Produkt  dreier  Strecken,  Körperraum), 

Punkt, 

Stab  (Produkt  zweier  Pimkte,  Linientheil), 

Schraube  (Sunune  von  Stäben), 

Blatt  (Produkt  von  drei  Punkten,  Flächentheil), 

wozu  man  yielleicht  noch  hinzufügen  könnte: 

Block  (Produkt  von  vier  Punkten,  Körpertheil). 

H.  Grassmann  d.  J. 

Nr.  358*  S.  228.  Wegen  des  Ausdrucks  „vertauschbare  Lücken"  vergleiche 
man  Nr.  485,  Anm.  S.  828  ff. 

Nr.  390^  Anm.  2.  S.  257,  Z.  16 — 18  v.  o.  Im  Originale  war  diese  besondere 
Art  der  Affinität  nach  dem  Vorgange  von  Möbius  als  „Gleichheit"  bezeichnet 
(s.  barycentrischer  Calcul  Cap.  4,  ges.  Werke  Bd.  I,  S.  194.  ff). 

Nr.  877—390.  S.  240—257  (vgl.  auch  Nr.  401  und  404).  Die  in  diesen 
Nummern  entwickelte  analytische  Theorie  der  geometrischen  Verwandtschaften  ist 
bisher  nicht  genügend  beachtet  worden.  Es  möge  daher  im  Folgenden  versucht 
werden,  die  Anwendung  der  allgemeinen  Theorie  auf  die  Kollineationen  des  Raumes 
im  Einzelnen  durchzuführen.  Dabei  sollen  die  Andeutungen  in  den  beiden  An- 
merkimgen  zu  Nr.  390  als  Richtschnur  dienen. 

Es  seien  c^ ,  .  .  .  f,  und  ebenso  &o ,  .  .  .  63  vier  beliebige,  aber  nicht  in  Einer 
Ebene  liegende,  vielfache  Punkte  des  Raumes.     Dann  wird  durch  den  Bruch 

(1)  q=-' '; 

der  Raum  in  allgemeinster  Weise  kollinear  auf  sich  bezogen.  Ordnet  man  näm- 
lich einem  jeden  Punkte  des  Raumes  den  aus  ihm  durch  Multiplikation  mit  ^ 
hervorgehenden  Punkt  zu,  so  werden  dadurch  zunächst  den  vier  Punkten  des 
Nenners  die  vier  Punkte  des  Zählers  zugewiesen.  Denn  nach  dem  Begriff  des 
extensiven  Bruches  ist**) 

(2)  ',<^-K. 

Femer  aber  wird  einem  jeden  beliebigen  Punkte  x  des  Raumes,  der  aus  den  vier 
Nennern  des  Bruches  q  durch  die  Zahlen  Jo,  .  .  .  J,  abgeleitet  sein  möge,  das 
heisst,  dem  Punkte 

*)  Vgl.  H.  Grassmann,  Punktrechnung  und  projektive  Geometrie.  Erster 
Teil:  Punktrechnung.  Halle  a^S.  1894.  Beitrag  für  die  Festschrift  der  Lateinischen 
Hauptschule  zur  zweihundertjährigen  Jubelfeier  der  Universität  Halle.  S.  81  und 
92,  Separatabzug  S.  7  nnl  18. 

**)  In  allen  den  Fällen,  wo  man  auch  Folgen  von  Verwandtschaften  in  Be- 
tracht zu  ziehen  hat,  erscheint  es  bequemer,  den  Verwandtschaftsbruch  l|  bei  der 
Multiplikation  hinter  die  umzuwandelnde  Grösse  zu  stellen.  Vgl.  die  Abhandlung 
Grassmanns  über  Quatemionen.     Math.  Ann.  Bd.  12.  S.  382  u.  383. 
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(3)  ^   =   Jo«0    H h   J3«3, 

der  Punkt 

W  ^«1  «?o?>o  H h  Ji^^a 

zugeordnet,  welcher  durch  dieselben  Zahlen  aus  den  vier  Zählern  von  q  numerisch 
abgeleitet  ist. 

Die  beiden  auf  diese  Weise  auf  einander  bezogenen  Punktvereine  x  und  x^ 
haben  dann  die  Eigenschaft,  dass  jede  Zahlbeziehung,  welcher  die  Punkte  des 
ersten  Vereins  unterliegen,  auch  für  die  entsprechenden  Punkte  des  zweiten  Ver- 
eins gilt,  und  umgekehrt.    Es  bedarf  nämlich  nur  einer  Multiplikation  mit  q  oder 

— ,  um  aus  der  einen  Zahlbeziehung  die  andere  abzuleiten.    Die  beiden  Vereine 

sind  daher  im  Sinne  Yon  Nr.  401  verwandt.  Sie  sind  aber  auch  koUinear  vervcavdt^ 
denn  aus  dem  Fortbestehen  einer  jeden  Zahlbeziehung  folgt  insbesondere,  dass  je 
vier  in  Einer  Ebene  liegenden  Punkten  des  einen  Vereins  auch  im  andern  Vereine 
vier  Punkte  Einer  Ebene  entsprechen;  und  durch  diese  Eigenschaft  wird  die  Ver- 
wandtschaft als  kollineare  Verwandtschaft  charakterisirt.  Endlich  aber  ist  diese 
Kollineation  zugleich  die  allgemeinste  kollineare  Verwandtschaft. 

In  der  That  kann  man  durch  den  Bruch  q  fünf  beliebig  gelegenen  Punkten 
des  Raumes,  von  denen  keine  vier  in  Einer  Ebene  liegen,  fünf  ebensolche  beliebig 
gelegene  Punkte  zuweisen,  nämlich  neben  den  vier  Grundpunkten  ^ot  •  •  •  ^s  ^^^^ 
6o,  .  .  .  63  beider  Vereine  etwa  noch  dem  Einheitspunkte  e  =-  c^  +  •  •  •  +  ej  des 
ersten  Vereins  den  Einheitspunkt  />  =  &o  +  '  * '  ~f"  ^3  ^®^  zweiten  Vereins.  Diese 
Punkte  e  und  6  sind  aber  wirklich  noch  ganz  beliebig  gelegene  Punkte  des 
Kaumes,  da  die  Grundpunkte  e,,,  .  .  .  e,  und  Öq,  .  .  .  b^^  als  deren  Summen  sich 
die  Einheitspunkte  darstellen,  oben  als  vielfache  Ptmkte  vorausgesetzt  worden  sind, 
aber  bisher  nur  über  deren  Lage,  nicht  auch  über  ihre  Gevdchte  verfügt  worden 
ist.  Durch  räumliche  Festlegung  der  beiden  Einheitspunkte  werden  dann  diese 
Gevrichte  der  Grundpunkte  beider  Systeme  bis  auf  je  einen  Proportionalitätsfaktor 
eindeutig  bestimmt  (vgl.  Nr.  404). 

Dabei  wird  sich  in  jedem  der  beiden  Systeme  eine  gerade  oder  ungerade 
Zahl  positiver  (also  auch  negativer)  Gewichte  ergeben,  je  nachdem  der  Einheits- 
punkt von  dem  Innern  des  Grundtetraeders  durch  eine  gerade  oder  ungerade 
Anzahl  Tetraederflächen  getrennt  ist.  Das  heisst,  man  wird  eine  gerade  Anzahl 
positiver  Gewichte  erhalten,  wenn  der  Einheitspunkt  im  Innern  des  Grundtetraeders 
oder  in  einem  der  sechs  keilförmigen  Scheitelräume  des  Tetraeders  liegt,  in  die 
man  eintritt,  wenn  man  von  seinem  Innern  ausgehend  eine  seiner  Kanten  über- 
schreitet. Liegt  der  Einheitspunkt  hingegen  in  einem  der  acht  Räume,  in  die 
man  gelangt,  wenn  man  aus  dem  Innern  kommend  eine  Fläche  oder  Ecke  des 
Tetraeders  durchdringt,  so  ist  die  Zahl  der  positiven  Gewichte  ungerade. 

Hat  man  endlich  noch  eine  Bestimmung  über  den  Sinn  des  positiven  Tetra- 
eders getroffen,  so  kann  man  über  den  Proportionalitiltsfaktor  der  Nennerpunkte 
«0,  .  .  .  ^3  etwa  in  der  Weise  verfügen,  dass 

(6)  [<o  ...  63]  =  +  1 

wird.  Dieser  Werth  -f- 1  lässt  sich  auch  bei  <ier  Beschränkung  auf  reelle  Gewichte 
stets  erzielen,  da  ja  noch  die  Reihenfolge  der  Nennerpunkte  willkürlich  geblieben 
ist,  so  dass  man  ein  sich  bei  der  Bildung  des  Produktes  [e^  .  .  .  e^]  etwa  zunächst 
ergebendes  Minuszeichen  durch  Umstellung  der  Nenner  von  q  und  Aenderung  der 
Bezeichnung  beseitigen  kann.    Damit  ist  dann  freilich  auch  über  die  Reihenfolge 
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der  Zähler  verfügt;  und  es  wird  daher  bei  der  Beschränkung  auf  reelle  Gewichte 
nicht  mehr  möglich  sein,  den  Proportioualitätsfaktor  der  Zählerpunkte  immer  so 
zu  bestimmen,  dass  auch  deren  Produkt  =4-1  wird.  Man  wird  sich  auf  die 
Forderung  beschränken  müssen,  er  solle  so  gewählt  werden,  dass  das  Produkt  den 
*  Werth 

(6)  [bo-..b,]^±l 

annimmt.  Dabei  wird  dann  das  Pluszeichen  gelten,  wenn  bei  positiyem  Sinn  des 
durch  die  La^c  der  Punkte  6^,  .  .  .  6y  bestimmten  Tetraeders  die  Anzahl  ihrer 
negativen  Gewichte  gerade,  und  wenn  bei  negativem  Sinn  jenes  Tetraeders  die 
Anzahl  der  negativen  Gewichte  ungerade  ist.  In  den  andern  Fällen  g^t  das 
Minuszeichen.  Durch  diese  Forderungen  sind  auch  die  beiden  Proportionalitäts- 
faktoren bis  auf  ihre  Vorzeichen,  die  willkürlich  bleiben,  eindeutig  bestimmt. 

Aus  den  Gleichungen  (5)  und  (6)  folgt  noch,  dasa  in  denselben  Fällen  wie 
das  Produkt  (6)  auch  der  Potenzicerth  des  Bruches  i|  (vgl.  Nr.  883  und  384),  das 
heisst,  der  Ausdruck 

wird. 

Aus  dem  Fortbestehen  einer  jeden  Zahlbeziehung  ergeben  sich  übrigens  auf 
das  Leichteste  die  allgemeinen  Grundeigenschafben  der  Eollineation : 

So   zunächst  die   Thatsache,    dass   durch   die   Transformation   das   Doppcl- 

verhältniss  von  vier  Punkten  einer  Geraden  nicht   geändert   wird.    Zum  Beweise 

dieser  Eigenschaft   stelle  man  vier  beliebig  gegebene  Punkte  einer  Geraden  in 

der  Form  dar 

«,  y,    u^x  +  y,    v^ix  +  t^y, 

was  immer  möglich  ist,  da  man  die  Gewichte  der  beiden  ersten  Pimkte  x  und  y 
stets  so  wählen  kann,  dass  der  dritte  Punkt  ihr  Schwerpunkt  wird.  Dann  wird 
das  Doppelverhältniss  der  vier  Punkt«*): 

[xu]  ^  [xv\  ^  {xy\  ^  ti[xy]  ^  x 

Es  ist  also  gleich  dem  Verhältniss  der  Ableitzahlen  des  vierten  Punktes,  Sind 
nun  x\  y\  u\  v'  die  vier  entsprechenden  Punkte  des  zweiten  Systems,  also 
j;'s=a;q,?/'  =  yi|,  ...,  so  wird  wegen  des  Fortbestehens  einer  jeden  Zahl- 
beziehung u'  =  x'  +  y'   ^^^^   v'  =  l^'  +  Qy  •     l^ö-s  Doppelverhältniss  der  durch 

r 
die  Transformation  entstandenen  vier  Punkte   wird  daher  wieder  gleich        • 

9 

Zweitens  folgt  aus  dem  Fortbestehen  jeder  Zahlbeziehung,  dass  den  ufiendlich 

fernen  Punkten  (den  Strecken)  des  einen  Systems  im  andern  Systeme  entweder 
wieder  lauter  unendlich  ferne  Punkte  (Strecken)  oder  die  Punkte  einer  Ebene  ent- 
sprechen. 

Nach  Nr.  229  lässt  sich  nämlich  eine  jede  beliebige  Strecke  g  des  Raumes 
aus  drei  Strecken  ^^ ,  f/^^  g.^^  die  nicht  Einer  Ebene  parallel  sind,  numerisch  ab- 
leiten. Nun  entspricht  bei  der  KoUineation  jeder  Strecke  entweder  wieder  eine 
Strecke  oder  ein  im  Endlichen  liegender  Punkt.  Denn  jede  Strecke  lässt  sich  als 
die  Differenz   zweier  Punkte    von  gleichem  Gewicht  darstellen;  ordnet  daher  die 

•)  Vgl.  hierzu  G.  Peano,  Calcolo  geometrico  secondo  T Ausdehnungslehre  di 
H.  Grassmann.  Turin  1888.  S.  72  oder  auch  Die  Ausdehnungslehre  von  1844,  §  165 
diese  Ausgabe  I,  1  S.  272. 
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Kollineation  diesen  beiden  Punkten  wieder  Punkte  von  gleichem  Gewichte  zu,  so 
ordnet  sie  auch  jener  Strecke  wieder  eine  Strecke  zu,  im  entgegengesetzten  Falle 
aber  einen  im  Endlichen  liegenden  Punkt.  Sind  demnach  p ,  Pi ,  p, ,  p^  die  unend- 
lich oder  endlich  entfernten  Punkte  des  zweiten  Systems,  die  den  vier  Strecken 
Qt  Qii  9ii  9s  entsprechen,  so  wird  sich,  wegen  des  Fortbestehens  jeder  Zahl- 
beziehung, der  Punkt  j)  genau  ebenso  aus  den  drei  Punkten  p^,  jj, ,  p^  numerisch 
ableiten  lassen,  wie  sich  die  Strecke  g  aus  den  drei  Strecken  ^, ,  g^ ,  ^3  numerisch 
ableiten  liess.  Mit  anderen  Worten :  wenn  die  drei  Punkte  j)i ,  p, ,  p^  unendlich 
entfernt  sind,  so  gilt  dasselbe  auch  von  dem  Punkte  p.  Sind  aber  die  Punkte 
jPi ,  p, ,  Pj,  nicht  alle  drei  zugleich  unendlich  entfernt,  so  liegt  der  Punkt  p  (nach 
Nr.  236)  in  der  durch  sie  bestimmten  Ebene.  Somit  gehören  dann  die  Bilder 
aUer  unendlich  fernen  Punkte  des  ersten  Systems  der  Ebene  «  «»  [j3,  |),  Pg]  an, 
die  durch  die  Punkte  ^^ ,  p, ,  p.^  bestimmt  ist.  Diese  Ebene  n  heisst  die  FlucJU- 
ehene  des  zweiten  Systems. 

Die  Hauptzahlen  r,  und  die  Hauptgebiete  (Doppelelemente)  a,  des  Kolli- 
neationsbruches  i|  ergeben  sich  aus  der  Gleichung 

(8)  aq  =  ra, 

in  der  r  eine  Zahl  bedeutet,  oder  also  aus  der  Gleichung 

0  =-  a(t  -  q), 
fär  die  man,  wenn  man  noch 

o  =  ao«o  H h  Ö3«3 

setzt,  auch  schreiben  kann 

(9)  0  =  Oo  .  eo(t  —  q)  H h  0,  .  63(1  —  q). 

Nach  dieser  Gleichung  liegen  die  vier  Punkte  e^ix  ~  ^)y  .  .  .  e^(x  —  ^)  in  Einer 
Ebene;  folglich  verschwindet  ihr  äusseres  Produkt,  (der  durch  sie  bestimmte  Spat), 
das   heisst,   man  erhält   für   die   Hauptzahlen  r^  des    Bruches  i|   die   Gleichung 

vierten  Grades 

[fo(r-i|).  ..^(r-q)]-0 

oder,  bei  Benutzung  der  in  den  Nummern  504  und  506  eingeführten  Bezeichnung, 
die  Gleichung 

[(t  -  ^y]  =-  0, 

die  man  auch  in  der  Form  schreiben  kann 

(10)  t*  -  4[i|]r^  +  6[i|«]r«  -  4[i|^]t  +  [n*]  =»  0. 
Aus  ihr  folgt  insbesondere,  dass  das  Produkt  der  vier  Wurzeln 

(11)  r,x,x,x,  =[i|*]  =  ±l 
ist  (vgl.  Gleichimg  7). 

Hat  man  aus  der  Gleichung  (10)  die  vier  Hauptzahlen  t^  des  Bruches  i|  be- 
stimmt, so  hängt  alles  Weitere  davon  ab,  ob  die  Wurzeln  der  Gleichung  alle  von 
einander  verschieden  sind  oder  nicht. 

Erster  Hauptfall:    Alle  vier  Hauptzahlen  sind  von  einander  ver-  (1)*) 
schieden.    Dann  gehört  (nach  Nr.  389)  zu  jeder  Hauptzahl  r^  ein  Hauptgebiet  a^ 
von  erster  Stufe.    Um  dieses  zu  finden,  setze  man  noch 

*)  Am  Rande  sollen  die  in  Betracht  konmienden  Fälle  fortlaufend  numerirt 
werden. 
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(12)  «,  =  \o«o  +  ---  +n,,3«8- 

Dann  verwandelt  sich  die  Gleichung  (9),  in  der  man  zugleich  t^  statt  r  zu 
Rch reiben  hat,  in 

^  "  ^,0  •  <^ü(^#  -<!)  +  •••  +  \s  •  «8(^#  —  «») 
oder,  falls  man  noch  die  Punkte 

(13)  «/(^, -«I)  -  ^,.1 
setzt,  in  die  Gleichung 

Um  die  Eoefficienten  a^  ^  in  dieser  Zahlbeziehung  zwischen  den  vier  Punkten 
^f  0^  •  •  ^»  3  ^'^  ermitteln,  multiplicire  man  die  Gleichung  mit  [c^  g^.  3]»  wodurch 
sich  die  Gleichung  ergiebt 

Aus  dieser  und  aus  den  beiden  analogen  Gleichungen  folgt  aber,  da  die  vier 
auftretenden  Flächentheile  Einer  Ebene  angehören,  die  Proportion 

Für  jeden  Werth  von  8  bestimmt  diese  Proportion  die  vier  Ableitzablen  a  ,  des 
zugehörigen  Doppelpunktes  a^  bis  auf  einen  Proportionalit&tsfaktor  eindeutig. 
Die  so  gewonnenen  vier  Doppelelemente  stehen  (nach  389)  in  keiner  Zahlbeziehung 
zu  einander,  liegen  also  nicht  in  Einer  Ebene,  und  man  erhält  daher  den  Satz: 
Hat  die  Gleichung  (10)  laiUer  ungleiche  Wurzeln,  so  besitzt  die  KoUinecUüm  q  vier 
getrennte,  nicht  Einer  Ebene  angehörende  Doppelpunkte  a^,  .  .  .  Oj,  die  durch 
Multiplikation  mit  dem  Bruche  ^  nur  um  einen  Zahlfaktor  geändert  werden,  sie 
multipliciren  sich  nämlich  der  Reihe  nach  mit  den  Wurzeln  Tq,  .  .  .  13  der  Glei- 
chung (10). 

Führt  man  die  Doppelpunkte  f?,„  •  •  •  «.»  statt  der  Punkte  c^,  . . .  c^  als  Nenner 
in  den  Bruch  q  ein,  was  nach  Nr.  .-JHO  möglich  ist,  da  die  Doppelelemente  in 
keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen,  so  erhält  der  Bruch  q  die  Form 


(15)  q  == 


(Iq    ,  ...  flfg 


Will  man  dann  zu  einem  beliebigen  Punkte  x  des  Raumes  den  entsprechen- 
den Punkt*.'/: q  konstruiren,  so  lege  man  durch  drei  ein  Dreieck  bildende  Kanten 
des  Doppelpunkttetraeders,  etwa  durch  die  drei  Kanten  [«,03],  [Ogai],  [«ia»]  und 
durch  den  Punkt  x  die  Ebenen  und  bezeichne  ihre  Schnittpunkte  mit  den  jedesmal 
gegenüberliegenden  Tetraederkanten  [a., «,],  [a^a^],  [^^0^3]  ^^^  ^»  *%  ^'  Endlich 
suche  man  zu  diesen  drei  Punkten  die  entsprechenden  Pimkte  uq,  t?q,  trq  auf, 
80  schneiden  sich  die  drei  Ebenen  [a,  «3  .  u(\],  [«3  a,  .  r  q] ,  [Oj  a^  .  w  ^]  in  dem 
gesuchten  Punkte  xq. 

Ist  ein  Wurzelpaar  der  Gleichung  (10)  conjugirt  komplex,  also  etwa 
r,  =  a  —  »b,  Ig  =  a  +  ib,  so  müssen  auch  die  zugehörigen  Hauptgebiete  con- 
jugirt complex  sein,  also  etwa  die  Form  haben  a,  ==  a  -|-  i6,  03  =  «  —  ib.  Der 
Bruch  lautet  dann 

q  =,  ^o^o^Ji^M  {a  —  ih)(a  +  ib),{a  +  ih)(a--ib)^ 
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Will  man  dem  Bruche  wieder  eine  reelle  Form  geben,  so  bestimme  man  diejenigen 
Punkte  af  und  &q,  welche  den  Punkten  a  und  b  zugeordnet  sind.    Es  wird 

a^  =  ^  [{a  +  ib)^  +  (a  -  ib)n] 

-  i-  {(0-  .-bXa  +  ib)  +  (0  +  ii){a-ib)] 
=  ao  +  bb, 

b^  ==  ^.  [la  +  ib)^  -  (a  -  ib)^\ 

=  i  { (a - »b) (a  +  ib)  -  (0  +  ib)  (a  -  ib)] 

=  a6  —  ba. 
Man  erhält  daher  für  den  Bruch  q  die  reelle  Darstellung 

^0^0»  ^1«  ,  aa+bb,  ab  —  ha 


«0»      «i.  «» 


Ihr  zufolge  geht  die  Gerade  [ab],  die  durch  den  reellen  und  den  imaginären 
Theil  der  beiden  konjugirt  komplexen  Doppelelemente  bestimmt  ist,  vermöge  des 
Bruches  i|  in  sich  über,  ohne  dass  irgend  ein  reeller  Funkt  dieser  Geraden  sich 
selbst  entspräche.  Um  die  Veränderung,  welche  die  Punkte  der  (Geraden  [ab] 
durch  die  Eollineation  i|  erfahren,  besser  übersehen  zu  können,  führe  man  statt 
a  und  b  Polarcoordinaten  ein,  setze  also  a  »  c  cos  b  und  b  =  c  sin  b.  Dann  nimmt 
der  Bruch  i|  die  Form  an 

ty  Oq  ,  t,  aj ,  c(a  cos  b  +  6  sin  b),  c(&  cos  b  —  a  sin  b) 

_.  _.  -.- .  --  _  --.    _.  _  -—  ^ 


(16) 


a, 


0» 


'1» 


a, 


aus  der  ersichtlich  ist,  dass  die  Punkte  a  und  b  durch  den  Bruch  l|  eine  circuläre 
Aenderung  erfahren,  ausserdem  aber  noch  eine  Multiplikation  mit  einem  gemein- 
schaftlichen Faktor  c*). 


*)  Mit  der  circulären  Aenderung  des  Punktepaares 
a,  b  ist  eine  durch  den  Bruch  q  bewirkte  Umwandlung 
der  ganzen  Punktreihe  der  Geraden  [ab]  verknüpft, 
von  der  man  sich  auf  die  folgende  Weise  eine  An- 
schauung verschaffen  kann:  Man  schlage  innerhalb 
einer  beliebigen  durch  die  Gerade  [ab]  gelegten  Halb- 
ebene über  den  Abständen  der  beiden  Punktepaare 
a,  b  und  a  -f  6,  a  —  b  Halbkreise,  die  sich  im  Punkte  s 
schneiden  mögen  (vgl.  Fig.  30).  Dann  projicire  man 
die  Pimktreihe  der  Geraden  [ab]  von  s  aus  durch  ein 
Strahlbüschel  und  drehe  dieses  in  seiner  Ebene  von  a 
nach  b  hin  um  den  Winkel  b.  Alsdann  schneidet  das 
Strahlbüschel  in  seiner  neuen  Lage  aus  der  Geraden 
[ab]  die  Punktreihe  aus,  in  welche  die  ursprüngliche 
Punktreihe  durch  der  Bruch  q  übergeführt  wird.  Dieser 
Zusammenhang  zwischen  der  Drehung  eines  Strahl- 
büschels und  der  durch  den  Bruch  q,  oder  was  geo- 
metrisch betrachtet  auf  dasselbe  hinauskommt,  der 
durch  den  Bruch 


0*9 


Fig.  SO. 


444  Anmerkungen  zu  A,. 

Zweiter  Hauptfall:  Die  Gleichung  (10)  besitzt  eine  Doppelwurzel,  das 
heisst,  es  sind  zwei  Hauptzahlen  einander  gleich,  etwa  gleich  a,  wo  a  eine 
reelle  Znhl  bedeutet.    Dann  sind  (nach  890)  zwei  Unterfällc  möglich: 

(2)  Erstens  kann  das  zu  dieser  Hauptzahl  gehörende  Hauptgebiet  von  zweiter  Stufe 
sein;  dann  gestattet  der  Bruch  i|  die  Darstellung: 

(17)  ii  «»  ?^'  gg, ,  r,Oa,  x^a^ 

«0.      «1»        «1»         «8      ' 

aus  der  in  der  That  hervorgeht,  dass  nicht  nur  die  Punkte  a,,  und  a|  in  ihr 
a-faches  verwandelt  werden,  sondern,  dass  dasselbe  überhaupt  bei  jedem  Punkte 
X  ^  IqOq  +  JiCj  der  Geraden  [auaj  eintritt;  denn  es  wird 

und  es  wird  daher  jeder  Punkt  der  Geraden  [a^a,]  durch  die  EoUineation  auf 
sich  selbst  bezogen. 

(3)  Zweitens  aber  kann  es  (nach  Nr.  890)  auch  vorkommen,  dass  die  Doppel- 
wurzel a  der  biquadratischen  Gleichung  (10)  nur  ein  Hauptgebiet  erster  Stufe  a, 
besitzt.    Dann  hat  der  Bruch  q  (nach  Nr.  890)  die  Form 


(18)  ^  = 


'0  t  »*l  1 


und  es  geht  zwar  noch  immer  die  Gerade  [aoaj  in  sich  über,  aber  auf  ihr  be- 
wahrt nur  der  Punkt  Oj  seine  Lage,  denn  er  multiplicirt  sich  bloss  mit  dem  Zahl- 
faktor a.  Jeder  andere  Punkt  der  Geraden  hingegen  verwandelt  sich  in  sein 
a-faches  noch  vermehrt  um  ein  gewisses  Vielfaches  von  a^.  In  der  That  wird 
ein  beliebiger  Punkt  x  der  Geraden  [agai]  übergeführt  in  den  Punkt 

x^  —  (Jö«o  +  Ei«i)«l  —  ö(ro«a  +  JiOi)  +  ÖEofli  ^  ax  +  05o«i  • 

Um  von  dieser  Umwandlung  der  Punktreihe  x  eine  geometrische  Anschauung 
zu  gewinnen,  bilde  man  die  beiden  Punktreihen  x  und  a:q  in  solcher  Weise  per- 
spektiv  auf  einer  durch  den  Punkt  a^  gehenden  Hülfsgeraden  ab  (vgl.  Fig.  31), 
dass  dem  Punkte  a^    der  unendlich   ferne  Punkt  dieser  Hülfsgeraden  entspricht. 

a  cos  b  -f  6  sin  b ,  h  cos  b  —  a  sin  b 

a  b 

bewirkten  Abbildung  der  Punktreihe  auf  der  Geraden  [ab]  zeigt  zugleich,  dass 
die  Punkte  a  und  b  bei  der  Umwandlung  der  Punktreihe  keinerlei  ausgezeichnet« 
Stellung  einnehmen.  In  der  That  werden  durch  den  Bruch  0  nicht  nur  die  Punkte 
a,  b  circulär  um  den  Winkel  b  geändert,  sondern  zugleich  sämmtliche  Punkte- 
paare a\  b'  derjenigen  Involution,  welche  sich  aus  dem  Punktepaare  a,  b  durch 
die  eingliedrige  Gruppe  aller  positiven  circulären  Aendenmgen  (vgL  Nr.  154)  ab- 
leiten lässt,  die  also  dargestellt  wird  durch  die  Gleichungen 

a'  ^^^  a  cos  f  -f-  6  sin  f , 

6'  =a  6  cos  !  —  a  sin  ! , 

in  denen  f  den  Parameter  der  Gruppe  bezeichnet. 

Diese  Involution  bildet  also  das  geometrische  Abbild  der  ko^jugirt  imagi- 
nären Doppelelemente  a  -f-  t6  und  a  —  ib  des  Bruches  i|,  während  die  Grösse 
des  Dreh  winkeis  b  und  der  Gewichtsfaktor  c  die  zugehörigen  Hauptzahlen  a  —  i  b 
und  a  -f-  »b  versinnbildlichen. 
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Dazu  bezeichne  man  den  mit  a^  zusammenfallenden  einfachen  Punkt  mit  Oq'  und 
eine  beliebige  Strecke  der  Hülfsgeraden  mit  a/.    Dann  bewirkt  der  Bruch 


9 


«0  t     «1 
«0»     *l 


Fig.  31. 

die  gewünschte  Perspektive  Abbildung  und  führt  zugleich  die  Verwandtschaft  i| 
(so  fem  sich  diese  auf  die  Punkte  der  Geraden  [a^aj]  erstreckt)  über  in  eine 
Verwandtschaft 


«0  y  «1 


'    1 


welche  den  dem  Punkte  x  der  Geraden  [a^ai]  entsprechenden  Punkt 
der  Geraden  [a^'a/]  umwandelt  in  den  Punkt 

-«■(i;+i".-)- 

Hier  ist  a;'  ein  Punkt  vom  Gewichte  j^,  also        ein  Punkt  vom  Gewichte  1.  Der 

Ausdruck  in  der  Klammer: V  —<h   sti^llt  somit  einen  einfachen  Punkt  dar,  der 

vom  Punkte  x    um  die  konstante,  das  heisst,  von  der  Lage  des  Punktes  x'  un- 
abhängige, Strecke  -^Oj'  absteht.    Der  Bruch  q'  verschiebt  daher  alle  Punkte  der 

(Geraden  [ao'a/]  um  ein  gleich  grosses  Stück  und  stellt  also  eine  Schiebung  der 
Punktreihe  x    in  ihrer  eigenen  Linie  dar. 

Nun  war  aber  die  Verwandtschaft  i|  das  Perspektive  Abbild  der  Verwandt- 
schaft i|\  in  dem  Sinne,  dass  sich  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Hülfsgeraden 
[ao'a/]  in  den  Punkt  a^  der  Geraden  [atia^'\  projicirte.  Die  durch  den  Bruch  q 
bewirkte  Umwandlung  der  Punktreihe  x  kann  somit  als  eine  projektive  Verallge- 
meinerung der  Schiebung  einer  Punktreihe  in  ihrer  eigenen  Linie  aufgefasst 
werden,  bei  der  an  die  SteDe  des  unendlich  fernen  Punktes  der  im  Endlichen 
liegende  Punkt  (das  Centrum)  a^  getreten  ist.  Sie  möge  daher  „«>i«  centrische 
Schiebung   der  Punktreihe  x  mit  dem  Zielpunkte  a^"  genannt  werden.    Auf  der 
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einen  Seite  des  Zielpunktes  a^  verschieben  sich  alle  Punkte  der  Geraden  [a^Oi] 
nach  dem  Zielpunkte  hin,  auf  der  andern  von  ihm  fort. 

Dritter   Hauptfall:    Sind    zwei  Paare   gleicher   reeller*)   Haupt- 
zahlen  vorhanden,  so  ergeben  sich  drei  Unterfälle. 
(4)  Erstens  kann  jede  von  ihnen  ein  Hauptgehiet  zweiter  Stufe  besitzen.    Dann 

hat  der  Bruch  i|  die  Form 


(19) 


^^ 


0^0  t    Ö«i» 


a 


0» 


a 


1 1 


Durch  ihn  wird  jeder  Punkt  der  beiden  Geraden  [flo^il  ^^^  [^^J  ^^^  sich  selbst 
bezogen,  imd  es  bleibt  daher  auch  eine  jede  Gerade  in  Ruhe,  welche  die  beiden 
„Stützlinien"  [Oo^i]  ^^^  [^»^3]  schneidet,  während  die  Punkte  auf  ihr  mit  Aus- 
nahme der  Schnittpunkte  s  und  t  mit  den  beiden  Stützlinien  ihre  Lage  vei^ndem. 

Hieraus  folgt:  Ein  jeder  beliebige 
Punkt  X  des  Raumes  verschiebt 
sich  auf  der  durch  ihn  und  die 
beiden  Stützlinien  gelegten  Ge- 
raden (vgl.  Fig.  32).  Diese  Art 
der  Eollineation  heisst  (nach  F. 
Klein)  windschiefe  Perspektive  ••). 
Sucht  man  die  geometrische 
Bedeutung  der  Hauptzahlen  a  und 
b,  oder  vielmehr  die  Bedeutung 
ihres  Verhältnisses,  dem  ja  allein 
ein  geometrischer  Sinn  zukonunen 
kiinn,  so  stelle  man  einen  be- 
liebigen Punkt  X  des  Raumes 
als  Violfachensumme  der  beiden 
Punkte  s  und  t  dar,  in  denen  die 
durch  ihn  und  die  beiden  Stütz- 
Eö  sei 


Fig.  a: 


linieu  gelegte  Gerade  die  Stützlinien  schneidet. 

(20)  X  =  §s  +  t^ 

dann  wird 

.rq  =  ^  .  sq  +  t  .  tq 

oder,  da  die  Punkte  s  und  t  der  beiden  Stützlinieu  bei  der  Multiplikation  mit  q 
in  ihr  a-  und  b-laches  übergehen, 

(21)  a;q  =  Q  .  öS  +  b  .  ir 

Das  Doppelverhältniss  der  vier  Punkte  s,  ^,  x  uud  x(\  wird  daher  (vgl.  S.  440) 

[s.r\    [s  .xq]  a 

[xt]  ''  [xq  .t]  ~   b  ' 


(22) 


*)  Um  nicht  zu  weitläufig  zu  werden,  will  ich  die  Behandlung  des  Falles 
zweier  gleicher  konjugirt  komplexer  Hauptzahlen  dem  Leser  überlassen. 

**)  Die  Abbildung  q  hat  nämlich  mit  der  gewöhnlichen  (centrischen)  Per- 
spektive (vgl.  S.  448)  die  Eigenschaft  gemein,  dass  bei  wiederholter  Anwendung 
der  Abbildung  auf  einen  Punkt  x  und  sein  erstes,  zweites  Bild  und  so  weiter, 
sich  stets  Punkte  einer  und  derselben  Geraden  ergeben,  dass  also  die  Bahnkurven 
der  zugehörigen  infinitesimalen  Transformation  gerade  Linien  sind. 
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wodurch  die   geometrische   Bedeutung   des  Verhältnisses  -r-  der   beiden   Haupt- 

zahlen  gefunden  ist.     Zugleich  hat  man  den  Satz  gewonnen: 

Bei  der  windschiefen  Perspektive  ist  das  Doppeherhältniss  aus  zwei  zugeord- 

neteti  Punkten  und  den  zugehörigen  Stützpunkten  konstant,  nämlich  gleich  dem  Ver- 

hiUtniss  der  beiden  Hauptzahlen  heider  Stiitzlinien. 

Sind  die  beiden  Stützlinien  gegeben,  so  reicht  die  Angabe  des  genannten 

Doppelyerh&ltnisses ,  also  des  Verhältnisses  ,  aus ,  um  die  Verwandtschaft  ein- 
deutig zu  definiren.  Dies  Doppelverhältniss  heisst  daher  (nach  W.  Fiedler)  die 
Charakteristik  der  windschiefen  Perspektive.  Da  femer  die  Charakteristik  fest- 
gelegt ist,  sobald  ausser  den  beiden  Stützlinien  noch  zwei  zugeordnete  Punkte 
ihrer  Lage  nach  bekannt  sind,  so  ist  die  Verwandtschaft  auch  eindeutig  bestimmt 
durch  die  beiden  Stützlinien  und  ein  Paar  zugeordnete  Punkte,  die  noch  beliebig 
auf  einer  durch  die  beiden  Stützlinien  gehenden  Geraden  angenommen  werden 
dürfen. 

Hat  die  Charakteristik  den  besonderen  Werth  —  1,  ist  also  das  Verhältniss 
der  beiden  Hauptzahlen 

(2«)  y l, 

SO  werden  je  zwei  zugeordnete  Punkte  x  und  xt^  durch  die  beiden  Stützlinien 
harmonisch  getrennt,  und  der  Bruch  q  ninmit  die  Form  an 

(24)  fl««o»_5i.i_IL««i_-«i. 

«0,    «1,  a*,         «1 

Aus  der  Gleichung  (11)  folgt  uüjnlich  für  die  beiden  Uauptzahlen  a  und  b  die 
weitere  Gleichung 

(26)  a»b*  =  ±l, 

and  diese  liefert  zusammen  mit  (23)  für  a  und  b,  falls  man  sich  auf  reelle 
Werthe  von  a  und  b  beschränkt  (siehe  oben),  nur  die  Werthe  0  =  1  und  b  =  —  1 
oder  umgekehrt,  imd  also  für  q  die  Form  (24). 

Die  windschiefe  Perspektive  mit  der  Charakteristik  —  1  hat  nun  die  beson- 
dere Eigenschaft,  dass  ihre  nochmalige  Anwendung  auf  den  aus  x  durch  die  Ab- 
bildung entstandenen  Punkt  x^  diesen  Punkt  wieder  nach  x  zurückführt  (und 
zwar  unter  Wahrung  seines  Gewichtes).  Diese  besondere  Verwandtschaft  ist  also 
involntorisch   und   heisst   (nach   H.  Wiener)    die    Spiegelung    am    Geradenpaar 

Ausser  dem  Falle  der  windschiefen  Perspektive  ergeben  sich  bei  zwei  Paaren 
gleicher  Hauptzahlen,  das  heisst,  bei  zwei  Doppelwurzeln  der  Gleichung  (10),  als 
weitere  Unterfälle  noch  die  beiden  Fälle,  wo  die  eine  Doppelwurzd  ein  Uaupt-  (6) 
gebiet  zweiter  und  die  andere  ein  Hauptgebiet  erder  Stufe  besitzt, 

und  wo   jeder  der   beiden  Doppehcurzeln    nur  ein   Hauptgebiet  erster  Stufe  (6) 
eugehört,  wo  also  der  zugehörige  Bruch  die  Form  hat 

und  andererseits  die  Form 

^  «Ol  «1>  «i»  «8 
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Im  eraten  dieser  beiden  Fllle  geht  jeder  l'unkt  der  Oeradeo  [a,  a,]  in  «ich  Ober, 
während  in  der  Geraden  [oo"]]  ^1"^  centriache  Schiebung  mit  dem  Zielpunkt«  o, 
erfolgt.  Im  zweiten  Falle  finden  in  beiden  Geraden  ceotriache  Schiebungen  st&tt, 
beziehlich  nach  den  Zielpunkten  a,  und  a, . 

Vierler  Havptfall:     Die  Gleichung  (10)   besitzt  eine  dreifache  Wursel, 
da«  heisst,  es  sind  drei  Hauptzahlen  des  Bruchei  ^  einander  gleich.    Er 
liefert  vier  TJaterfBüe: 
(7)  Ist  erstens   da»  cu  der   dreifachen  Wurzel  (6)  gehörende  Eaujtgehiet  wm 

dritter  Stufe,  ao  IKast  sich  (nach  Nr.  890)  der  Bmcb  auf  die  Form  bringen 


(28) 


,  6a,,  boj 


Durch  ihn  wird  jeder  Punkt  der  Ebene  «  —  [0,0,0^]  in  sein  b-faches  Terwandelti 
die  Ebene  a  gebt  also  punktweise  in  sich  Aber.  Es  bleibt  daher  auf  jeder  durch 
den  isolirt  liegenden  Doppelpunkt  a,  gehenden  Geraden  ausser  dem  Punkte  a, 
selbst  auch  noch  ihr  Schnittpunkt  1  mit  der  Ebene  tt  fest.  Eine  jede  solche 
Gerade  bleibt  somit  bei  der  Abbildung  q  ebenfalls  in  Ruhe,  wenn  anch  ihre 
Funkte,  mit  Ausnahme  der  beiden  genannten,  ihre  Lage  auf  ihr  vei^dem.  Die 
durch  diese  Eigenschaft  gekennzeichnete  EoUineation  heisst  centritdu  Perspektitt 
da  Raumes,  der  Funkt  a,  ihr  Mittelpunkt  und  die  Ebene  a  ihre  Spurebene  (vgl. 
Fig.  33). 


Auch  bei  der  centrischen  Perspektive  ist  wieder  das  Verhkltnisa  —  der 
beiden  Hauptzahlen  ein  für  die  Verwandtschaft  charakteristiBches  Doppel y erb ältnigs. 
Denu,  ist  jc  ein  beliebiger  Punkt  des  Raumes  und  (  der  Schnittpunkt  der  Mittel- 
punktsgeraden [a^a:]  mit  der  Spurebene  a,  so  lässt  sich  x  als  Vielfachensumme 
von  a„  und  (,  das  heisst,  in  der  Form 

X=^  ia^  +  tt 
darateilen.     Der  zugeordnete  Punkt  a'(|  wird  daher 
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und  man  erhält  somit  fQr  das  Doppe]yerhältni8s  der  vier  Punkte  a^^^  t,  x,  rci| 
wieder  den  Wertli 

[xt]  '   [xq.t]'  "■  b 
und  damit  den  Satz :  • 

Bei  der  centrischen  Perspektive  des  Baumes  ist  das  durch  den  Mittelpunkt, 
die  Spurebene  und  ein  Paar  zugeordnete  Punkte  bestimmte  Doppelverhältniss  koji- 
stant,  fiämlich  gleich  dem  Verhältniss  der  beiden  dem  Mittelpunkte  und  der  Spur- 
ebene  gugehörenden  Hauptzahlen. 

Auch  hier  wieder  bestimmt  dies  Doppelverhältniss  zusammen  mit  den  beiden 
Hauptgebieten  (dem  Mittelpunkte  und  der  Spurebenc)  die  Verwandtschaft  ein- 
deutig und  heisst  daher  (nach  W.  Fiedler)  die  Charakteristik  der  centrischen 
Perspektive.  Da  aber  wiederum  die  Charakteristik  festgelegt  ist  durch  Angabe 
zweier  zugeordneter  Punkte,  so  wird  die  centrische  Perspektive  auch  eindeutig 
bestimmt  durch  den  Mittelpunkt,  die  Spurebene  und  ein  Paar  zugeordneter 
Punkte,  die  noch  beliebig  auf  einer  durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Geraden 
angenommen  werden  dürfen. 

Will  man  eine  vollständige  Anschauung  von  der  Abbildung  der  centrischen 
Perspektive  gewinnen,  so  betrachte  man  noch  die  durch  sie  bewirkte  Umwandlung 
der  unendlich  fernen  Elemente  des  ersten  Systems,  das  heisst,  die  Lage  der  Flucht- 
ebene des  zweiten  Systems.  Dazu  bezeichne  man  den  mit  dem  Mittelpunkte  a^ 
der  Verwandtschaft  zusammenfallenden  einfachen  Punkt  mit  nt  und  einen  be- 
liebigen einfachen  Punkt  der  Spurebene  mit  t.  Dann  wird  der  unendlich  ferne 
Tunkt  g  der  Geraden  [mt]  dargestellt  durch  die  Differenz 

g  ^t  —  m; 

für  den  ihm  zugeordneten  Punkt  p  =  ^q,  {das  heisst,  den  Fluchtpunkt  der  Ge- 
raden [mt]),  erhält  man  also  den  Ausdruck 

p  :=»  gq  saht  —  am. 

Diese  Gleichung  aber  sagt  aus :  Dem  unendlich  fernen  Punkte  g  der  Mittelpunkts- 
geraden [mt]  wird  ein  Punkt  p  derselben  Geraden  zugeordnet,  welcher  das  Ge- 
radenstfick  zwischen  dem  Mittelpunkte  und  der  Spurebene  algebraisch  im  Ver- 
hältniss b  :  —  a  theilt,  das  heisst,  innerlich  oder  äusserlich  im  VerhSJtniss  der 
absoluten  Werthe  von  b  und  a,  je  nachdem  das  Verhältniss  b  :  —  a  positiv  oder 
negativ  ist.  Hieraus  folgt:  Die  Fluchtebene  n  des  zweiten  Systems  ist  der  Spur- 
ebene a  der  centrischen  Perspektive  parallel  und  theilt  den  Abstand  des  Mittel- 
punktes m  von  der  Spurebene  a  in  dem  angegebenen  Verhältniss.    Ist  also  zum 

Beispiel  die  Charakteristik  -^  positiv  und  zugleich  <  1 ,  so  liegt  die  Fluchtebene  w, 

vom  Mittelpunkte  der  Abbildung  aus  gerechnet,  jenseits  der  Spurebene  er,  und  ihr 
Abstand  von  dieser  Ebene  verhält  sich  zu  dem  des  Mittelpunktes  von  der  Spur- 
ebene wie  0  :  (b  —  a).  Der  ganze  Halbraum  jenseits  der  Spurebene  wird  dann  bei 
der  Abbildung  reliefartig  auf  die  Raumschicht  zwischen  den  parallelen  Ebenen  a 
und  7c  zusammengedrängt. 

Ist  der  Mittelpunkt,  die  Spur-  und  Fluchtebene  gegeben,  so  kann  man  zu 
jedem  Punkte  x  des  Raumes  den  zugeordneten  Punkt  xtn  konstruiren.  Man  lege 
dazu  durch  x  eine  beliebige  Gerade,  welche  die  Spurebene  a  in  y  schneide,  und 
konstruire  zu  dem  unendlich  fernen  Punkte  dieser  Geraden  den  zugeordneten 
Punkt  r,  indem  man  zu  der  Geraden  [yx]  durch  m  die  Parallele  zieht  und  diesse 

Orasimann,  Werke.    I.  S.  29 
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mit  der  Fluchtebene  n  zum  Durchschnitt  bringt.  Dann  ist  die  Gerade  [yz\  der 
Geraden  [yx]  zugeordnet  und  schneidet  daher  die  Gerade  \mx\  in  den  gesuchten 
Punkte  x^. 

Ist  die  Charakteristik  der  centrischen  Perspektive  gleich  —  1,  also  a  =  1 
und  b  «  —  1  oder  umgekehrt,  hat  der  Bruch  q  somit  eine  der  beiden  geometrisch 
gleichwerthigen  Formen 

(29)  q  « 


«0  1 

—  Ol» 

—  ««» 

—  «8 

und 

—  «0  »    «1  »    ««  »    «3 

«0» 

Ol» 

«t, 

«S 

«Ol     «l»    «1»    «3 

80  wird  die  centrische  Perspektive  involutorisch   und  heisst  (nach  H.  Wiener) 
Spiegelung  an  dem  Punkte  a^  und  der  Ebene  a. 
(8)  Ist  zweitens  das  der  Hauptzahl  b  zugehörige  Hauptgebiet  von  zweiter  Stufe, 

so  Illsst  sich  der  Bruch  l|  (nach  Nr.  390)  auf  die  Form  bringen 

(30)  Q  =  -^»'  ^**»  "^^  '  ^"*'J^^* 

«0»  «II  «II       «3 

wo  a'  eine  Vielfachensumme  von  a,  und  a,,  das  heisst, 

(81)  «'=fi«i  +  ^as 

ist.    Dieser  Bruch  q  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  der  in  ihm  enthaltene 


II 


Unterbruch" 


ha,  +a\   ha^,   ha^ 

<lo  = 


«II  «»  I         «8 

bildet  zwar  immer  noch  die  Ebene  [«la^as]  in  sich  ab,  lässt  auf  ihr  aber  nur 
die  Gerade  [a^a.^]  in  Ruhe;  diese  heisst  daher  die  Spurgerade  der  Ebene  [a^a^a^]. 
Jeder  Punkt  y  dieser  Ebene,  der  ausserhalb  der  Spurgeraden  [a^a,]  liegt, 
das  heisst,  jeder  Punkt 

für  welchen  l),  ^  ü  ist,  wird  durch  den  Bruch  q  übergeführt  in  den  Punkt 

y^  =  rti«i  +  ^««s  +  ^3«3)«i 

=  b(Q,  a,  4-  1)2  «•  +  ^3 «3)  +  ^1 «' 

«  by  +  Iha', 

also  verwandelt  in  sein  b-faches,  noch  vermehrt  um  ein  nicht  verschwindendes 
Vielfache^  des  Punktes  a'.  Ein  jeder  nicht  auf  der  Spurgeraden  liegender  Punkt  y 
der  Ebene  [n,  a,  a^]  wird  daher  auf  der  von  ihm  nach  dem  Zielpunkte  a  führenden 
Geraden  [ya']  verschoben  (vgl.  Fig.  34).  Eine  jede  solche  Zielgerade  [ya']  der 
Ebene  [aia^a^]  entspricht  somit  sich  selbst. 

Um  die  Grösse  der  Verrückung  des  Punktes  y  auf  seiner  Zielgeraden  [ya'] 
zu  bestimmen,  das  heisst,  seinen  Bildpunkt  yq  zu  konstruiren,  hat  man  nur  zu 
beachten,  dass  sich  je  zwei  einander  zugeordnete  Geraden  der  Ebene  [«,  a,a,] 
auf  der  Spurgeraden  [«sag]  schneiden  müssen.  Ist  daher  w  der  Punkt,  in  dem 
die  Gerade  \}ja^  die  Spurgerade  [a,  a^]  trifft,  so  wird  die  der  Geraden  [h'o,]  zu- 
geordnete Gerade  [«- .  «i  q]  die  Zielgerade  \}fa\  des  Punktes  y  in  dem  gesuchten 
Bildpunkte  y^  schneiden. 

Man  kann  daher  sagen:  Die  Punkte  der  Ebene  [«iAjös]  erfahren  eine  ceti- 
trische  Schiebung  in  der  Ebene  [oiü^a^]  mit  deni  Zielpunkte  a\  welcher  die  Schie- 
bungsrichtung einer  gewöhnlichen  Schiebung  vertritt  und  mit  der  Spurgeraden 
[flf^aa],  welche  die  Rolle  der  unendlich  fernen  Geraden  spielt. 

Eine  solche  centrische  Schiebuug  in  der  Ebene  ist  geometrisch  durch  Angabe 
der  Spurgeraden    und    der  Verrückung   eines    Punktes    eindeutig   bestimmt.     Die 
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centrische  Schiebung  geht  in  eine  gewöhnliche  Schiebung  Aber,  ^ 
element«  a,  und  a,  Strecken  sind. 

Damit  iit  die  in  der  Doppelebene  [a,a,a,]  erfolgende  Abbildung  erledigt. 
Die  EoUineation  besitzt  aber  noch  eine  zweite  Doppelebene,  nämlich  die  Ebene 
\a^a,a,}.  Denn  der  Bruch  q  oder 
der  in  ihm  enthaltene  Unterbriich 
an.,  bo,.  6a. 
■»..  «..  a, 
bewirkt  in  der  Ebene  [a^at"}] 
(wie  ans  der  anf  S.  448  f.  gegebenen 
Darstellung  der  euteprechenden 
Verwandtaohaft  des  Ranmes  un- 
mittelbar herrorgeht)  eine  een- 
trü^- Perspektive  Abbildung  mit 
dem  MiUdpunkle  a„,  der  ^pw- 
geraden  [0,0,]  und  der  Charak- 
teriOik  a  :  b.  Diese  Charakteristik 
wird  wieder  geometrisch  fest- 
gelegt, sobald  ausser  den  Doppel- 
elementen der  VerwBJidtschaft  q, 
noch  zu  einem  Punkte  u  der 
Ebene  [a.Oiajl  der  entsprechende 
Punkt  uq,  >»  uq  gegeben  iat. 
Dann  ist  zu  jedem  Punkte  e  der 
Ebene  sein  entsprechender  Funkt 
«q  linear  konstruirbar,  da  sieb 
die  Geraden  [ui]  und  [^^^  .  sqj 
in  einem  Punkt«  v  der  Geraden 
[0,0,]  scbneideo  mdssen. 

Kann  man  aber  lu  jedem 
Punkte  y  der  Ebene  [a,  o,  a,]  sein 
Bild  y%  und  ebenso  zu  jedem 
Punkte  z  der  Ebene  [ctg  0,0,]  sein 

Bild  2q  koustruiren,  ao  lässt  aich  auch  zu  jedem  beliebigen  Punkt«  x  des  Räume» 
der  entsprechende  Punkt  Xt{  angeben.  Bezeichnet  man  nämlich  den  Schnittpunkt 
der  Geraden  [xog]  und  der  Doppelebene  [f,  iii]]  mit  y  und  den  Schnittpunkt 
dar  Geraden  [xa,]  und  der  Dqjpelebene  [igOjOj]  mit  z,  bo  iat  der  Schnittpunkt 
der  Geraden  [a„.!/q]  und  [0,11.  ;q]  der  gesuchte  Funkt  x%  Die  Kollineation  q 
erscheint  also  gleichsam  als  eine  Art  Resultante  der  beiden  Abbildungen  q„  und  q, , 

Ist  endlich   drittens  das   zu   der   Haupteahl    b   gthöreniU   tiauptgebiti    von  {9) 
erster  Stufe,  so  hat  der  Bruch  q  (nach  Nr.  390)  die  Form 

tMx+3 V _^_+  K.  ^«a 


(32) 


q-- 


Er  bildet  zwar  immer  noch  die  Ebene  [a,a,a,]  in  sich  ab,  läset  aber  in  ihr  uur 
den  Punkt  a,  in  Kühe  und  ruft  1»  der  Geraden  [n,(i,]  eine  centriadie  S(Aiebung 
ntuA  dem  Zielpunktt:  a,  hervor  (vgl.  Fig.  36);  ausaerdem  aber  bewirkt  er  in  dieser 
Ebene  «ine  Abbildung  des  Strahlbüschels  mit  dem  Mittelpunkte  n,,  die  als  Pro- 
jektion der  Schiebung  einer  Puuktreihe  aufgefasst  werden  kann.   Multiplicirt  man 
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nämlicli  den  iweitao  und  dritten  Zähler  ddiI  Nenner  dee  Bruches  ^  äuRserlich 
mit  dem  in  aich  Obergehenden  Pnokte  o, ,  bo  findet  mau,  d&ss 

die  Strahlen      [a,  aj  und       [a,a,] 

in  die  Strahlen    6[a,<i,l  +  fl[a,o,]    und    h[a,a,] 

übergeführt    werden ,    welche 
? 12— ^Z ^ 


die  Scheine  der  Punkte 

ho,  -|-  ga,  und  ba,, 
vom  Punkt«  a,  aus  gesehen, 
darstellen.  Bezeichnet  umn 
aber  den  Brucfa,  der  die  obigen 
Neuner  a,  und  o,  in  die  eben 
genannten  Punkte 

ho,  +  ga,     und    ba, 
verwandelt,  mit  I,  setzt  also 

".■  <H  ' 

HO  bewirkt  1  eine  centrische 
Schiebung  in  der  Geraden 
[(I,  0,1  nach  dem  Zielpunkte  o,. 
Der  aus  t  durch  äussere  Er- 
*'  *  '*  Weiterung  mit  dem  Punkte  o, 

entstehende  Brach 

e  „  M«L?.]  +  B[°.«,].  "['».''.] 

welcher  die  durch  den  Bruch  q  vermittelte  kollineare  Abbildung  des  StrahlbQ schein 

mit  dem  Scheitel  (i,  aoal^tisch  ausdrückt,  stellt  ilaher  eine  „StiaJilbiischelschiebuitij" 
dar,  die  aus  der  centrischen  Schiebung  *  der  Geraden  [n,  o,J  durch  Projektion 
vom  Punkte  a,  aus  hervorgeht  und  also  den  Strahl  [o,  ii,J  zum  „Zielstrahl"  bat. 
Sie  ist  vollständig  festgelegt,  urenu  ausser  detu  Zielstrahl  [",a,|  noch  ein  Paar 
BUgeordnele  Strahlen  gegeben  sind,  etwa  die  beiden  Strahlen,  die  den  Punkt  a, 
und  seinen  zugeordneten  Punkt  "i  q  —  ba,  -|-  gii,  -|-  ija^  von  o,  aus  projiciren. 
Die  beiden  Schiebungen  in  der  Punktreibe  a, ,  a,  und  dem  Strahlbüachel  mit  dem 
Scheitel  ii,  stehen  zu  einander  in  der  Beziehung,  daes  der  Träger  des  einen 
(lebildea  (das  heltsst  der  Punktreihe  oder  des  Strahl büscbela)  das  Zielelemeut  des 
andern  ist.  Sie  bestimmen  zuaiimmen  mit  der  Lage  der  beiden  Eugeordneten 
Punkte  (1,  uud  a,  q  die  Abbildung  der  Ebene  [", ",  a,  |  eindeutig.  In  der  That 
findet  man  zu  einem  beliebigen  Punkte  i/  dieaet  Ebene  den  entsprechenden  Punkt 
^q,  indem  man  die  Gerade  \ya,\  mit  der  Geraden  [a,u,]  achneidet,  zu  dem 
.Schnittpunkte  ii  den  entsprechenden  Punkt  uq  in  der  Punktreihe  o,,  o,  aufsucht 
und  schliesslich  die  Gerade  |ti,  q  .uq|  mit  demjenigen  Strahle  zum  Durchschnilt 
bringt,  in  den  der  Strahl  [aji/|  durch  die  Strahlbüschel  Schiebung  übergefabrt  wird. 
Will  man  schliesslich  zu  einem  beliebigen  Punkte  x  des  Raumes  aein  Bild 
zq  konatruiren,  so  ]>rojicire  mau  den  Punkt  x  vou  dem  Doppelpunkte  <i„  aus 
durch  den  Strahl  \a„x\  und  von  der  Doppel  geraden  [a,aj]  aus  durch  die  Ebene 
In.Oyir],  dua  heis»t,  man  faaae  den  Puukt  j:  auf  als  Durchschnitt  dea  dem  Sliivlil- 
biindel  uiit  dem  Seheitel  ii,,  iiiigehüiendi'u  Strahles  |ii„,t]  und  der  dem  Ebeueu- 
hiiaciicl  mit  der  Axe  [<i.n,]   uiigidijirenden  Ebene   [a,a^a'l.     Konatniirt  raan  dann 
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zu  jenem  Strahl  und  dieser  Ebene  die  zugeordneten  Grebilde,  so  ist  ihr  Schnitt- 
punkt der  gesuchte  Funkt  xi^. 

Die  Transformation  des  Strahlbündels  mit  dem  Scheitel  Uf,  ist  nun  aber 
nichts  anderes  als  die  Projektion  der  oben  (S.  451  f.)  betrachteten  Abbildung  in 
der  Ebene  [a,  0,08]  ^^™  Punkte  a^  aus,  und  die  Verwandtschaft  im  Ebenenbüschel 
mit  der  Aze  [0,09]  lässt  sich  auffassen  als  Projektion  einer  leicht  angebbaren 
projektiven  Transformation  der  Punktreihe  Oq,  Oj  von  der  Geraden  [o^as]  aus. 
Da  nämlich  die  Grerade  [0,03]  eine  Doppelgerade  der  Eollineation  ist,  so  folgt, 
wenn  man  die  beiden  ersten  Nenner  und  Zähler  des  Bruches  q  mit  dem  Produkte 
[o,  O3]  multiplicirt,  dass  die  Ebenen 

[«0Ö1Ö3]     ^^^     [fli^jöa] 

des  Ebenenbüschcls  durch  die  Verwandtschaft  ^  in  die  Ebenen 

nfflortjOg]     und     b[aiajaj] 

übergeführt  werden.    Dadurch  aber  ist  die  Abbildung  des  Ebencnbüschels  bestimmt, 
denn  sie  erweist'  sich  als  die  Projektion  der  durch  den  Bruch 


i 


«0 »    «1 


bewirkten  Umwandlung  der  Punktreihe  Oq,  a^  von  der  Axe  [«,03 J  aus. 

Die  Konstruktion  des  dem  Punkte  x  zugeordneten  Punktes  xtn  gestaltet  sich 
daher  folgendermassen:  Man  schneide  die  Gerade  [a^x]  mit  der  Doppelebene 
[OiOjCg]  in  y  und  suche  zu  y  den  entsprechenden  Punkt  yq  auf  (nach  der  Vor- 
schrift von  S.  452).  Femer  schneide  man  die  Ebene  [0,0,0;]  mit  der  Geraden 
[OoO,]  in  z  und  konstruire  zu  z  den  durch  den  Bruch  t  zugeordneten  Punkt  zt 
Dann  schneidet  die  Gerade  [a^  .  yi\\  aus  der  Ebene  [0,03  .  zt]  den  gesuchten 
Punkte  xt^  aus. 

Fünfter  Haupt  fall:  Die  Gleichung  (10)  besitzt  eine  vierfache  Wurzel, 
das  heisst,  es  sind  alle  vier  Hauptzahlen  des  Bruches  f|  einander  gleich, 
etwa  gleich  a,  wo  übrigens  wegen  (11)  a,  da  es  zugleich  reell  sein  muss,  noth- 
wendig  den  Werth  -f-  1  oder  —  1  haben  wird.    Hier  bieten  sich  fünf  Unterfölle: 

Ist  erstens  das  zu  der  vierfachen  Wurzel  a  gehörende  Hauptgebiei  von  vierter  (10) 
Stufe,  60  hat  der  Bruch  q  die  Form 

^  ^  rto,     a,,     Oa,      03  ' 

und  verwandelt  somit  überhaupt  jeden  Punkt  des  Raumes  in  sein  a-fachet>.    Die 
Eollineation  wird  also  zur  vollständigen  Deckung  beider  Systeme. 

Ist  zweitens  das  zur  Hauptzahl  a  gehörende  Hauptgebiet  von  dritter  Stufe,i^^) 
so  lässt  sich  der  Bruch  q  auf  die  Form  bringen 

^  (^a^,  +  a\  aa^,  aa^ ,  a a^ 

«0)  flu       «t,       «J   ' 

wo 

(35)  0'=  öo,  +  ^o,  +  Icfj 

ist.    Er  lässt  die  Ebene  [010,03]  punktweise  in  Ruhe  und  verwandelt  einen  be- 
liebigen Punkt 

ausserhalb  dieser  Ebene  in  den  Punkt 

xq  ^  ax  +  jo«'» 


bewirkt    »Iko   (vgl.   die   cnUpr 
Schiebung  ihx  Kaume-t  mit  dt» 


{86t 


hi'iidc  Entwi<.'keluiig  auf  S.  460)  eine  eenlriKhe 
Zielpunkte  a'  und  der  Spurebent  [OiO^a,}  (Tgl. 
Fig.  86).  8i«  wird  Eur  ge- 
wOlmUcben  Schiebung,  lo- 
bald  <r, ,  0, ,  a^  Strecken  sind, 
wenn  alio  der  Zislponkt 
durch  eine  Richtnng  und  die 
Spurebene  durch  die  unend- 
lich  ferne    Ebene   rertreten 

In  dem  dritten  Falle, 
wo  dag  !ur  HaupttaM  a 
gfhörtndt  Uauptgebiet  von 
zweiter  Stufe  ist,  sei  lunäeM 
der  Sonderfall  betrachtet, 
daes  der  Bruch  q  die  Fonn 
38.  besitzt 

ofl.  +  <i';. j>nj  +  «:",  -><».< „0^ 


(37)  «■■  — fl«i  +  5«j     und     ii'"'- In,  +  Uj 

i«t,  wo  also  die  Punkte  a"  und  a'"  beide  dem  Hanptgebiete  iweiter  Stufe  [a^a,} 
angehören.  Durch  diesen  Bmch  werden  die  Punkte  der  Geraden  U  =>  [idO,]  in 
die  Punkte  der  Geraden  V  —  {(ong  -|-  a")(aa,  -|-  a'")!  Bbergeffihrt,  während  die 
Gerade  W  =  |n,a,]   punktweise  in  Ruhe  bleibt  (vgl.  Fig.  33). 


Um  den  Punkt  xu  bcstimmeD ,  in  den  ein  beliebiger  Punkt  j;  den  Raumes 
übergeht,  lege  man  durrh  ihn  und  die  ,,Spurgeradc"  W  die  Kbene  |  ^^  ^^"'1. 
welche  die  licradcn  ('  uml  V  in  doii  Punkten  «  und  p  schneiden  mag.  Dann  wird 
dein  Punkte  u  durch  den  Bruch  q  der  Punkte  zugewiesen;  denn  setzt  man  noch 
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das  heisst,  der  Punkt  uq  liegt  auf  einer  Geraden,  die  durch  u  geht  und  die  Ge- 
rade W '=^  [a^d^] -~  [a"  a'"]  schneidet.  Er  liegt  aber  andererseits  auf  der  Ge- 
raden F,  da  diese  der  Geraden  ü  zugeordnet  ist,  und  ist  somit  wirklich  der 
Punkt  V,  Setzt  man  femer  noch  Uoa"+  Uia"'=  w,  wo  dann  also  w  den  Schnitt- 
punkt der  Geraden  [uv]  und  W  darstellt,  so  erhält  man  fär  die  durch  den 
Bruch  ^  bewirkte  Abbildung  der  Ebene  £  die  Darstellung 


9 


au  +  t(7,  aa^^  aa^ 


w,        a,,      tta 

wo  w  eine  Yielfachensumme  von  a''  und  a"\  somit  auch  von  ^7^  und  a^  ist. 
Nach  S.  450  erfährt  daher  diese  Ebene  eine  centrische  Schiebung  in  sich,  die  den 
Punkt  w  zum  Zielpunkte  und  die  Gerade  W  zur  Spurgeraden  hat  imd  den  Punkt  u 
in  den  Punkt  v  überfährt.  Alle  Ebenen  £  »  [^^]f  ^  denen  eine  solche  cen- 
trische Schiebung  erfolgt,  bilden  ein  Ebenenbüschel  mit  der  Axe  W,  und  während 
sich  die  Schiebungsebene  £  um  die  Axe  des  Büschels  dreht,  rückt  ihr  Zielpunkt  w, 
der  aus  W  durch  die  yeränderliche  Gerade  [uv]  ausgeschnitten  wird,  auf  der 
Geraden  W  fort.  Die  sämmtlichen  Zielgeraden  [xic']  bilden  daher  ein  lineares 
Strahlsystem  in  demjenigen  linearen  Komplex,  welcher  durch  die  Geraden  CT,  V 
als  konjugirte  Gerade  und  die  Gerade  W  als  Eomplexgerade  bestimmt  wird.  Man 
erhält  das  Strahlsystem  aus  dem  Komplex,  wenn  man  aus  ihm  alle  die  Komplex - 
geraden  entnimmt,  welche  die  feste  Gerade  W  schneiden. 

Die  auf  diese  Weise  gekennzeichnete  Abbildung  des  Baumes  möge  als  wind- 
schiefe Schiebung  bezeichnet  werden. 

Es  bleibt  sodann  noch  der  vierte^  allgemeinere  Fall  zu  behandeln,  in  dem  (13) 
das  zur  Hauptzahl  a  gehörende  Hauptgebiet  zwar  immer  noch  von  zweiter  Stufe  ist 
der  Bruch  q  aber  die  Form  hat 

wo  wieder 

(89)  a"  =  g«,  +  ^a,     und     a'"  =  f«,  -\-  la.^ 

ist.  Bei  dieser  KoUineation  bewirkt  der  durch  Abscheidung  des  ersten  Nenners 
und  Zählers  hervorgehende  „Unterbruch" 

eine  centrische  Schiebung  der  Ebene  [a^a^a^],  welche  den  Punkt  a'"  zum  Ziel- 
punkte und  die  Gerade  [0,03]  zur  Spurgeraden  hat  Von  der  ausserhalb  dieser 
Ebene  erfolgenden  Abbildung  des  Raumes  erhält  man  eine  Vorstellung,  wenn  man 
noch  die  Umwandlung  des  Ebenenbüschels  mit  der  Axe  [csas]  ins  Auge  fasst. 
Diese  Umwandlung  lässt  sich  als  eine  „Ebenenbüsclielschiebung'*  bezeichnen,  da 
sie  als  Projektion  der  Schiebung  einer  Punktreihe  betrachtet  werden  kann. 
Multiplicirt  man  nämlich  die  beiden  ersten  Nenner  und  Zähler  Ton  q  äusserlich 
mit  dem  Produkte  der  in  Ruhe  bleibenden  Punkte  a,  und  a,,  so  findet  man,  dass 
die  Ebenen  [a^a^a^]  und  [a^a^a^]  in  die  Ebenen  a[aoa,aj,]  +  f[«i«i«»]  und 
a[aia,a/J  übergehen,  durch  welche  die  Punkte  q«(,  +  f«i  ^^^  ^«1  ^on  der  Axe 
[«»«al  s-us  projicirt  werden.    Nun  stellt  aber  der  Bruch 

o«o  +  f«i»  fl«i 


0  = 
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eine  ceniriHche  Schiebung  der  Punkireihe  a^  ,  a,  nach  dem  Zielpunkte  a,  dar, 
folglich  ruft  der  Bruch  i|  (vgl.  die  Entwickelung  auf  S.  452)  in  dem  Ebenenbüschel 
mit  der  Axe  [tt,a,]  eine  Schiebung  hervor,  welche  die  Projektion  dieser  centri- 
Hchen  Schiebung  in  der  Geraden  [rio^t,]  ist,  welche  also  insbesondere  die  Ebene 
[ri,a,  a,J  zur  „Zielebene"  hat.  Diese  Ebenenbüschelschiebung  bestimmt  zusammen 
mit  der  centrischen  Schiebung  der  Ebene  [»lOfa^]  die  betrachtete  Eollineation 
des  Räumen  eindeutig.  Der  punktweise  in  sich  übergehenden  Punktreihe  o,,  o, 
dualistisch  entsprechend,  enth&lt  die  Verwandtschaft  i|  übrigens  auch  noch  ein 
ebenenweise  in  Hieb  übergehendes  Ebenenbüschel,  dessen  Axe  durch  die  Gerade 
|a,a'']  gebildet  wird  und  also  den  Träger  [a^a^]  jener  Punktreihe  schneidet,  was 
»ich  wieder  leicht  durch  die  Methode  der  äusseren  Erweiterung  des  Bruches  i| 
beweisen  lässt. 
(14)  In  dem  fünften  und  letzten  Falle,  wo  das  zur  Hauptzahl  a  gehörende  Haupt- 

(feinet  von  erster  Stufe  ist,  lässt  sich  der  Bruch  i|  auf  die  Form  bringen 

(4UJ  if   *^  '     "~ '  ■  —  " • 

«0»  «II  ö>»  «» 

Kr  bewirkt  in  der  Geraden  [<'sa|]  eine  centrische  Punktreihenschiebung  mit  dem 
Zielpunkte  a^,  in  der  Ebene  [dj  ri,ci,]  eine  Strahlbüschelschiebung  mit  dem  Scheitel 
ttj  und  dem  Zielstrahl  [a,a,],  und  endlich  im  Räume  eine  Ebenenbüschelschie- 
bung mit  der  Axe  [a,a,]  und  der  Zielebene  [a^a^a^]. 

Mit  diesen  14  Fällen  sind  die  Eollineationen  des  Raumes  erschöpft,  welche 
sich  nur  durch  das  Auftreten  einfacher  oder  mehrfacher  Hauptzahlen  und  die 
Stufe  der  zugehörigen  Hauptgebiete  unterscheiden.  Es  ist  beachten swerth ,  dass 
diese  14  Fälle,  welche  die  Methode  von  Nr.  390  ungezwungen  ergiebt,  abgesehen 
von  dem  Falle  (10)  der  vollständigen  Deckung,  mit  den  13  Fällen  übereinstimmen, 
welche  von  Staudt  in  seinen  Bnträgen  zur  Geometrie  ehr  Lage  (Drittes  Heft, 
Nürnberg  1860,  S.  328  und  ff.)  aus  einem  andern  Principe  entwickelt  hat*). 

Kino  besondere  Behandlung  erfordern  schliesslich  noch  diejenigen  speciellen 
KoUincationen,  bei  denen  der  unendlich  fenie  Kugelkreis  oder  auch  nur  die  unend- 
lich forno  Ebene  oine  ausgezeichnete  Stellung  einnimmt,  das  heisst,  die  Ver- 
wandtschaften der  Koi^grueuz  und  Symmetrie,  der  Aehnlichkeit  und  Afünität. 

Kongruenz.  Um  den  Fall  kongruenter,  das  heisst,  durch  Bewegung  in  ein- 
ander überführbarer  räumlicher  Systeme  erschöpfend  behandeln  zu  können,  wird 
es  nöthig,  noch  einmal  auf  die  ursprüngliche  Form  (1)  des  Bruches  i|,  also  auf 
die  Darstellung 

(41)  q  =  , 

^0»     'l»     ^2»     ^3 

/iUrückzugreifen.  Ein  solcher  Bruch  wird  die  Beziehung  zweier  kongruenten 
Systeme  darstellen,  wenn  der  erste  Nenner  r„  und  der  erste  Zähler  6(,  einfache 
Punkte  sind ,  und  die  drei  letzten  Nenner  und  Zähler  q ,  e^ ,  e^  und  5, ,  6, ,  b^ 
zwei  gleichsinnige,  einfache  Normalsysteme  je  dreier  Strecken  bilden.  Setzt  man 
dann  wieder  das  äussere  Produkt  aller  vier  Nenner 

*)  Diese  Bemerkung  verdanke  ich  meinem  Freimde  H.  Wiener,  dem  ich 
überhaupt  für  manche  werth  volle  Anregung  bei  der  Abfassung  dieser  Anmerkung 
verpflichtet  bin.  H.  Grassmann  d.  J. 


^0»   ^,  ^«»   &s 
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(46) 


(42)  h^i'',^8]  =  +  l» 
80  wird  auch  das  entsprechende  Produkt  der  Zähler 

(43)  [boh^bM^  +  1, 
und  also  auch  der  Potenzwerth  des  Bruches  i| 

(44)  [q^]=-  +  i; 

ferner  wird 

(45)  [&i^M  =  [^i^t^«]- 

Endlich  lassen  sich  die  b^  aus  den  e,.  durch  Gleichungen  von  der  Form  ableiten 

(bo^e^  +  \ie^  +  h^y^  +  h^y^ 
b,  ==  h^y^  +  h^y^  +  bi  563 

^3  =  &8,i^i  +  63,2^2  +  ^3,8^3» 

in  denen  die  Ableitzahlen  h^  ^  (Ä;  «=  1,  2,  3)  die  Projektionen  der  Strecke  6,,  —  e^ 
auf  die  Nennerstrecken  f ^  und  die  b,.  ^  (i,  X;  —  1 ,  2 ,  3)  die  Richtungscosinus  der 
Zählerstrecken  b.  gegen  die  Nennerstrecken  e^  sind.  Hieraus  folgt  dann  noch, 
dass  sich  umgekehrt  die  Nennerstrecken  durch  die  Zählerstrecken  ausdrücken 
vermöge  der  Gleichungen 

Ie,  «  b,  i»!  +  bj  162  +  bg^i^j 
^«  =  ^1,2^  +  ^2,2^  +  ^2^3 
^8  +  ^,8^  +  ^2,8*2  +  ^3,3^8» 

deren  KoefBcienten  aus  denen  der  drei  letzten  Gleichungen  (46)  durch  Transposi- 
tion hervorgehen. 

Um  die  Doppelelemente  der  Verwandtschaft  zu  ermitteln,  berücksichtige 
man,  dass  durch  den  Bruch  i|  die  unendlich  fernen  Elemente  (Strecken)  wieder  in 
unendlich  ferne  Elemente  (Strecken)  verwandelt  werden,  dass  also  die  unendlich 
ferne  Ebene  koUinear  in  sich  übergeführt  wird.  Man  bestimme  daher  zunächst 
diejenigen  drei  Doppelelemente  der  Verwandtschaft  i|,  welche  der  unendlich  fernen 
Ebene  angehören,  das  heisst,  diejenigen  Strecken,  die  durch  die  Verwandtschaft  i| 
höchstens  um  einen  Zahlfaktor  geändert  werden,  welche  also  der  Gleichung  genügen 

aq  =s  ra    oder    0  =  a{x  —  q). 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  a  =»  öi  <*!  +  Oj  ^j  +  ös  e^ ,  so  verwandelt  sie  sich  in 

0  «  a,  .  Ci (r  —  q)  +  0,  .  e,(r  —  q)  +  03  .  ^3(c  —  q) 

«  0,  (re,  —  6,)  +  o,(rf,  —  6,)  +  aj(re,  -  63) 
oder  in 

[(t^i  -  ^) (r^*,  —  6,)  (rc,  —  bj]  «  0, 
das  heisst,  in 

(48)  Vor»  -  Vit' +  Vit- 73  =  0, 

wo  die  KoefBcienten  y^,  y, ,  y,,  y,  unendlich  ferne  Flächentheile  darstellen;  denn 
es  wird 

Vo  —  [^i  ^»  «s] 

yi  «  [&i  ^j ^]  +  h  ^ ^3]  +  [^1  ^ M  -(\i+K2  +  \ 3) [^1  ^f  ^s]      [Gl-  46] 

y«  -  h^M+[^^,&3]  +  [^&,^8]  '  (^,1  +  B,,2  +  J>3,3)[^^i&.]     [Gl. 47] 

73  =  [^^tM- 


(49) 
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Wegen  (45)  sind  nun  aber  die  symmetri sehen  Koefficienten  gleich  gross,  n&mlich 
y,^  ^  y^  und  y^  — '  Vi .  Dividirt  man  daher  noch  die  Gleichung  (48)  mit  dem 
Flächeniheil  y^^,  wodurch  sie  sich  in  eine  Zahlglcichung  verwandelt,  und  stellt 
zugleich  die  symmetrischen  Glieder  zusammen,  so  erhält  man 

t^  -  1  —  ^*  r(r  -  1)  «  0, 
oder  wegen  (49) 

(60)  r»  -  1  -  (b,^i  +  \^  +  \^)  r(t  -  1)  =-  0. 

Diese  Gleichung  besitzt  die  Wurzel  r,  =  1.  In  dem  zugehörigen  Hauptgebiete 
erster  Stufe  sei  a,  eine  Strecke  von  der  Länge  1 ;  dann  wird  also  a^^  =»  a^^  das 
heisst,  die  Strecke  a,  wird  unter  Wahrung  ihrer  Länge,  ihrer  Kichtung  und  ihres 
Sinnes  in  sich  übergeführt. 

Die  beiden  andern  Wurzeln  der  Gleichung  (50)  ergeben  sich  aus  der  nach 
der  Division  mit  t  —  1  verbleibenden  Gleichung 

t«  +  t  +  1  -  (b,,i  +  b,,,  +  b,,3)t  =  0, 

das  heisst,  aus  der  Gleichung 

(61)  t*  -  (b,,,  +  b,^,  +  b,,5  -  1)  t  -f  1  -  0. 

Diese  ergicbt  die  Werthe 

(62)    r  =.  I  (b,,i  +  b,,,  +  b,,,  - 1  ±  v^(b;;,  +  \i^-  b,,3-- 1)^—4) ; 

man  erhält  also,  da  bj  ^  -f  b^  ^  +  ^s  8  ^^^^  grösser  als  3  sein  kann,  für  x  reeUe 
Werthe,  wenn  entweder 

(68>  b^  ,  +  b^  2  +  ^3,3  =*  ^» 

oder 

W  ^i4-b2^2  +  &3,3^-l 

ist. 

Im  trstfn  Falle  sind  die  Richtungscosinus  b,  j,  622»  bg  3  nothwendig  alle 
drei  gleich  +  1»  "Ji<^  ^s  fallen  daher  die  drei  Axenrichtungen  des  ersten  Systems 
mit  denen  des  zweiten  zusammen.  Femer  werden  dann  auch  die  beiden  Haupt - 
zahlen  r^  und  tg  gleich  +  I-     I^^r  Bruch  l|  hat  somit  die  Form 


(56^  q  = 


foy   ^n   «2»   ^s 


WO  die  Strecken  a, ,  a^ ,  a^  ein  einfaches  Normalsystem  bilden.  Er  lässt  eine  jede 
Strecke  des  Raumes  nach  Länge,  Richtung  und  Sinn  unverändert  und  stellt  also 
eine  blosse  Schiebung  dts  Raumes  oder  die  völlsiäyidige  Deckung  dar,  je  nachdem 
^0  ^  '0  oder  =  €q  ist. 

Um  den  zweiten  Fall  übersehen  zu  können,  bemerke  man  noch,  dass  sich  an 
den  Hauptzahlen  und  Hauptgebieten  des  Bruches  q  nicht«  ändern  kann,  wenn 
man  (nach  Nr.  380)  als  Nenner  des  Bruches  anstatt  der  drei  Strecken  r,,  r, ,  t\^ 
irgend  ein  anderes  gleichsinniges,  einfaches  Normalsystem  einführt.  Man  wähle 
nun  statt  der  Strecke  e^  die  Strecke  ^i,,  die  nach  dem  Obigen  in  sich  übergeführt 
wird.  Dann  wird  der  zugehörige  neue  Zähler  ebenfalls  gleich  a,.  Behält  man 
daher  für  die  Ableitzahlen  der  neuen  Zähler  aus  den  neuen  Nennern  die  alt^n 
Bezeichnungen  bei,  so  wird  bj  j  =  +  1,  während  bj  ^  und  b,  g  gleich  Null  sind. 
Nun  ist  aber  der  kleinste  Werth,  den  die  Grössen  bg  2  ^°^  ^s  3   annehmen  können, 
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gleich  —  1;  bei  der  von  uns  getroffenen  Wahl  des  Systems  der  Nenner  kann 
daher  die  oben  auftretende  Summe  ^i  i  +  bg  2  "t"  ^s  3  öherhaupt  nicht  kleiner 
werden  als  —  1,  das  heisst,  in  der  Vergleichung  (54)  hat  nur  das  Gleichheits- 
zeichen einen  geometrischen  Sinn.  Ihm  gehört  aber  die  Doppelwurzel  t.^  =*  tg  =  —  l 
ZU;  und,  da  diese  nur  eintreten  kann,  wenn  b^  g  =  bj  3  =  —  1  ist,  wenn  also  die 
zu  den  beiden  letzten  Nennern  gehörenden  Zählerstrecken  sich  von  ihren  Nenner- 
strecken nur  dem  Sinne  nach  unterscheiden,  so  hat  in  diesem  Falle  der  Bruch  ^ 
die  Form 
(66)  q  «  ^0.  «1,   -«»1    ~«. 

^0»     «M  «t»  «J 

und  fahrt  eine  jede  Strecke  des  Raumes  in  diejenige  Strecke  über,  welche  hervor- 
geht, wenn  man  das  ganze  System,  dem  sie  angehört,  um  eine  Axe  mit  der  Rich- 
tung a,  eine  halbe  Umdrehung  beschreiben  lässt. 

Mit  diesen  beiden  Fällen  sind  die  Möglichkeiten,  unter  denen  r,  und  x^  reell 
sein  können,  erschöpft;  in  allen  andern  Fällen  sind  r,  und  tg   konjugirt  komplex. 

Aber  auch  dann  kann  man  die  durch  den  Bruch  ^  bewirkte  Umwandlung 
der  Strecken  des  Systems  leicht  übersehen.  Nach  Nr.  161  lässt  sich  nämlich  aus 
dem  einfachen  Normalsysteme  a,,  e,,  ^3  das  einfache  Normalsystem  a,,  &,,  h^ 
durch  eine  einzige  circuläre  Aenderung  ableiten,  und  nach  Nr.  156  muss  diese 
circuläre  Aenderung  positiv  sein,  da  nach  Gleichung  (45)  die  kombinatorischen 
Produkte  der  Grössen  beider  Normalsysteme  einander  gleich  sind.  Folglich  be- 
sitzen (nach  Nr.  154)  die  Ausdrücke  für  die  Strecken  5,  und  b^  die  Form 

6,  =  e,  cos  b  +  ^3  sin  b    und    &g  =  Cg  cos  b  —  r,  sin  b, 
und  es  wird 

^2,8  =^3,3  =  ^'Ö»^- 

Die  Gleichung  (52)  geht  also  über  in  r  =»  cos  b  +  t  sin  b  und  der  Bruch  ^  nimmt 
die  Gestalt  an 

.^_.  60 1  ''i »  ^t  cos  b  +  ^8  sin  b,  e^  cos  b  —  e,  sin  b 

(57)  q  = 


^0 »  ^1 »  'i  t  ^3 


Er  bewirkt  eine  Drehung  aller  Strecken  des  Raumes  um  die  Strecke  a,  als  Axe 
und  den  Winkel  b  als  Drehwinkel.  Der  Sinn  dieser  Drehung  stimmt  mit  dem 
des  rechten  Winkels  /_  (^,(3)  überein  oder  nicht,  je  nachdem  der  Drehwinkel  b 
positiv  oder  negativ  ist. 

Dieser  Fall  der  Drehung  um  einen  Winkel  b  umfasst  auch  die  beiden  schon 
im  voraus  behandelten  Fälle  reeller  Hauptzahlen ,  welche  sich  aus  ihm  für  b  ■=  0 
und  b  =»  «  ergeben,  und  es  bewirkt  ddfur  überhaupt  jede  kongruente  Umwandlung 
eims  räumliclien  Systems  für  seine  Strecken  nur  eine  Drehung  um  eine 
gewisse  Axe. 

Um  aber  auch  die  Lagenänderung  der  im  Endlichen  liegenden  Systempunkte 
zu  ermitteln,  wird  es  nöthig;  auch  noch  die  vierte  Hauptzahl  to  des  Bruches  q  zu 
bestimmen.    Dazu  hat  man  auf  die  auf  S.  441  entwickelte  biquadratische  Gleichung 

(10)  t*  -  4Lq]t'  +  6[q^r«  -  4[q^r  +  [q*]  =  0 

zurückzugreifen.  Sie  ist  im  Falle  kongruenter  Systeme  eine  reciproke  Gleichung. 
Denn  es  ist  zunächst  (nach  Gl.  44)  [q*]  =  1 ;  aber  andererseits  ist  auch  4[q']  =*  4[q]. 
In  der  That  wird 

(58)  4[q]  =  4.{^e,e,e,e^-\  -  le^e^e^b,]  +  •  •  •  +  {Ke^e^e,]    [Nr.  506,  504] 

=  &3.3  +  ^2,2  +  \i  +  ^  [Gl.  46,  42], 
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(69,  4[*'l  -  4[<V„*>,f,.,l  =  l<'„6,6,6,1  +  •  •  •  +  [b„b,b,e,]     [Nr.  506,  604] 

-  1  4-  b.j  +  b,_,  +  b,,s       [Gl-  *5,  42,  47,  43]. 
Die  Gleichung  (10)  nimnil  daher  die  Form  an 


oder 

oder 

(60) 


X*       4H]t'  +  6[<'Jt'-4HJt+l  -0 
<:'  +  /.  -4111  {t+   i)+6lV]-0 

(r+    J)'-*[<l](t+    J)-2-6H'l. 


Hier  läH8t  sich  dann  auch  noch  die  rechte  Seite  durch  [|||  ausdrücken;  es  wird 
nftmlich 

(61)  6|i|»J  -  6|qVof,f,f,J  ^  ko^i^^al  +  ko&,e,6,J  +  |r,6,6,f,] 

-  HKl  +  \2  +  h^)         (^'1-  *7,  46,  46,  42,  43) 

-  2(4[i|J  ~  1). 

Man  erhält  somit  für  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (60)  den  Werth 

2-6[q*|  =  4-8[i|J. 
1 


Setzt  man  daher  noch  r  4* 


i^,  80  verwandelt  sich  die  Gleichung  (60)  in 


«»-4[i|]«=-4-8[qJ 

und  orgiebt  also  für  9  die  Werthe 

A    o 

»j  —  - 1 

i,  =  4[i||  -  2  =  b,^,  +  b,_j  +  b,,,  -  l . 

Für  die  gesuchten  vier  Wurzrln  «ler  biquadratischen  Gleichung  (^60)  bekommt  man 
demnach  die  beiden  quadratischen  Gleichungen 

r  +   ^   =  2 
r 

und 
das  heiHHt,  die  Gleichungen 


(62) 


'r*  —  2t  +  1  =«  0 
und 

vf)n  denen  die  zweite  mit  (51)  genau  übereinstimmt  und  wieder  die  alten  Wurzel- 
werthe  t^  und  r,  ergiebt.  Die  erste  Gleichung  liefert  neben  der  schon  oben  ge- 
fundenen Wurzel  r,  =  1  auch  für  die  vierte  Wurzel  den  Werth  r©  =  1.  Bei  der 
Aufsuchung  des  zu  der  Doppelwurzel  r,,  =  r,  =  1  gehörigen  Hauptgebietes  hat 
man  daher  nach  der  Methode  von  Nr.  31)0  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 

EhHct'dtr  ergiebt  sich  für  diese  Doppelwurzel  ein  Hauptgthiet  zweiter  Stufe, 
indem  ausser  der  Strecke  a^  auch  noch  ein  im  Endlichen  liegender  Punkt  a^,  ohne 
Hinzutreten  eines  Zahlfaktors  in  sieh  übergeführt  wird.  In  diesem  Falle  bleibt 
dann  die  ganze  Gerade  [^'„^',1  punktweise  in  Kühe,  und  der  Bruch  q  hat  die  Fom^ 


(63) 
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Oq ,  «1,  e^  cos  b  +  e,  sin  b,  e^  cos  b  —  e,  sin  b 


wo  die  Strecken  Cj,  f, ,  Cg  ein  einfaches  Normalsystem  bilden.  Der  Bruch  i|  be- 
wirkt also  eine  Drehung  des  Systems  um  die  Axe  [a^a^]  und  den  Winkel  b. 
Dabei  ist  auch  der  Fall  vollständiger  Deckung  beider  Systeme  (für  b  =»  0)  mit 
eingeschlossen. 

Oder  aber  das  Wurzelpaar  to  «=  r,  =  1  besitzt  nur  ein  Hauptgebiet  erster 
Stufe.  Dann  gehört  dieses  Hauptgebiet  nach  S.  458  sicher  der  unendlich  fernen 
Ebene  an.  Ist  daher  wieder  Oj  eine  Strecke  von  der  L&nge  1  in  diesem  Gebiete» 
so  lässt  sich  der  Bruch  q  nach  Nr.  390  auf  die  Form  bringen 

(64)  a  =  "°-"^  ^ -^  -  "^'—  ^Q^^  +  ^sS^^^i  ggcosb  — e,  sin  b 

Er  verschiebt  einen  jeden  Punkt  der  Geraden  [Oo«i]  "^  die  Strecke  g«,.  Jeder 
andere  Punkt  des  Raumes  erleidet  ausser  einer  Verschiebung  um  dieselbe  Strecke 
noch  eine  Drehung  um  die  Axe  [«o^i]»  deren  Drehwinkel  =  b  ist.  Der  ganze 
Baum  erfiäirt  aUo  eine  Sdiraubung  um  die  Axe  [»0^1]- 

Symtnetrie.  Aendert  man  bei  irgend  einem  der  vier  Zähler  des  Eongruenz- 
bruches  das  Vorzeichen,  was  ein  Ueberspringen  seines  Potenzwerthes  [^*]  in  den 
Werth  —  1  zur  Folge  hat,  so  tritt  an  die  Stelle  der  Kongruenz  die  Sjrmmetrie, 
das  heisst,  der  Bruch  ^  stellt  dann  die  Verwandtschaft  zweier  beliebig  gelegener 
symmetrischer  Systeme  dar.  In  der  That,  ersetzt  man  zum  Beispiel  den  einfachen 
Punkt  fcy  durch  den  Punkt  Cq  =■  —  601  ^^^  heisst,  durch  einen  Punkt  vom  Ge- 
wichte —  1,  bildet  also  den  Bruch 


^0»  ^»  ^j.  ^ 


8 


» 


(65)  ^  - 

^0»   ^1»  *«>  ^ 

wo  die  e^  und  b^  dieselbe  Bedeutung  haben  sollen  wie  bisher,  so  lässt  sich  die 
durch  den  Bruch  ^  vermittelte  Abbildung  als  Folge  der  beiden  Verwandtschafben 

und 

q  ^  —  ^ot  K  ^11  ^s 

darstellen.    Denn,  setzt  man  a;i|,  =»  y  und  ^q,  •»  ^r,  und  ist  aJ  =  Jo^o  +  *  • '  +  Js^ai 
80  wird    1/  =  xqj  =  Jo^o  H +  i's^a    ^^^ 

^  =  2/«l»  =  ^^i^t  =  —  loh  +  Ji&i  +  hh  +  Js^s  ■=•  «^» 
also  wirklich  x^^^^  =^  xti  für  jeden  beliebigen  Punkt  x  des  Baumes,  und  man 
kann  daher  den  Bruch  q  als  eine  Art  Produkt,  als  „Folgeprodukt"  der  Verwandt- 
Bchafbsbrüche  q^  und  q,  auffassen.  Die  geometrische  Bedeutung  der  beiden  Ab- 
bildungen ^^  und  q,  lässt  sich  leicht  angeben.  Denn  der  Bruch  q,  stellt  nach 
dem  Obigen  eine  beliebige  Bewegung  des  Baumes  dar  und  verwandelt  das  System 
der  einfachen  Punkte  a?  *—  ^0  +  5i  ^i  +  Xa  ^s  +  Ja  ^3  ^  ^^^  kongruente  aber  beliebig 
gelegene  System  der  einfachen  Punkte  1/  =s  ^q^.  Um  die  Bedeutung  der  Abbil- 
dung q,  zu  finden,  bezeichne  man  noch  die  von  dem  Punkte  b^  nach  dem  Punkte  y 
gezogene  Strecke  mit  v,  setze  also  y  «■  &o  +  ^'^  I^ann  wird  die  Strecke  v  als 
Vielfaehensumme  der  drei  letzten  Nenner  durch  die  Verwandtschaft  q,  nicht  ge- 
ändert, der  Punkt  1/  also  übergeführt  in  den  Punkt 

Sf  =  y^i  ^  —  h  +  V  ^  —  {b^  —  r), 
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<laa  heii«8t,  in  denjenigen  Punkt,  den  man  erhält,  wenn  man  die  Linie  yb^  über 
b^  hinaufl  um  Hieb  oelb^t  verlängert.  Da«  ganze  8yi«tem  der  Punkte  y  erfiüurt 
also  bei  der  Multiplikation  mit  i|,  eine  „Spiegelung  am  Punkte  b^^*^  und  Terwandelt 
Hioh  somit  in  ein  zu  sich  Helbflt  und  zu  dem  Sy$<teme  der  x  Hjmmetrisches  System. 
I>urch  eine  ganz  willkflrlicbe  Bewegung  i|,  und  eine  darauf  folgende  Punkt- 
Mpiegelung  if,  läMHt  Mich  nun  aber  jedes  räumliche  System  in  ein  symmetrijiche«^ 
System  von  ganz  beliebiger  Lage  überfahren ,  und  der  Bruch  q  »  if,  ^ ,  ii<t  somit 
virklich  der  analytinche  Ausdruck  fär  die  Verwandtschaft  zweier  beliebig  ge- 
legen«  zu  einander  symmetriHcher  SyHteme. 

AeJmhikkeit,  Ersetzt  man  femer  in  dem  Kongrueuzbruche  (41)  den  einfachen 
Punkt  bt,  durch  den  kongruenten  Punkt  vom  Gewichte  m,  das  heisst,  durch  den 
Punkt  Cf,  — I  m&oi  wo 

1.66;  m  num  ^  1 

ist,  bildet  also  den  Bruch 

^0»     ^n   ^j»   **§ 
MO  hat  man  den  Ausdruck  fOr  die  Verwandtschaft  zweier  ähnlicher  Systeme  von 
beliebiger  Lage.    Um  dies  zu  zeigen,  stelle  man  die  Abbildung  ^  als  Folge  der 
beiden  Verwandtschaften 

und 

q  «  ?A»_^' A.»_?3 
*  6o»  ^1  &JI  &s 
dar,  MO  dass  wieder  ^  mm^t^^t^^  wird.  Dabei  ist  die  erste  Verwandtschaft  q,  wieder 
eine  Bewegung  allgemeinster  Art  und  führt  das  System  der  einfachen  Punkte  x 
über  in  das  System  der  einfachen  Punkte  y  =»  x^^.  Die  Verwandtschaft  q,  hin- 
gegen verwandelt  jeden  einfachen  Punkt  in  einen  m- fachen  Punkt,  lässt  aber 
wicider  din  Strecken  v  unverändert.  Den  einfachen  Punkt  y  =  6,,  -|-  t'  ersetzt  sie 
durch  <leu  m-fachen  Punkt 

welcher  auf  der  Geraden  [ft^yj  so  gelegen  ist,  dass  sich  sein  Abstand  vom  Punkte 
/>„  zum  Abstände  dcH  Punktes  y  von  demselben  Punkte  wie  1  zu  m  verhält.  Die 
Systeme  der  Punkte  z  und  y  sind  also  zu  einander  ähnlich  und  ähnlich  gelegen, 
haben  den  P»mkt  ft„  zum  Aehnlichkoitspunkt  und  das  GrösnenverhältnisM  l  :  m, 
das  heisst,  die  Abbildung  q,  ist  eine  ^^Perspektive  Aehulichhntstraiisformation^''  (eine 
,^Streckun(/^)  mit  dem  Mittelpunkte  Öq  und  dem  Maassstabe  1  :  m. 

Die  Verwandtschaft  q  »  q^  q, ,  welche  die  Punkte  x  direkt  in  die  Punkte  z 
verwandelt,  erweist  sich  somit  als  die  Folge  einer  ganz  beliebigen  Bewegung 
und  einer  Perspektiven  Aehnlichkeitstransformation  und  ist  also  „rftV  allgemeinsie 
Beziehui\(f  ziveur  äJtnlichtr  Syst* nie  von  beliebiger  La(fe''\ 

Die  Frage  nach  den  Doppelelementen  beider  Systeme  erfordert  noch  eine 
besondere  Untersuchung.  Für  die  drei  Hauptgebiete  der  unendlich  fernen  Ebene 
freilich  kann  sich  an  den  Ergebnissen  für  kongruente  Systeme  nichts  ändern,  da 

♦)  Für  diese  Form  des  Bruches  q  gilt  dann  freilich  nicht  mehr  die  Glei- 
chung (7),  denn  es  wird  [q'j  =  ni;  doch  ist  diese  Form  für  die  Deutung  der  durch 
den  Bruch  bewirkten  Abbildung  geeigneter. 
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YocaBMteiuigeA  itar  cfat  üwwiiiUiim  der  unandlich  fernen  Gebilde  dieselben 
geblieben  sind;  man  erhält  also  wieder  für  die  drei  der  nnencHi^  tenfin  Ebene 

zagehörenden   Hauptzahlen   die  Werthe   Tj  -*  1    und   J['  }  =  cos  b  4:  t  sin  b ,    das 

heisst,  drei  Zahlen  vom  numerischen  Werthe  1.  um  die  vierte  Hauptzahl  zu 
finden,  muss  man  auf  die  Gleichimg  (10)  zurückgehen.  Diese  Gleichung  ist  jetzt 
nicht  mehr  reciprok,  denn,  ersetzt  man  in  den  Gleichungen  (58),  (59),  (61)  überall 
den  einfachen  Punkt  b^  durch  den  nt-fachen  Punkt  nt&o,  so  erhält  man 

*W    ==  \9  +  \t  +  \i  +  tn  -  b  +  m 

4[q1  =  1  +  {\t  +  \%  +  ^8,8)««  «  1  +  bnt 

^W  =  ^1  +  ^2,2  +  \,  +  m(b,^,  +  b,^,  +  b3,3)  ^  b(l  +  m); 

dazu  kommt  noch 

[q«]  =  tn. 

Die  Gleichung  (10)  verwandelt  sich  daher  in 

(68)  r*  —  (b  +  Tn)r*  +  b(l  +  m)r»  —  (l  +  bni)r  +  m  «  0. 

Diese  Gleichung  aber  besitzt,  wie  man  sofort  sieht,  die  Wurzel  to  »  nt;  denn 
substituirt  man  diesen  Werth,  so  heben  sich  die  Glieder  auf  ihrer  linken  Seite 
paarweise  fort.  Wegen  (66)  ist  aber  diese  Wurzel  to  =  m  von  den  drei  andern 
Wurzeln,  deren  numerischer  Werth  =«  1  war,  sicher  verschieden,  und  die  Abbil- 
dung ^  besitzt  daher  auch  bestimmt  ein  im  Endlichen  liegendes  Hauptgebiet 
erster  Stufe,  das  heisst,  einen  im  Endlichen  liegenden  Doppelpunkt  üq,  der  durch 
den  Bruch  l|  in  sein  m-faches  verwandelt  wird.  Der  Bruch  i|  lässt  sich  also  auf 
die  Form  bringen 

moo ,  ttj,  e,  cos  b  +  e,  sin  b ,  eg  cos  b  —  e,  sin  b 

(69)  ^  ^ —  • 

Sie  zeigt,  dass  die  Aehnlichkeit  q  (üs  Folge  einer  blossen  Drehung  um  die  Axe 
[a^aj  und  einer  Streckung  vom  Mittelpunkte  a^  aus  aufgefasst  werden  kann. 
Setzt  man  nämlich  noch 

^  Oq,  «1,  e^  cos  b  +  e.  Bin  b,  e^  cos  b  —  g,  sin  b 

und 

._ .-  ma^ ,  rt,,  e,  cos  b  +  <?8  sin  b,  f»  cos  b  —  f,  sin  b 

Oq,    üi,  e^  cos  b  +  Cj  sin  b ,  e^  cos  b  —  f,  sin  b 

so  wird  q^  s=a  q^i|,  wo  wirklich  ^^  eine  Drehung  um  die  Axe  [öo^*i]  "°<^  ^i  ^*"® 
Perspektive  Aehnlichkeitstransformation  (eine  Streckung)  mit  dem  Mittelpunkte  a^ 
darstellt.    Damit  ist  der  Satz  bewiesen: 

Jede  Aehnlichkeitstransformation,  die  sich  nicht  auf  eine  blosse  Kongruenz  oder 
Symmetrie  reducirt  (vgl.  die  Ungleichung  66)  besitzt  einen  im  Endlichen  liegenden 
Punkt  und  eine  durch  ihn  geltende  Axe^  welche  bei  der  Abbildung  in  Buhe  bleibest. 

Man  nennt  jenen  Punkt  und  diese  Axe  den  Situationspunkt  und  die  Situations- 
axe  der  ähnlichen  Bäume,  Auf  der  Situationsaxe  veHlndern  alle  Punkte  ihre  Lage 
mit  Ausnahme  des  Situationspunktes  und  des  unendlich  fernen  Punktes.  Jeder 
der  beiden  ähnlichen  Räume  lässt  sich  durch  eine  Drehung  um  die  Situationsaxe 
in  eine  zum  andern  Räume  Perspektive  Lage  überführen. 

Affinität.  Ist  wieder  der  erste  Nenner  e^  und  der  erste  Zähler  6^  ^e»  Bruches  ^ 
ein  im  Endlichen  liegender  Punkt  und  sind  seine  drei  letzten  Nenner  e^,  e,,  e^ 
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und   seine   drei   letzten  Z&hler  6|,  6,,  &,    heliehige  unendlich   ferne   Punkte,   das 
heisst,  beliebige  Strecken,  so  weist  der  Bruch 


(72) 


^0»  ^»    hy  h 


^0»   ^i»    ^ü»    *a 

tffifikT  noch  jedem  uti^ndlich  fernen  Punkte  des  einen  Systems  einefi  unendlich  frrnm 
Punkt  im  andern  zu,  aber  im  allgemeinen  nicht  mehr  einem  Normalsystem  der 
Strecken  des  einen  ein  Normalsystem  von  Strecken  des  andern,  und  die  Verwandt- 
schaft wird  zur  Afßnität.  Dabei  kann  man  dann  wieder  über  die  Gewichte  der 
Punkte  e^  und  bg  und  über  die  Längen  der  Strecken  f,,  f,,  f,,  5|,  fc,,  h^  so  ver- 
ftigen,  dass  die  Gleichungen  (6),  (6)  und  (7)  erfüllt  werden,  dass  also  ins  Besondere 

wird. 

Zwei  besondere  Arten  der  AfQnität,  die  zu  der  allgemeinen  AfQnität  in  der- 
selben Beziehung  stehen  wie  die  Kongruenz  und  Symmetrie  zur  Aehnlichkeit,  er- 
geben sich  noch,  wenn  man  die  Gewidite  der  Punkte  e^  und  b^  gUidi  gross  wählt. 
Dann  wird  überhaupt  jedem  Punkte  des  ersten  Systems  ein  Punkt  von  gleichem 
Gewicht  im  zweiten  Systeme  zugewiesen,  namentlich  also  einem  einfachen  Punkte 
wieder  ein  einfacher  Punkt.  Besitzt  dann  noch  ausserdem  der  Brudt  ^  den  Potenz- 
wertti  [H*]  «■  +  1 1  ist  also 

(74)  [2>0&1&I&8]=-[^0^1^«<?5]» 

so  entspricht  einem  jeden  durch  vier  einfache  Punkte  des  ersten  Systems  be- 
stimmten Spate  ein  Spat  yon  gleichem  Bauminhalt  und  gleichem  Sinn  im  zweiten 
System.  Denn  ist  d  die  Determinante  der  Zahlen,  durch  welche  die  vier  ein- 
fachen Punkte  tr,  Xj  y,  z  aus  den  Nennern  e^,  e,,  e,,  ^  abgeleitet  sind,  so  wird 
(nach  Nr.  68)  das  Produkt 

[wxyz]  =.  ^[«o^^i^sJ» 
und,   da  die  entsprechenden  Punkte  U7i|,  rci|,  ^i|,  zt^  des  zweiten  Systems  durch 
dieselben  Ableitzahlen  aus  den  Zählern   ft«,  6,,  6,,  h^  hervorgehen,  so  wird   das 
Produkt  aus  den  entsprechenden  Punkten  dieses  Systems 

[«711  ,x^.y^.  z^\  «  ^[6o^^^]• 
Wegen  der  Gleichung  (74)  wird  daher 

[trq  .  XU  .  yq  .  zf(]  =  [wxyz], 

und,  da  ausserdem  auch  die  Punkte  irif,  .  .  .  des  zweiten  Systems  einfache  Punkte 
sind,  so  haben  (nach  Nr.  263)  die  beiden  durch  die  Punkte  ir,  x,  y,  z  und  durch 
die  Punkte  wt^,  a;i|,  ^q,  zt^  bestimmten  Spate  gleichen  Kauminhalt  und  gleicheu 
Sinn.     Die  Verwandtschaft  q  ist  also  eine  raumtreue  Affinität. 

Ist  der  Potenzwertb  [q*]  =  —  1,  bleiben  aber  sonst  die  Bedingungen  der 
raumtreuen  Affinität  erfüllt,  so  entspricht  jedem  Spate  des  ersten  Systems  ein 
Spat  von  gleichem  Rauminhalt  aber  entgegeugesetztem  Sinn  im  zweiten  System 
und  die  Affinität  wird  symmetrisch-raumtreu.  H.  Grassmann  d.  J. 

Nr.  891«    S.  257—263.    Es  seien  Ci^  .  .  .  e^  die  ursprünglichen  Einheiten  und: 

1 . . .  n 

ö^x  =■  ^.  «xv^     (x  «  1,  .  .  .  n). 


^ 


wo  die  cf^^   redlf   Zahlen   bedeuten    sollen.      Setzt   man    dann;    a  =  Ex  e^  und 
h  ==  Zy.  <'  ,  so  erhalt  der  Ausdruck  [Qah]  die  Gestalt: 
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X,  Vj  X,  J 

und  die  Forderung,  dass  für  beliebige  a  und  b  immer  [Qa|&]  s»  [Q&|a]  sein  soll, 
kann  daher  durch  die  Gleichungen  a^^  '^  "^x  (*»  i  ■*  1»  •  •  •  **)  ersetzt  werden. 
Diese  letzteren  wiederum  sagen  aus,  dass  [Qa&]  =^  Zcc^jX^yj  die  erste  Polare 
von  5  in  Bezug  auf  die  quadratische  Form:   [©ao]  =»  Za^jX^^Xj  ist. 

Die  andre  Forderung,  dass  [Qaa]  bei  beliebigem  a  von  Null  verschieden 
sein  soll,  kommt  darauf  hinaus,  dass  die  quadratische  Form  Za^^jX^Xj  für  reelle 
X  nur  dann  verschwinden  kann,  wenn  alle  x  null  sind,  dass  sie  also  eine  beständig 
positive  oder  eine  beständig  negative  Form  ist.  Diese  Voraussetzung  wird  von 
Grassmann  beim  Beweise  von  Nr.  391  mehrfach  benutzt,  8ie  würde  aber,  wie 
sich  nachher  zeigen  wird,  zur  Folge  haben,  dass  die  Hauptzahlen  des  Quotienten  Q 
alle  positiv  oder  alle  negativ  wären,  sie  muss  also,  wenn  man  den  Satz  391  in 
seiner  jetzigen  allgemeinen  Fassung  beibehalten  will,  durch  eine  andere  ersetzt 
werden,  nämlich  durch  die,  dass  die  Determinante  der  quadratischen  Form 
ZoCf^x.x^  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  der  Potenzicerth  des  Bruches  Q, 
von  NtUl  verschieden  sei. 

Wir  werden  nachher  zeigen,  wie  sich  der  Beweis  des  Satzes  391  gestaltet, 
wenn  man  die  Grassmannsche  Voraussetzung  durch  die  eben  angegebene  ersetzt. 
Vorerst  wollen  wir  uns  jedoch  klar  machen,  was  eigentlich  der  Sinn  und  der 
Zweck  des  Satzes  ist.  Dabei  nehmen  wir  gleich  an,  dass  der  Potenzwerth  des 
Bruches  f>,  das  heisst,  die  Determinante  der  a^ .,  von  Null  verschieden  ist. 

Ausser  mit  Q  steht  die  quadratische  Form  Za^.x^x^  noch  mit  einem  andern 
Quotienten  in  Beziehung,  nämlich  mit  dem  Quotienten  P,  der  durch  die-  Glei- 
chungen: 

1  . . .  n 
^'■x=-^«x.l^      (»=-1,...«) 

definirt  ist  und  dessen  Zähler  von  (n  —  l)-ter  Stufe  sind ,  während  die  Nenner, 
wie  bei  Q,  von  erster  Stufe  sind. 

Dieser  Quotient  P  hat  eine  einfache  geometrische  Bedeutung.  Denken  wir 
uns  nämlich  e^^  .  .  .  e^  in  einem  ;t-fach  ausgedehnten  Euklidischen  Räume  als  n 
auf  einander  senkrechte  Strecken  von  der  Länge  Eins  durch  einen  Punkt  0  und 
fassen  wir  dementsprechend  Xj,  .  .  .  a;^  als  rechtwinklige  Koordinaten  dieses 
Baumes  auf,  mit  0  als  Anfangspunkt,  so  ordnet  P  jeder  durch  0  gehenden 
Strecke  die  (ti  —  l)-fach  ausgedehnte  Ebene  zu,  die  alle  conjugirten  Durch- 
messer dieser  Strecke  in  Bezug  auf  die  cx)*  Mannigfaltigkeiten  zweiten  Grades: 
Za^jX^Xj  =•  const.  enthält*). 

Die  Beziehung  zwischen  dem  Bruche  P  und  der  quadratischen  Form 
Za^jX^Xj  ist  von  der  Wahl  der  Einheiten  <*,,...%  unabhängig.  Es  seien  näm- 
lich C|,  .  .  .  c^j  n  Grössen  erster  Stufe,  deren  kombinatorisches  Produkt  gleich  Eins 
ist,  also 


•)  Deutet  man  x^y  ,  .  .  x^^  als  homogene  Koordinaten  in  einem  B^_^^  so 
führt  P  jeden  Punkt  x^^  .  .  .  x^  über  in  seine  (n  —  2)-fach  ausgedehnte  Polarebene 
in  Bezug  auf  die  Mannigfaltigkeit:  Za^jX^x.  =  0,  dagegen  verwandelt  Q  den 
Punkt  aj,,  .  .  .  Ä^  in  den  Pol  der  eben  erwähnten  Ebene  in  Bezug  auf  die  Mannig- 
faltigkeit:  Zx^.^  =-  0. 

Grasftiuauu.  Worko.     I.  S.  3Ü 
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dazu,  8.  430),  wenn  c^,  .  .  .  c^  ein  yoUständiges  Normalsystem  vom  numerischen 
Werthe  Eins  bilden,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  wenn  die  Transforma- 
tion: x^  —  Zl^^x^  orthogonal  ist*)  (vgl.  die  Anmerkung  zu  Nr.  166,  S.  429). 

Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  jetzt  den  Inhalt  des  Satzes  391  in 
einer  Ton  den  Symbolen  der  Ausdehnungslehre  unabhängigen  Form  aussprechen. 

Zunächst  wird  in  dem  Satze  behauptet,  dass  man  immer  n  Grössen  c, ,  . . .  c^ 
bestimmen  kann,  die  in  keiner  Zahlbeziehung  stehen  und  für  die  [0c^|cj  «»0  ist, 
sobald  X  ^  j.  Denken  wir  uns  nun,  was  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit 
möglich  ist,  c,,  .  .  .  c^  so  gewählt,  dass  ihr  kombinatorisches  Produkt  gleich  Eins 
ist,  so  gilt  für  die  c^  die  Gleichung  (♦),  und  da  nach  dem  Früheren  \Qc^^  Pc^ 
und  nach  Nr.  144  [Oc^|cJ  «  [c  iQcJ  ist,  so  wird: 

Da  aber  die  Ausdrücke  [Qc^'eA  für  x  ^j  sämmtlich  verschwinden,  so  ergiebt 
sich  aus  (*); 

und  die  quadratische  Form  Za^.x^x.  erhält  beim  Uebergange  zu  den  Einheiten 
c^^  .  '  '  e^  die  Gestalt:  Za^^x^*.  Hier  kann  endlich  von  den  Grössen  a'^^  keine 
verschwinden,  denn  nach  Nr.  92  ist: 

also  wird: 

IQc,    Qe,...  Oc,]  -  (-  l)"(«-^>  [PC,  . . .  re,]  [98] 

dieser  Ausdruck  aber  kann  nicht  verschwinden,  weil  er  den  Potenzwerth  von  Q 
darstellt. 

Wenn  man  daher  c,,  .  • .  c^  in  der  angegebenen  Weise  bestimmt,  so  löst  man 
im  Grunde  die  Aufgabe,  die  quadratische  Form  Za^^x^x^  durch  eine  reelle  lifieare 
Jiomogene  Substitution  vofi  der  Determinante  Eins  auf  eine  Summe  von  n  Quadrat^i 
zurückzufahren*^).    Die  Zahl  der  positiven  unter  diesen  n  Quadraten  ist  dabei 


*)  Man  kann  das  auch  so  ausdrücken:  Der  Quotient  Q  ist  eine  simultane 
Eovariante  der  beiden  quadratischen  Formen:  X*^Za^fX^x.  und  I7>-iZUy', 
unter  den  x  und  u  kontragrediente  Veränderliche  verstanden.  In  der  That, 
wenn  man  die  x  als  Punkt-  und  die  u  als  Ebenenkoordinaten  auffasst,  so  stellt 
die  Eovariante 

gleich  Null  gesetzt  gerade  die  lineare  homogene  Substitution  dar,  deren  Symbol 
der  Quotient  Q  ist.  Man  vgl.  hierzu:  Gundelfinger,  Vorlesungen  aus  der  ana- 
lytischen Geometrie  der  Kegelschnitte,  herausgegeben  von  Dingeide y,  Leipzig, 
Teubner,  1896.  S.  70  ff. 

**)  Der  Uebergang  zu  den  Koordinaten  x'  ist  natürlich  gleichbedeutend 
damit,  dass  man  die  oo^  Mannigfaltigkeiten  Za.x^Xj  =»  const.  auf  ein  System 
konjugirter  Durchmesser  bezieht,  daher  der  Ausdruck:  „konjugirter  Verein"  auf 
S.  269,  Z.  18  f.  V.  0. 

80* 
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gleich  der  Zahl  der  positiven  unter  den  7i  von  Null  verschiedenen  reellen  Zahlen: 

In  unserm  Satze  wird  weiter  behauptet,  dass  es  immer  ein  Normalsystem 
«,,...  f^  von  der  Art  giebt,  dass  Qe^  =»  g^e^  ist,  wo  die  g^  reell  und  unter  ihnen 
so  viele  positiv  sind,  wie  unter  den  Orössen  [Qc^c^]  «-  a^^.  Wählen  wir,  was 
immer  angeht,  das  Normalsystem  e^,  . . .  e^  so,  dass  sein  numerischer  Werth  gleich 
Eins  wird,  so  ergiebt  sich  aus  dem  früher  Gesagten,  dass  die  quadratische  Form 
Za^jX^Xj  beim  Uebergang  zu  den  neuen  Einheiten  c,,  ...  c^  die  Gestalt:  £9^^}. 
erh&lt*).  Demnach  wird  durch  die  Bestimmung  eines  solchen  Normals jstems 
f,,  ...  f^  im  Grunde  die  Aufgabe  gelöst,  die  quadratische  Fann  Za^.x^x,  durch 
eine  reelle  Substitution,  bei  der  die  Form  Zx^  invariant  bleibt y  das  heisst,  durdi 
orthogonale  Substitution  auf  eitie  Summe  von  Quculraten  zuruckzu führest.  Man  kann 
aber  auch  sagen,  dass  hier  die  Aufgabe  gelöst  wird,  die  Hauptaxen  der  00^ 
Mannigfaltigkeiten  zweiten  Grades  Zof^^aj^a;, ««  const.  des  B^  zu  bestimmen^ 
zugleich  ist  hiermit  der  bekannte  Satz  bewiesen,  dass  die  Gleichung  n-ten  Grades, 
von  der  die  Bestimmung  dieser  Hauptaxen  abhängt,  lauter  reelle  Wurzeln  hat. 
(Vgl.  S.  263,  Z.  16 — 18  V.  o.,  wo  hinter  „zweiter  Ordnung"  eigentlich  noch  ein- 
geschaltet werden  sollte:  „mit  Mittelpunkt".) 

Die  Thatsache  endlich,  dass  unter  den  p^,  den  Hauptzahlen  des  Quotienten  Q, 
genau  so  viele  positive  vorkommen,  wie  unter  den  Grössen  [Oc^lcJ  =  a^^,  ist 
offenbai'  gleichbedeutend  mit  dem  Sylvester  sehen  Trägheitsgesetze  der  quadrati- 
scheyi  Formen  (s.  S.  263,  Z.  13  f.  v.  o.).  Dieses  Trägheitsgesetz  aber  kann  man 
bekanntlich  benutzen,  um  zu  ermitteln,  wie  viele  reelle  Wurzeln  einer  Gleichung 
zwischen  zwei  gegebenen  Gränzen  liegen  (s.  Hermite,  Comptes  Bendus  Bd.  36, 
S.  294  (1853)),  und  damit  ist  zugleich  der  Zusammenhang  mit  dem  Sturmschen 
Satze  klargestellt  (s.  S.  263,  Z.  14  f.  v.  0.). 

Es  bleibt  uns  jetzt  noch  zu  zeigen,  wie  sich  der  Beweis  von  Nr.  391  ge- 
staltet, wenn  man  die  Voraussetzung,  dass  [Qa  a']  für  jedes  beliebige  a  von  Null 
verschieden  sei,  durch  die  andere  ersetzt,  dass  der  Potenzwerth  von  Q,  also  die 
Determinante  der  a^  ,  nicht  verschwinden  soll. 

Wir  suchen  zunächst  n  Grössen  c,,  ...  c^,  die  in  keiner  Zahlbeziehung  stehen, 
und  für  die  [_Qc^\CJ\  =»  0  ist,  sobald  x  ^  j.  Giebt  es  n  solche  Grössen,  so  sind 
nach  dem  Früheren  die  n  Ausdrücke  [Öc^jcJ  alle  von  KuD  verschieden,  wir 
müssen  deshalb  bei  der  Wahl  der  c^  von  vornherein  darauf  achten,  dass  diese 
Bedingung  erfüllt  wird. 

Wir  wollen  annehmen,  wir  hätten  schon  m  Grössen  c, ,  . . .  c^^  gefunden ,  die 
in  keiner  Zahlbeziehung  stehen  und  die  den  Gleichungen  [öc  |cj  =  0  für  f»^» 
genügen,  während  alle  [_Qc  c  ]  ^0  sind.  Wir  behaupten,  dass  dann  immer  eine 
nicht  aus  c^^  . . .  c^  ableitbare  Grösse  c^^  1  j  bestimmt  werden  kann,  die  den  m 
Gleichungen:  \_Qc  c^^y^  =  0  (/a  =  1,  . . .  m)  und  also  auch  den  m  Gleichungen: 
[Öc„,  +  i  cj  =  0  genügt,  während  [Qc^^y^\c^^^y\  ^0  ist. 

Um  unsre  Behauptung  zu  beweisen,  setzen  wir:  Qc  =^  k  {^t  =^\  ,  m\ 
dann  stehen  sicher  auch  äTj,  ...  k^  in  keiner  Zahlbeziehung,  weil  sonst  der  Potenz- 
werth von  Q  nicht  von  Null  verschieden  sein  könnte.     Nunmehr  bestimmen  wir 


*)  Setzt  man  a  =  Zx^e^,  so  wird  [Qa  a]  =  Sg^x^^^  ein  Ausdruck,  der  nur 
dann,  wenn  die  p^.  alle  positiv  oder  alle  negativ  sind,  für  jedes  beliebige  a  von 
Null  verschieden  ausfällt.     Hierdurch  bestätigt  sich  das  auf  S.  465  Gesagte. 
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n  —  m  Grössen  erster  Stufe:  ^^^4-1^  -  -  -^n  ^^»  ^*^®  ^^®  "*  keiner  Zahlbeziehung 
stehen  und  die  Gleichungen: 

[^/i  :^iw+>]  =  ^    (^  =  1,  . . .  m<  j  «  1,  . . .  n  —  ?n) 

erf&U^.  Nach  Nr.  163  und  159  ist  das  immer  möglich,  denn  wir  brauchen  nur 
in  dem  Grebiete  von  k^,  , . .  k^  irgend  ein  Normalsystem  k^ ',  . . .  k^^^  von  m-ter  Stufe 
anzunehmen  und  dieses  zu  einem  vollständigen  Normalsysteme:  i*,',  . . .  A:^,  ^m4-i » 
...  6^  zu  ergänzen,  dann  sind  h^,^,  ...  h^  Grössen  von  der  verlangten  Bescha£fen- 
heit  und  sogar  zu  einander  normal.  Zwischen  c^,  . . .  c^  und  den  gefundenen 
Grössen  h^,^,  ...  b^  kann  keine  Zahlbeziehung: 

y.c,  +  •  •  •  +  y„c„  +  P„+iK+i  +  ■■■  +  PJ,  =0, 

bestehen,  sonst  müsste  nämlich: 

/<  J 

sein  für  v  =  1,  . . .  w,  es  müssten  also  Vn  .  • .  y„,  verschwinden  und  zwischen 
^m4-i»  •  •  •  ^n  ^^^^i**  ®i^ö  Zahlbeziehung  herrschen,  was  nicht  der  Fall  ist.  Femer 
kann  die  Gleichung  [06 16]  «  0  nicht  für  jede  Grösse:  b  «  ^^,n^j^m4-j  ®rf^* 
sein,  sonst  wäre  nämlich: 

1 . . .  n  —  m 

für  alle  Werthe  der  i^^^^^»  ^a,mit  aber  auch  [Qbj^,^\b^^^ij]==0  für  x,  j  =  l,  .. 
n  —  m,  es  wäre  also  jede  der  Grössen    Qb^,^   zu  allen  Grössen   ^m^^iy  - "  b^ 
normal  imd  hieraus  würde  nach  Nr.  159  folgen,  dass  alle  Qb^^,.  dem  Gebiete 
der  Grössen  k^',  . . .  k'^  oder,  was  dasselbe  ist,  dem  Gebiete  der  Grössen  äj^,  . . .  ä:)^ 
angehörten: 

1 . . .  m 
O'-m+i  "2  *">*•'•' 

woraus  wiederum  folgte,  dass  der  Potenzwerth  von  Q  null  wäre.  Wir  können 
daher  c^^j  =  2^,n^jb^^j  immer  so  wählen,  dass  [Öc„,^i  c^+J  ^^  wird,  und 
es  wird  dann  c^,^  mit  Ci,  ...c^  in  keiner  Zahlbeziehung  stehen  und  ausserdem 
die  Gleichungen:  [Qc  \c^^i]  =  [Q^m-hi^ui  =■  <^  ^r  a  «  1,  . . .  w  erfüllen. 

Damit  ist  unsre  Behauptung  bewiesen.  Da  nun  die  vorhin  gemachte  An- 
nahme für  m  s»  1  sicher  zulässig  ist,  weil  man  Cj  stets  so  wählen  kann,  dass 
[QC|Cj]^0  wird,  so  ist  damit  offenbar  gezeigt,  dass  es  immer  möglich  ist, 
n  Grössen  c^^  . . .  c^  von  der  verlangten  Beschaffenheit  zu  bestimmen.  Wir  denken 
uns  das  ausgeführt  und  denken  uns  überdies  der  Einfachheit  wegen  Ci,  . .  .c^^  so 
gewählt,  dass  ihr  kombinatorisches  Produkt  gleich  Eins  ist.  Setzen  wir  dann  wie 
früher*):  [OCy|cJ  =  a,'^,  so  ist  der  Potenzwerth  unsers  Bruches  Q  gleich  dem 

Produkte:   "^n  "  -  f'nn- 

Durch  das  Vorstehende  sind  die  Entwickelungen  auf  S.  258,  Z.  4  v.  o.  bis 
S.  259,  Z.  5  V.  0.  ersetzt.  Der  Rest  des  Grassmann  sehen  Beweises  braucht  nicht 
geändert  zu  werden  und  bietet  nur  noch  an  zwei  Stellen  zu  Bemerkungen  Anlass. 

*)  Grassmann  setzt  auf  S.  259,  Z.  6  v.  o.  [Qc^  cj  =  a, ,  benutzt  aber 
nachher,  auf  S.  261  f.  denselben  Buchstaben  a^  in  ganz  andrer  Bedeutung. 
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S.  261,  Z.  2 — 10  V.  0.  Hier  fehlt  noch  der  Nachweis,  dass  sich  auch  die 
Gleichung  x'  -f  i/' »  1  immer  befriedigen  lässt,  dass  also  y  nicht  gleich  i  werden 
kann.  Um  das  noch  zu  zeigen,  beachte  man,  dass  für  y  =  »  entweder  (r-\-r')- 
oder  (r  —  r')-  gleich  Null  werden 'muss,  oder,  da  r  und  r'  reell  sind,  entweder 
r  -\-  r'  oder  r  —  r'  gleich  Null.  Das  ist  aber  unmöglich,  denn  jede  der  Glrössen 
r  und  r*  ist  aus  einer  der  Grössen  C|,  ...  c^  durch  Multiplikation  mit  einer  reellen 
Zahl  entstanden  und  zwischen  c^,  .. .  c^  besteht  sicher  keine  Zahlbeziehung. 

S.  262,  Z.  2  f.  Y.  0.:  „Da  es  nun  ein  Minimum  . . .  geben  muss".  Die  Grössen 
«1»  ••  •  Ä„  ^aben  nach  unsrer  Bezeichnung:  [Qc^^  e^]  ""  **xx  ^®  Werthe: 

a^—  c^  :  l/«^^    (x  —  1,  . . .  n) , 

demnach  wird  das  Produkt  a^  .  .  .  a^  ihrer  numerischen  Werthe  gleich  dem  Pro- 
dukte der  numerischen  Werte  von  Cj,  . . .  c^  dividirt  durch  |/i  «j^  ...  a^^^  wo 
das  Zeichen  unter  der  Wurzel  so  zu  wählen  ist,  dass  die  Wurzel  reell  wird,  und 
die  Wurzel  selbst  positiv  zu  nehmen  ist.  Nun  aber  ist  (vgl.  die  Anmerkung  zu 
Nr.  195,  S.  482  f.)  das  Produkt  der  numerischen  Werthe  von  c^,  ...  c^  sicher  nicht 
kleiner  als  der  numerische  Werth  des  Produktes  [C|  . . .  c^],  der  gleich  Eins  ist, 
andrerseits  ist  das  Produkt  (^^ii  •  •  •  ^^nn  fiT^^^^^  ^^™  Potenzwerthe  von  Q,  hat  also 
immer  denselben  Zahlenwerth,  demnach  giebt  es  für  den  Werth  des  Produktes 
ftj  .  .  .  «^  eine  untere  Gränze,  die  durch  den  Potenzwerth  von  Q  bestimmt  ist. 

Nr.  899,  Anm.  S.  269,  Z.  10—12  v.  o.  „In  diesem  Sinne  stellt  also  der 
letztgenannte  Kreis  jenes  Gebiet,  das  heisst,  das  aus  Kreisen  erzeugbare  Gebiet 
dritter  Stufe  dar.**  E.  Müller  macht  in  seiner  Abhandlung:  Die  Kugelgeometrie 
nach  den  Principien  der  Grass  mann  sehen  Ausdehnungslehre  (Monatshefte  för 
Mathematik  und  Physik,  Jahrgang  8  und  4,  1892  und  1893)  darauf  aufmerksam, 
dass  es  zweckmässiger  ist,  den  Orthogonalkreis  dreier  Kreise  als  d(U  zu  dem  Ge- 
biete jener  Kreise  ergänzende  Gebiet  aufzufassen. 

Nr.  401—404.  S.  270—274.  Man  vgl.  hierzu  die  Darstellung  in  A,,  §  lo4flf., 
diese  Ausg.  I,  1,  S.  259  flf. 

Nr.  406,  Anm.  S.  27G.  Der  Begriff  der  syncyklischen  Verwandtschaft  von 
Kreisen  ist  deshalb  beachtenswerth ,  weil  er  von  Grass  mann  auf  Grund  eines 
allgemeinen  üebertragungsprincipes  aufgestellt  wird.  Dagegen  ist  seine  praktische 
Bedeutung  gering,  weil  beim  Uebergang  von  einem  Vereine  von  Kreisen  zu  einem 
syncyklisch  verwandten  Vereine  im  Allgemeinen  berührende  Kreise  nicht  wieder 
in  berührende  Kreise  übergehen. 

Nr.  409,  Anm.  S.  279,  Z.  12—14  v.  o.  Heutzutage  ist  für  diese  Verwandt- 
schaft der  Name  „Transformation  durch  reciproke  Radien"  eingebürgert. 

Nr.  420.  S.  284.  Diese  Benennungen  sind  nicht  sehr  glücklich  gewählt; 
statt:  ^/(q)  verschwindet  mit  g"  würde  man  besser  sagen:  „f{q)  wird  mit  q  un- 
endlich klein'*. 

Nr.  464.  S.  303.  Nach  dieser  Erklärung  ist  zwar  jede  ächte  Reihe  unbedingt 
konvergent,  nicht  aber  umgekehrt  jede  imbedingt  konvergente  Reihe  acht. 

Nr.  460.  S.  306.  Man  vermisst  hier  den  Nachweis,  dass  jede  Potenzreihe, 
solange  sie  acht  ist,  eine  stetige  Funktion  ihres  Argumentes  ist*)  und  dass  die 
gliedweise  differentiirte  Reihe  wirklich  der  Differentialquotient  der  Reihe  ist.    Es 

*)  In  der  Anmerkung  zu  Nr.  461  S.  308,  Z.  ü — 11  v.  o.  setzt  Grassmann  das 
als  selbstverständlich  voraus. 
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kann  nicht  unsre  Aufgabe  sein,  diese  und  ähnliche  Lücken  in  der  Grassmann- 
sehen  Begründung  der  Differentialrechnung  und  Funktionentheorie  auszufüllen, 
doch  mag  erw&hnt  werden,  dass  sich  im  Nachlasse  Grassmanns  Beweise  für  die 
erwähnten  beiden  Sätze  finden,  dass  also  Grassmann  selbst  die  Nothwendig- 
keit  eines  Beweises  dafür  empfunden  hat. 

Nr.  462.  S.  309,  Z.  12  v.  u.  Hier  hätte  bemerkt  werden  müssen,  dass  die 
linke  Seite  auch  für  ein  unendliches  n  null  bleibt,  weil  nämlich 

lim  w(e--l)  =  2ni 

ist. 

Nr.  470.  S.  321,  Z.  11 — 9  v.  u.  Ersetzt  man  nämlich  y  durch  y  -f-  J^i^,  wo 
Xi  eine  beliebige  Grösse  erster  Stufe  und  t  eine  beliebige  Zahl  ist,  s(f  erkennt 
man  sofort,  dass  auch 

ist,  und  durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  erhält  man  schliesslich: 

worauf  sich  Nr.  357  unmittelbar  anwenden  läset. 

Nr.  488.  S.  327.  Ist  x  eine  aus  n  >  1  Einheiten  ableitbare  extensive  Grösse, 
80  hat  das  Integral  von  f(x)dx  an  und  für  sich  keinen  bestimmten  Sinn,  sondern 
es  muss  noch  der  Integrationsweg  vorgeschrieben  werden.  Von  Grassmann  wird 
hier  der  Integrationsweg  so  gewählt,  dass  er,  wenn  man  x^,  . . .  x^  als  rechtwink- 
lige Koordinaten  eines  R^  deutet,  mit  der  Geraden  vom  Eoordinatenanfange  nach 

dem  Punkte  x  zusanmienfällt.  Auf  diese  Weise  bekommt  dr'^f{x)^x  einen  be- 
stimmten Werth,  der  wegen:  t  =  y^  ^^^  e  =  j; :  yx-  wieder  als  eine  Funktion 
von  X  allein  dargestellt  werden  kann.  —  Die  Forderung  der  allseitigen  Integrirbar- 
keit  des  Differentials  f{x)dx  ist  gleichbedeutend  mit  der  Forderung,  dass  der 
Werth  des  Integrals  von  f(x)dx  nur  von  dem  Anfangs-  und  dem  Endpunkte, 
nicht  aber  von  der  Gestalt  des  Integrationsweges  abhänge. 

Nr.  485«    S.  328,  Z.  20  v.  u.   Hier  wird  im  Original  ausser  auf  Nr.  433  auch 

auf  Nr.  431  c  verwiesen,  ein  Citat,  das  gar  nicht  passt,  denn  der  Ausdruck        ist 

ff 

kein  Lückenausdruck,  in  dessen  Lücke  eine  Grösse  eintreten  soll,  sondern  er  soll 

gerade  umgekehrt  andeuten,  dass  a  in   die  Lücke  l  eintreten  soll.    Man  muss 

daher  vielmehr  so  schliessen:    Weil  a  konstant  ist,  so  ist  es  gleichgültig,  ob  es 

vor  oder  nach  der  Differentiation  in  die  Lücke  l  eintritt. 

Nr.  495«  S.  338.  Der  Beweis  dieses  Satzes  hat  sich  im  Nachlasse  vorgefun- 
den, er  ist  aber  zu  lang  und  der  ganze  Satz  von  zu  geringer  praktischer  Bedeu- 
tung, als  dass  es  sich  verlohnte,  diesen  Beweis  mitzutheilen. 

Nr.  5OO9  Anm.  S.  342.  Der  äusserst  fruchtbare  Gedanke,  die  Integration 
einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  mit  einer  unbekannten  Funk- 
tion auf  das  allgemeinere  Problem  der  Integration  einer  Gleichung  von  der  Form : 

(•)  Xi  (a;,,  . . .  x^)dxy  -\ h  X„(x,,  . . .  x^)dx^  =  0 

zurückzuführen,  findet  sich  zuerst  in  der  berühmten  Abhandlung  von  Pf  äff: 
„Methodus  generalis,  aequationes  differentiarum  partialium  .  .  .  primi  ordinis,  inter 
quotcumque  variabiles  complete  integrandi*\  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie 
1814 — 15,  S.  76 — 136.  Es  ist  daher  jetzt  allgemein  üblich  eine  solche  Gleichung  (*) 
als  eine  Pf  äff  sehe  Gleichung  zu  bezeichnen.  —  Die  beiden  im  Texte  angeführten 
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Abhandlungen  von  Jacobi  haben  folgende  Titel:  „Ueber  die  PfafTschc  Methode, 
eine  gewöhnliche  lineare  Differentialgleichung  zwischen  2n  Variabein  durch  ein 
System  von  n  Gleichungen  zu  integriren**  und:  ,,Ueber  die  Reduction  der  Integra- 
tion der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  .  .  .  auf  die  Integration 
eines  einzigen  Systemes  gewöhnlicher  Differentialgleichungen*^  Sie  sind  in  den 
Jahren  1827  und  1837  erschienen. 

Nr.  501 9  Anm.  1.  S.  344,  Z.  3  v.  u.  bis  345,  Z.  7  y.  o.  Denkt  man  sich  die 
gegebene  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  nach  t  aufgelöst: 
t  ^  F{Xy  y,  Zy  p,  g,  r,  s),  so  hat  man  zu  setzen: 

U,  ^  UM  -  p[lM  -  q[he,], 
l',  ^  [IM  -  r[l  e,]  -  s[le,], 
Us-^UM-s[lM-nne.], 

und  erhält  auf  diese  Weise  die  Gleichung: 

Udu  —  0, 

wo  das  Produkt  Udu  so  zu  Terstehen  ist,  dass  du  in  die  Lücke  von  U  ein- 
treten soll. 

Nr.  502.  S.  345,  Z.  14  v.  u.  Im  Originale  steht  hier  bloss:  „wo  C| ,  .  .  .  c^ 
konstant  sind**,  es  kann  aber  keinem  Zweifel  unterliegen,  dass  sich  Grassmann 
die  Cy  als  willkürliche  Konstanten  gedacht  hat.  In  dem  nachfolgenden  Beweise 
(s.  S.  345,  Z.. 9 — 2  y.  u.)  setzt  er  nämlich  offenbar  voraus,  dass  die  Gleichungen: 
u,  ■*  Ci ,  .  .  . ,  u^  BS  c^  einen  integrirenden  Verein  darstellen,  welche  Werthe  auch 
die  Konstanten  c^y  ,  .  .  e^  haben  mögen,  sonst  könnt«  er  nicht  schliessen,  dass 
der  Ausdruck  Xdx  identiscfi  gleich  Null  wird,  sobald  man  n  von  den  Differen- 
tialen dx^   durch  die  m  —  n  übrigen  ausdrückt. 

Nr.  608.  S.  346  f.  Dieser  Satz  ist  in  der  Allgemeinheit,  wie  er  hier  aus- 
gesprochen wird,  nicht  richtig.  In  der  That  bietet  gleich  der  Anfang  des  Be- 
weises (S.  347,  Z.  12 — 15  V.  0.)  Anlass  zur  Kritik. 

Aus  Nr.  502  folgt  nämlich  bloss,  dass  Xdx  =  0  unter  der  Voraussetzung 
von  Nr.  503  nicht  durch  einen  Verein  von  »'<^n  Gleichungen  integrirt  werden 
kann,  der  n'  willkürliche  Konstanten  enthält  und  nach  dietfcn  Kofistatiten  auf- 
lösbar ist.  Dagegen  ist  es  sehr  gut  denkbar,  dass  ein  integrirender  Verein  von 
n' <C  >i  Gleichungen  vorhanden  ist,  aus  dem  sich  eine  von  willkürlichen  Kon- 
stanten freie  Gleichung  ableiten  lässt.  Dieser  Fall  tritt  zum  Beispiel  ein',  wenn 
in  dem  Ausdrucke:  Xdx  =  X^dx^  +  •  •  •  4-  ^„j^^m  ^^^®  Funktionen  X,,  ...  X^^^_^ 
für  X',,  =  0  sümmtlich  verschwinden,  während  X^^  für  x^^^  =  0  nicht  identisch 
null  wird,  denn  dann  ist:  .r^^^  =  0  augenscheinlich  eine  Integralgleichung  von 
Xdx  =  0. 

Man  kann  nicht  sagen,  dass  Grassmann  überhaupt  nicht  an  die  Möglich- 
keit des  Auftretens  derartiger  integrirender  Vereine  gedacht  hat,  denn  in  Nr.  503 
bemerkt  er  ja  ausdrücklich,  dass:  ?7,  =  0,  .  .  . ,  U^^  =  0  ein  integrirender  Verein 
ist:  es  war  ihm  also  keineswegs  entgangen,  dass  man  unter  Umständen  durch 
Nullsetzen  aller  Koefticienten  des  betrachteten  Differentialausdrucks  einen  inte- 
grirenden Verein  <Thält.  Er  hat  aber  nicht  beachtet,  dass  man  auf  diese  Weise, 
auch  unter  der  in  Nr.  503  gemachten  Voraussetzung,  zuweilen  integrirende  Ver- 
eine von  weniger  als  //  unabhängigen  Gleichungen  finden  kann,  und  zwar  liegt 
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das  wohl  hauptsächlich  an  einem  andern  Umstände,  den  er  übersehen  hat,  an 
dem  Umstände  nämlich,  dass  ein  integrirender  Verein  verloren  gehen  kann,  wenn 
man  die  vorgelegte  Gleichung  Xdx  ^^  0  durch  die  Gleichung: 

U^du^  +  '  •  '  +  U^du^  =  0 

ersetzt.  Diese  Möglichkeit  liegt  aber  jedenfalls  dann  vor,  wenn  einzelne  der 
Grössen:  Uj,  . . .  u^,,  L\,  . , .  U^  für  alle  Werthsysteme  x,...x^,  die  dem  be- 
treffenden integrirenden  Vereine  genügen,  unendlich  grosse  Werthe  annehmen. 

Der  eben  erwähnte,  von  Grassmann  übersehene  Umstand  hat  zur  Folge, 
dass  der  Beweis  von  Nr.  508  selbst  dann  nicht  ganz  einwandfrei  ist,  wenn  man 
die  etwa  vorhandenen  integrirenden  Vereine,  die  weniger  als  n  von  einander  un- 
abhängige Gleichungen  enthalten,  ganz  von  der  Betrachtung  ausschliesst.  Ist 
nämlich:  t?,  =  0,  .  .  .  t?^  «»  0  ein  integrirender  Verein  mit  n  unabhängigen 
Gleichungen,  so  kann  man  immer  noch  nicht  wissen,  ob  die  Funktionen  u^,  . . .  u^ 
für  die  Werthsysteme:  o;,,  ...  x^^,  die  den  Gleichungen:  v^  =»  0,  . . . ,  t?^  =  0  ge- 
nügen, endlich  bleiben,  und  es  ist  daher  keineswegs  sicher,  dass  sich  das  Glei- 
chungevystem :  üj  =»  0,  . . . ,  t?^  =»  0  durch  einen  Verein  von  Gleichungen  zwischen 
U|,  . . .  u^  und  m  —  n  von  den  x  ersetzen  lässt,  wie  das  auf  S.  347,  Z.  17—13  v.  u. 
angenommen  wird. 

Im  Grunde  ist  daher  der  Grass  mann  sehe  Beweis  nur  dann  anwendbar, 
wenn  man  sich  von  vornherein  auf  integrirende  Vereine  von  der  Form:  Vi  =»  c,, 
...  »  ■«  c„  beschrä>nkt,  wo  c*.  . . .  c„  willkürliche  Konstanten  sind.  Aendert 
man  die  Betrachtungen  auf  S.  347,  Z.  19  v.  u.  bis  S.  348,  Z.  20  v.  u.  in  diesem 
Sinne  ab,  so  werden  sie  vollständig  streng  und  zeigen,  dass  sich  jeder  integrirende 
Verein  von  der  angegebenen  Form  auf  die  Gestalt  (b),  S.  347  bringen  lässt,  wo  r 
eine  der  Zahlen  1,  2,  ...  n  ist  und  wo  die  willkürlichen  Konstanten  c^,  . . .  c^  nur 
in  den  Funktionen  9i,  ...  9^  auftreten.  Man  kann  dann  noch  bemerken,  dass 
die  Gleichungen  (b)  einen  integrirenden  Verein  darstellen,  welche  Funktionen  man 
auch  für  9i,  . . .  9^  setzen  mag,  und  dass  auch  der  Fall  r  =»  0  einen  integrirenden 
Verein  liefert. 

Trotz  dieser  Ausstellungen,  die  wir  an  dem  Satze  503  und  seinem  Beweise 
haben  machen  müssen,  bleibt  der  Satz  und  sein  Beweis  doch  immer  noch  be- 
achtenswerth.  Erstens  bedeutet  der  Satz  sicher  einen  gewissen  Fortschritt  gegen- 
über dem,  was  Jacobi  in  der  auf  S.  348,  Z.  14  v.  u.  angeführten  Abhandlung 
ausgesprochen  hatte,  obgleich  natürlich  Grassmanns  Behauptung,  „dass  es 
ausser  den  Gleichungsvereinen  (b)  keinen  Verein  integrirender  Gleichungen  gebe", 
einer  Einschränkung  bedarf.  Zweitens  aber  ist  es  bemerkenswerth ,  dass  durch 
den  Beweis  von  Nr.  503  implicite  eine  Aufgabe  gelöst  wird,  die  später  in  den 
Untersuchungen  von  Lie  über  partielle  Differentialgleichungen  und  Berührungs- 
transformationen als  „Hülfsproblem"  eine  gewisse  Rolle  spielt,  es  ist  das  die 
Aufgabe,  alle  Vereine  von  höchstens  n  Gleichungen  zwischen  den  2n  unabhängigen 
Veränderlichen  Uj ,  . . .  u^,  CT, ,  ...  17^  zu  bestimmen,  vermöge  deren  die  Gleichung: 
Ui  du,  +/  •  •  +  C^„<iM„  =  0  integrirt  wird.  Die  Betrachtungen  in  Nr.  503  zeigen 
in  der  That,  dass  ein  derartiger  integrirender  Verein  mindestens  n  Gleichungen 
enthält  und  dass  er,  wenn  er  gerade  n  Gleichungen  enthält,  die  Form  'b)  erhalten 
kann,  wo  r  eine  der  Zahlen:  0,  1,  ...  n  ist.  Lie  hat  bei  verschiedenen  Gelegen- 
heiten hierauf  aufmerksam  gemacht,  s.  Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidenskab, 
Bd.  2,  S.  341,  Kristiania  1877  und  Abb.  d.  Ges.  d.  Wiss.  zu  Leipzig,  math.-phys. 
Klasse,  Bd.  XIV,  Nr.  XII,  S.  539  (1888).   An  der  letztern  Stelle  erwähnt  Lie  auch. 
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,,(1a88  Grassmanns  Beweis  unrichtig  und  sein  Satz  nicht  allgemein  gültig  ist"; 
inwiefern  das  der  Fall  ist,  haben  wir  soeben  gesehen. 

Nr.  504.  S.  349  f.  Hat  L  gerade  n  Lücken  und  wird  es  nach  AusfiÜlung 
dieser  Lücken  eine  Zahlgrösse,  so  kann  man  den  Ausdruck:  [JDai  ...  a^]  folgender- 
massen  schreiben: 

[La,  ...  aj  «^j  2;±  9(1,,  .  • .  » J  . 

Hier  hat  man  fQr  t,,  . . .  i„  nach  und  nach  alle  Vertauschungen  der  Zahlen 
1,  2,  ...  n  zu  setzen  und  das  Plus-  oder  Minuszeichen  zu  wählen,  je  nachdem  die 
betreffende  Vertauschung  gerade  oder  ungerade  ist;  endlich  bedeutet  9(t\,  ...  t,) 
die  Zahlgrösse,  die  man  erh&lt,  wenn  man  die  Grössen  a^  ^  a   ^  . . .  a.    der  Reihe 

nach  in  die  erste,  zweite,  .  .  .  n-te  Lücke  von  L  eintreten  lässt,  es  ist  also  (vgl. 
485,  Anm.,  S.  328  f.) : 

^W  . . .  a.^  =  9(ij ,...»,). 

Ist  L  insbesondere  ein  Produkt  von  n  Ausdrücken  mit  je  einer  Lücke,  die  nach 
Ausfüllung  ihrer  Lücken  sämmtlich  Zahlgrössen  werden,  so  hat  die  Funktion  tp 
die  Form: 

und  der  Ausdruck  [La,  •••<*,]  ^^^  eine  gewöhnliche  Determinante,  die  aller- 
dings durch  n!  dividirt  ist. 

Das  Grassmann  sehe  Symbol  [La^  , . .  a^^  ist  demnach  eine  Verallgemei- 
nerung des  Determinantenbegriffs  und  zwar  in  der  Hauptsache  eben  die  Verall- 
gemeinerung, von  der  Cayley  schon  1848  bei  seiner  Untersuchung  über  das 
Jacobische*)  Symbol  (1,  2,  . . . ,  2n)  ausgegangen  war  (s.  die  kurze  Abhandlung: 
„Sur  les  ddterminants  gauches*^  Grelles  Journal  Bd.  38,  S.  93 — 96  und  The  col- 
lect«d  mathematical  papers  of  Cayley,  Bd.  I,  S.  410—413). 

Nr.  610.  S.  354.  Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  nicht  ganz  befriedigend,  weil 
keine  Rücksicht  auf  den  Zahlfaktor  genommen  ist,  der  nach  Nr.  504  bei  der 
Entwickehmg  jedes  bezüglichen  Lückenproduktes  hinzugefügt  werden  muss.  AVir 
wollen  daher  den  Beweis  des  Satzes  510  etwas  ausführlicher  entwickeln. 

Es  seien  «p  ...  a^«  Grössen  erster  Stufe  und  es  seien  A^  und  Ä^^  (x  ^  r^ 
solche  Produkte  von  je  'In  —  1  und  "In  —  2  dieser  Grössen,  dfiss 

ist;  sollte  das  Produkt  [a,a^  •••  ^2'il  "^  ^  sem^  so  hat  man  sich  Ä^  und  A^^,  so 
gebildet  zu  denken,  dass  jedes  der  beiden  Produkte:  [«^-4^1  und  [o^a..Ä^'\  aus 
dem  Produkte :  [a^a^  .  .  .  a^  ^J  durch  eine  gerade  Anzahl  von  Vertauschungen  je 
zweier  der  Grössen :  «1 ,  Oj ,  . . .  ag  ^  entsteht. 

Bei  diesen  Festsetzimgeu  ist  nach  Nr.  504: 

wo  Ca^a^  bedcut^it,  dass  a^  in  die  erste  und  a^  in  die  zweite  Lücke  von  C  ein- 


*)  Cayley  hat  später  für  dieses  Symbol  die  Bezeichnung:  „Pfaffian"  ein- 
geführt; wir  werden  von  dieser  Bezeichnung  keinen  Gebrauch  machen,  da  wir  mit 
Lie  der  Ansicht  sind,  dass  der  Name  „Pfaffscher  Ausdruck"  unbedingt  für  die 
Ausdrücke  von  der  Form  ZX^dx^  aufgespart  werden  muss. 
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treten  soll,  und  wo  im  Zähler  der  Faktor  n  hinzugefügt  ist,  weil  a^  nach  und 
nach  in  jede  der  beiden  Lücken  jedes  der  n  Faktoren  von  C  eintreten  muss  und 
weil  infolgedessen  bei  der  Entwickelung  des  Ausdrucks  [C  a^  ...  a,„]  jedes  Glied 
n-mal  vorkommt.    Wegen 

folgt  nun  aus  (1)  sofort: 

Sil 

s 

Andrerseits  ist  aber  nach  Nr.  504: 

2 

WO  der  Faktor  Ton  a^  eine  Zahlgrösse  ist,  folglich  wird: 

2 

Damit  ist  die  erste  der  Gleichungen  von  Nr.  510  bewiesen.     Die  zweite  ergiebt 
sich,  wenn  man  noch  die  unmittelbar  einleuchtenden  Gleichungen: 

hinznnimmt. 

Wir  knüpfen  hieran  gleich  noch  einige  Auseinandersetzungen  über  das 
Rechnen  mit  dem  Symbole  [Ca,  ...  a^«]-  ^^^  hoffen  dadurch  das  Verständniss 
der  Nummern,  in  denen  das  Pf  äff  sehe  Problem  behandelt  wird,  wesentlich  zu 
erleichtem. 

Es  seien  jetzt  c, ,  ...  e^^  lauter  verschiedene  Einheiten  erster  Stufe,  so  dass 
also  das  Produkt:  [«,  ...  e^^]  sicher  ^0  ist;  femer  denken  wir  uns  E^  und  E^^ 
in  derselben  Weise  definirt,  wie  vorhin  A^  und  A^^.    Dann  ist  nach  (2): 


n 


2 

Da  nun  das  Produkt  [e^E^^]  =  E^  eine  ungerade  Anzahl  von  Faktoren  enthält^ 
so  bleibt  es  ungeändert,  wenn  man  seine  Faktoren  cyklisch  vertauscht;  demnach 
können  wir  die  übrigen  Glieder  der  Summe  auf  der  rechten  Seite  von  (4)  aus  dem 
Gliede 

[Ceie^][C       «364  ...  «2n] 

dadurch  ableiten,  dass  wir  c^,  63,...«^,^  cyklisch  unter  einander  vertauschen 
und  das  so  oft  wiederholen,  als  wir  noch  nicht  wieder  zu  der  ursprünglichen 
Reihenfolge  gelangen.  Entwickeln  wir  daher  den  Ausdmck  [C^^JE^i,,]  in  der- 
selben Weise,  wie  vorhin  den  Ausdmck  [C^Ci  ...  e^«]  "^^  setzen  wir  dieses  Ver- 
fahren fort,  so  finden  wir  schliesslich: 

,_,                    ,^n               T      ig[Cgigi][CV8eJ  . . .  [Ceg„,^eg  J 
^^^  lC   e,...e,J (2n-l)(2n-3)...3.1 

Hier  besteht  die  Summe  rechts  aus  allen  den  Gliedern,  die  man  erhält,  wenn  man 
zuerst  in  dem  hingeschriebenen  Gliede  die   2n  —  1    letzten  Indices  2,  8,  . . .  2n 
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gerade  (2n  —  l)-mal  cyklisch  vertauscht,  wenn  man  dann  in  allen  so  entstehenden 
Ausdrücken  die  2n  —  3  letzten  Indices  (2n  —  3) -mal  cyklisch  Tertauscht,  und 
80  weiter. 

Diese  Vorschrift  stimmt  genau  mit  der  überein,  die  Jacobi  schon  1827  zur 
Bildung  seines  Symbols  (l,  2,  . . .  2n)  gegeben  hat  (Grelles  Journal,  Bd.  2,  S.  890  fF., 
ges.  Werke,  Bd.  4,  S.  27  f.).  Ist  daher  Ce^e^  =  y^^  und  also  nach  der  Jacobi- 
schen Bezeichnung: 

80  wird: 

(6)  [Cf,  ...esJ- ih-^-"^  ^^) 

**  2'«.(2n-l)(2n  — 3)...3.1 

Man  vergleiche  hierzu  die  auf  S.  474  angeführte  Abhandlung  Cayleys,  in  der 
das  Jacobische  Symbol  ganz  ähnlich  abgeleitet  wird;  in  der  6  rassmann  sehen 
Bezeichnung  wird  jedoch  Alles  etwas  übersichtlicher. 

Ersetzen  wir  in  der  allgemeinen  Formel  (2)  die  Grösse  a,  durch  e^  und  a,, 
. . .  a«  „  durch  die  2  n  —  1  Faktoren  von  E„ ,  so  müssen  wir  auf  der  rechten  Seite 
a,,  und  -4,,,  durch  c,.  und  E  {v  ^fi)  ersetzen,  denn  für  v^n  ist:  [«^ -ß^„ ,]  =■ -E"^ 
und  also  [e^e^E^.]  ■-  [e^E  ].    Bedenken  wir  noch,  dass  [Ce  e  ]  —  0  ist,  und 

setzen  wir  überdies  fest,  dass  E  und  also  nach  Nr.  505  auch  [C^'*~"^^\,.J  immer 
den  Wcrth  Null  haben  soll,  so  erhalten  wir  die  Formel: 


2m 

(7) 


1 

(X,  i(  =  1,  .. .  2/i). 

Nun  ist  für  x  ^  ft  stets  [e^E  ]  =«=  0,  demnach  auch  die  linke  Seite  von  (7)  null, 
während  [e^E^]  =  [e,  c^  ...  r,^]  ist,  folglich  können  wir  für  (7)  schreiben: 

1 

WO  f^^^   den  Wcrth  0  oder  1  hat,  je  nachdem    x  ^  a  oder   x  =  fi  ist.     Wegen: 
[^x^J  ~  ~  [*'i^x]   ^^^^  ^ut  ^^  —  -^tu   ^^^irfen   wir  hierzu   noch  die  Gleichungen: 

1 
fügen, 

Ist  nun  insbesondere  [Ce^  ...  e^,,]  ^0,   so  sagen  (8)  und  (9)  offenbar  aus, 
dass  von  den  beiden  Gleichungensystemen: 

(10)  «^  =  ^  [<^'^  CjX^       (V  =  1,   .  .  .  ,  2  >0 

1 

und: 

2n 

(11)         LC'"€,  ...e,Jx^,  ^^nlll^f^'""'^-!"^     (M  =  l,...,2n) 

1 

jedes   die  Auflösung  des   andern   ist.     Man  vergleiche  hiermit  die  Formeln,    die 
sich  ergeben,  wenn  man  die  Gleichungen  (10)  oder: 
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8« 


(10')  «y  — Y^»^  (•'»*)  «X     (v  — l,...,2n) 

1 
mit  Hülfe  des  Jacobischen  Symbols  (1,  2,  . . . ,  2n)  auflöst*).   Man  wird  zugeben 
müssen,  dass  die  Benutzung  der  Grass  mann  sehen  Bezeichnung  gewisse  Vorzüge 
hat,  sie  liefert  etwas  kürzere  und  auch  übersichtlichere  Formeln. 

Bevor  wir  die  Auflösung  (11)  der  Gleichungen  (10)  mit  der  Auflösung  durch 
Determinanten  vergleichen,  wollen  wir  noch  Einiges  einschalten. 

Wenn  man  unter  A  einen  Ausdruck  mit  einer  Lücke  versteht,  der  nach 
Ausfüllung  dieser  Lücke  durch  eine  Grösse  erster  Stufe  eine  Zahlgrösse  wird,  so 
kann  man  setzen:  a^^=  At^  und  also  die  Gleichungen  (10)  in  der  Form: 

(12)  ^*^  =  ^[^'«r«xK     (»"-1,  ...,2n) 

1 
schreiben.    Setzt  man  noch  Ile^x^=x  x^  so  ergeben  sich  die  Gleichungen: 

(12')  At^=^\iJt^x\    (v  =  l,  ...,  2n). 

Aus  (11)  findet  man  dann: 

an 

(13)  [C»e.  ...  «sJ«x  =  ^Zn2^^[^'~'^.x] t^C»-»£J      [609], 

1 
da  [«,£,,]  =  -  [e,S,  J  =  --E,  ist,  oder: 

ti» 

(13')    [C«.  ...e.Ja; ^«J^C"-'^^ 2n[^C— '«....  e,,]   [604]. 

1 

Versteht  man  endlich  unter  c  =  2Q^6y  eine  ganz  beliebige  Grösse  erster  Stufe, 
so  kann  man  die  Gleichungen  (12')  in  die  eine: 

(12")  Ac^lCcx] 

zusammenziehen,  und  kann  sagen: 

Satz  1.  Es  sei  A  ein  Ausdruck  mit  einer  Lücke  und  C  ein  Ättsdrtick  mit 
zwei  Lücken  und  zwar  derart^  dass  beide  Ausdrücke  Zahlgrössen  werden,  wenn  man 
ihre  Lücken  durch  solche  Grössen  erster  Stufe  ausfüllt,  die  aus  den  2n  Einheiten 
c, ,  ...  «2,,  abgeleitet  sind;  ausserdem  möge  noch  vorausgesetzt  werden,  dass  A  und 
C  beide  von  Null  verschieden  sind,  dass  also  weder  alle  Ausdrücke  Ae     noch  alle 

Ausdrücke  Ce  e^  verschwinden.  Ist  dann  [C«,  ...«j„]  ^0,  so  wird  die  Glei- 
chung (12")  durch  den  aus  (13')  folgenden  Werth  von  x  erfüllt,  welche  aus  ^i ,  .  •  •  «^^ 
ableitbare  Grösse  auch  c  sein  mag. 

*)  In  der  auf  S.  364  angeführten  Abhandlung  hat  Jacobi  die  Auflösung 
der  Gleichungen  (10')  für  den  Fall  n  =  2  und  n  =- 3  vollständig  angegeben,  aber 
ohne  Beweis.  Cayley  hat  später  (1860)  den  Beweis  für  die  Jacobi  sehen  For- 
meln geliefert  und  diesen  zugleich  noch  eine  etwas  elegantere  Form  gegeben 
(„Dämonstration  d'un  thäor^me  de  Jacobi  par  rapport  au  probl^me  de  Pfaff", 
Grelles  Journal  Bd.  67,  S.  275,  Mathematical  papers  Bd.  IV,  S.  361).  Die  Ausdeh- 
nung der  Cayley  sehen  Formeln  auf  ein  beliebiges  n  hat  keine  Schwierigkeit, 
man  findet  sie  bei  Mansion,  Theorie  des  äquations  aux  däriväes  partielles  du 
Premier  ordre,  Gand  1873,  S.  106 f.,  in  der  deutschen  üebersetzung,  Berlin  1892 
auf  S.  106 f.  Vgl.  auch  Forsyth,  Theory  of  diflerential  equations,  part  I,  Cam- 
bridge 1890,  S.  96  f.,  in  der  deutschen  üebersetzung,  Leipzig  1893,  S.  105  f. 
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Ersetzt   man   hier   A,  C  und   x  durch   -—■  IXj  -j- X  und   dx,    so   erhält 

I  ax 

man  sämmtliche  Ergebnisse  von  Nr.  515. 

Ware  [Ccj  ...  «j„]  ^0,  verschwänden  aber  alle  Ausdrücke  [AC'^~^E^] 
(v  =  1,  ...  2n),  so  würde  aus  (13)  folgen:  x^  —.••=«  x^^  =-  0,  was  nach  (12) 
mit  der  Voraussetzung  in  Widerspruch  steht,  dass  Jl^  0  sei.    Also: 

Satz  2.  Sind  A  und  C  Lückenausdrücke  von  der  in  Satz  1  cmgegehenen  Be- 
schaffenheit, 80  zieht  das  Verschtoinderi  aUer  2  n  Ausdrücke  [A  C*~  ^  E^]  {v  «-1, . . . ,  2  n) 

das  Verschwinden  von  [C'*«i  ...  «,„]  nach  sich. 

Es  ist  das  der  Satz  Nr.  518  in  einer  etwas  verallgemeinerten  Fassung. 

Ist  endlich  [Cej  . ..  «jj  =»  0,  ohne  dass  alle  Ausdrücke  [C*""~^JB  J  ver- 
schwinden, so  zeigen  die  Gleichungen  (8)  immer  noch,  dass  die  Gleichungen: 


2« 

(14) 

0  -^«  [Ce,e;\x^ 

1 

—  0    (».. 

=1,. 

•  • » 

in) 

befriedigt 

werden, 

wenn  man 

-r.'--ijre- 

1 

(16) 

X 

Y 

'km: 

(»-- 

1, 

.  .   ., 

2»i) 

setzt,  unter  den  x^  beliebige  Zahlgrössen  verstanden.  Demnach  wird  x  «b  Zx^e^ 
die  Gleichung:  [Ccx]  »-  0  erfüllen,  welche  aus  «j,  ...  e^^  ableitbare  GrOsse  auch 
c  sein  mag.  Ist  nun  A  ein  nicht  verschwindender  Ausdruck  mit  einer  Lücke,  so 
können  wir  jedem  x^  den  Werth  ^.Ae^  eriheilen,  imter  q  eine  beliebige  Zahl- 
grosse  verstanden,  und  erhalten: 

^'  -  2« --1  2  ^«»[«^"*^«]  -  f  [^  C— »ÄJ  [609] 

1 

oder  nach  504: 

(16)  ,  X  =  "Zn^lAC'-^e^  . . .  c^  J, 

was  natürlich  nur  dann  ein  brauchbarer  Werth  von  x  ist,  wenn  nicht  alle  Aus- 
drücke: [^1  C*~^J5^J  verschwinden.  Die  x^  genügen  noch  einer  andern  lineareu 
homogenen  Gleichung,  es  ist  nämlich: 

2n  »n 

2^x,  .  Ae,  -  ^x  =  i'^Ae,[A  CT—'i^,]  = 

1  1 

=>  ^HQ^AAC^'^e,  .  .  .  «jj  =  0  [509,  508]. 

Mit  andern  Worten: 

Satz  3.  Haben  A  und  C  die  in  Satz  1  angegebene  Bedeutung  und  ist 
fCei  . .  .  Cg  J  =.  0,  während  nicht  alle  [C-^E^^^]  und  auch  nicht  alle  [AC'-'^E^] 
verschwinden,  so  kayin  man  x  derart  bestimmen,  dass  es  nicht  bloss  die  Gleichung 
[Ccx]  s-B  0  erfüllt,  welche  aus  ^i,  .  ••  «^^  ableitbare  Grösse  auch  das  c  sein  mag, 
sondern  dass  es  auch  noch  die  Gleichung  Ax  ^^  0  befriedigt;  man  hat  zu  diesem 
Zwecke  nur  x  den  Werth  (16)  zu  eriheilen. 

In  Nr.  516  ist  dieses  Ergebniss  für  den  Fall  abgeleitet,  dass  man  A^  C^  x 

durch  X,  -       X,  dx  ersetzt. 
ax 

Wir  kehren  jetzt  zu  den  Gleichungen  (8)  und  (10)  zurück. 


Zu  Nr.  610,  511,  611  Anm.  479 

Setzen  wir 

[Ce^e^] «  2  (y*^ — y^ x)  -  Y  Px  r 

und  bezeichnen  wir  die  Determinante  der  ß^^  mit  d,  so  folgt  aus  (8)  nach  dem 
Multiplikationssatze  der  Determinanten: 


[C-e.  . . .  «,.]«-  -  -— ^ —  J  .  Det.  [C-'EV 


Nun  ist  J  eine  ganze  Funktion  2n-ten  Grades  der  §^^  und  [C^e^  ...  «^i«]  ®^^® 
ganze  Funktion  n-ten  Grades,  mithin  kann  die  eben  gefundene  Gleichung  nur  be- 
stehen, wenn  sich  d  von  dem  Quadrate  von  [C  f,  . . .  ^2  nl  ^^^  durch  einen  Zahl- 
faktor unterscheidet.  Da  J  das  Glied:  ßl^^l^  "-  ßln—i  %n  ^^^hält,  so  findet  man, 
wenn  man  noch  die  Gleichung  (6)  berücksichtigt,  dass 


(17)  [C'e,  ...6,1 


2 ^ 

2-J    "'2'».[(2n— l)(2n  — 3)...3.1]^' 


was  mit  der  zuerst  von  Cayley  bewiesenen  Gleichung:  zf  —  (1, 2, . . . ,  2n)'  über- 
einstimmt (vgl.  Gl   (6)  und  die  auf  S.  474  angeführte  Abhandlung  von  Cayley). 
Löst  man  andrerseits   die    Gleichungen  (10)   durch  Determinanten   auf,   so 
erhält  man: 

8n 

woraus  durch  Vergleichung  mit  (11)  und  durch  Benutzung  von  (17)  folgt: 

(18)  ^  -  alC-'E^nCe,  . . .  «j  J, 

unter  a  eine  Zahl  Terstanden*).  D^es  zeigt,  dass  mit  [C*«i  ...  e^n]  z^^^^ch  alle 
(2n — 1)- reihigen  ünterdeterminanten  von  J  verschwinden,  eine  Thatsache,  die 
für  das  Yerständniss  des  Satzes  3,  S.  478  von  Wichtigkeit  ist. 

Nr.  511«    S.  366.    Es  hätte  hier  bemerkt  werden  sollen,  dass  das  Verfahren 
des  Textes  ohne  Weiteres  auch  die  Bedingung 


[(Ä  ^)-"]  - » 


liefert,  dass  diese  aber,  wie  sich  später  (in  Nr.  618)  herausstellt,  eine  Folge  der 
Gleichung 

[-  G4  -)■]  - » 

ist. 

Nr.  511 9  Anm.  S.  366,  Z.  7  f.  v.  0.  Ist  nicht  bloss  x^  sondern  auch  Xdx 
eine  extensive  Grösse,  so  ist  die  Gleichung  Xdx  «»  0  gleichbedeutend  mit  einem 
Systeme  von  Pf  äff  sehen  Gleichungen: 


m 


(1)  ^X^^dx^^^O    (x  =  l,...Ä). 
1 

*)  Die  unbequemen  Zahlenfaktoren,  die  in  den  Gleichungen  (17)  und  (18) 
auftreten,  sind  eine  Folge  der  in  Nr.  604  getroffenen  Bestimmung,  wonach  der 
Ausdruck  [C"«,  •••^aJ  ^^^  Nenner  (2n)I  bekommt.  Es  zeigt  sich  hier,  dass 
diese  Bestimmung  für  manche  Zwecke  unpraktisch  ist. 
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Setzen  wir  nämlich   Zx  e    =»  x  und 

m 

1 

80  können  wir  das  System  (1)  in  der  Form 

(2)  X^dx  —  0,  .  .  . ,  Xf^dx  =  0 

schreiben,  wo  X,da:,  ...,  X^^dx  Zahlgrössen  sind;  wenn  wir  daher  noch:  * 

setzen,  so  wird  das  System  (2)  gleichbedeutend  mit  der  Gleichung:    Xdx  ««  0. 

Soll  nun  das  System  (1)  oder  (*2)  auf  ein  System  zurückfQhrbar  sein,  in  dem 
bloss  n  •<  m  Difierentiale  vorkommen,  so  muss  es  möglich  sein  die  Grössen  u^ 
und  Ujg ,,  derart  als  Funktionen  von  a;, ,  . . .  ar^^  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt, als  Funktionen  von  .r  zu  bestimmen,  dass 

(3)  -^^dx^U^^du,  +  ''+l\^du^     (x  =  l,  .../O 
wird.    Hieraus  aber  ergiebt  sich: 

n  n 

(4)  P^x-^'l^xrä-x""       i:r  ^■' =2  Cx  ^- dx  •*' +  ^^- dl'- "') 

1  1 

(x^  1,  . . .  A), 

und  wenn  man  diese  Gleichungen  nach  dem  Vorbilde  von  Nr.  511  behandelt, 
erhält  man  als  noth wendige  Bedingungen  für  die  Möglichkeit  jener  ZurückfShrung 
die  folgenden: 

(6)  [X['X','  . . .  X;*  {f^X,y. . .  (/^  X,)'*]  -  0, 

WO  jedes  b.  einen  der  Werthe  0  oder  1  und  jedes  r-  einen  der  Werthe  0,  1,  . . ., 
w  +  1  hat,  und  wo  man  fj ,  . . .  f,^,  r,,  . . .  r^^  auf  alle  möglichen  Weisen  so  zu 
wählen  hat,  dass 

f  1  + 1-  'a  +  n  H h  ^A  =-  w  +  1 

wird.  Das  sind  oft'enbar  die  Bedingungen,  die  Grassmann  im  Sinne  gehabt  hat; 
möglicherweise  hat  er  sie  noch  auf  Gleichungen  für  die  Grösse  X  allein  zurück- 
geführt, etwa  auf  die  Gleichungen: 

d    „\»  +  i  — " 


(^')  L^"(Ä^) 


=   0       (iLt  =  0,  1,.  ..//), 


wo   der  Ausdruck  in  der   scharfen  Klammer    als    ein    algebraisches  Produkt    im 
Sinne  von  Nr.  364 — 371  aufzufassen  ist. 

Die  Bedingungsgleichungen  (5),  deren  Auftreten  bisher  noch  gar  nicht  be- 
achtet worden  zu  sein  scheint,  verdienten  eine  nähere  Untersuchung;  namentlich 
wäre  ea  von  Interesse  zu  wissen,  ob  sie  auch  im  Fcille  /*  >  1  nicht  bloss  noth- 
wendig,  sondern  auch  hinreichend  sind. 

Nr.  512,  S.  357,  Z.  8—4  v.  u.  Bei  Jacobi  ist  der  Ausdruck  (2,  3,  . . .,  2n  -f  1) 
zunächst  in  etwas  anderer  Weise  detinirt  (vgl.  die  Anmerkung  zu  Nr.  510,  S.  475  f.). 

Nr.  514.  S.  361,  Z.  11  f.  v.  o.  Es  hätte  gleich  hier  gesagt  werden  sollen,  dass 
im  Falle  X  =  0  die  Aufgabe  gelöst  ist,  sobald  es  gelingt,  Sx  so  zu  bestimmen, 
dass  es  die  Gleichung: 

d 


,     X  .  c  .  djc 
Lax 


=  0 


Zu  Nr.  611  Anm.,  612,  614,  616,  616  Anm.,  516,  618,  619.  481 

für  jeden  Werth  der  Grösse  c  erfüllt  und  ausserdem  auch  noch  die  Gleichung: 
X^o; «»  0.   Dadurch  würde  die  Darstellung  in  Nr.  616  wesentlich  gewonnen  haben. 
Nr.  515«    S.  362,  Z.  18—16  v.  o.    Diese  Zahlgleichungen  lauten: 

1 

Unter  den  hier  gemachten  Voraussetzungen  kann  man  nach  Anleitung  von  S.  476  f. 
die  Auflösung  dieser  Gleichungen  sofort  hinschreiben,  und  übersieht  zugleich 
YoUkommen,  wie  die  Auflösung  zu  Stande  kommt.  In  der  Grassmann  sehen 
Darstellung  dagegen  beruht  Alles  auf  einem  Kunstgriff,  der  nur  geeignet  ist,  das 
Verständniss  zu  erschweren.  Die  Anwendung  dieses  Kunstgriffs  hat  Überdies  den 
Nachtheil,  dass  Grassmann  erst  noch  besonders  nachweisen  muss,  dass  der  ge- 
fundene Werth  Yon  8x  wirklich  den  gegebenen  Gleichungen  genügt. 

Nr.  515,  Anm.  S.  366,  Z.  1—13.  Man  vgl.  die  Anmerkung  zu  Nr.  610,  8.  479. 
Dass  sich  die  in  Nr.  616  angewandte  Methode  „von  selbst  darbiete",  wird  man 
kaum  zugeben  können.  Dagegen  muss  man  allerdings  anerkennen,  dass  die 
Grassmannsche  Symbolik  unmittelbar  zu  den  Ergebnissen  von  Nr.  616  führt. 

Nr.  616.  S.  365  f.  Man  vergleiche  die  Anmerkungen  zu  Nr.  614  und  510, 
S.  480  f.  und  478. 

Nr.  518.   S.  368.   Man  vergleiche  die  Anmerkung  zu  Nr.  510,  S.  478,  Satz  2. 

Nr.  519.    S.  371,  Z.  18  v.  o.    Im  Original  steht:  „zwischen  1  und , 

was  offenbar  ein  Druckfehler  ist. 

Nr.  519.  S.  371,  Z.  1  v.  u.  bis  S.  372,  Z.  9  v.  u.  Setzt  man  für  dx  seinen 
Werth:  Sx  ==  £e  dx    ein,  so  erhalten  die  Gleichungen:  ^^  =«  0  die  Form: 

m 

1 

und  der  hier  bewiesene  Satz  sagt  einfach  aus,  dass  in  der  Matrix,  die  zu  diesen 
m  linearen  homogenen  Gleichungen  gehört,  alle  (2n -f- l)-i'eihigen  Determinanten 
verschwinden,  sobald  die  Gleichung  (b)  erfüllt  ist.  Beim  Beweise  wird  still- 
schweigend die  Voraussetzung  gemacht,  dass  der  Ausdruck: 


[(Ä^r«.--''j^« 


ist,  denn  nur  unter  dieser  Voraussetzung  stellt  die  auf  S.  372  abgeleitete  Glei- 
chung Sa^G^  ■=  0  eine  Zahlbeziehung  dar,  in  der  G^^^  wirklich  vorkommt.  Erst 
nachträglich  (S.  372,  Z.  2,  1  v.  u.  und  S.  873,  Z.  12—9  v.  u.)  macht  Grassmann 
auf  diese  Voraussetzung  aufmerksam. 

Nr.  519.    S.  373,  Z.  3  v.  o.    Es  wäre  besser  gewesen,  wenn  diese  Bedingung 
in  der  Form: 


[^(A^)"  '*.«.---*«J^« 


geschrieben  worden  wäre. 

Nr.  519.  S.  373,  Z.  9— G  v.  u.  Dabei  ist  natürlich  vorausgesetzt,  dass  man 
nach  S.  372,  Z.  7—2  v.  u.  in  den  Gleichungen:  6?^  =«  o,  . . .  schon  8x2n-\-\i  •  •  •  ^^m 
gleich  Null  gesetzt  hat. 

Grasamann,  Werke.    I.  2.  81 
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Nr.  619.   S.  874,  Z.  8—16  v.  o.    Auch  hier  wird  vorausgesetet,  dass  gerade 

ist;  Belbstverst&ndlich  ist  diese  Voraussetzung  keine  Beschränkung  der  Allgemein- 
heit, da  ja  von  vornherein  vorausgesetzt  ist,  dass 

nicht  verschwindet. 

Nr.  520 9  {Anm. ).  S.  876.  Dieser  Zusatz  ist  gemacht  worden,  um  zu  er- 
klären, warum  Grassmann  den  Fall,  wo  m  —  2n  —  1  ist,  gar  nicht  erwähnt. 
Es  wäre  ganz  falsch,  aus  der  Nichterwähnung  dieses  Falles  zu  folgern,  dass 
Grassmann  ihn  ausgeschlossen  habe,  und  es  ist  nicht  recht  verständlich,  wie 
Forsyth*)  behaupten  kann:  „It  is  assumed  implicitly  that,  if  the  coefficients 
of  an  equation  satisfy  no  characteristic  condition,  then  the  number  of  variables 
is  even;  so  that  Grassmann  practically  considers  onlj  the  even  classes  of  uncon- 
ditioned  equations."  Grassmann  sagt  doch  in  Nr.  512,  S.  856,  Z.  7,  6  v.  u. 
ausdrücklich,  dass  für  m  <<  2n  -f-  ^v  ^^o  insbesondere  für  m  «-  2n  —  1  gar  keine 
Bedingungsgleichung  hervortritt,  er  war  sich  also  vollständig  darüber  klar,  dass 
die  Gleichung:  X^dx^  +  •••  +  ^„_id^2ii— i  "™  ^  immer  durch  Vereine  von 
n  Gleichungen  integrirt  werden  kann,  mag  nun 


[-  (al  -)-'] 


gleich  Null  oder  von  Null  verschieden  sein. 

Nr.  502 — 527«  S.  845 — 879.  Wir  wünschen  Grassmanns  bisher  so  wenig 
beachtete  Untersuchungen  über  das  Pf  äff  sehe  Problem  möglichst  auch  solchen 
zugänglich  zu  machen,  die  nicht  gewillt  sind,  sich  den  Grassmannschen  Kalkül 
anzueignen.  Deshalb  wollen  wir  jetzt  versuchen,  den  Inhalt  der  Nrn.  502 — 527, 
soweit  er  sich  auf  das  Pf  äff  sehe  Problem  bezieht,  in  der  Sprache  der  gewöhn- 
lichen Analysis  darzustellen.  Wir  benutzen  dabei  das  Jacobische  Symbol 
(1,  2,  . . . ,  n)  und  zwar  in  der  Weise,  wie  das  Cayley  gelehrt  hat.  Mit  Hülfe 
dieses  Symbols  sind  wir  im  Stande,  alle  Rechnungen  und  Ueberlegungen  Grass- 
mauns  durch  vollkommen  aequivalente  zu  ersetzen. 

Uebrigens  beabsichtigen  wir  keineswegs  Grassmann  Schritt  für  Schritt  zu 
folgen  —  das  würde  zu  weitläufig  werden  — ,  wir  wollen  nur  seineu  Gedanken- 
gang möglichst  vollständig  wiedergeben,  um  zu  zeigen,  was  Grassmann  eigent- 
lich geleistet  hat. 

In  Nr.  502  zeigt  Grassmann  zunächst,  dass  die  Gleichung: 

(1)  X.da;, +  ••  •  +  A-„dx„,  =  0 

dann  und  nur  dann  durch  einen  Verein  von  ii  Gleichungen: 

(2)  u,  (ar, ,  ...  Xj^)  =>  const. ,  . . . ,  w^(^i ,  ...  x^^)  =  const. 

integrirt  werden  kann,  wenn  der  Ausdruck  £X  dx    auf  die  Form: 

m  n 

{'^)  2  ^m"^""!^  =2  ^^-(•^»'  •  •  •  ''n)^^K 
1  1 

*)  Theory  of  tlifferential  equations,  Part  I,  Cambridge  1890,  S.  83,  in  der 
deutschen  Uebersetzung  (Leipzig  1893)  auf  S.  92. 
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mit  nur  n  Differentialen  zurfickführbar  ist*).    Der  Beweis   ist  unmittelbar  ver- 
ständlich. 

Soll  SX  dx^^  auf  die  Form  (3)  gebracht  werden  können,   so  müssen  die 


Gleichungen : 


(4) 


dX..      ^dü^  au.       .^         dW 


M 


^^  dx^  dx„      j^     '  dx„da 


dx^      ^j  dx^  dx,,      j^     '  dx^Sx^ 


bestehen.    Um   hieraus    die   U  und   u   zu   eliminiren,   bildet   Grassmann    den 
Ausdruck : 


dx 


WO  fii,  . . .  f^in4-i  ^S^^^  2n  +  1  unter  den  Zahlen  1,  2,  ...  m  sind  und  wo  die 
Summe  in  der  Weise  zu  bilden  ist,  dass  man  fij,  ...  f(2«4.i  ^^^  ^^e  möglichen 
Arten  permutirt  und  jeder  geraden  Permutation  das  Pluszeichen,  jeder  ungeraden 
das  Minuszeichen  giebt.  Bei  dieser  Bildungsweise  des  Ausdrucks  (6)  fallen  die 
zweiten  Differentialquotienten  der  u,  alle  weg  und  es  bleibt: 


"«+1 


dx     dx  dx         dx  ' 

wo  die  innere  Summe  ebenso  zu  bilden  ist  wie  bei  (6).  Da  mm  unter  den  n  -f  1 
Indices  Vj ,  ...  v„  i  ^  stets  mindestens  zwei  gleiche  vorkommen,  so  verschwindet 
die  innere  Sunmie  identisch,  und  es  ergiebt  sich  somit,  dass  alle  Ausdrücke  von 
der  Form  (6)  den  Werth  Null  haben  müssen,  wenn  eine  Gleichung  von  der 
Form  (8)  bestehen  soll.   Natürlich  tritt  diese  Bedingung  nur  dann  in  Kraft,  wenn 

w  ^  2n  +  1  18^- 

Das  ist  der  Inhalt  von  Nr.  611.   Die  Ableitung  der  noth wendigen  Bedingungen 

für  das  Bestehen  von  (3)  ist  vollständig  Grassmanns  Eigenthum  und  entschieden 
höchst  beachtenswerth,  zumal  sie  sich  auch  auf  Systeme  von  Pf  äff  sehen  Glei- 
chungen übertragen  lässt  (vgl.  die  Anmerkung  zu  Nr.  611  Anm.  auf  S.  479  f.). 

In  Nr.  612  zeigt  Grassmann,  wie  man  die  in  Nr.  611  gefundenen  Be- 
dingungsgleichungen  mit  Hülfe  des  Jac ob i sehen  Symbols  (1,  2,  . ..  2n)  schreiben 
kann.    Indem  er  nämlich  mit  Jacobi: 

ax      dx^ 

dx^        dx^       ^' 

setzt  und  jenes  Symbol**)  benutzt,  bringt  er  die  Gleichung,  die  durch  Nullsetzen 
des  Ausdrucks  (6)  entsteht,  auf  die  Form: 

*)  Ueber  Nr.  603  vgl.  man  die  Anmerkung  auf  S.  472  ff. 
**)   Dieses  Symbol   ist   eine   ganze   Funktion   n-ten  Grades   der  Ausdrücke 
(/i,  x)  und  ist  durch  die  Becursionsformel: 

(1,2,  ...,2n)  =  Z(l,  2)(3,4,  ...,2n) 

definirt,  wo  die  Summe  rechts  aus  allen  Ausdrücken  besteht,  die  man  erhält,  wenn 
man  in  dem  hingeschriebenen  Ausdrucke  die  Indices  2,  3, . . .,  2n  einmal,  zweimal, ... 

31* 
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wo  jetzt  die  Summe  aus  allen  den  Ausdrücken  besteht,  die  man  aus  den  hin- 
geschriebenen durch  einmalige,  zweimalige,  .  .  .  (2n-{- l)~iQ^^fir^  cyklische  Ver- 
tauBchung  der  Indices  /u, ,  . . .,  fAg„  i  ^  6^^^^^- 

Wir  brauchen  uns  wohl  mit  der  Begründung  dieses  Ergebnisses  nicht  auf- 
zuhalten und  wollen  daher  gleich  einschalten,  dass  die  Qleichung  (7)  mit  Hülfe 
eines  von  Caylej  herrührenden  Kunstgriffs*)  in  einer  sehr  eleganten  Form  ge- 
schrieben werden  kann,  die  uns  nachher  gute  Dienste  leisten  wird.  Setzen  wir 
nämlich  mit  Cayley: 

(6')  (0,^)  =  X^,    (/i,0)--X,,, 

so  erhält  (7)  die  Gestalt: 

(7')  (0,  |»i,fA,,  •••»fS«+i)  — ^• 

Wir  kehren  nach  dieser  kleinen  Abschweifung  zn  Nr.  512  zurück. 

Eigentlich  hätte  man  alle  Gleichungen  (7)  oder  (7')  zu  bilden,  die  man  er- 
hält, wenn  man  für  f*, ,  . . .,  fi^n-ui  ii^^^^  2n  +  1  der  Zahlen  1,  2,  . . .,  m  setzt. 
Grassmann  beweist  aber  noch:  dass  unter  der  Voraussetzung:  Xj  ^0  diejenigen 
Gleichungen  (7)  oder  (7'),  in  denen  eine  der  Zahlen  f*, ,  f*,,  .. .,  ^^^  i  ^  den  Werth 
J^ins  hat,  das  Bestehen  aller  übrigen  Gleichungen  nadi  sich  zi^ten, 

Uebersetzen  wir  den  Beweis  Grassmanns  in  die  hier  gewählten  Bezeich- 
nungen, so  kommt  er  einfach  auf  Folgendes  hinaus:    Die  Gleichung: 

(0,  0, 1,  f*,,^,,  ...,f*^^^j)  —  0 

ist  eine  Identiät,  da  das  Jacobische  Symbol  auf  der  linken  Seite  zwei  gleiche 
Indices  enthält.  Entwickelt  man  aber  diese  Gleichung  nach  der  für  das  Jacobische 
Symbol  geltenden  Regel,  so  erhält  man,  da  das  erste  Glied  verschwindet: 

1 
und  diese  Gleichung  ist  gleichbedeutend  mit  der  folgenden: 

2«-fl 
A',  (0,  ^,,  ...,  f*2n4-i)  =^''(~^)''"^^x(^»  ^'  f*i»  •••»  ^x~l»  f*x-f  n  •'-'>  ."2«-hl)» 

1 

aus  der  der  zn  beweisende  Satz  unmittelbar  folgt. 

Tn  Nr.  514  wird  die  Aufgabe  behandelt,  die  Gleichung: 

X,dx,  +--+X,,d^;,.  =  0 

durch  Einführung  neuer  VeiänderlicJter  auf  eine  Gleichung  zurückzuführen,  in  der 
bloss  noch  m  —  1  Veränderliche  vorkommen.  Analytisch  kommt  diese  Aufgabe 
darauf  hinaus,  den  Ausdruck  2X  dx  durch  Einführung  neuer  Veränderlicher 
!/,,...  y,n-iy  t  auf  die  Form: 

(2n —  l)-mal  cyklisch  vertauscht.  (Vgl.  hierzu  die  Entwickelung  auf  S.  475f.') 
Es  folgt  dann  leicht,  dass  der  Ausdruck  (/li,  ,  ...,  fi^^)  bei  Vertauschung  zweier 
Indices  und  auch  bei  cyklischer  Vertansehmig  aller  2n  Indices  sein  Zeichen 
wechselt,  und  dass  er  verschwindet,  wenn  zwei  der  Indices  gleich  sind.  Man 
vgl.  die  auf  S.  474  genannte  Abhandlung  vou  Cayley. 

*)  Vgl.  die  auf  S.  477  angeführte  Abhandlung  von  Cayley. 
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m  m  —  1 


(8)  2  X^da;^  =  N  2  r,  (y. ,  .  .  .  y„._ ,)rfy. 


ZU  bringen,  wo  t  ntMr  in  dem  Faktor  N  vorkommt.  Die  ganze  Aufgabe  und  das 
dabei  benutzte  Verfahren  stammen  von  Pfaff  *),  der  Inhalt  Yon  Nr.  514  ist  daher 
im  Wesentlichen  nur  eine  Uebersetzung  Pf  äff  scher  Gedanken  in  Grassmann  sehe 
Sprache. 

Die  Aufgabe  wird  gelöst  sein,  wenn  man  die  Gleichungen: 


p-^/>-«.  ä(hJ^4:;)-«  <• 


W       ^"-^/'-äf'"'    ?tl  M    >^<'^"=--|-°    (»  =  l,...,m-l) 
befriedigt  hat.    Setzt  man  nun 

^  du      . 

so  erhält  man  durch  Verbindung  der  Gleichungen  (8)  die  folgenden: 
die  offenbar  identisch  erfüllt  sind,  wenn  man  die  Gleichungen: 

m  Q 

(12)    .  HO,(i)^^.((i,n)-^       (1^=1,  ...m) 

1 

befriedigen  kann,  wo  (fi,  x)  und  (0,  x)  die  in  (6)  und  (6')  angegebene  Bedeutung 
haben. 

Gelingt  es  nun  umgekehrt,  die  x^  derart  als  Funktionen  von  t  und  y^,  ..|. 
y^— 1  ^^  bestimmen,  dass  (12)  erfüllt  ist  und  dass  X  nicht  verschwindet,  so  wird 
augenscheinlich 

Wl  ^  tu  ^ 

i  1 

und  es  bestehen  zugleich  die  Relationen  (11).    Aus  (13)  und  (11)  folgen  aber  bei 
Benutzung  von  (10)  die  Gleichungen  (9),  also  ist  die  Aufgabe  gelöst. 

Sind  andrerseits  die  Gleichungen  (12)  so  beschaffen,  dass  aus  ihn^n  das 
Verschwinden  von  X  folgt,  so  muss  man  die  x^  so  bestimmen,  dass  sie  ausser  den 
Gleichungen: 

tn  o 

CX^ 


(12)  ^  =' ^'^  (i"» '') -^T     (i^==^  •••»"'' 

1 
auch  noch  die  Gleichung: 

(13-)  2  <".  f) -gf = " 

1 

erfüllen.     Dann  wird  nämlich  auch  (11)  erfüllt  sein,  wenn  man  I  »»  0  setzt,  und 
da  die  Gleichung  (10)  im  Falle  X  »  0  aussagt,  dass  N   von  t  frei   ist,  so  folgt 

*)  Vgl.  die  auf  S.  471  angeführte  Abhandlung. 
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aus  (11)  und  (13')  oder  (18)  wieder  das  Bestehen  der  Gleichungen  (9)  und  die 
Aufgabe  ist  gelöst*). 

Der  Fall,  dass  m  gerade  ist,  wird  jetzt  in  Nr.  616—517  unter  gewissen  Vor- 
aussetzungen Tollständig  erledigt. 

Ist  m  ■-  2n,  so  folgt  aus  (12): 

(c) 
1^(0,  1)(2,  8,  . . .,  ^-  1,  ^4- 1,  . . .,  2n)  - 

in       (e) 


-  V.  V 


(1,  x)(2,  8,  ...,  f*-l,  ^4-1,  ...,2n) 


dx, 


* 


1 

(c) 

wo  ^  andeutet,  dass  die  Summe  aller  der  Ausdrücke  zu  bilden  ist,  die  aus  dem 
hingeschriebenen  durch  ein-,  zwei-,  ...  (2n  —  1)- malige  cyklische  Vertaaschung 
der  Indices:  1,  2,  . . .,  \i.  —  1,  fi  -f  ^t  f^  ~f  ^i '  •  i  ^^  entstehen.  Die  letzte  Gleichung 
aber  lässt  sich  schreiben: 

Z(0,  1,  2,  ...,|»-1,  |»  +  1,  ...,2n)  — 


ex 


X 


(«,  1,  2,  ...,  f*~l,  |»4-1,  ...,  2n) 


X 


dt  ' 
1 


A(0,  1,  8,  . . .,  ,.  -  1,  ^  +  1,  . . . .,  2n)  -  (-  1)"(1,  2,  . ...  2n)  -*^ 

()U  =  1,  8,...,  Sil). 


und  da  hier  rechts  alle  Glieder  verschwinden,  in  denen  x  ^  ^  ist,  so  kommt: 

(14) 

Andrerseits  ist: 

(x,  0,  1,  2,  ...,2n)-0, 

welche  unter  den  Zahlen  0,  1,  2,  . . .,  2n  man  auch  für  x  setzen  mag,  hieraus  aber 
folgt,  wenn  man  die  linke  Seite  nach  der  Recursioneformel  auf  S.  483  entwickelt, 

(X,  0)  (1,  2,  .  . .,  2n)  +  2  (x,  |[t)  (fi  +  1,  .  .  .,  2n,  0,  1,  . . .,  |[t  —  1)  =  0 

1 
oder: 

yi  (- If  (n,  fi)  (0,  1,  ...,,t-    1,  iu  +  1,  ...,2n)  -  (0,  x)  (1,  2.     ..,2n) 

1  (x  =  0,  1,  2,  ...,2n). 

Sind  daher  nicht  alle  2n  Ausdrücke: 

*)  Der  Fall  A  =  0  wird  allerdings  erst  in  Nr.  516  berücksichtigt,  doch  ist 
es  besser  ihn  gleich  hier  zu  besprechen.  Noch  zweckmässiger  wäre  es  natürlich, 
zu  sagen,  dass  die  Aufgabe  gelöst  ist,  wenn  man  l  und  Xi,  •  -  x^^  derart  als 
Funktionen  von  y, ,  ...  yn_i  und  t  bestimmt  hat,  dass  die  Gleichungen: 

^(0,  li)  +^(^  i^)  -^-  =  <>    (fi  -0,  1,  . .  .  m) 
1 
identisch  erfüllt  sind;  doch  wäre  das  eine  wirkliche  Abweichung  von  dem  Grass- 
m an n sehen  Gedankengange  und  wir  erwähnen  das  hier  nur,  weil  man  daraus 
erkennt,  dass  die  Cayleyschc  Bezeichnung:  X    «=  (0,  fi)  in  der  Natur  der  Sache 
begründet  ist. 
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(16)  (0,  1,  ...,.a-l,  lÄ+l,  ...,2n)    (f*  «  1,  . . .,  2n) 

gleich  Null  und  ist  auch  (1,  2,  . . .,  2n)  ^  0,  so  werden  die  Gleichungen  (12)  durch 
die  aus  (14)  folgenden  Werthe  der  Dififerentialquotienten  von  iTj,  .  .  .  a:,^  be- 
friedigt, ohne  dass  X  verschwindet,  und  zwar  kann  man,  wenn  etwa: 

(17)  (0,  1,  2,  ...,2n-l) 

von  Null  verschieden  ist,  x^^^^  t  setzen,  und  erhält  dann  X  und  die  Dififerential- 
quotienten von  a\,  •  •  •  *2n— 1  ^*^^  *  ^  Funktionen  von  rcj , . . .  ajg^^  j  und  ar,^  =«  t 
dargestellt. 

Wenn  dagegen  zwar  nicht  alle  Ausdrficke  (16)  verschwinden,  wohl  aber 
(1,  2,  . . .  2n),  also  wegen  (14)  auch  X  gleich  Null  ist,  so  zeigen  die  Gleichungen 
(15),  dass  (12')  und  (13')  identisch  erfüllt  werden,  wenn  man  setzt: 

(18)  -^  =3  e(-  If  (0,  1,  . . .,  f* -  1.  I*  +  1,  . .  .,  2n), 

unter  q  eine  beliebige  Grösse  verstanden.  Wenn  daher  insbesondere  der  Ausdruck 
(17)  von  Null  verschieden  ist,  so  kann  man  wieder  x^^  =^  t  setzen  und  erhält  q 
und  die  Differentialquotienten  von  Äj,...a:g^_j  nach  t  durch  ^i,  • . .  a;j^__j 
und  x^j^  *^  t  ausgedrückt. 

Ist  also  m  »  2n  und  sind  nicht  alle  Ausdrücke  (16)  gleich  Null,  so  erhält 
man  immer  ein  System  von  Gleichungen: 

dx 

(19)  -g7  •=£/.(«!»••  -^m-l»  0     (!»  — 1,  ..-,  »»  — 1), 

das  zusammen  mit:  x^  =  t  entweder  die  Gleichungen  (12)  bei  nicht  verschwin- 
dendem X  oder  die  Gleichungen  (12')  und  (13')  befriedigt;  tritt  der  letztere  Fall 
ein,  so  hat  man  X  -»  0  zu  setzen. 

Die  Differentialgleichungen  (19)  werden  jetzt  integrirt  unter  Zugrundelegung 
der  Anfangsbedingungen*):  a;^  —  y^  für  i  »=  0  (v «»  1,  . . .,  w  —  1).  Berechnet  man 
femer  N  aus  Gleichung  (10),  so  erfüllen  a?j,...a;^  als  Funktionen  von  y, ,  ... 
y^_i  und  t  die  Gleichungen  (9)  und  es  besteht  daher  eine  Gleichung  von  der 
Form  (8).  Macht  man  endlich  in  (8)  die  Substitution:  t  ==:  a;^^  "=  0,  so  erkennt 
man  sofort,  dass  die  Gleichung:  2  X  dx..  =»  0  beim  Uebergange  zu  den  neuen 
Veränderlichen  ^i,  .  •  •  y,;j__i,  ^  die  Form: 

(20)  ^  X,.(Vi ,  .  .  .  2/^,_i,  0)dy^  -  0 

1 
erhält. 

Grassmann  macht  übrigens  noch  ausdrücklich  darauf  aufmerksam,  dass 
in  dem  FaUe,  wo  (1,  2*  . . .,  2n)  und  also  auch  X  verschwindet,  der  Multiplikator  N 
von  t  frei  wird,  dass  also,  sobald  nicht  alle  Ausdrücke  (16)  null  sind,  die  Glei- 
chung (1,  2, . . .,  2n)  «  0  nothwendig  und  hinreichend  ist,  damit  sich  der  Pf  äff  sehe 


*)  Hierbei  wird  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  die  Funktionen  fj ,  .  .  . 
£^_^far<BrO  endlich  und  stetig  bleiben,  eine  Voraussetzung,  auf  die  übrigens 
Grassmann  selbst  an  einer  späteren  Stelle  (S.  377,  Z.  7 ff.  v.  o.)  aufmerksam 
macht.  Auch  ist  zu  bemerken,  dass  Grassmann  in  Nr.  494  das  Vorhandensein 
der  Lösungen,  die  er  hier  benutzt,  nicht  wirklich  bewiesen  hat. 
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Atisdruck  ZX  dx  durch  Einführung  neuer  Ver&nderlicher  yi ,  .  .  .  y,„_i,  <  in 
einen  Ausdruck  überführen  lasse,  der  nur  noch  m  —  1  Vei^derliche  enih&lt. 

Der  Inhalt  der  Nrn.  616 — 617  ist  £um  grössten  Theile  nur  eine  Erweiterung 
und  Vervollständigung  Jacobi scher  Gedanken.  Denn  Jacobi  hatte  bereits  auf 
die  besonderen  Eigenschaften  der  Gleichungen  Ton  der  Form  (12)  aufmerksam 
gemacht  und  hatte  auch  gezeigt,  dass  man  durch  Einführung  der  Anfangswerthe 
die  neue  Form  (20)  der  Pfaffschen  Gleichung:  ZX  dx  «>  0  ohne  Integration 
finden  kann  (s.  Grelle  Bd.  17,  S.  167  ff.,  ges.  Werke  Bd.  4,  S.  121  ff.). 

Die  allgemeine  Erledigung  der  in  Nr.  614  gestellten  Aufgabe  (s.  S.  484  f.) 
bereitet  Grass  mann  in  Nr.  618  dadurch  vor,  dass  er  den  Satz  beweist: 

Wenn  alle  Ausdrücke  von  der  Form: 

(21)  (0,  tt,,^,,  ...,f*2«+i) 

verschioinden,  so  verschwinden  aucfi  alle  Ausdrücke  von  der  Form: 

C-i2)  (M,,   ^,,  ...,  f*i„  +  2)» 

unter  fti ,  ftt  *  •  •  •  i^9^f^  welche  der  ZaMen:  1,  2,  ...  m  verstanden. 

Der  Grass  mann  sehe  Beweis  dieses  Satzes*)  kommt  auf  die  Bildung  der 
Identität  (16)  hinaus,  in  der  man  nur  n  durch  n -f  1  zu  ersetzen  hat;  da  man 
nämlich  in  dieser  Identität  den  Zahlen  x,  1,  2,  . . .,  2n  + 2  irgend  welche  Werthc 
aus  der  Reihe  1,  2,  ...  m  ertheilen  kann  und  da  nicht  alle  (0,  x)  »  X^  Terschwin- 
den,  so  ergiebt  sich  die  Richtigkeit  des  Satzes  unmittelbar. 

In  Nr.  619  zeigt  Grassmann  jetzt,  dass  zu  jeder  Pfaffschen  Gleichung: 
Xj  dxi  +  •  •  •  +  X^dx^  =«  0  ein  gans  bestimmter  Werih  von  n  gehört,  derart^  dass 
alle  Ausdrücke  von  der  Form: 

(21)  (0,^*1,1»,,  -..»l^sn-fl) 

verschwinden,  nidit  aber  alle  Ausdrücke  von  der  Form: 

(23)  (0,  fii,fi,,  ...,  «*2«_i). 

Sind  nämlich  alle  Ausdrücke  von  der  Form  (23)  gleich  Null,  so  verschwinden, 
wie  soeben  gezeigt  worden  ist,  auch  alle  Ausdiücke:  (/*i »  jt*,,  • .  ,  i^^  J  ^°^  damit 
auch  alle  Ausdrücke  (*21).  Andrerseits  hat  für  2n  +  1  >  m  jeder  Ausdruck  von 
der  Form  (21)  sicher  den  Werth  Null,  weil  er  dann  zwei  gleiche  Indices  enthält^ 
während  dagegen  für  n  =  1  sicher  nicht  alle  Ausdrücke  (23),  das  heisst,  nicht 
alle  Grössen  X, ,  . . .  X^^   verschwinden. 

Demnach  wird  es  zwischen  den  Gränzen:   1  ^  *t  ^  o  (^*  +  1)   einen  ganz 

bestimmten  Werth  von  n  geben,  der  die  verlangten  Eigenschaften  besitzt.  Diesen 
Werth  denkt  sich  Grassmann  für  n  gewählt. 

Nun  ist  die  in  Nr.  514  gestellte  Aufgabe  bereits  in  dem  Falle  erledigt,  wo 

1 

m  gerade  und  w  «=---w  ist  (s.  Nr.  515 — 517  und  S.  486  f.).     Es  bleiben  also  nur 

die  beiden  Fälle:  w-=2n  —  1  und  m>2n  übrig.  Von  diesen  behandelt  Grass- 
mann  in  Nr.  519  nur  den  zweiten,  und  zwar  mit  gutem  Grunde,  denn  in  dem 
Falle  w*»2n — 1  ist  die  gestellte  Aufgabe  überhaupt  nicht  lösbar.  Grassmann 
erwähnt  das  zwar  nicht  ausdrücklich,  aber  es  unterliegt  keinem  Zweifel,  dass  er 
sich  vollständig  darüber  klar  war. 

*)  Bei  der  hier  angewandten  Bezeichnungsweise  erscheint  dieser  Satz  als  die 
unmittelbare  Erweiterung  eines  in  Nr.  512  bewiesenen  Satzes  (s.  S.  484,  Z.  14  ff.  v.  o.). 
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Es  sei  also  m'^  2n.  Nach  dem  Früheren  kommt  Alles  darauf  an,  die 
Gleichungen: 

in  o 

(12)  A(0,^)=^ö»,  K)-^    (,t=l,  ...m) 

1 

ZU  befriedigen,  und  wenn  das  nur  bei  Terschwindendem  l  möglich  sein  sollte, 
ausserdem  noch  die  Gleichung: 

(13')  0  -  2f^  (0,  p)  -^  • 

1 

Grassmann  zeigt  aber,   dass  sich  diese  Forderung  auf  den  einfacheren  schon 
früher  erledigten  Fall  zurückführen  lässt,  wo  m  »-  2n  ist. 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  sind  alle  Ausdrücke  Ton  der  Form  (21) 
gleich  Null,  dagegen  nicht  alle  Ton  der  Form  (23).  Femer  wollen  wir  zunächst 
noch  annehmen,  dass  nicht  alle  Ausdrücke  Ton  der  Form:  (f^i «  jt^t •  •  •  •  >  f^i »)  ^^^' 
schwinden,  und  zwar  möge  etwa 

(24)  (1,2,3,  ...,2n) 

von  Null  verschieden  sein.   Dann  lässt  sich,  wie  Grassmann  zeigt,  nachweisen, 
dass  alle  Gleichungen  (12)  eine  Folge  der  2n  ersten  unter  ihnen  sind. 
In  der  That,  setzen  wir  mit  Grassmann: 


m 


<?^  =  ^0,  M)  +2f  (»,  f )  -^ 

1 

und  verstehen  wir  unter  ^  die  Summe  aller  Ausdrücke,  die  man  erhält,  wenn 
man  die  2n-\-l  Indices  1,  2,  . . .,  2n,  2n  -}-  ^  einmal,  zweimal,  .  .  .  (2n  -f  l)-mal 
cyklisch  vertauscht,  so  ergiebt  sich 

(c)  ic) 

^G,  (2,  3,  . . .,  2n,  2n  +  »')  =  X^(0,  1)(2,  3,  . . .,  2»i,  2n+  f)  + 


W«  rs. 


+    y} ^  ^K  1)  (2,  3,  . . .,  2n,  2n  +  i^), 


dt 
1 

hier  aber  lässt  sich  die  rechte  Seite  in  der  Form: 

i(0,  1,  2,  . . .,  2w,  2n  +  1^)  +  ^-^  (x,  1,  2,  . . .,  2n,  2n  +  v) 

1 

schreiben  und  dieser  Ausdruck  verschwindet  identisch,  da  nach  der  Voraussetzung 
alle  Ausdrücke  (21)  und  demzufolge  (s.  die  vorige  Seite)  auch  alle  Ausdrücke 
(22)  verschwinden.     Es  ist  somit: 

^G^,(2,  3,  ...,2n,  2n  +  i^) 

identisch  null,  und  da  hier  der  Faktor  von  ^2n4-r  ^®°  Werth  (1,  2,  . . .,  2n)  hat 
und  also  von  Null  verschieden  ist,  so  ist  hiermit  bewiesen,  dass  die  Gleichungen: 
f/j^  ,  j  =  0,  .  .  .,  G,,^  «=  0  sämmtlich  eine  Folge  der  Gleichungen:  G^,  =  0,  .  .  . , 
(7      «  ü  sind. 

Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  wir,  jedenfalls  sobald  (1,  2,  . . .,  2n)  ^0  ist. 
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dx 

m  —  2n   Ton    den   Grössen  -^  gajiz  willkürlich  annehmen  können,  und  zwax 

et 

setzen  wir  mit  Grassmann: 

(86)  _^=...-_.--=0. 

Dadurch  reduciren  sich  aber  die  Gleichungen  (12)  nach  Weglassung   der  über- 
flüssigen Gleichungen:  0^^,^  =  0,  . . .,  G^^  =■  0  auf  die  folgenden: 

tu  o 

(12")  ho,v)^^.{v,'k)^     (I.-1,  ...,2n), 

1 
und  wir  erhalten  wie  auf  S.  486: 


(26) 


X(ü,  1,  2,  . . .,  IT  -  1,  IT  +  1,  . . .,  2n)  -  (-  1)^1,  2,  . . .,  2n)  -^ 


(r  =  l,8,...,2ii), 

WO  die  Faktoren  Ton  l  auf  der  linken  Seite  sicher  nicht  alle  yerschwinden,  weil 
sonst  (nach  S.  488)  auch  (1,  2,  . . .,  2n)  null  sein  müsste. 

Damit  ist  gezeigt,  dass,  sobald  (1,  2,  . ..,  2n)  ^0  ist,  die  Gleichungen  (12) 
identisch  erfüllt  werden  können,  ohne  dass  X  verschwindet. 

Es  bleibt  nun  noch  der  Fall  zu  erledigen,  wo  alle  Ausdrücke  (^ij,  f^,  . . .,  fi^^) 
verschwinden. 

Bei  diesem  dürfen  wir  ohne  Beschi^nkung  der  Allgemeinheit  voraussetzen, 
dass  iiicht  alle  2n  Ausdrücke: 

(0,  1,  2,  ..  .,  V  — 1,  v  +  1,  ...,  2n)     (f  —  1,  2,  ...,  2«) 

verschwinden.  Machen  wir  dann  in  den  Gleichungen  (12)  die  Substitution  (25), 
so  lassen  sich,  wie  aus  (26)  hervorgeht,  die  entstehenden  Gleichungen  sicher  nicht 
befriedigen,   ohne  dass  X  verschwindet.    Dagegen  können  wir,    ähnlich  wie  auf 

S.  487,   erreichen,  dass   die  Gleichungen  (12)  für   X  =*  0    erfüllt  sind,    und    dass 
ausserdem  (13')  befriedigt  wird. 
In  der  That,  setzen  wir: 


(27^ 


Tt'  =  ?(~^^^^'  l,...,i'-l,  v+l,  ...,2n^ 


80  wird  für  x  ^  0,  1,  2,  . . .  m : 


2  n  ^  8  n 

) 


^('t,  v)y^  =^Q^y(ii,v){v  +  l,  ...,2«,  0,  1,  ...,  v-1 
1  1 

=  p(>c,  0,  1,  ..  .,  2«^  —  p(x,  0)(1,  2,  ..  .,  2n), 

alno  unter    den  gemachten  Voraussetzungen    gleich  Null.     Damit  aber   ist   unsre 
Behau])tung  bewiesen  •X 

*)   In   den  vorstehenden   Betrachtungen  (S.  480— 490\    die  nur    eine   Ueber- 
tnigung  der  Grassmannschen  sind,  steckt  ein  Satz  über  die  schief-symmetrische 

Determinante : 

J  =     {0,fi)  (1, /(a)  ...  (m,  (i)  ^ 

{it  =  0,  1,  .  . .  Hl) 

der     Satz    nämlich,    dass    das    Verschwinden    aller    Ausdrücke    von    der    Form 
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Um  jetzt  unsre  Aufgabe  Tollständig  zu  erledigen,  wollen  wir  annehmen,  dass 
(0,  1,  2,  . . .,  2n —  1)  ^0  ist,  was  wir  offenbar  dürfen.  Dann  können  wir  x^^  =>  t 
setzen  und  erhalten  für  ^ii...t^2n— i  ^^^^  allen  Umständen  Differentialglei- 
chungen von  der  Form: 

dx 

(28)  -^  =  S.(^n  •••.«2n-i»^)    (v-1,  ...»Sn-l), 

während  ^2„4.ij  •  •  •  ^,;,  den  Gleichungen  (26)  genügen  müssen.  Integriren  wir 
die  Gleichungen  (28)  unter  Zugrundelegung  der  Anfangsbedingungen :  o?,  »  y^  für 
<  =■  0  und  setzen  wir  überdies:  ajg,,  ,  j  =  ygn-fi»  •  •  •»  ^w  "*  y/n»  ®^  erhalten  wir 
a;,,  . . .  x^  als  Funktionen  von  i/j,  . . .,  y2n— i»  ^  ^sn-f  i»  •  •  •»  ^m  dargestellt,  und 
es  ergiebt  sich  genau  so  wie  auf  S.  487,  dass  die  Gleichung:  ZX  dx..  ~  0  in 
den  neuen  Veränderlichen  die  Form: 

1 

TU  — 2  n 

+^^2«  +  x(yn     •  •,  3/2«-!»  <>»  y2n+n  '  '  ''  Vn^^ytnJr^  "^  ^ 
1 

erhält. 

Dies  der  Inhalt  Ton  Nr.  519.  Er  geht  ganz  wesentlich  über  das  Ton  Jacobi 
Geleistete  hinaus  und  zeigt,  dass  Grassmann  die  Theorie  der  Gleichungensysteme 
von  der  Form  (12)  Tollsiändig  beherrschte. 

In  Nr.  520  und  521  wird  auseinandergesetzt,  in  welchen  Fällen  die  bisherigen 
Betrachtungen  erlauben,  die  Pf  äff  sehe  Gleichung:  X^dx^  +  •  ••  +  ^m^^m  **  ^ 
auf  eine  Gleichung  zwischen  bloss  m  —  1  Veränderlichen  zurückzuführen.  Die 
betreffende  Zurückführung  ist  nämlich  immer  dann  möglich,  wenn  alle  Ausdrücke 
von  der  Form 

(29)  (0,  f*,,  jf,,  ••m^2V.m) 

verschwinden  und  überdies  m^2n'  ist,  denn  dann  ist  die  auf  S.  488  definirte 
Zahl*)  n  ^  n  und  also  auch  m^2n.  Für  m  >  2n  ist  aber  die  Zurückführung 
in  Nr.  519  geleistet  und  fElr  in  »  2n  in  Nr.  515 — 517. 

Insbesondere  ist  die  Zurückführung  immer  dann  möglich,  wenn  fn  gerade, 
=»  2n'  ist,  denn  dann  enthält  jeder  der  Ausdrücke  (29)  zwei  gleiche  Indices  imd 
ist  daher  sicher  null. 

In  Nr.  522  wird  nunmehr  der  wichtige  und  vor  Grassmann  noch  nicht 
bekannte  Satz  abgeleitet,  dass  die  Gleichung:  X^dXi  +  •••  -f  X  dx    =»  0  stets 


(0,  f*,,  . . .,  jiig^  ,  ^)  das  Verschwinden  aller  (2w  +  1)- reihigen  Unterdeterminanten 
von  J  nach  sich  zieht.  Da  jeder  Ausdruck  (0,  ^, ,  . . .,  f^an-fi)  ^^®  Quadratwurzel 
aus  einer  (2n-|- 2) -reihigen  Unterdeterminante  von  J  ist  (vgl.  S.  479)  und  zwar 
aus  einer  Unterdeterminante,  die  gerade  2n  -|-  2  Elemente  der  Diagonale  von  J 
enthält,  so  ist  klar,  dass  wir  es  hier  mit  einem  der  bekannten  Frobeniusschen 
Sätze  über  schief- symmetrische  Determinanten  zu  thun  haben  (s.  Grelle,  Bd.  82, 
S.  242,  Satz  V,  1877). 

*)  Es  ist  ein  Mangel  in  der  Grass  mann  sehen  Darstellung,  dass  der  Buch- 
stabe n  in  verschiedenen  Bedeutungen  gebraucht  wird.  Wir  bezeichnen  daher  nur 
die  auf  S.  488  definirte  Zahl  mit  n  und  schreiben  sonst  n'  an  Stelle  von  n. 
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auf  eint  Gleichung  zwisdten  bUm  2n'  —  1  Veränderlidien  zuruckfuhrbar  ist,  sobald 
alle  Ausdrucke  (29)  versdiwittden, 

Ist  n&mlich  m  ^  Sit',  so  kann  man  nach  dem  Früheren  stets  solche  neue 
Veränderliche  yj,  . . .,  y„_j,  t  einführen,  dass  die  Gleichung:  £X  dx  =»  0  die 
Form: 

0^0)  ^^  x^(yi.",y^-.i.o)dy,^o 

1 
erhält.  Nun  sind  aber  nach  Voraussetzung  alle  Ausdrücke  (29)  gleich  Null  und 
bleiben  somit  auch  gleich  Null,  wenn  man  in  ihnen:  x^  ■-  yi ,  -  -t  ^„^^i  *»  y«.!  t 
und  o;^  ■-  0  setzt.  Ist  also  noch  m  —  1  ^  2n',  so  sind  die  Bedingungen  erfüllt, 
unter  denen  die  Qleichung  (80)  auf  eine  Gleichung  zwischen  bloss  m  —  2  Ver- 
änderlichen zurückgeführt  werden  kann.  Indem  man  dieses  Verfahren  genügend  oft 
wiederholt,  erhält  man  schliesslich  die  Gleichung:  £X  dx  «>  0  auf  eine  zwischen 
bloss  2n'—  1  Veränderlichen  zurückgeführt 

Nunmehr  kann  in  Nr.  624  und  625  der  Nachweis  geführt  werden,  dass  die 
in  Nr.  61 1  abgeleitete  Bedingung  nicht  bloss  nothwendig,  sondern  auch  hinreichend 
ist,  dass  sich  also  der  Ff  äff  sehe  Ausdruck:  X^dx^  +  •••  +  X^^dx^  stets  dann 
aber  auch  nur  dann  auf  eine  Form:  üidu^  +  •  •  •  +  U^>du^,  mit  bloss  n'  Diffe- 
rentialen bringen  lässt,  wenn  alle  Ausdrücke  (29)  verschwinden.  Auch  dieser  Satz 
war  zu  Grassmanns  Zeit  neu. 

Nach  Nr.  611  (s.  S.  488  f.)  ist  die  genannte  Zurückführung  sicher  nur  dann 
möglich,  wenn  alle  Ausdrücke  (29)  Tcrschwinden.  Ist  diese  Bedingung  erfüUt,  so 
bringt  man  die  Gleichung:  ZX^dx  «-  0  zunächst  auf  die  Form  einer  Gleichung 
zwischen  bloss  2n' —  1  Vei^derlichen,  was  nach  dem  Früheren  sicher  möglich  ist. 
In  dieser  Gleichung  wird,  nach  dem  Vorgange  von  Pf  äff,  eine  der  Veränder- 
lichen, sie  heisse  U|,  konstant  gesetzt  und  dann  die  entstehende  Gleichung 
zwischen  2n'  —  2  Veränderlichen  auf  eine  zwischen  2n'  —  3  zurückgeführt.  Von 
diosen  'In' —  3  Veränderlichen  wird  wieder  eine  konstant  gesetzt,  die  w,  heisse, 
und  »0  weiter.  Hat  man  dieses  Verfahren  r-inal  angewendet,  so  hat  man  r  Funk- 
tionen 1*, ,  .  . .  u^  der  urspriinglichen  Veränderlichen  konstant  gesetzt  und  hat 
noch  eine  Gleichung  zwischen  2n'  —  2r  —  1  Verilnderlichen.  Macht  man  daher 
r  -^  n  —  1  und  setzt  man  auch  die  letzte  noch  übrige  Veränderliche  u^-  kon- 
stant, so  ist  augenscheinlich:  /(,  =  const.,  ...,  u^,  =  const.  ein  Verein,  der  die 
Gleichung:  EX  dx    =»  0  integrirt.     Nach  Nr.  502  (s.  S.  482  f.)  niuss  daher  sein: 


m 


^'X^Mn  =2^v^w,. 


und  der  Satz  ist  demnach  bewiesen.  Zugleich  ist  klar,  dass  die  Bestimmung 
eines  jcthjn  u^  die  Integration  gewisser  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  erfor- 
dert, die  man  aufstellen  kann,  ohne  vorher  m,  ,  Mj,  . . .,  ti^_,  bestimmt  zu  haben*). 
Nr.  526-  52J).  Aus  dem  eben  bewiesenen  Satze  geht  insbesondere  hervor, 
dass  ein  Pf  äff  scher  Ausdruck  in  2n'  Veränderlichen  unter  allen  Umständen  auf 
einen  mit  nur  n  Differentialen  zurückführbar  ist,  und  hieraus  folgt  wiederum, 
dass  die  (ileichung:  ZX  dx^^  =«  0  niemals  auf  eine  Gleichung  zwischen  weniger 
als   2h  —  1  Veränderlichen   zurückführbar  ist,    unter  n  die  auf  S.  488   definirte 

*)  Grass  mann   sagt  das  zwar  nicht  ausdrücklich,   es   war  ihm  aber   un- 
zweifelhaft bekannt,  wie  aus  der  Bemerkung  auf  S.  377,  Z.  18 — 17  v.  u.  hervorgeht. 


Grassmanns  Untersuchungen  über  das  Pf  äff  sehe  Problem.  493 

Zahl  verstanden.  Liesse  sich  die  Gleichung  nämlich  auch  nur  auf  eine  Gleichung 
zwischen  2n  —  2  Veränderliche]}  zurückführen,  so  könnte  man  den  Ausdruck: 
SX^dx^^  auf  einen  Ausdruck  mit  bloss  n  —  1  Differentialen  zurückführen  und 
es  wären  also  nach  Nr.  511  alle  Ausdrücke: 

gleich  Null,  was  der  Definition  der  Zahl  n  widerspricht. 

Endlich  kann  nunmehr  auch  die  Integration  der  Gleichung:  ZX  dx  ^  »»  0 
geleistet  werden,  wenigstens  wenn  man  sich  auf  integrirende  Vereine  von  der 
Form:  Uj  »  const.,  . . .,  u^,  «=»  const.  beschränkt*).  Ist  nämlich  n  die  auf  S.  488 
definirte  Zahl,  so  giebt  es  keine  integrirenden  Vereine  dieser  Art,  bei  denen  n'<  n 
ist,  dagegen  giebt  es  integrirende  Vereine,  bei  denen  n'^^n  ist  und  nach  Nr.  603 
kann  man  aUe  diese  integrirenden  Vereine  finden,  sobald  man  den  Ausdruck: 
SX^^dx^  auf  die  Form:  U^du^  +  •••  +  ^n^^«  gebracht  hat. 

Nachdem  wir  so  die  Untersuchungen  Grassmanns  über  das  Pf  äff  sehe 
Problem  kennen  gelernt  haben,  wollen  wir  uns  noch  kurz  vergegenwärtigen,  was 
Grassmann  zu  den  Leistungen  seiner  Vorgänger  hinzugefügt  hat. 

Grassmanns  Verdienst  besteht  zunächst  darin,  dass  er  —  so  können  wir  es 
heute  ausdrücken  —  die  Invariantentheorie  einer  beliebigen  Pf  äff  sehen  Gleichung 
bis  zu  einem  gewissen  Grade  vollständig  entwickelt  hat.  Er  zeigt  nämlich,  dass 
zu  jeder  vorgelegten  Pf  äff  sehen  Gleichung  X^dx^  +  •••  +  ^m^^m  *°  ^  ®^°® 
gewisse  ganze  Zahl  gehört,  die  für  die  Gleichung  charakteristisch  ist.   Diese  ganze 

Zahl  liegt  zwischen  den  Gränzen  1  und  -r-  (m  -|-  1),  die  Gränzen  mit  eingeschlossen, 

£ 

und  kann  ohne  Integration  gefunden  werden.  Hat  sie  den  Werth  n,  so  kann  die 
Gleichung :  £X  dx  =0  durch  Einführung  neuer  Veränderlicher  auf  eine  P  f  a  ff  sehe 
Gleichung  in  2n  —  1,  nicht  aber  auf  eine  in  weniger  als  2n  —  1  Veränderlichen 
zurückgeführt  werden,  und  es  kann  ausserdem  die  linke  Seite  der  Gleichung: 
SX  dx  :=»  0,  also  der  Pf  äff  sehe  Ausdruck:  ZX.dx  auf  einen  Ausdruck: 
U|(2ui  4~  *"  +  ^n^^n  ^^  gerade  n  Differentialen,  nicht  aber  auf  einen  mit 
weniger  als  n  Differentialen  zurückgeführt  werden.  Hiermit  ist  thatsächlich  be- 
wiesen, dass  jede  Pf  äff  sehe  Gleichung:  SX  dx  »  0,  deren  charakteristische 
Zahl  den  Werth  n  besitzt,  die  Normalform: 

erhalten  kann,  wo  !/i  *  .  •  •  2/2n— i  ^^^  einander  unabhängige  Veränderliche  be- 
zeichnen, mit  andern  Worten,  es  ist  bewiesen,  dass  die  Zahl  n  die  einzige  In- 
variante der  Pfaffschen  Gleichung  SX  dx^  =■  0  ist.  Zwar  spricht  Grassmann 
sein  Ergebniss  nicht  in  dieser  Form  aus  und  auch  die  soeben  angeführte  Normal- 
form findet  sich  bei  ihm  nicht,  aber  trotzdem  kann  man  mit  Recht  sagen,  dass 
er  die  Kriterien  angegeben  hat,  an  denen  man  erkennen  kann,  auf  welche  Normal - 
form  eine  vorgelegte  Pf  äff  sehe  Gleichung  gebracht  werden  kann. 

Bei  dem  Pfaffschen  Ausdrucke:  SX^dx^  bleibt  nun  noch  die  Frage  zu 
erledigen,  ob  die  Form:  U^du^  +  ••  +  ^«<^**n»  »^^  <ii6  ^^  gebracht  werden 
konnte,   noch   einer   weiteren  Vereinfachung   fähig  ist   oder  nicht,   ob  also  der 

*)  Dass  Grassmann  thatsächlich  nur  die  integrirenden  Vereine  von  dieser 
Form  berücksichtigt,  ist  in  der  Anmerkung  zu  Nr.  603  (s.  S.  472  f.)  gezeigt. 
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Ausdruck:  2  i\du^  auf  einen  Ausdruck  mit  n  Differentialen  aber  nur  2n  —  1 
Veränderlichen  zurückgeführt  werden  kann  oder  nicht;  denn  die  ZurückfGLhrung 
auf  einen  Ausdruck  mit  nur  "in  —  2  Veränderlichen  ist  sicher  unmöglich,  weil 
sich  sonst  die  Zahl  der  Differentiale  auf  n  —  1  herabdrücken  liesse.  Auch  auf 
diese  Frage  findet  man  bei  Grass  mann  die  Antwort*):  die  Zurückführung  auf 
einen  Ausdruck  in  2n  —  1  Veränderlichen  ist  nämlich  dann  aber  auch  nur  dann 
möglich,  wenn  für  den  gegebenen  Ausdruck:    £ X  dx     alle  Ausdrücke  Ton  der 

Form:  (^|,  /^t*  •  •  *  f^s«)  ^^^s^^l^^ii^^^^  unter  f^t ,  • .  •  jt»^ ,,  Zahlen  aus  der  Reihe  1,  2, 
...  m  Terstanden.    Verschwinden  diese  Ausdrücke   nicht  alle,  so  kann  ZX  dx 
die  Form: 

erhalten,  Terschwinden  sie  dagegen  alle,  so  kann  ZX  dx    die  Form: 

erhalten,  wo  beide  Male  die  y  Ton  einander  unabhängige  Vei^derliche  bezeichnen. 
Es  fehlt  also  nur  noch  der  Nachweis,  dass  der  zuletzt  geschriebene  Ausdruck 
stets  auf  einen  von  derselben  Form  zurückgeführt  werden  kann,  bei  dem  q  den 
Werth  1  hat;  aber  auch  ohne  diese  Vereinfachung,  deren  Möglichkeit  erst  Clebsch 
erkannt  hat**),  bleibt  das,  was  Grassmann  für  die  InTariantentheorie  eines 
Pf  äff  sehen  Ausdruckes  geleistet  hat,  höchst  beachtens  werth ,  denn  im  Grunde 
findet  man  bei  ihm  die  Kriterien,  an  denen  man  erkennen  kann,  auf  welche  der 
beiden  möglichen  Normalformen  ein  Torgelegter  Pf  äff  scher  Ausdruck  zurück- 
führbar ist,  und  gerade  in  Bezug  auf  die  Richtigkeit  und  Vollständigkeit  der 
Kriterien  steht  Clebsch  wesentlich  hinter  Grassmann  zurück***). 

Was  die  wirkliche  Aufstellung  der  Normalform  einer  Torgelegten  Pf  äff  sehen 
Gleichung  angeht,  so  hat  Grassmann  zwar  gezeigt,  dass  sie  durch  Integration 
einer  Reihe  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  geleistet  werden  kann  und 
dass  alle  diese  Systeme  ohne  Integration  angegeben  werden  können,  aber  man 
wird  hierin,  nach  den  Vorarbeiten  Jacobis,  keine  besondere  Leistung  erblicken 
können.  Die  Frage,  ob  sich  die  Ordnung  der  erforderlichen  Integrationen  herab- 
drücken lässt,  hat  Grassmann  überhaupt  nicht  behandelt;  man  wird  daher  in 
dieser  Beziehung  den  nahezu  gleichzeitigen  Untersuchungen  tou  Natanif)  und 
Clebsch  den  Vorrang  einräumen  müssen,  obwohl  auch  diese  die  Frage  nicht 
zum  Abschlüsse  gebracht  haben,  was  erst  dem  folgenden  Jahrzehnte  vorbehalten  war. 

*)  Ausdrücklich  ausgesprochen  bat  er  sie  allerdings  nur  in  dem  Falle: 
m  =  2«,  siehe  Nr.  616  Anm.,  vgl.  auch  S.  487,  Z.  9  v.  u. 

**)  S.  dessen  zwei  Abhandlungen:  „üeber  das  Pfaffsche  Problem",  Crelle 
Bd.  60,  S.  193—251  (1862,  die  Abhandlung  ist  vom  28.  Sept.  1860  datirt)  und 
Bd.  61,  S.  146—179  (1863,  datirt  vom  26.  Januar  1861),  sowie  eine  kurze,  vor- 
läufige Mittbeilung  vom  März  1861  ebenda  Bd.  69,  S.  190—192  (1861). 

***)  Darauf  hat  Lie  zuerst  hingewiesen  und  zugleich  ausgesprochen,  dass  in 
der  Aufstellung  der  richtigen  Kriterien  Grassmanns  Hauptleistung  für  die 
Theorie  des  Pfaffschen  Problems  zu  suchen  ist.  Vgl.  den  Nekrolog  auf  Grass - 
mann,  Math.  Ann.  Bd.  14,  S.  28  (1879). 

t)  S.  dessen  vom  Januar  1860  datirte  Arbeit:  „Ueber  totale  und  partielle 
Differentialgleichungen",  Crelle  Bd.  58,  S.  301—328,  die  aber  erst  1861  erschienen 
ist  und  daher  sicher  keinen  Eintlnss  auf  Grassmann  gehabt  hat,  ebensowenig 
wie  die  Arbeiten  von  Clebsch. 


Grassmanns  Untersuchungen  über  das  Pf  äff  sehe  Problem.  495 

Nicht  unterschätzen  darf  man  dagegen,  was  Grassmann  fQr  die  Theorie 
der  Gleichungensysteme  Ton  der  Form  (12),  S.  485  geleistet  hat,  und  im  Zusammen- 
hange damit  muss  auch  seine  eigenthümliche  Symbolik  erwähnt  werden,  die  der 
Jacobi-Cayley  sehen  Tollständig  ebenbürtig,  ja  sog^  insofern  überlegen  ist,  als 
die  Grass  mannschen  Symbole  immer  unmittelbar  an  den  Pf  äff  sehen  Ausdruck 
erinnern,  aus  dem  sie  gebildet  sind,  während  das  Symbol:  (1,  2,  ...,2n)  als 
solches  grar  keine  Beziehung  zum  Pf  äff  sehen  Probleme  erkennen  lässt.  Deshalb 
ist  auch  die  Grassmannsche  Symbolik  ohne  Weiteres  auf  Systeme  Yon  Pf  äff - 
sehen  Gleichungen  anwendbar,  was  bei  der  Jacobi-Cayley  sehen  nicht  der 
Fall  ist. 


Sachregister 


zur  Ausdehnungslehre  von  1862*). 


Abgeleitet,  eine  GrOsse  ist  aus  andern 
durch  Zahlen  (numerisch)  abg.  1.  — 
Abg.  Funktion  485. 

[Abhängig]  sind  ext.  Gr.,  zwischen 
denen  eine  Zahlbeziehung  herrscht. 

Ableitung,  numerische  1.  —  Nume- 
rische A.  von  Funkt.  392. 

Ableitungszahlen  (Ableitzahlen)  einer 
extensiven  Grösse  6;  Ablz.  im  Sinne 
von  Koordinaten  288.  In  der  A, 
heissen  die  Abi.  Zeiger. 

Absolute  Einheit  8. 

[Abschattung]  Ausdruck  der  Aj  (üx 
die  Zurückleitung. 

Abstand,  Vielfachensumme  der  Ab- 
.Standsquadrate  (der  Abstände)  eine» 
variabeln  Punktes  von  festen  Punkten 
(von  Ebenen)  341  —  343,  344;  v^l. 
Doppelabstand. 

Absurd,  s.  Reihen. 

Addition  extensiver  GrÖ88en  ß;  vgl. 
Punkt,  Linien-  und  Plächentheil ;  vgl. 
auch  Aj. 

Aecht,  8.  Reihen. 

Aehnlicbkeit,390Anm.,(vgl.S.462f.|. 

Aenderung,  s.  lineal,  circulilr.  —  In 


der  Aj  hat  Aend.  eine  andere  Be- 
deutung. 

Aeussere  Multipl.,  s.  Produkt. 

Affinität  890  Anm.,  {vgl.  S.  468f.  |. 
—  In  der  A|  hat  „afßn"  eine  andre 
Bedeutung. 

Algebraisch,  s.  Kurven,  Flächen  und 
Produkt. 

Allseitig,  8.  normal  u.  Integral. 

[Ausdehnungsgrösse],  eine  ext.  Gr., 
die  aus  Strecken  oder  Streckenpro- 
dukten numerisch  ableitbar  ist. 

[Ausweichung],  805  Anm. 

Bestimmungsgleichungen  einerPro- 
duktbildung  48,  System  von  B. :  ebd., 
B.  der  linealen  Produktbildungen  mit 
zwei  Faktoren  51.  —   {  S.  399  f. } 

[Beziehungssystem],  in  der  A^  ist 
immer  das  Hauptgebiet  B. 

Bezügliches  Produkt  (schon  in  AJ  94, 
bez.  Lückenprodukt  504;  s.  Produkt 
u.  Lückenausdruck. 

{Blatt,  S.  438,  Z.  3  und  12  v.  o. ) 

{Block,  S.  438,  Z.  14  v.  o.  } 

Bruch  (Quotient)  mit  n  Nennern  im 
Hauptgebiete  n-ter  St.,  seine  Zähler 


*)  Die  Zahlen,  vor  denen  kein  S.  steht,  beziehen  sich  auf  die  Nummern  der  A,. 
Bei  den  Kunstausdrücken  der  A^,  die  schon  in  der  Ausdehnungslehre  von  1844 
oder  in  der  Selbstanzeige  dieses  Werkes  oder  in  der  geometrischen  Analyse  (diese 
Ausg.  I,  1.  S.  1—292,  297—312,  325-398)  vorkommen,  findet  man  immer  einen 
darauf  bezüglichen  Vermerk.  Solche  Kunstausdrücke,  die  in  den  eben  genannten 
Werken  vorkommen,  die  aber  Grassmann  in  der  A,  aufgegeben  oder  durch 
andere  ersetzt  hat,  sind  in  scharfe  Klammern  eingeschlossen.  In  geschweifte 
Klammern  {  )  ist  Alles  eingeschlossen,  was  sieh  auf  die  Zusätze  und  Anmer- 
kungen der  vorliegenden  Ausgabe  bezieht. 


V 
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und  Nenner,  umkehrbarer  Br.  377.  — 
Gleichheit  von  Br.  377,  878.  —  Mult. 
eines  Br.  mit  e.  Zahl  879.  -—  Einfahrung 
neuer  Nenner  380.  —  Darstellung  eines 
Bruches  durch  Brucheinheiten  381,411. 

—  Der  Br.  als  Lückenausdruck  882.  — 
Potenzwerth  e.  Br.  388,  384,  506  Anm. 

—  Bezügliches  Prod.  von  Br.  383  Anm., 
vgl.  506  Anm.  —  Die  Potenzwerthe 
zweier  Brüche,  die  in  Zahlbeziehung 
stehen  385.  —  Umgestaltung  e.  Br., 
dessen  Zähler  in  Zahlbez.  stehen  386. 

—  Hauptzahlen  u.  Hauptgebiete  e.  Br. 
387;  ihre  Bestimmung  388.  —  Alle 
Hauptzahlen  verschieden  889,  gleiche 
Hauptz.  390.  —  Geometrische  Deutung 
desBr.  alsVerwandtschaft  (Eollineation 
u.  8.  w  )  390  Anm.,  {  vgl.  S.  438—464  ) . 

—  Eine  Art  von  Br.  mit  reeUen  Hauptz. 
und  zu  einander  normalen  Hauptgeb. 
391.  —  Br.  bei  lin.  Diffgl.   498,  499. 

Centralpunkt,  bei  zwei  verwandten 
Vereinen  von  Kreisen  409  Anm. 

Circuläre  Aenderung  (pos.  u.  neg.)  154, 
{ S.  428  f. } ;  ihre  Bedeutung  bei  Strecken 
in  der  Ebene  u.  im  Baume  331,  832; 
eine  besondere  Art  von  circ.  Ae.  391 ; 
{circ.  Ae.  eines  Punktepaares  443  f. ) . 

Deck  fläche  eines  Spates  282. 

Deck  Seite  eines  Parallelogr.  277. 

Determinante  aus  n  Reihen  von  je 
n  Zahlen  62.  —  {Multiplikationssatz 
der  Det.  S.  400. } 

Differenz  e. Funktion  428.  —  D. höherer 
Ordn.  443,  444;  Vertauschbarkeit  der 
DifPerenzzeichen  445,  446. 

Differenz ial  e.  Fkt.  von  x^  Stetigkeit 
des  D.  429.  —  f{x  +  gda;),  wenn  das 
D.  von  f{x)  stetig  ist  480.  —  D.  von 
Aic'*,  A  ein  Lückausdr.  431.  —  D.  einer 
Summe  432,  eines  belieb.  Prod.  438, 
einer  extens.  Fkt.  434.  —  D.  einer 
Fkt.  e.  extens.  Gr.  ausgedrückt  durch 
part.  Diffqu.  437.  —  D.  einer  Fkt.  e. 
Fkt.  440,  einer  Fkt.  mehrerer  Var.  442. 

—  D.  höherer  Ordn.  443,  444,  448, 
Vertauschbarkeit  446.  —  Stetigkeit 
der  Diflf.  niederer  0.,  wenn  ein  Diff. 
stetig   ist   447.    —    Höhere    D.   einer 

OrassinAuu,  Werke.    I.  2. 


ext.  Fkt.  449.  —  D.  höhei*er  0.  einer 
Fkt.  e.  Fkt.  453.  —  Wenn  das  D.  1.  0. 
nuU  ist,  so  ist  die  Fkt.  konstant  475. 
Differenzialgleichungen.  Aufgabe 
d.  vollst.  Integration  e.  D.  491.  Inte- 
grirende  Vereine  ebd.  — 

1)  D.,  hei  denen  die  unahh.  Var.  eine 
Zahlgrösse  ist:  491  Anm.;  Reduktion 
der  D.  1.0.  492,  Integration,  wenn  die 
Variabein  getrennt  sind  493;  allge- 
meine Int.  durch  Reihen  494.  Inde- 
pendente  Darstellung  des  (r  +  l)-ten 
DifFqu.  von  x  nach  *,  wenn  dx'=^f{x^t) 
495.  —  Zurückführung  der  D.  höherer 
0.  auf  solche  1.  0.  496.  Gewöhnl.  lin. 
hom.  u.  lin.  D.  498,  499. 

2)  D.,  bei  denen  die  imabh.  Var.  eine 
extens.  CHrösse  ist.  —  Zurückführung 
der  part.  D.  1.  0.  auf  Xdx^O^  wo 
X  eine  extens.,  Xdx  eine  Zahlgr.  500. 
—  Zurück!*,  d.  part.  D.  höh.  0.  auf 
Xdx=*0,  wo  X  und  Xdx  extensive 
Gr.  501.  Anzahl  der  in  Xdx  s»  0 
enthalt.  Zahlgl.  u.  Dififqu.  501  Anm.  1. 

3)  Die  Gl.  Xdx  —  0,  wo  x  eine  ext. 
Crr.  m-ter  Stufe  u.  Xdx  eine  Zahlgr. 
Wenn  Xdx  =*  0  durch  e.  Verein  von 
n  Gl.  mit  n  willk.  Konst.  integrirt 
werden  kann,  so  lässt  sich  Xdx  auf 
n  Differentiale  zurückführen  502  (das- 
selbe, wenn  auch  Xdx  e.  ext.  Gr. 
602  Anm.).   —   Wenn    Xdx  auf  die 

Form :  C/j  dUi  H [-U^du^  gebracht 

ist,  die  integr.  Vereine  von  n  Gl.  zu 
bestimmen  603.  —  Nothw.  Bed.  für 
die  Zurückführung  von  Xdx  auf  n 
Differentiale  611  (wenn  auch  Xdx  e. 
ext.  Gr.  611  Anm.,  { S.  479f.  )).  Er- 
setzung dieser  Bed.  durch  Zahlgl. 
612,  613.  —  Bed.  für  die  {unbe- 
schränkte }  Integrabilität  von  Xdx^^^^O 
613  Anm.  —  Aufstellung  der  Gl.,  die 
erfüllt  werden  müssen,  um  Xdx^^O 
auf  m  —  1  Zahlgr.  zurückzufahren  514. 
Umgestalt.  dieser  GL,  wenn  ma»2n  und 

515.    Dasselbe,  wenn     (^  X)      =0; 

32 


# 
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der  Ausdruck  Xdx  ist  dann  auf 
m — 1  ZahlgrÖBsen  zurückfQhrbar  616, 
616  Anm.  Integr.  der  gefünd.  gew.  D. 
und  wirkliche  Zurückführung  von 
Xdx  —>  0    auf    m  —  1    ZahlgrOssen 

617.  —  Aus  [x  U~  xV]  —  0  folgt 

[(^^-  x)""^*]  —  0:  618.  —  Es  giebt 

einen  Werth  n  (o  <  n  ^  —  (m  +  1)]  , 
für  den 

[x(i,x)-].,.[xG4x)-]-. 

und  man  kann,  sobald  m  ^  2n,  die 
Gl.  X da;  —  0  durch  Integr.  gew.  Dififgl. 
in  2n  Var.  auf  m  —  1  Zahlgr.  zurück- 
fahren 619,  620.  Dasselbe  ist  immer 
möglich,  wenn  m  gerade  621.  —  Wenn 

[x(^x]*]  —  0,  80  kann  Xdrc  —  O 

auf  2n —  1  Zahlgr.  zurfickgeführt  wer- 
den 622.  Dieselbe  Bed.  ist  nothw.  u. 
hinr.,  damit  der  Ausdruck  Xdx  auf 
n  Differentiale  zurückfQhrbar  sei  623, 
624.  —  Für  m  -»  2n  ist  Xdx  stets 
auf  n  Differentiale  zurückführbar  626. 

—  Wenn  [x(^-x)*'~']  ^  0,  so  lässt 

sich  Xdx  =  0  nicht  auf  weniger  als 
2n  —  1  Zahlgr.  zurückführen  626  Anm. 

—  Vollst.  Integr.  von  Xdx^O:  526. 

—  Xdx  =  0  lässt  sich  dann  und  nur 
dann  durch  Vereine  von  n  Gl.  integr., 

wenn  [x(j^^x)"]  =  0:  627.  —  {  Vgl. 

hierzu  S.  471—493. } 

Differenzialquotient  von  f{x):  485, 
partielle  D.  436.  —  Darstellung  von 
/'(.t),  wenn  x  eine  ext.  Gr.  ist,  durch 
die  part.  Diffqu.  nach  Zahlgr.  (f  (x)  ist 
ein  Bruch  (s.  d )  oder  Lückenausdruck) 
438.  —  Der  Potenzwerth  von  f  (x)  ist 
die  Fktdet.  441.  —  Höhere  D.  450, 
als  Lückenausdrücke  451.  —  Part.  D. 
höh.  0.  452.  —  Vgl.  Reihe. 

Division,  b.  Grosse;  algebraische  D. 
376;  vgl.  A,. 

fl|H||§lAb stand    o.    Punktes    von    e. 

A 


Kugel  846.   •—  Vielfachensumme  der 

D.  eines  variabeln  P.  von  festen  Ku- 
geln 846.  —  D.  eines  P.  von  e.  Kreise 
als  einfache  Kreisfunktion  396.  —  Sätze 
über  die  P.  gleichen  D.  von  mehreren 
Kreisen  897—899,  899  Anm. 

Ebene,  die  unendlich  entfernte  228; 
Tgl.  Strecke  und  Punkt.  —  Die  E.  als 
Gebiet  8.  Stufe  237. 

Ebenengebilde  im  Räume  898. 

[Ebenengrösse]  —  Fl&chentheil. 

Ebenentheil  267  Anm.,  s.  Fl&chentheil. 

Einfache  Faktoren  eines  kombinatori- 
schen Produktes  62,  vgl  I,  1,  S.  801, 
808,810.  —  E.F.  eines  algebr.Prod.866. 
—  Vgl.  Grösse,  Summe,  Normalsystem, 
Punkt,  Kreisfunktion;  s.  auch  A^. 

[Eingeordnet]  »  inddent. 

[Eingewandt]  ».  regressiv. 

Einheit,  ursprüngliche,  absolute,  rela- 
tive 8  (vgl.  System).  —  E.  m-ter  Stufe 
77.  -—  Das  kombin.  Prod.  der  n  urspr. 

E.  in  einem  Hauptgebiete  n-ter  Stufe 
wird  <a  1  gesetzt  89.  —  Unendlich 
entfernte  E.  804,  806.  —  E.  für  die 
innere  Mult.  in  der  Geom.  330.  — 
Normale  E.  reeller  Zahlen,  ext.  Gr., 
reeller  algebr.  Prod.  u.  reeller  Lücken- 
ausdrücke 410,  411.  Normale  E.  einer 
Grössengattung  413. 

[ElementargröS8e]«exten8iveGrÖ88e. 

[Elementarsystem]  =  Gebiet. 

Elimination  von  n  unbekannten  aus 
n-f  1  Gl.  1.  Gr.  136.  El.  einer  ünbek. 
aus  zwei  algebr.  Gl.  136.  —  Vgl.  A,. 

Entgegengesetzt  geordn.  Grössen  56. 

Entsprechende  Produkte  u.  Faktoren 
43. 

Ergänzende  Kombination,  8.  multi- 
plikative. 

[Ergtln  z  ende  Rieh  tmas  8  e]  im  Wesent- 
lichen nichts  andres  als  die  Ergän- 
zungen der  Einheiten. 

{ Ergänzende  Zurückleitung  420  ff. } 

Ergänzung  einer  Einheit  m-ter  St.  im 
Hauptgebiete  n-ter  St.  89;  E.  einer 
Zahl  89;  E.  einer  beliebigen  Grösse 
90;  Stufenzahl  der  E.  90;  Zeichen  der 
E.  89,  seine  Analogie  mit  y  —  1 :  SOAnm., 
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93  Anm.  —  ( Bedeutung  des  Begriffs 
der  E.  S.  409 f.}  —  E.  der  E.  einer 
Gr.  92,  ihre  Abhängigkeit  von  der 
Stufenzahl  des  Hauptgebietes  93.  — 
Das  Prod.  der  £.  von  Gr.  ist  gleich 
der  E.  des  Prod.  der  Gr.  97,  98.  { Die 
E.  einer  einfachen  Grösse  ist  wieder 
einfach  S.  412,  Satz  2. )  —  Verallge- 
meinerung des  Begriffs  der  E.  110, 
111.  —  Darstellung  der  E.  durch  die 
Gr.  eines  Normalsystems  167,  {vgl. 
S.  430).  —  E.  einer  Strecke  in  der 
Ebene  u.  im  Raum  331,  386.  —  E. 
der  E.  einer  Strecke  336.  —  In  der 
Geom.  wird  der  Begriff  der  E.  nur 
auf  Strecken  angewandt  337  Anm., 
{ S.  436  f. } .  —  Vgl.  incident. 
Ersetzen,  Vereine  von  Gl.,  die  einander 

ersetzen  27.  —  Vgl.  Aj. 
Extensiv,  s.  Grösse,  Fkt.  —  Vgl.  A,. 
{Fach,  S.  436,  488,  Z.  8  v.  o. } 
Faktor,  s.  entsprechend,  einfach. 
{Feld,  S.  486,  438,  Z.  7  v.  o.  | 
Flache,  Produkt  v.  2  Strecken  387.  — 
Stereometrische  Gl.  einer  Fl.  n-ter  0. 
oder  Klasse  811,  312.  —  Stereom.  Gl. 
einer  Begelfläche  2.  0.  324. 
Flächengebilde  s.  Gleichung. 
Flächenraum,    als    Produkt    zweier 
Strecken  330,  846,  347,   {vgl.  S.  436, 
Z.  13  V.  o. } .  —  Vgl.  I,  1,  S.  806,  809. 
Flächentheil     [Ebenengrösse] ,     das 
kombin.  Prod.  von  3  Punkten,  oder 
von  2  P.  u.  1  Strecke  oder  von  1  P. 
u.  2  Str.  266,  267,  269,  260;  sein  In- 
halt  267.  —  Gleichheit  von  Fl.  268. 
—  Unterschied   zw.  Fl.  u.  Strecken- 
produkt 266.  —  Der  Fl.  als  statisches 
Moment  286  Anm.  —  Prod.  aus  Fl. 
und  Zahl  261  a.  —  Prod.  vielf.  Punkte 
als  Fl.  261b.   —  Unendlich  entf.  Fl. 
270  Anm.  —  Eine  Summe  von  Fl.  des 
BAumes   ist  wieder  ein   Fl.  272.   — 
Add.  von  FL,  deren  Ebenen  sich  schnei- 
den 279,  von  Fl.,  deren  Eb.  parallel 
sind  280—282.    Parallele  und  gleich- 
bezeichnete Fl.  280,  vgl.  265,  268.  — 
Add.  von  Fl.  und  Streckenprodukten 
283.  —  Add.  von  3  Fl.  durch  1  Punkt 


284.  —  Stereom.  Prod.  von  2  Fl.  296, 
297,  von  3  Fl.  durch  1  endlich  ent 
femten  Punkt  299,  von  4  Fl.  300,  von 
2  nicht  incidenten  Fl.  302,  von  Fl.  u. 
Linientheil  803.  —  Das  zu  einem  Fl. 
gehörige  Parallelogr.  806. 

[Formelle  Summe]  =  zusammenge- 
setzte ext.  Grösse. 

(Freie)  Lücken  s.  Lücken. 

{Füllgrössen  863  Anm.) 

Funktion  (vgl.  Aj  u.  geom.  Analyse), 
ihr  Begriff  348.  —  Nothw.  der  Ein- 
deutigkeit 848.  —  Zahlf.,  extensive 
F.  und  ihre  Bezeichnung  349.  —  Jede 
Zahlf.  ist  darsteUbar  als  Zahlf.  e.  ext. 
Gr.  360.  —  Ein  System  von  F.  ersetzt 
durch  1  ext.  F.  1  ext.  Varb.  861,  862. 

—  Darstellung  einer  ganzen  Zahlf. 
oder  eines  Systems  von  solchen  durch 
ein  Prod.  aus  einem  Lückenausdr.  und 
einer  Potenz  e.  ext.  Varb.  868,  869; 
dasselbe  insbes.  für  lin.  Zahlf.  882  Anm. 

—  Numerisch  ableitbare  F.  892.  — 
Eine  F.  von  q  verschwindet  mit  q 
oder  wird  mit  q  null  420;  Satz  über 
mehrere  F.,  die  mit  q  verschw.  421, 
422.  —  Eine  F.  konvergirt  um  x  nach 
c  423,  sie  kann  um  x  nicht  zugleich 
nach  c  und  nach  Cj  konv.,  wenn  C|  ^  c 
424.  —  Eine  F.  f(x)  ist  in  x  stetig 
426.  —  Quotient  zweier  F.  427.  — 
Der  Ausdruck  f{x-\'qdx)'-f(x), 
wenn  f(x)  um  x  stetig  ist,  426  (vgl. 
Differenz  und  Diffqu.).  —  /"(«  +  qz)^ 
wenn  d^f(x)  stetig  ist,  439.  —  Kon- 
stantes Glied  einer  F.  einer  Zahlgr. 
462,  einer  Vielfachensumme  468.  — 
Konst.  Glied  specieller  F.  464,  465.  — 
Reihenentwiokelung  von  f(x)^  wenn 
f'{x)  stetig  ist  {x  eine  Zahlgr.)  466. 

—  Tay  lorscher  Satz  467.  —  Konst. 
Glied  bei  F.  mehrerer  Var.  468,  Beihen- 
entw.  solcher  F.  469.  —  Taylor  scher 
Satz  für  F.  einer  ext.  Gr.  470.  —  Sätze 
über  rulle  Zahlf.  reeller  Zahlgrössen 
471—473.  —  Wenn  die  Ableitung  einer 
belieb.  F.  einer  reellen  Zahlgr.  null 
ist,  80  ist  die  F.  konstant  474.  — 
Gleichheit  von  F.  476.  —  Vgl.  Integral. 

32* 
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Funktionaldeterminante  441,  8. 
Diffqu. 

Ganze  Fkt.,  s.  Fkt 

Gattung,  8.  Grössengattung. 

Gebiet  [System],  das  G.  Ton  Grössen 
14;  G.  n-ter  Stufe  ebd.,  es  ist  be- 
stimmt durch  n  Gr.  1.  St.,  die  in 
keiner  Zahlbeziehung  stehen  28,  24. 

—  G.  einer  einf.  Gr.  m-ter  Stufe  77. 

—  Die  Gebiete  1.  bis  4.  St.  (die  räum- 
lichen Geb.)  287.  —  Vgl.  gemein- 
schaftlich u.  normal. 

(Gebundene)  Lücken  s.  Lücken. 

Gemeinschaftliches  Gebiet  [gem. 
System]  zweier  Gebiete  16.  —  Be- 
ziehung zwischen  den  Stufenzahlen 
des  gem.  u.  des  verbindenden  Geb.  26. 

—  Gem.  Geb.  zweier  Geb.  im  Haupt- 
geb.  n-ter  Stufe  26. 

Gemischtes  Produkt,  schon  in  A^,  s. 
Produkt. 

Gerade,  unendlich  entfernte  228.  — 
Die  G.  als  Gebiet  2.  St.  287.  —  Glei- 
chung der  G.  durch  2  Punkte  806.  — 
Vgl.  Punkt  u.  Strecke. 

Gleich,  s.  Grösse,  kombin.  Produkt, 
numerisch. 

[Gleichartig],  von  ext.  Grössen  = 
kongruent. 

Gleichbezeichnet,  s. Parallelogramm, 
Flachentheil,  Spat.  -  Vgl.  1, 1,  S.  303 f. 

Gleichgattige  Gr.  s.  Grössengattung. 

Gleichgeordnete  Grössen  66. 

Gleichheit,  die  Verwandtschaft  d.  Gl. 
390  Anm.,  s.  S.  392,  Z.  14  v.  o.,  {  S.  438, 
Z.  18—20  V.  0. ) . 

Gleichungeu,  b.  ersetzen.  —  Gl.  zwi- 
schen ext.  Gr.  ersetzt  durch  Zahlgl. 
32,  34.  —  Gl.  zwischen  den  Ablei- 
tungszahlen einer  ext.  Gr.  36.  —  Zu- 
rückleitung einer  Gl.  35,  einer  Gl. 
w-ter  St.  180.  —  Ersetzung  einer  Gl. 
m-ter  Stufe  durch  Zahlgl.  133.  —  Auf- 
lösung von  lin.  Gl.  134,  vgl.  A,.  — 
Zu  einer  Gl.  gehöriges  Kurven-  oder 
Flächengebilde  393. 

Grösse  (vgl.  A,),  extensive,  S.  6f. ;  Be- 
griff Nr.  6,  BegrUnzung  der  Benoii- 
uiing,  Gr.  1.  8t.  ebd.    Begr.  u.  Gesetze 


der  Add.  u.  Subtr.  ext.  Gr.  6—9.  Prod. 
e.  ext.  Gr.  in  eine  Zahl  10,  Division 
e.  ext.  Gr.  durch  e.  Zahl  11.  Gesetze 
der  Mult.  u.  Division  ext.  Grössen 
durch  Zahlen  12,  18.  —  Wann  e.  ext. 
Gr.  verschw.  28,  wann  zwei  solche 
Grössen  gleich  sind  29.  —  Einfache 
u.  zusammengesetzte  Gr.  m-ter  Stufe 
77.  —  Das  einer  einf.  Gr.  zugehörige 
Gebiet  77.  —  Beispiel  einer  zusges. 
Gr.  2.  St.  77b  Anm.,  88  Anm.  {Kri- 
terium flr  die  Einfachheit  einer  Gr. 
m-ter  Stufe  S.  402—409  und  610 f.) 
Darstellung  e.  einf.  Gr.,  die  einer  an- 
dern übergeordnet  f  untergeordnet }  ist, 
79  b.  {  S.  412,  Satz  8. }  Darst.  zweier  einf 
Gr.,  deren  Stufensumme  die  Stufenz. 
des  Hauptgeb.  übertrifft,  87.  —  Darst. 
einf.  Gr.  durch  Prod.  von  Gr.  (n — 1)- 
ter  St.  112,  {vgl.  S.  416.)  —  Vgl. 
Einheit,  Summe,  Ergänzung,  nume- 
risch, normal.  —  Vgl.  Aj. 

Grössengattung. 418;  ihre  normalen 
Einh.,  die  Ableitzahlen  sind  reell  ebd. 
—  Vgl.  num.  Werth. 

[Grundmasse]  «  Einheiten  1.  St. 

[Grundsystem]  bei  der  Abschattung 
(Zurückleitung),  s.  A,. 

Hauptgebiet  [Hauptsystem]  86,  vgl. 
Prod.  u.  Bruch. 

Hauptkreis  409  Anm. 

[Hauptmas s],  das  Produkt  der  n  Ein- 
heiten in  einem  Hauptgebiete  n-ter 
Stufe,  wird  in  der  A,  immer  gleich 
Eins  gesetzt,  94. 

[Hauptsystem]  «  Hauptgebiet. 

Hauptzahl,  s.  Bruch. 

Identische  Gebiete  16.  —  Wann  zwei 
Geb.  m-ter  Stufe  id.  sind,  19 — 21. 

Imaginäre  Gr.:  Zahlgr.  u.  ext.  Gr. 
349  Anm.  —  Einfach  im.  Gr.  391. 

Incidente  Gebiete  [eingeordnete  Sy- 
steme] 16.  —  I.  einf.  Gr.  77.  —  I.  Fak- 
toren bei  reinen  Prod.  121 ,  123.  — 
{ Die  Ergänzungen  ine.  einfacher  Gr. 
S.  413,  Satz  4,  6.) 

Inhalt  eines  Flächen-  u.  e.  Körper- 
tbnils  267,  266. 

Inneres  Produkt,  s.  Produkt,  Quadrat. 
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Integral  e.  Fkt.  einer  reellen  Zahlgr. 
477;  Sätze  darüber  478,  479.  —  I. 
einer  Summe  von  Funktionen  einer 
reellen  Zahlgr.  480.  —  Ausführbarkeit 

d.  I.  481.  —  Einf.  einer  neuen  Varb. 
482.  —  Begriff  des  I.  e.  Fkt.  e.  ext. 
Var.,  allseitige  Integrirbarkeit  483.  — 
I.  einer  Summe  von  Funktionen  einer 
ext.  Gr.  484.  —  I.  eines  Prod.,  dessen 
einer  Faktor  konstant  ist,  485.  — 
Nothw.  u.  hinr.  Bed.  für  die  alls. 
Integrirbark.  486,  dieselbe  Bed.  durch 
Zahlgl.  ausgedrückt  487.  —  I.  zidschen 
belieb.  Oränzen  488.  —  I.  einer  Reihe 
490.  —  Vgl.  Diffgl. 

Integrirbar,  s.  Integral. 
Integrirender  Verein,  s.  Diffgl. 
Kegelschnitt  durch  5  P.,  seine planim. 

Gl.  323.  —  Vgl.  A,. 
Klammerregel  7Anm.,{S.384);  vgl.  Aj. 
Körperraum,  Produkt  dreier  Strecken 

330,  { vgl.  S.  436,  Z.  9ff.  V.  0. } .  —  Vgl. 

I,  1,  S.  306. 
Körpertheil,    das    komb.   Prod.    aus 

4  Punkten,  sein  Inhalt  266.  —  Mult. 

e.  K.  mit  e.  Zahl  269. 
Kollineation,  s.  Bruch. 
Kombinatorisches  Prod.,  s.  Prod. 
Kombinationen,  s.  multiplikative. 
[Kombinatorischer   Faktor    1.  0.], 

1,  1,  S.  301. 

Kongruente  [gleichartige]  ext.  Grössen 

2,  120,  {vgl.  S.  417}. 
Kongruenz,   als  Verwandtschaft,  390 

Anm.,    {S.  456-461}. 

Konjugirter  Verein  391. 

Konstantes  Glied,  s.  Funktion. 

Konvergiren,  s.  Funktion,  Reihen. 

Koordinaten  (Ableitzahlen),  ihre  Um- 
wandlung 238,  ihre  urspr.  Idee  393 
Anm.  —  Vgl.  A,. 

Kreis,  vgl.  Kreisfkt.  —  Verwandtschaft 
zwischen  d.  Kr.  d.  Eb.  u.  d.  Punkten 

d.  Raumes  406.  —  Syncyklische  Verw. 
von  Kr.  406  Anm.  —  Wann  e.  Kr.  in 

e.  Punkt  od.  in  die  unendl.  entf.  Ger. 
ausartet  407.  —  Sync.  Verw.,  bei  der 
allen  Punkten  Punkte  entspr.  u.  der 
unendl.  entf.  Ger.  auch  e.  Punkt  409, 


sie   ist   die    Möbiussche   Kreisverw. 
409  Anm. 
Kreisfunktion,  einfache,  a-fache  394. 

—  Das  Gebiet  aller  K.  einer  Ebene 
ist  von  4.  St.,  Zahlbez.  zwischen  3  u. 
4  Krf.  397,  399.    —   Geb.  2.  u.  3.  St 

von  K.  399  Anm.  ( S.  470 ) .  —  Viel- 
fachensunmien  von  einf.  K.  400. 

Kreisverwanätschaft,  s.  Kreis. 

Kurve,  wann  eine  planim.  Gl.  e.  K. 
n-ter  0.  od.  Klasse  darstellt  309,  310^ 
(vgl.  A|).  —  Darst.  e.  K.  n-ter  0., 
deren  Gl.  in  den  Koord.  gegeben  ist, 
durch  e.  planim.  Prod.  328,  329.  — 
Dieses  plan.  Prod  enthält  noch  die 
unendl.  entf.  Ger.  als  Faktor  329  Anm. 

—  Gl.  der  K.  3.  0.  ebd. 

Kurvengebilde,  s.  Gleichung. 

[Leitsystem]  bei  der  Abschattung  (Zu- 
rückleitung), s.  A,. 

Lineale  Produktbildung  60.  —  Die  1. 
Prodb.  aus  2  Fakt.  61.  —  Die  bezügl. 
Mult.  ist  lineal  110  Anm.  —  L.  Aen- 
derung  (einfache  u.  mehrf.)  71;  Sätze 
darüber  72—76;  vgl.  262,  {S.  436, 
Z.  16—12  V.  u.  und  S.  400f. } . 

Linear,  s.  Funktion. 

Liniengebilde  i.  d.  Ebene  393. 

[Liniengrösse]  =  Linientheil. 

Linien theil,  kombin.  Prod.  aus  2 
Punkten  od.  aus  P.  u.  Strecke  249, 
261.  —  Gleichheit  von  L.  260.  — 
Unterschied  zw.  L.  u.  Strecke  248.  — 
Mult.  eines  L.  mit  e.  Zahl  252.  — 
Der  L.  als  Prod.  vielf.  Punkte  263.  — 
Unendl.  entf.  L.  (Prod.  aus  2  Strecken) 
264,  270  Anm.  —  Add.  von  L.  einer 
Eb.  272.  —  Add.  v.  L.,  deren  Linien 
sich  schneiden  273,  v.  parall.  L.  274 
— 276.  —  Add.  e.  L.  u.  eines  Strecken- 
prod.  277.  —  Die  statische  Kraft 
als  L.  286  Anm.  —  Wann  c.  Summe 
von  L.  ein  L.  ist  286.  —  Summe  v.  be- 
lieb, vielen  L.  durch  2  L.  ausgedrückt 
286.  —  Planim.  Prod.  v.  2  L.  289, 
290,  V.  L.  u.  Punkt  291,  v.  3  L.,  die 
ein  Dreieck  bilden,  292,  v.  2  nicht 
incid.  L.  294.  —  Wann  das  planim. 
Prod.  V.  3  L.  null  ist  296.  —  Stereom. 
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Pr.  V.  2  L.  298,  801,  v.  L.  u.  Flachen- 
theil 803.  —  Darstellung  der  zu  einem 
L.  gehörigen  Str.  805.  —  Darst.  einer 
Summe  von  L.  als  Summe  1  L.  u.  1 
dazu  senkr.  Prod.  y.  2  Strecken  846; 
diese  Darst.  ist  nur  auf  eine  Weise 
mOgl.  847.  —  Beziehung  zu  den  Be- 
wegungen eines  Körpers  847  Anm. 

Lücken,  vertauschbare ,  ( gebundene, 
freie }  868,  |  486  Anm. } .  —  Lücken 
verschiedener  Stufen  858  Anm.  —  Vgl. 
Produkt;  vgl.  Aj. 

Luc  kenausdrücke  mit  n  Lücken  857. 

—  Gleichheit  von  L.  ebd.  —  Multipl. 
eines  L.  mit  einer  Reihe  von  Fakt. 
1.  St.  360—362,  mit  einer  Summe  363. 

—  Allgemeines  368  Anm.  —  Normale 
Einh.  reeller  L.  411;  jeder  L.  ist  aus 
ihnen  ableitbar  412.  —  Differenziation 
von  Ax",  wo  A  ein  L.  481,  höhere 
Diffqu.  448;  Integration  489.  —  Be- 
deutung von  [Xöx  •••"«]»  wenn  L 
gerade  ti,  weniger  als  m,  insbesondere 
n  —  1,  {od.  mehr  als  n }  Lücken  ent- 
hält, bezügliche  Lückenprod.  504.  — 

—  Es  ist  [La^  . . .  oj  —  [ife,  . . .  6  J, 
wenn  [oj  .  .  .  a^]  «■[&,...  h^  und 
I  /v», . . .  a^]  «=»  0,  wenn  [a^  . .  .  a^] «  0 
ist,  505.  —  Bedeutung  von  [1^]  =  o 
und  von  [I/J,  506.  —  Wenn  Li  ver- 
tauschbare Lücken  enthält,  so  ist 
|f^]  =  0,  507.  —  Vertauschung  der 
Faktoren  A^^. .  .A^  in  [.1,  . . .  A^P\ 
wenn  A^^  . . .  A^  je  eine  Lücke  ent- 
halten 508.  —  Umgestaltung  von 
[yiJBa,  ..«;,,],  wo  A  eine  und  B 
m  —  1  Lücken  enth.  509.  —  Umgest. 
von  [C*fl, . .  .  Ö2„],  wo  C'zwei  Lücken 
enth.  510,  |  S.  474f. ). 

Lückenprodukt,  s.  Produkt. 

Macla urinscher  Satz,  s.  Taylorschcr. 

Messungsquotient  170,  219. 

[Mitte]  =  Summenpunkt. 

Multiplikation,  s.  Prod.,  Grösse.  — 
Vgl.  A,. 

Multiplikative  Kombinationen  von 
n  Gr.  zur  m-ten  Klasse  64,  zwischen 
ihnen  besteht  keine  Zahlbeziehung  69, 
dasselbe    bei    algebr.    Mult.    371.    — 


Eigensch.  d.  mult.  K.  (n  —  l)-ter  Kl. 
von  n  Gr.  1.  St.  112.  —  Ergänzende 
Kombinat.  172  Anm.  —  Sätze  über 
Summen  innerer  Prod.  von  m.  K.  183, 
184. 

[Nächstumfassendes  System]  »» 
verbindendes  Gebiet. 

Nenner,  s.  Bruch. 

Normale  Grössen  u.  Gebiete  152,  {vgl. 
S.  427 } .  —  Allseitig  normale  Gr.  u. 
Geb.  152,  {vgl.  S.  427f.).  —  Wenn 
A  zu  Bf  C^  .    .  normal  ist,  so  auch 

zu  (JB-fyCH ,  158.  —  Die  Gr. 

1.  St.,  die  zu  m  Gr.  eines  vollst.  Nor- 
malsyst.  n.  sind,  159.  —  In  Ebene  und 
Raum  ist  normal  »  senkrecht,  bei 
Strecken  und  Strprod.  881,  SSS,  [  886  a 
u.  387  Zus. } .  —  Norm.  Einh.  s.  Ein- 
heiten. —  Vgl.  Zurückleitung. 

Normalsystem  t»-ter  Stufe,  vollst,  u. 
einfaches,  sein  numerischer  Werth  158. 

—  Circuläre  Aend.  eines  N.  giebt  ein 
numerisch  gleiches  N.  155.  —  Das 
komb.  Prod.  der  Gr.  eines  N.  bei  circ. 
Aend.  166.  —  Zwischen  d.  Gr.  eines 
N.  herrscht  keine  Zahlbez.  167.  — 
Umwandlung  eines  N.  durch  circ. 
Aend.  160.  —  Incidente  N.  von  gleich, 
numer.  Werthe  bei  circ.  Aend.  161.  — 
Das  System  der  urspr.  Einh.  ein  N. 
162.  —  In  jedem  Geb.  w-ter  Stufe 
giebt  es  ein  N.  wi-ter  Stufe,  das  Theil 
eines  vollst.  N.  ist,  163.  —  N.  im 
Räume    332.    —    Vgl.    Ergänzimg    u. 

{  S.  434  ) . 

Null  ist  niemals  Einheit  3. 

Null  werden,  s.  Funktion. 

Numerisch    abgeleitet    1,    bei  Funkt 

392.  —  Num.  Werth  e.  Gr.  151,  414, 

{  vgl.  S.  434 ) ,  eines  Normalsyst.  153. 

—  Num.  gleich  151.  —  N.  Werth  einer 
Strecke  in  Eb.  od.  Raum  ist  die  Länge 
331,  333.  —  N.  Werth  eines  Strecken- 
prod.  334.  —  N.  Werth  in  allgemei- 
nerem Sinne  391.  —  Der  n.  Werth 
einer  Gr.  ist  null  415.  —  N.  kleiner, 
grösser  416.  —  Sätze  über  num.  Werthe 
417— 419c. 

[Offenes]  Produkt  =  Lückenausdruck. 
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Parallelepipedum,  s.  Spat. 

Parallelogramm  [Spatheck].  Erste  u. 
zweite  Seite  eines  P.  289.  —  Gleich- 
bezeichnete  P.  Bezeichnung  des  P. 
nach  den  Ecken  und  nach  den  Seiten 
239.  Gleiche  P.  241.  —  Zwei  P.  in 
parallelen  Ebenen  verhalten  sich  wie 
zwei  Zahlen  242.  —  Gleichheit  yon 
P.  mit  derselben  Grundseite  243. 

Partielle,  s.  Diffqu.  u.  Diffgl. 

[PlangrÖBse,  äussere]  «*  Flächentheil . 

Planimetrisch,  s.  Produkt. 

Polarecke  340  Anm. 

Potenzwerth,  s.  Bruch  u.  Diffqu. 

Produkt  zweier  ext.  Gr.  87,  B^chnungs- 
gesetze  38 — öl.  —  Entsprechende  P. 
u.  Faktoren  43.  —  P.  aus  mehreren 
Fakt.  44 — 46.  — Vertauschbark,  zweier 
Faktoren,  die  in  einer  Zahlbeziehung 
stehen  47.  —  Lineale  P.  s.  lineal.  — 
Unterschied  zwischen  algebr.  u.  kom- 
bin.  P.  61  Anm.  ~ 

I.  Begr.  des  kombinatorischen 
P.  (vgl.  Ai)  62.  —  Vertauschung  zweier 
einf.  Fakt,  eines  komb.  P.  63 — 65.  — 
Abhängigkeit  des  komb.  P.  von  der 
Reihenfolge  der  Faktoren  67 — 69.  — 
Fälle,  wo  das  komb.  P.  null  ist,  60, 
61.  —  Beziehung  zwischen  den  komb. 
P.  u.  den  Determinanten  63.  —  Komb. 
P.  aus  m  einf.  Fakt,  im  Hauptgebiet 
n-ter  St.  66.  —  Nothw.  u.  hinr.  Bed. 
für  das  Verschw.  eines  komb.  P.  66. 

—  Erlaubte  Umgestaltungen  eines 
komb.  P.  67.  —  Unabhäng.  des  komb. 
P.  von  den  benutzten  Einh.  68.  — 
Wann  zwei  komb.  P.  in  einer  Zahlbez. 
stehen  70.  —  Gleiche  komb.  P.  70  Anm. 

—  Das  komb.  P.  bleibt  bei  linealer 
Aend.  ungeändert  72.  —  Gleiche  komb. 
P.  lassen  sich  durch  lineale  Aend.  in 
ein.  überführen  76.  —  Das  komb.  P. 
aus  m  Gr.  1.  St.  ist  eine  einfache  Gr.  77b. 

II.  AeusseresP.  (vgl.  A|)  von  Einh. 
höherer  St.  u.  von  beliebigen  einfachen 
Gr.  78,  79.  —  Die  Elammersetzung 
ist  beim  äuss.  P.  gleichgültig  80.  — 
Wann  man  aus  dem  Verschw.  eines 
äuss.  P.  auf  das  Verschw.  eines  Fak- 


tors schliessen  kann  81.  —  Das  äuss. 
P.  einer  Einh.  in  ihre  Ergänz,  ist 
gleich  Eins  91. 

in.  Progressives  u.  regressives 
[äusseres  u.  eingewandtes]  (bezüg- 
liches) P.  94  (vgl.  Ergänz,  und  S.  410, 
Z.  16  V.  u.).  —  Bezeichnung  dieses  P. 
94  Anm.  —  Stufenzahl  eines  bezügl.  P. 
von  2  u.  mehr  Fakt.  96,  96.  —  Ist 
ein  P.  von  2  Fakt,  progressiv,  so  das 
der  Ergänz,  regr.  u.  umgek.  97  Zus. 

—  Produkt  von  einf.  Gr.,  die  einen 
Faktor  gemein  haben;  das  regr.  P 
aus  2  Fakt,  ist  von  dem  Begr.  der 
Ergänz,  unabhängig  102—108,  {vgl. 
S.  411,  413—416).  —  {Ein  P.  von 
einfachen  Grössen  ist  wieder  einfach 
S.  412,  Satz  1. )  —  Wann  ein  bez.  P. 
von  2  einf.  Gr.  verschw.  109.  —  Die 
urspr.  Einh.  können  durch  n  belieb. 
Gr.  1.  St.  ersetzt  werden,  deren  komb. 
P.  «  1  ist,  110.  —  Darst.  eines  regr.  P. 
aus  2  Fakt,  als  Vielfachensumme  von 
multipl.  Kombin.  113,  (vgl.  S.  417}. 

—  Beines  (progr.  od.  regr.)  P.  114.  — 
Gemischtes  P.  114.*  —  P.,  die  zugleich 
regr.  u.  progr.  sind,  114  Anm.,  97  Zus. 

—  Ist  ein  P.  rein,  so  auch  das  der 
Erg.  seiner  Fakt.  116.  —  Wann  ein 
P.  von  m  Fakt,  rein  od.  gemischt  ist 
116.  —  Das  reine  P.  von  Gr.  1.  oder 
(n  —  l)-ter  St.  ist  ein  kombin.  P. 
116  b.  —  Die  Stufenzahl  u.  das  Gebiet 
eines  reinen  P.  117,  118.  —  Die 
Klammersetzung  bei  rein.  P.  gleich- 
gültig 119.  —  Darst.  eines  reinen  P. 
durch  Fakt.  1.  od.  (n— l).ter  St.  119b. 

—  Wann  ein  reines  P.  ^0  ist  119  c. 

—  Vertausch,  der  Fakt,  bei  reinen  P. 
120.  —  Ein  reines  P.  mit  2  incid. 
Fakt,  ist  null  121.  —  Wann  ein  ge- 
mischtes P.  von  3  Fakt,  null  ist  122. 

—  Vert.  von  incid.  Fakt,  bei  gem.  P. 
123.  —  Vert.  von  2  Fakt,  in  einem 
P.  aus  3  Fakt.  124.  —  Zusammen- 
fassung zweier  Fakt,  eines  solchen 
P.  126,  (vgl.  S.  417 f.}.  —  Vert.  der 
Fakt,  eines  P.  nullter  St.  126.  — 
Zurückleitung  eines  reinen  P.  131.  — 
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IV.  Inneres  P.  (vgl.  geom.  Ana- 
lyse) zweier  Einh.  137,  zweier  belieb. 
Gr.  188,  seine  Stufenzahl  189,  die 
Anzahl  der  Einh.,  aus  denen  es  sich 
ableiten  lä88t'140.  —  Das  inn.  P.  von 
Gr.  gleicher  St.  ist  eine  Zahl  141.  — 
Inn.  P.  von  Einh.  u.  von  belieb.  Gr. 
gleicher  St.  142,  148.  —  Vgl.  Quadrat. 

—  Wann  das  inn.  P.  von  2  Einh. 
^  0  ist  147.  —  Inn.  P.  von  Einh.,  die 
einen  Fakt,  gemein  haben   148,  149. 

—  Vert.  der  Fakt,  eines  inn.  P.  144, 
150.  —  Die  Gesetze  des  inn.  P.  gelten 
auch,  wenn  man  die  urspr.  Einh.  durch 
ein  Normalsyst.  vom  num.  Werthe  1 
ersetzt  168.  —  Umgestaltung  des  inn. 
P.  durch  normale  Zurückleit.  169, 
dasselbe  insbe«.  für  inn.  P.  aus  Gr. 
gleicher  St.  170.  —  Inn.  P.  von  be- 
sonderer Form  171—173.  —  Inn.  P. 
gleichstufiger  einfacher  Gr.  174,  aus- 
gedrückt durch  die  einf.  Fakt,  der  Gr. 
176.  —  Specielle  Formeln  176—182.  — 
Die  Sunmie  der  inn.  P.  aus  mult. 
Komb.  u.  den  er^nz.  Komb.  188 — 187. 

—  Bestimm ungsgl.  für  die  inn.  Mult. 
von  Gr.  1.  u.  höherer  St.  188,  188  Anm. 

—  Specielle  Sätze  über  inn.  Mult.  von 
(ir.  1.  St.  189-194.  —  Beziehung  des 
inn.  u.  des  äuss.  P.  zum  Winkel  197, 
198,  198  Anm.  —  Darst.  des  inn.  P. 
durch  Winkel  199.  — 

V.  Planimetrisches  ii.  steroo- 
iH  0  tr  i  s  c  h  e  s  P.288  (vgl.Punkt,  Strecke, 
Linientheil,  Flächentheil).  Wann  ein 
plan,  oder  stereom.  P.  null  ist  293, 
301.  —  Die  Stufenzahl  eines  planim. 
V.  308.  —  Gleich  Null  gesetztes  planim. 
od.   stereom.  P.  nullter   St.  309—312. 

—  Erlaubte  Umgestaltungen  eines 
solchen  P.  313—319.  —  Von  Null 
versch.  plan.  u.  stereom.  P.  320 — 322. 

VI.  Inneres  P.  in  der  Geom., 
vgl.  Ergänzung,  normal,  circul.  Aend. 

VII.  Lückenprodukte  [offne  P.]. 
P.  mit  n  {  vertauschbaren  }  Lücken  353, 
Mult.  eines  solchen  P.  mit  n  oder 
weniger  als  n  Grössen  1.  St.  354 — 
356.  —  Vgl.  Lückenausdrücke.  - 


VIII.  Algebraisches  P.,  seine 
Bestimmungsgi.  u.  seine  Bezeichnung 
364,  376  Anm.,  Rechnungsgesetze  365 
—370.  —  Wann  es  null  wird  372.  — 
Gleiche  alg.  Prod.  mit  gemeins.  Faktor 
378.  —  Normale  Einh.  reeller  alg.  P. 
410.  —  Vgl.  Differenzial. 

Produktbildung  48. 

Progressiv,  s.  Prod.  u.  Zurückleitung. 

Projektion  217,  vgl.  Zurückleitung 
(normale),  vgl.  auch  Aj. 

Punkt  (vgl.  A,),  einfacher,  seine  Darst. 
als  Gr.  1.  St.  216,  vielfacher  P.  216. 

—  Add.  vielf.  P.  222.  —  Die  Diff.  von 
2  einf.  P.  eine  Strecke  222  Zus.  — 
Summe  von  2  P.  226.  —  Summe  von 
P.  u.  Strecke  226,  227.  —  Ableitung 
der  Add.  der  P.  227  Anm.,  {vgl. 
S.  484f. ).    —    Unendl.  entf.  P.    228. 

—  Ableitung  der  P.  des  Raums,  d. 
Ebene,  d.  Geraden  aus  je  4,  8,  2  P. 
282—284.  —  Drei  u.  vier  P.  in  einer 
Zahlbez.  286,  286.  —  Der  P.  ein  Geb. 

1.  St.  287.  —  Wann  ein  komb.  Prod. 
von  P.  verschw.  245.  —  Verschw.  eines 
Prod.  aus  P.  u.  Strecken  246.  —  Gleich- 
heit zwischen  2  komb.  Prod.  aus  je 

2,  3,  4  P.  247,  265,  268  (vgl.  Linien- 
u.  Flächenthcil).  —  Komb.  Prod.  von 
4  P.  u.  von  3  Strecken  264,  von  3  P. 
u.  1  Str.  266,  von  2  P.  u.  2  Str.  267, 
von  1  P.  u.  3  Str.  268.  —  Komb.  Prod. 
von  vielfachen  P.  253,  261b,  270.  — 
Kongruente  komb.  Prod.  von  P.  u 
Str.  271.  —  Vgl.  Abstand. 

Py thagoräischer    Lehrsatz    u.    seine 

Erweiterungen    192  —  194,    214,    215, 

338—340. 
ijuadrat,  inneres  145.  —  Inn.  Qu.  einer 

Gr.  m-ter  St.   146. 
Quotient  einer  Messung   170,  219.   - 

Algebr.  Qu.  374.  —  Qu.  im  Hauptgeb. 

j<-ter  Stufe,  s.  Bruch.  —  In  der  A^  hat 

Quotient  eine  andre  Bedeutung. 
Räumlich,  a.  Gebiet. 
Raum,   Gebiet  4.  St.   237;   vgl  Punkt, 

Strecke. 
Regelfläche    2.   Gr.   durch   3   Gerade, 

ihre  stereom.  Gl.  324. 
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Regressiv  [eingewandt],  s.  Produkt, 
Zurückleitong. 

Reihe  von  Einh.  =-  Produkt  vonEinh.  62. 

Reihen,  ächte  454,  455,  ihre  Konver- 
genz 456.  —  Unächte,  Uebergangs-  und 
absurde  R.  456  Anm.  —  Eine  Summe 
von  acht.  R.  459.  —  Differenziation 
acht.  Potenzreihen  460,  { S.  470  f . ) .  — 
Satz  über  ächte  Potenzr.  461.  —  Vgl. 
Funktion. 

Reines  Produkt,  schon  in  Aj,  s.  Prod. 

Relative  Einh.  3. 

I Richtmasse]  m-ter  Stufe  =  Einheiten 
m-ter  St. 

[Kichtstücke]  »=  Ableitungszahlen. 

{  Schraube,  S.  437,  Z.  9  v.  u.,  S.  438. ) 

[Senkrecht  proportionale  Gr.],  s. 
geometr.  Analyse,  an  ihre  Stelle  tritt 
in  Aj  der  Begriff  der  Ergänzung,  vgl. 
I,  1,  S.  421,  Z.  6—1  V.  u. 

Sinn  der  Zurückleitung  38,  127. 

Sinus  einer  einf.  Gr.  höherer  St.  195, 
{  vgl.  S.  432  f. } .  -  sin  (ah)  «=  sin  i  ab 
196. 

Spat  [Späth],  gleichbezeichnet.  Sp.  240. 

—  Bezeichnung  des  Sp.  nach  seinen 
Ecken  u.  nach  seiqen  Kanten  240.  — 
Erste,  2.,  3.  Kante  eines  Sp.  240.  — 
Gleiche  Sp.  241.  —  Zwei  Sp.  verhalten 
sich  wie  2  Zahlen  242.  —  Gleichheit 
von  Sp.  mit  derselben  Grundfläche 
244. 

[Spatheck]  =»  Parallelogramm. 

[Starre  Elementargrösse] ,  eine  einf. 
extens.  Gr.,  die  nicht  als  ein  Produkt 
von  Strecken  darstellbar  ist. 

Stereometrisch,  s.  Produkt. 

Stetig,  s.  Funktion,  DifFerenzial. 

Strecke  (vgl.  A,),  Begr.  u.  Darstellung 
als  Grösse  1.  St.  216.  —  Projektion 
einer  Str.  217.  —  Add.  von  Str.  220. 

—  Prod.  aus  Str.  u.  Zahl  221.  — 
Summe  von  Punkt  u.  Str.  227.  —  Die 
Str.  als  unendl.  entf.  Punkt  228.  — 
Die  Str.  des  Raumes,  der  Ebene,  { der 
Geraden }  sind  aus  je>  3,  2,  1  Str.  ab- 
leitbar 229,  230,  {230a} .  —  Drei  Str. 
in  einer  Zahlbez.  281.  —  Gleichheit  von 
komb.  Prod.  von  je  2  u.  von  je  3  Str. 


254,  262.  —  Vgl.  Punkt.  —  Add.  von 
Streckenprod.  278.  —  Vgl.  Linientheil, 
num.  Werth,  normal,  circuläre  Aend., 
Ergänzung,  Winkel. 

Stufe,  8.  Gebiet,  Grösse,  Prod. 

Stufenzahl  (vgl.  A,)  14,  77. 

Sturmscher  Satz  391  Anm.,  {  S.  468  j  . 

Subtraktion  extens.  Gr.  7. 

Summe  (vgl.  A,).  Eine  S.  einf.  Gr.  ist 
im  Allg.  eine  zusammenges.  Gr.  77. 
—  Form  einer  S.  von  einf.  Gr.,  die 
mit  Grössen  1.  St.  mult.  Null  giebt, 
82—85.  —  Jede  S.  von  einf.  Grössen 
(n  —  l)-ter  St.  im  Hauptgeb.  n-ter  St. 
ist  eine  einf.  Gr.  88.  —  Vgl.  Linien- 
theil. 

[Summengrösse]BB  zusammengesetzte 
extensive  Grösse. 

Summenpunkt  [Mitte]  223 Anm.,  seine 
Eigenschaften  224. 

Symmetrie  390  Anm.,  {vgl.  S.  461f. }. 

Syncyklisch,  s.  Kreis. 

[System]  —  Gebiet. 

System  v.  Einheiten  4.  —  S.  von  Be- 
stimmungsgl.  einer  Produktbildung  48, 
seine  Form  49. 

Taylorscher  Satz,  für  ext.  Funkt, 
einer  Zahlgr.  467,  für  Fkt.  einer  ext. 
Gr.  470. 

Theil  eines  Gebietes  152,  {vgl.  S.  427, 
Z.  14  ff.  V.  0. ) . 

Trägheitsgesetz  der  quadr.  Formen 
391,  Anm.,  { vgl.  S.  468  } . 

Uebergangsreihe  456  Anm. 

üebergeordnetes  Gebiet  15,  üb.  ein- 
fache Gr.  77.  —  Vgl.  incident  und  A,. 

Umkehrbar,  s.  Bruch. 

Umwandlung  der  Koord.  238. 

[Unabhängig]  sind  ext.  Gr.,  zwischen 
denen  keine  Zahlbeziehung  herrscht. 

Unächt,  s.  Reihen. 

Unendlich  entfernter  Punkt,  Gerade, 
Ebene  228.  —  U.  e.  Einheit  304,  305 
Anm. 

Untergeordnetes  Gebiet  15,  u.  ein- 
fache Gr.  77.  —  Vgl.  incident  und  A, . 

Ursprüngliche  Einheit  3.  —  Urspr. 
Einheiten  5,  sie  haben  im  Hauptgeb. 
7i-ter  Stufe  nichts  Ausgezeichnetes  24 
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Anm.  —  Vgl.  Produkt  (bezügliches  u. 
inneres). 

Yerbindendes  Gebiet  [n&chstumfas- 
sendes  System]  zweier  Geb.  16,  vgl. 
gemeinschaftliches. 

Verein,  integrirender,  s.  DifTgl. 

Vergleichung  417. 

Verschwinden,  s.  Funktion. 

Vertauschbare  Lücken  358, 485 Anm., 
vgl.  S.  394,  Z.  7  ff.  V.  o. 

Verwandte  Vereine  von  Gr.  401  — 
Herstellung  der  Verwandtschaft  zwi- 
schen zwei  Ver.  von  Gr.  402.  —  Aus 
zwei  verw.  Ver.  von  Gr.  kann  man 
durch  Produktbildung  neue  verw.  Ver. 
ableiten  403.  —  Die  Verw.,  bei  der 
n  +  1  Gr.  des  einen  n  +  1  Gr.  des 
and.  Vereines  kongruent  sein  sollen 
404.  —  Andere  Defin.  d.  Verw.  404 
Anm.  —  Vgl.  Kreis  und  A,. 

Vielfach,  s.  Punkt.  —  Vielfaches  einer 
Gr.  14  Anm. 

Vielfachensumme  841,  vgl.  A^, 

Vollständig,  s.  Normalsjstero.  —  V. 
integriren  491. 

Werth,  8.  numerisch. 

Winkel  zweier  einfacher  Gr.  von  glei- 
cher St.  196,  {  von  versch.  St.  S.  481  f. ) . 
—  Beziehung  der  W.  zum  inn.  und 
äusH.  Trod.  107,  198.  —  Sätze  über 
W.  zwischen  Gr.  1.  St.  201—213.  — 
W.  zwischen  Strecken  u.  Streckenprod. 
837.  —  Zweckmässigste  Wahl  der  W. 
eines  sphärischen  Dreiecks  340  Anm., 
{  vgl.  S.  437  ) .  —  {  Vgl.  S.  434. ) 

Wohlgeordnete  Aufstellung  der  Komb. 
372,  410. 

Zähler  eines  Bruchs,  s.  Brucli. 


Zahl  als  Quotient  ext.  Gr.  80,  vgl.  I,  1 
unter  ZahlgrOssen.  —  Die  Zahlen  als 
Grössen  nullter  Stufe  { 77,  vgl.  S.  402 } . 

—  Räumliche  Darstellung  der  Zahlen 
324  Anm.,  825.  —  Zurückführung  der 
Mult.  u.  Add.  von  Zahlen  auf  planim. 
Prod.  826,  827. 

Zahlbeziehung  [Zahlenrelation]  zwi- 
schen Gr.  2.  —  Wann  zwischen  ext. 
Gr.  eine  Z.  herrscht  16,  22.  —  Was 
aus  dem  Besteben  einer  Z.  folgt  17. 

—  Hinr.  Bed.  dafür,  das«  keine  Z. 
besteht  18.  —  n  Grössen,  aus  denen 
sich  ein  Geb.  n-ter  Stufe  ableiten 
lässt,  stehen  in  keiner  Z.  23. 

Zahlfunktion,  s.  Fkt. 

[Zeiger]  —  Ableitungszahlen. 

Zurückleitung  [Abschattung]  einer 
ext.  Gr.  1 .  St.  auf  ein  Geb.  unter  Aus- 
schliessung eines  Geb.  3S.  —  Z.  einer 
Gl.  36.  —  Progr.  u.  regr.  Z.  [äussere 
u.  eingew.  Absch.]  von  Gr.  höherer 
St.  127.  —  sinn  der  Z.  127.  —  Wann 
die  Z.  progr.  u.  wann  sie  regr.  ist 
128.  —  Analyt.  Darst.  der  Z.  129. 
{Die  Z.  im  gewöhnl.  Baume  S.  419 
—424. )  —  Die  Z.  eines  reinen  Prod. 
ist  gleich  dem  Prod.  aus  den  Z.  der 
Faktoren  131.  —  Normale  Z.  164,  ihre 
analyt.  Darst.  165.  —  Norm.  Z.  einer 
Gr.  auf  ein  Geb.  gleicher  St.  166.  — 
Darst.  der  norm.  Z.  durch  Winkel  200, 
201.  —  Norm.  Z.  auf  Linien,  Ebenen 
u.  Punkte  337  Anm. ,  { vgl.  jedoch 
S.  436 f.}.  —  Vgl.  Produkt  (innereeV 

—  In  der  A,  heisst  die  Z.  Abschat- 
tung, vgl.  S.  418. 

Zusammengesetzt,  s.  Grösse. 


Berichtigungen  nnd  Nachträge. 


Zum  ersten  Theile  des  ersten  Bandes. 

S.  8,  Z.  2,  1  Y.  u.  Der  2.  Theil  dieser  Baumlehre  hat  den  besonderen  Titel: 
,,  Ebene  räumliche  Grösaenlehre"  und  es  heisst  auf  S.  194  f.  in  einer  Fussnote: 

,,Da8  Rechteck  ist  eigentlich  selbst  das  wahre  geometrische  Produkt,  und  die 
Construktion  desselben,  wie  sie  §  58  gezeigt  ist,  die  eigentlich  geometrische  Muh 
tiplikation.  Nimmt  man  den  Begriff  des  Produkts  nämlich  in  seiner  reinsten  und 
allgemeinsten  Bedeutung,  so  bezeichnet  er  das  Ergebniss  einer  Construktion,  welches 
aus  einem  schon  Erzeugten  (Construirten)  auf  gleiche  Weise  hervorgeht,  als  dieses 
Erzeugte  aus  den  ursprünglich  Erzengenden,  und  die  Multiplikation  ist  so  nur 
eine  Construktion  in  einer  höheren  Potenz.  In  der  Geometrie  ist  der  Punkt  das 
ursprünglich  „Erzeugende";  aus  ihm  geht  durch  jene  Construktion  die  Linie 
hervor.  Machen  wir  die  begränzte  Linie  (als  das  durch  die  erste  Construktion 
Erzeugte)  zur  Grundlage  einer  neuen  Construktion,  indem  wir  sie  auf  gleiche 
Weise  behandeln,  wie  vorher  den  Punkt,  so  entsteht  das  Rechteck.  Das  Recht- 
eck entsteht  also  aus  der  Linie  ebenso,  wie  die  Linie  aus  dem  Punkte  entstand. 

,,So  verhält  sichs  nun  auch  in  der  Zahlenlehre.  Hier  ist  das  ursprünglich 
Erzeugende  die  Einheit,  welche  in  Hinsicht  auf  die  Zahl  als  schlechthin  gegeben 
angesehen  werden  muss.  Aus  dieser  geht  durch  das  Zählen  (die  arithmetische  Con- 
struktion) die  Zahl  hervor.  Macht  man  diese  nunmehr  gebildete  Zahl  zur  Grund- 
lage eines  neuen  Zählens,  indem  man  sie  an  die  Stelle  der  Einheit  setzt,  so  erhält 
man  die  arithmetische  Verbindung  zur  Multiplikation,  welche  also  nichts  anders 
ist,  als  eine  Zahl  auf  höherer  Stufe,  eine  Zahl,  deren  Einheit  auch  eine  Zahl  ist. 
So  könnte  man  etwa  sagen,  das  Rechteck  sei  eine  (begränzte)  Linie,  bei  der  an 
die  Stelle  des  erzeugenden  Punkts  auch  eine  (begi^Uizte)  Linie  getreten  sei.  Man 
würde  dann  die  beiden  vorstehenden  Sätze  auch  so  fassen  können:  Rechtecke  sind 
dii'  geometrischen  I^odukte  aus  Grundseite  und  Höhe,  und  verhalten  sich  wie  die 
arithmetischen/' 

In  dem  „Lehrbuch  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie**  von 
J.  G.  Grassmann,  Professor  am  Gymnasio  zu  Stettin,  Berlin  bei  G.  Reimer, 
1835,  liest  man  auf  S.  10  in  einer  Fussnote  Folgendes: 

„Nimmt  man  den  Begriff  des  Products  in  seiner  reinsten  und  allgemeinsten 
Bedeutung,  so  bezeichnet  er  in  der  Mathematik  das  Ergebniss  einer  Synthesis, 
bei  welcher  das  durch  eine  frühere  Synthesis  erzeugte,  an  die  Stelle  des  ursprüng- 
lichen Elements  gesetzt,  und  wie  dieses  behandelt  wird.  Das  Product  muss  aus 
dem,  was  durch  die  erste  Synthesis  erzeugt  ist,  gerade  ebenso  hervorgehen,  wie 
dieses  aus  dem  ursprünglich  erzeugenden.  —  In  der  Arithmetik  ist  die  Einheit 
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das  Element,  die  Sjnthesis  da«  Zählen,  das  Erzeugniss  die  Zahl.  Wird  nun  diese 
Zahl,  als  das  Erzeugniss  der  ersten  Synthesis,  an  die  Stelle  der  Einheit  gesetzt, 
i|nd  eben  so  behandelt,  d.  h.  gezählt,  so  entsteht  das  arithmetische  Product, 
welches  als  eine  Zahl  auf  höherer  Stufe,  als  eine  Zahl,  deren  Einheit  schon  eine 
Zahl  ist,  betrachtet  werden  kann.  —  In  der  Geometrie  ist  der  Punct  das  Element, 
die  Synthesis  die  Fortbewegung  dos  Punctes  nach  irgend  einer  Richtung,  das 
Erzeugniss,  der  Weg  des  Punctes,  die  Linie.  Wird  nun  diese  Linie,  als  das  Er- 
zeugniss der  ersten  Synthesis,  an  die  Stelle  des  Punctes  gesetzt,  und  ebenso 
behandelt,  d.  h.  nach  einer  andern  Richtung  fortbewegt,  so  entsteht  die  Fläche, 
als  der  Weg  der  Linie;  sie  ist  daher  das  wahre  geometrische  Product  zweier 
Linear -Factoren,  und  erscheint  zunächst  als  ein  Rechteck,  sofern  in  jener  zweiten 
Richtung  nichts  von  der  ersten  enthalten  ist.  Wird  die  Fläche  an  die  Stelle  des 
Puncts  gesetzt,  so  entsteht  der  geometrische  Körper,  als  das  Product  dreier 
Factoren,  womit  es  in  der  Geometrie,  da  der  Raum  nur  drei  Dimensionen  ent- 
hält, sein  Bewenden  hat,  während  die  Arithmetik  in  Ansehung  der  Anzahl  der 
Factoren  nicht  beschi^nkt  ist.    Yergl.  meine  Raumlehre  Ster  Th.    Berlin  1824." 

S.  35,  Z.  9  V.  0.    Hier  hätte  „sind**  für  „ist**  gesetzt  werden  sollen. 

S.  64,  Z.  11  V.  u.  ist  der  Strich  nach  „aus**  zu  tilgen.*) 

S.  94.  Varignon  hat  diesen  Satz  zuerst  in  den  MfSmoires  de  TAcad^mie 
des  Sciences  de  Paris,  Annexe  1719,  S.  66  veröffentlicht  (Paris  1721).  In  Varignons 
„Nouvelle  mäcanique  ou  statique**,  Paris  1725,  steht  er  in  Bd.  1,  auf  S.  84, 
Lemme  XVI. 

Die  von  Grassmann  angegebene,  allgemein  gültige  Fassung  des  Satzes 
findet  sich  übrigens  schon  in  der  Statik  von  Möbius  §  34  (1837);  s.  die  ges. 
Werke  Bd.  III,  S.  51. 

S.  196,  Z.  8 — 11  V.  o.,  6 — 1  V.  u.  Auf  diesen  Punkt  werden  wir  im  zweiten 
Bande  zurückkommen. 

S.  330,  Z.  19  V.  u.  lies:  a  x'  h  b'x'. 

S.  366,  Z.  1  v.o.     Hier  hätte   für  qlSp^    und   q^Sp^   gCFotzt  werden   sollen 
q^  X  Sp^  und  g,  X  Sp^. 

S.  380,    Z.  12,   16  V.  o.      Hier    hätte    für    2r8«a    gesetzt   werden    sollen: 

2  r  X  S  «  «  . 

S.  407,  Z.  18  V.  u.  lies:  „und  das  ist  noch  nicht  gleiihbcdoutend'*,  und  am 
Schlüsse  von  Z.  17  v.  u.  füge  man  hinzu:  In  den  Betrachtungen  auf  S.  124, 
Z.  3  —  14  V.  o  wird  aber  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  C  von  A  .  B  un- 
abhängig sei. 

S.  409  f.  Das  Grass  mann  sehe  DoppelverhäUniss  von  vier  geraden  Linien 
ist,  wie  der  Unterzeichnete  nachträglich  erfahren  hat,  bereits  von  Herrn  Voss  in 
ähnlichem  Sinne  behandelt  worden,  wie  in  der  Anmerkung  auf  S.  409  —  411  des 
ersten  Theils  dieser  Ausgabe,  allerdings  ohne  Bezugnahme  auf  Grassmann. 
(Math.  Ann  Bd.  8  (1875)  S.  60,  Bd.  13  (1878)  S.  168,  232;  vgl.  auch  Sturm, 
Crelles  Journal  Bd.  86  (1879)  S.  130  und  Mehmke,  Zeitschr.  f.  Math.  Jahrg.  40 
(1895),  S.  227.) 

Wir  entnehmen  diesen  Untersuchungen  noch  den  folgenden  Satz,  der 
ganz  ähnlich  bewiesen  werden  kann,  wie  die  früher  aufgestellten:  „Die  noth- 
wendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  vier  gerade  Linien  -4,  B,  C\  /) 

*)  Die  Berichtigungen  zu  S.  54,  330,  366,  380,  421  Z.  8  v.  u.,  422  verdanke 
ich  einer  freundlichen  Mittheilung  von  K.  Zindler  in  Wien. 
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Tangenten  von  einer  Raumcurye  8.  0.  (und  folglich  von  cx)*  solchen  Curven) 
sind,  ist 

VäB'CD  +  }/ÄCTDB  +  VäDTBC  =  0."  — 

Auch  die  Gleichung 

AB  ,CD  +  ÄC.DB  +  ÄD  .BC^O 

hat  eine  einfache  Bedeutung.  Construirt  man  nämlich  etwa  in  der  durch  B,C,  D 
bestimmten  Begelschaar  die  drei  Strahlen  B\  C\  D\  die  einzeln  B,  C,  D  zu  je 
einer  Gruppe  von  yier  harmonischen  Geraden  ergänzen,  so  bilden  die  beiden 
Strahlen  derselben  Begelschaar,  die  A  trefiPen,  ein  Strahlenpaar  der  durch  A,  A'; 
By  B';  (7,  C  bestimmten  Involution.  Oder  anders  ausgedrückt:  Bringt  man 
irgend  eine  Ebene  77  mit  den  Strahlen  B^  C,  D  und  der  sie  enthaltenden  Fläche 
2.  0.  zum  Schnitt,  so  bestimmen  das  eingeschriebene  Dreieck  &,  c,  d  des  ent- 
standenen Kegelschnitts  und  das  zugehörige  umschriebene  Dreieck  ß,  y,  ^  einen 
Punkt  p,  den  gemeinsamen  Schnittpunkt  von  b  ^  cy,  d9.  Die  Gleichung  sagt 
aus,  dass  A  ein  Leitstrahl  des  durch  die  Zuordnung  (77,  p)  definirten  Nullsystems 
ist.  —  Der  Satz  lässt  sich  auf  den  Fall  ausdehnen,  wo  an  Stelle  von  Ay  B,  C^D 
beliebige  lineare  Compleze  treten.  Study. 

S.  410,  Z.  24  Y.  0.  Statt:  „Zahl**  lies:  „Grösse**,  denn  q  ist  zunächst  ein 
gewisses  Volumen  und  wird  erst  dann  zu  einer  Zahl,  wenn  man  eine  Volumen- 
einheit  festgesetzt  hat. 

S.  416,  Z.  21f.  y.  0.  Grassmann  war  durch  Möbius  (Brief  vom  2.  Februar 
1845)  auf  die  Preisaufgabe  auhnerksam  gemacht  worden. 

S.  416,  Z.  22,  21  Y.  u.  Mittlerweile  habe  ich  auch  dieses  Gutachten  selbst 
einsehen  können.  Dabei  zeigt  sich,  dass  Drobisch  die  Stellung  der  Preisaufgabe 
veranlasst  hatte.  Drobisch  ist  es  auch,  der,  auf  besonderen  Wunsch  von 
Möbius,  zuerst  sein  Gutachten  abgegeben  hat.  Das  darauf  folgende  Gutachten 
von  Möbius  ist  sehr  ausfEihrlich  und  enthält  unter  Anderm  die  auf  S.  424, 
Z.  14  — 6  v.  u.  angefahrten  Aeusserungen  fast  wörtlich.  Ich  kann  mir  nicht  ver- 
sagen, den  Schluss  dieses  Gutachtens  mitzutheilen;  es  heisst  da:  „Zudem  wünsche 
ich  um  so  mehr,  dass  der  deutsche  Geometer,  welcher  die  grossartige  von  einem 
der  ausgezeichnetsten  deutschen  Heroen  der  Wissenschaft  ausgegangene  Idee  einer 
geometrischen  Analysis  mit  Erfolg  zu  verwirklichen  gesucht  hat,  öffentliche  An- 
erkennung finde,  als  erst  voriges  Jahr  ein  französischer  Mathematiker  (de  Saint- 
Venant)  auf  einige  dieser  neuen  Rechnungsarten,  wie  es  scheint,  für  sich  ge- 
kommen ist,  und  es  dann,  wie  schon  manchmal,  auch  hier  geschehen  könnte, 
dass  deutsche  Verdienste  über  denen  von  Ausländern  vergessen  würden.** 

S.  417,  Z.  6  v.  0.  lies:  „merkwürdigen**. 

S.  421,  Z.  15  V.  o.  lies:  „Bolyai**. 

S.  421,  Z.  8  V.  u.  lies:  „a,  6,  c',  d'.'' 

S.  422,  Z.  13  V.  0.  lies:  x  dp^  statt:  dp^. 

S.  424,  Z.  19,  18  v.  u.  Das  Möbiusarchiv  befindet  sich  jetzt  in  den  Sitzungs- 
räumen  der  Egl.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss.  zu  Leipzig. 

S.  429,  rechts,  Z.17  v.  u.     Statt:  883  lies:  3S3. 

S.  433,  rechts,  Z.  7  v.  o.    Statt  (296)  lies:  [295]. 
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S.  25,  in  der  Eopfüberschrifb  lies:  „Gleichungen^^  ausserdem  ftige  man  noch 
hinzu:  ,,—  Zurückleitung**. 

S.  85,  Z.  18  y.  o.  lies:  ,,und,  indem**. 

S.  87,  Z.  18  y.  u.  lies:  „Multiplikationsgattung**. 

S.  52,  Z.  15  V.  u.    Statt  —  a    lies:  (—  a). 

S.  58  fehlt  links  yon  Z.  5  y.  o.  die  Seitenzahl:  58. 

S.  96,  Z.  18  y.  u.  lies :  „und,  wenn**. 

S.  106,  Z.  9  y.  u.  hätte  gesetzt  werden  sollen:  „in  den  Gleichungen**. 

S.  106,  Z.  7  y.  u.    Statt:  ff^^  lies:  f^^l 

S.  181,  Z.  2  y.  u.  lies:  Fig.  11. 

S.  218,  Z.  1  y.  u.  lies:  „angenomfnenen^^, 

S.  861,  Z.  16  y.  u.  hätte  für:  „aj  und  a,**  gesetzt  werden  sollen:  „a^ 
und  a,**. 

S.  277,  Z.  6  y.  o.  lies:  „syncyklisch**. 

S.  281,  Z.  18  y.  o.  lies:  „Quadratwurzel**. 

S.  298,  Z.  19  y.  u.  hätte  nach:  -| ,  noch  hinzugefügt  werden  sollen:  „•  •  •,**. 

S.  880,  Z.  18  y.  u.  muss  es  heissen:  „eine  mit  x  null  werdende  Fanktion*^ 

S.  838,  Z.  14  y.  u.  und  389,  Z.  16  y.  u.  lies:  „Differenzialgleichnng**. 

S.  865,  Z.  6  y.  o.  lies:  „der  Brüche  für  dx^,  . . .  *x^^". 

S.  897,  Z.  6  y.  0.  Im  Möbiusarchiye  befindet  sich  ein  Brief  Grassmanns, 
aus  dem  heryorgeht,  dass  am  81.  Oktober  1861  ein  Exemplar  der  A,  an  MObius 
abgegangen  ist. 

S.  408,  Z.  14  y.  u.  bis  404,  Z.  19  y.  o.  Kürzer  ist  ein  Beweis,  den  ich  einer 
brieflichen  Mittheilung  yon  Study  yerdanke.  Nimmt  man  nämlich  an,  daas  A^ 
das  Glied  [^;t_i^„]  enthält,  was  keine  Beschränkung  der  Allgemeinheit  ist,  so 
kann  Ä^  in  der  Form: 

geschrieben  werden,  wo  die  Zahlgrösse  X  ^  0  ist  und  wo  a,  &,  £,  dem  Gebiete 
*^ii  '  '  •  ^n  —  2  angehören.     Demnach  wird : 

^  -  ^  [(^_  1  +  a)  {e^  +  b)]+B,-l  [ab]. 

Bildet  man  nun  die  Gleichung  [^.,^1^]  =:  0  und  von  dieser  Gleichung  die  Zurück- 
leitung auf  das  Gebiet  e, ,  .  .  .  «„_2  unter  Ausschluss  des  Gebietes:  «„__j  -|~  «* 
e  +  '^  ^0  erkennt  man  (s.  Nr.  130  u.  131),  dass  sich  [^-4,]  «=  0  in  zwei 
Gleichungen  zerlegt,  von  denen  die  eine  so  lautet; 

[(«,_!  +  «)  ('•„  +  l>)  (B,  -  X  [ab])]  =  0 , 

aus  dieser  aber  folgt  nach  Nr.  81,  dass  B^  —  A  [a6]  =  0  ist,  also  ist  A^  sicher 
einfach,  sobald  [-4^.4,]  verschwindet. 

S.  409,  Z.  1  — 3  v.o.  Ebenfalls  einer  brieflichen  Mittheilung  von  Study 
verdanke  ich  ein  anderes  Kriterium  für  die  Einfachheit  einer  Grösse  m-ter 
Stufe,  jedenfalls  das  einfachste  Kriterium,  das  sich  überhaupt  denken  lässt.  Ist 
nämlich  A^^^  eine  Grösse  w-ter  Stufe  in  dem  Hauptgebiete  n-ter  Stufe:  ^j,  .  .  .  ^ 
und  ist  /^„_„^  1  1  irgend  eine  einfache  Grösse  {n  —  vi  +  l)-ter  Stufe,  so  ist  dai* 
regressive  Produkt  {A^^^B^_^^,^\  eine  Grösse  erster  Stufe;  ist  A^^  insbesondere 


/ 
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einfach,  so  ist  [-^;„-B«_,„  j.i]  der  Grösse  Ä^  untergeordnet  und  also  das  Pro- 
dukt: [Ä^B^^^t^  .  Ä^]  gleich  Null.  Das  Kriterium  sagt  nun  aus,  dass  auch 
umgekehrt  Ä^  dann  einfach  ist,  wenn  das  Produkt  [Ä^B^_^_^^  .  A^]  ver- 
schwindet, welche  einfache  Grösse  (ii  —  w  +  l)-ter  Stufe  B^_^^,  auch  sein  mag. 
Da  aber  jede  einfache  Grösse  (n  —  m  -|-  l)-ter  Stufe  aus  den  Einheiten  von 
der  betreffenden  Stufe  numerisch  ableitbar  ist  und  da  diese  Einheiten  einfache 
Grössen  sind,  so  genügt  es,  wenn  die  angegebene  Bedingung  fOr  alle  Einheiten 
(i2  —  m  -f  l)-ter  Stufe  erfüllt  ist,  und  wir  können  daher  mit  Study  den  Satz 
aussprechen: 

Eine  Chrösse  Ä^  von  m-Ur  Stufe  im  Haitptgebiete  n-ter  Stufe  ist  dann  und 
nur  dann  einfach,  wenn  sie  der  Gleichung: 

genügt,  welche  Einheit  (n  —  m  +  l)'ter  Stufe  man  auch  für  E^_^_^^  setzen  mag. 
Beweis.  Dass  die  Bedingung  des  Satzes  nothwendig  ist,  ergiebt  sich  aus 
dem  vorhin  Gesagten,  um  zu  zeigen,  dass  sie  auch  hinreichend  ist,  wollen  wir, 
was  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  möglich  ist,  annehmen,  dass  A^,  als 
Yielfachensumme  der  Einheiten  m-ter  Stufe  dargestellt,  ein  Glied  von  der  Form 
[^1    •  •  ^//]  enthält,  so  dass  es  also  die  Form  hat: 


m     n  —  m 


.V/ 


1         1  i 

WO  X  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  ist  und  wo  jede  der  Einheiten  m-ter  Stufe 
E^ll  höchstens  in  —  2  von  den  Einheiten  «i ,  . . .  e^  als  Faktoren  enthält.  Setzt 
man  dann: 

80  wird  nach  Nr.  66,  94,  108  und  109: 

[^„^<ri„+x]  -  i«^  +  (-  ir-''2«^««„+,  -  ^  0»  - 1, ...  m) . 

i 
Ist  nun  die  Gleichung  (1)  für  jede  Einheit  (n  —  w-f  l)-ter  Stufe  erfüllt,  so  ver- 
schwinden alle  Produkte  [u, -4^],  . . .,  [u^A^]^  und  da  i*|,  . . .  u^  augenscheinlich 
in  keiner  Zahlbeziehung  stehen,  so  ist  A^  nach  Nr.  84  dem  äusseren  Produkte 
[U|  ...  u^]  kongruent  und  somit  sicher  eine  einfache  Grösse.  Das  aber  war  zu 
beweisen. 

Das  hiermit  bewiesene  Kriterium  liefert  unmittelbar  die  Relationen  zweiten 
Grades,  die  zwischen  den  Ableitungszahlen  einer  Grösse  m-ter  Stufe  bestehen  müssen^ 
tcenn  diese  Grösse  einfach  sein  soU,  während  die  Aufstellung  dieser  Relationen  auf 
Grund  des  Kriteriums  auf  S.  409  praktisch  undurchführbar  ist;  doch  behält  das 
Kriterium  auf  S.  409  auch  neben  dem  andern  sein  Interesse. 

Erwähnt  sei  noch,  dass  man  in  dem  Study  sehen  Satze  die  Einheiten 
(n  —  w  +  l)-ter  Stufe  auch  durch  solche  (n  —  m  —  l)-ter  Stufe  ersetzen  kann, 
und  dass  der  dem  Satze  zu  Grunde  liegende  Gedanke  noch  allgemeinere  Sätze 
derselben  Art  liefert. 

S.  431,  Z.  18  V.  o.     Der  Zähler  des   zweiten  Bruches  für   cos  ^  AA'  muss 

lauten : 

[A{\B{,A\\B))\. 
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